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摘 要

旋转梳械在机械、动力、交通、航空航天及空间技术领域中占有极其藏要的

缝位，氇是国澄经济支柱产盈静关键装备之一。随着生产与科学技术的发展，对

予转予系绞l}线性动力学{亍戈豹磷究，蠢经发震裁力当蓠稻芙磷究矮域静一个熟

点。本文利用邋过变分方法季孽到的毒限宠毒鑫琢{}定攀濑膜力爨解辑公式，以寿凝

宽轴承一刚性Jeffcott转子为研究慰象，用数值攒拟磺究系统的I#线性动力学行

为，借助捆图、分翁图、Poincare映射图及频谱圈分柝系统的运动形态。磺突继

果表明，随着系统参数的变化，在特定的参数组合下出现了复杂的非线性动力学

现象，为解决实际工程系统中遇到的问题，如故障诊断等提供了～定的理论依据。

本文莆先引入了由变分方法得到的有限宽轴承非定常油膜力的解析公式，然

霜介绍了粥于分析转子一轴承系统在菲线性翻索作用下运动形态的方法。

英次在上鬻疆供的理论基石盘上，建立有限宽聋由承一刚傲Jeffcott转子系统动

力学模型，采雳宠格一律塔算法来求解系统静运动微分方程，得捌了不同宽径眈

下转孑涡动关予无量缨转速、无堂缨爨量镶心及综合参数豹分彷鋈戳及部分桶

嬲、Poincare映射图釉频谱匿，结果显现系统中存在丰富懿瘸期、概瘸期麓至瀑

沌运动。

第三，在研究有限宽轴承一刚性Jeffcott转子的运动特性时，除考虑油膜力

外，还考虑碰摩。将这两种非线性因素综合越来，仍然利用龙格一库塔算法求解

并作出了关于备参数的分岔图、部分相图及Poincare映射图。

最后，对本文中所取得的结果进行了总结，同时指出了本文的创新之处及存

在的不足。

美键镯：转子，畜袋宽毒鑫承，磋摩，油膜力，交分方法，分岔，混沌，菲线性动

力学
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ABSTRACT

Rotating machinery has a very important position in machinery,power,

communication，aerospace，space technology and so on．And it is also one of main

equipment of pillar industries in national economy．Along with the development of

production and the progress of science and technology,research on some problem of

nonlinear dynamical behaviors of a rotor system has evolved to be a top point in

related fields nowadays，In this thesis，the anal，Xical formula of the unsteady oil—film

force of the finite joumal bearing is obtained by variational approach．The nonlinear

dynamical behaviors ofthe finitejournal bearing—rotor are studied by using numerical

simulations．

The motion characteristics are analyzed by phase diagram，bifurcation diagram，
Poincare maps and spectrum analysis。Results show that at a specific parameter

combinations，complexed nonlinear dynamical phenomena appear with the variation
of system parameter,which may serve as a reference to solve the problems in the

practical engineering systems．

Firstly,the analytical formula of the unsteady oiI—film force of the finite journal

bearing，is cited in this thesis．In addition，the methods for the research of the motion

characteristics of system are introduced，

Secondly,based on the theories above，the dynamical model of the finite joumal
bearing—rotor system is established，and the motion differential equation of the system

is sovled by using the Runge—kutta method，and in the different length to diameter

ratio，bifurcation diagram，as well as partial phase diagram，Poincare maps and

spectrum analysis about dimentionless rotating speed，dimentionless mass eccentricity

and synthetical parameter are obtained．Results show the various forms of periodic，

qusi—periodic and chaotic motions．

Thirdb；the motion characteristics of the finite journal bearing—rotor are

investigated under the consideration of oil—film force，together with rub-impact，and

its motion differential equation is solved by the Runge·Kutta method．In the end，

bifurcation diagram，partial phase diagram and Poincare maps about every parameter
concerned are plotted．

Finally,the results we’ve obtained are summarized in the end ofthis thesis．Also
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some creativities as well as existing problems are pointed out

Key words：rotor'finite journal bearing，rub—impact，oil—film force，variational

method，bifurcation，chaos，nonlinear dynamics
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第一章绪论

{．{ 本课题懿提出及硒究弱的和意义

转予系统狂机械、动力、航空、航天等领域有着广泛的应用，是机器设备

的重要缎成部分，转子系统能荫正常工作直接关系着整个系统的设备安全，对

予转子系统的动力学行为国走外学者已避行了大量的磺究。绝大多数的转子动

力学问题就其本质而言都是属于≈}线性的，而过去对于转子系统的研究手段主

器是将{}线性闲怒转证必线洼滴蘧，这楚霆失缝大多数非线瞧翊题难以精确求

解，在一些情7咒下用线性理论进行简化处理可以获得近似的结果，但猩很多情

况下，麓线往仡方法磁究{}线4陵润瑟，不仅会蠢璧静误蓑，{掰氛会产警质睁密

误。近几十年来，随着生产与科学技术的发展，转子向大型化、高转速及轻型

优和自动亿的方向发展，转子的动力学行为就变得日趋复杂纯了，运转中出现

的故障越来越引起人们的关注，事后的壤故调鸯表明这些故障很多属于非线性

渤力学问题，因此，对转予动力学非线饿问题的研究也越来越引起人们的重视，

缀过近+几年的凝究；}线性转予凌力学翊题己发展戈娄翦鞠关职究领域豹一个

热点⋯51-531。

1869年Rankine懿题隽“On the Centrifugal of Rotating Shaft”戆论文是关

于转子动力学的最早文献。该文研究了一根两端刚支的无阻尼均匀轴在其初始

经餮受貔后静平衡条{串，并提密了稿界转速魏概念。穗由于忽略了哥氐力的影

响，Rankine的结论是：转子不可能工作糕一阶临界转速以上。1919年，JeffcottI’l

研究了一个两端翔0支的单质量弹性转予，阐述了当转予处于超临界运行状态下

时不平缴转子麴照动对审效应，从嚣馒转子的工终转遴可以设诗在超漆器转速

医。这～观念的改变，使得设计和制造转速和效率都更搿的旋转机械成为可能。

N--÷毯纪，≮卡零钱，熬手线瞧系统理涂豹转予动力学获褥了缀大懿发展。珑

如八个非线性线性化刚殿与阻彪系数的线性化油膜力模型的研究，涉及的主要

淘题(不平衡确赢计算、箍秀转速确定、运转稳定往、参数辨谈以及转予平衡)

至今在理论上已较为成熟，在实践中也获得了成功的应用，并鼠拓展了新的应

厢领域。随着旋转机械运转速发的日益掇高和新型材料、新型绪构的推广应用，
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旋转机械中出现的复杂的非线性动力学行为日益引起关注。导致转子系统非线

性的主要因素有：轴和支承材料本身的非线性应力应变关系、滚动轴承刚度、

滑动轴承刚度和挤压油膜阻尼器的油膜力、间隙和碰摩、裂纹、参数(质量或刚

度)时变等。由于这些因素不可避免地存在，准确描述转子系统真实动力学行为

的微分方程是非线性的。在不少实际问题的处理中，合理的线性化自然能显著

地减少分析和计算工作量，降低理论上和技术上的难度，且所得结果与对真实

系统的观测基本相符，因而基于线性系统理论的转子动力学得到了充分的发展

和广泛的应用，并显示出强大的生命力，然而当真实转子系统的非线性较为显

著时，如果仍采用近似的线性化模型和线性系统的分析方法，将不可避免地“过

滤”掉许多系统固有的非线性动力学现象，如稳态响应对初始条件的依赖性、

解的多样性与稳定性、振动状态突变、超谐波次谐波共振、混沌振动以及系统

长期性态(吸引子)对参数的依赖性等，其主观分析结果与真实系统的客观动力

学行为之间必然存在不可忽视的定性和定量上的差异。在大型旋转机械监测与

故障诊断实践中，人们时常面临转子动力学传统理论难以做出准确阐释的异常

振动现象，这说明开展转子系统非线性振动的研究，不仅是转子动力学学科自

身不断深化的必然结果，更是源于工业实践的迫切需求f21l”。

非线性因素普遍存在于各类转子系统范畴的工程实际问题中，他们来自于

转子系统材料的、几何的、结构的、耗散的、运动的、以及耦合的等各种力学

因素，加上油膜力、密封力、不均匀蒸汽间隙力、碰摩等严重非线性激振源的

存在，导致转予系统从整体上说是非线性的。过去，由于旋转机械的设计主要

采用线性动力学理论，同时数学模型不够完善，导致旋转机械系统中各种异常

振动的存在，低频分量过大，振动幅值超标，甚至毁机的恶性事故。国内外发

生的多起汽轮机失稳事故卜71表明，对转子一轴承系统非线性动力学行为的进

一步深入研究是非常必要的。转子动力学的非线性问题种类常见的有⋯：(1)具

有气弹效应的转子；(2)内腔积液的转子：(3)具有裂纹的转子；(4)转子系统中的

动静件碰摩：(5)机器或基础某些部件松动：(6)具有非线性轴承油膜力的转子系

统：(7)系统阻尼、刚度、激振力随时间慢变的转子系统。由以上原因所引起的

转子的非线性振动，可能呈现为以下三种不同的形式：1)振动主要是以1X频率

分量的形式出现的，这类故障占大多数。它主要与转子存在着显著的不平衡量
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有关，这j}中振动主要是强迫振动。2)主要是以2X、3x或其饮整数镶的主频分

鬣瓣频率形式爨聪的，它主要是巍转子鲮轻承特性等豹嚣线缝掰孳|起静，是一

磅j}线性攮动。3)次谴摄幼，它圭要楚淡爨予主频载频率或分出现，这类振动

一箴是一军孛备激搬动，氆楚霏线穗振动，翔1／2X，1／3X等。它其有不稳定的往

屡，胃酸程短期溺浃瀵增长焉使梳缀羧环，鲁激静原因W戳怒多耱多样的。除

上述三种戳外，还可能出现功率谱是连续的，非平稳的确定性振动(即混沌)，

正目益弓l超科学工作者的蓬视芹n深入研究。零课题将多个非线瞧鞭素综合起来

研究转子系统的非线性动力学行为，在考虑油膜力外，逐将考虑其他非线性因

素，如碰摩。

1．2奉谍题的研究概况

对予一个转予系统，浊骥不仅起豢承受载蕊、降低鼙擦、缮撰豹作瘸，魄

趋着j}线褴弹簧和阻愆的作霜，对转予系统的动力特憔其有穰犬影响，怒造成

转子动力失稳的鬟要嚣素之一。漓膜力炎稳酌过程已纂本清楚，失稳豹根本艨

因是涡幼。在外部因素或油膜的动特性影响下，转子开始运行时，一般怒振幅

很小的丽频涡动。当转速增至菜一数馕时，将产艇频率为角频率～半的半频涡

动，涡幼燕两者的综合。躺转速升至第～阶临界转速时发生共振，当转速达到

第二蹬妊爨转速融，半频涡动熬频率与篱一黢牾赛转速摆嗣，溺貔蟮发急器l增

大，形成油膜掇荡。转速避一步舞裹时，拨动频率基本不变，E|!l于≤#线矬敲皮

豹雩#用，满动幅澎劳不琵黻增大，两爨形簸一缀鬻环。觚力学杭溪上讲，油藏

失稔静摄零嚣觳是交叉嚣《嶷察交叉隧鬈鹣存在。

文献[601采溺张文给出的较精确的油膜力模型研究了一刚性转子的分赫和溉

}Ⅵ电行为，在特定静参数下将呈周期涡动、倍周期分岔、概周期运动、混浊运动交

替出现的现象。文献f61．63]采用中心流形法结台奇异性理论、快速Galerkin方法

对转子系统在较宽购参数魏围内湛行了獗究，缮出了在蔡些参数鲍情况下存在嵇

周期分岔和hopf分岔。文献[64】通过数援艨方法研究了糖圆轴承搓较宽参数范爨

疼鼹{#线搜致力学行菇，褥出了帮文献箨玲】裰j纛静缭论。文献【65】通过疆论分耩

秘实验鞯裳并皮羯分岔疆论，畚缓缝磷究了洼骥哭稳懿搦壤撬疆。文献【6翻在考

虑浦膜愤馥力鑫留情况下提出一种判剐轴承稳定褴的方法，并提出～种轴承优化设



江苏大学硕士学位论文

计新方法。文献【71]在计殿基础纛直交形的情况下，通过分析油膜力，建立了转

予～轴承一基础a#线性动力学模烈，得出当基础剐度变到～定值时，系统中存在

内共振现蒙，结合数值方法，该文还研究了临界点附近的复杂动力学行为。文献

f67．69]谚炎了多转子轴承系统非线性数学模型，分据了支承结构姆性对转予系统

非线性特性的影响，针对高速涡轮机转予进行了非线性分析，得出了不平衡质量

数影翡下缝辘承对系统豹稳定蠖蠢浚进黢结论。文献p6】将Poincare殴魅豹器想

与胞映射法相结食，提出了高维非线性动力系统全局稳定性分析的新方法一PcM

法，在藏罄础上，文献[37】提出了变麓映瓣法(APCM)，并禚稻该法辩吴鸯簿线壤

漓膜力的转子系缆进行了全局特性分析，解释了工程中的一些非线性现象。文献

[70】研究了考虑轴本身弹性的情况，发现与不计轴弹性的影响时褶比较，失稳区

域烤发生不小的变化。文献【34】引入模态综合技术，以转子一轴承系统为例，研

究了局部具有非线性特征的动力学系统。

上述磅究工《乍隽进～步探键转子兹嚣线蛙行麓莫定了一定熬基礁，毽是存

在～定的不足，比如模拟过于简单，大都采用稳态的油膜力模嫩，利用经典的

线性运动稳定注瀵论来诗算失稳转速拜“，僵随蕊转子懿设诗赣鬻高转遴、轻结

构及柔性方向的发展，这一线性分析结果与实际轴承结果又有很大出入。实际

上转子常常做大范围的遥动，不满足小扰动假设。雷外对重要的旋转设备主要

通过大量的实验进行研究，彳导到准确的结果。凰内由于经费有限，以及试验条

件限制，则更侧蓬于理论研究。转子．轴承系统的非线性分析需谣提供油膜力的

勰摄表达式，逸羧涉及裂求勰二维二黔变系数鬻诺方程。由于流体骥动压理论

中关于油膜破裂再形成边界问鼷一直没肖很好地解决，所以很难提出恰当的数

学模鹜慕发映涵貘破裘瓣耱理本葳5”】，澍嚣蘩蔑止，逶常采嗣瓣边赛条件主要

有三种：1．Sommerfeld条件：落假设润滑油充满整个轴承间隙空间，这样由于

轴承几何形状静对称往，油膜愿力也是砖称的，在收敛浦禊中滴膜压力为『F值，

在发教浊楔中油膜压力为负值，这与液体不能承受拉力的物理攀实不符。2，半

Sommerfeld条件：即假设在收敛油楔部分存在聪力分布，而在发散油楔部分是

空穴区，压力为坯境垂力。这秘骰设在转子稳态运季亍时，可以给出近似正确麴

最大油膜压力值。然而对非稳态情况，上述假设是不正确的。3．雷诺边界条件：

又分戈(嚣)单雷诺透爨条伴，宅霰定在滂貘破裂逡器±嚣力梯度舞零，莲力为空
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穴压力，而将最大油膜厚度处作为油膜的形成边界。这种边界条件在应用中占

多数，谶为一般阑轴承供油位嚣在最大}氆膜厚度处；(b)双雷诺边界条件降1，即

假设在边界上压力等于窳穴压力，破裂和再形成边界上均满足油膜梯度为零。

一般认为雷诺边界条件比较准确。但由于雷诺边界条件是不可揉作条件，要正

确确定边雾条传位置很不容易。一嵇较麓单的数值计算过程是到月渡体不能承

受负压的特点，在用有限差分法迭代求解雷诺方程的过程中把出现的负压力用

零蓬紊代替，这瓣方法瞧稼为兖零算法【4朝。_71程实戥表明，麓于数镶冀法赘

有限轴承充零算法和实践结果比较一致，但是充零算法不能提供解析的油膜力

公式，不便于避行全局静线萑分析。{≥线经分搴厅仍}嚣大多经弱透骰静浦簇力分

析模型。近似模跫有无限短轴承油膜力模型和无限长轴承油膜力模型”019l。这

时雷诺方程退化为常微分方程，可给出解析解。最近的文献[10，111在非穗态油

膜力的建模方露取得了装于进黢，它从穗论上{曩明了在零边晃压力条传下，非

线性油膜力可以只用三个函数表达。这一重要绪论大大减少了游找油膜力计算

公式戆工诈量，势为寻技≤}稳态渡膜力诗算公式撞明了方悫。文麸还对无限短

轴承给出了非稳态油膜力的解析表达式，在此熬础上对转子一轴承系统作了非

稳态分辑。翟工程实嚣痰磊豹辘承帮是有一定妖径魄翡有限宽籀承，为了镬转

子一轴承系统的非线性动力特性分析更具有工糨应用价值，必须使用有限宽轴

承涵膜力模型。

随赣非线性理论的发展，转子轴承系统的非线性稳态分析越来越受到重视。

对转子一轴承系统迸行渤力学分析，需臻有解析的轴承油膜力公式。对线性系

统，只徽要计冀触心在静平鸳使置的浊膜力和8个动特性系数，强此巍利用鸯

限差分绒有限元法配合互补算法[121或充零算法⋯求得这些量之后，便可～劳永

逸戆诗雾转子一辍承系绞懿动力特洼。然瑟霹予菲线梭系统，在求簿动力l鑫痊

的每一步都需要重复计算油膜力，如果仍然采用上述的数值方法，则系统动力

桷应静计算量凡乎为油膜办懿计算薪占褥‘”l。静使计算机的运行速度也极大酌

提高，这一计算爨也是难以容忍的。文献[14】把定常Giimbell油膜边界条件推广

铡菲定常的情况，使得瓶轴承方法被目前多数非线性转予动力学分析所采用，短

辜蠹承模型在计算妁过程中大大魄篱他了油膜力的计算，但与有限宽辘承结果榴

去甚远(例如，在长径比^一O．6、偏心位移s=O．9的时候误差超过200％)。在实际
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的轴承动力分析中，其计算精度很难满足要求。文献【7，15]中介绍了油膜压力的

级数解法，但是由于公式形式过于复杂不利于进行非线性动力学分析。因此，

寻求有限宽轴承油膜力具有良好近似性的半解析快速算法仍然是非线性转子一

轴承动力分析中的重要问题之一。而在文献[17160对于有限宽圆柱轴承，在保

持短轴承模型油膜压力分布的前提下，运用变分原理，首先将公式中的轴承压

力分布修正为双曲函数，然后再对短轴承公式中周向压力分布的参数进行修正，

即得到了有限宽圆柱轴承油膜力的近似公式。这一修正结果不仅保持了简洁的

油膜压力分布形式，而且极大改善了短轴承公式的精度。计算结果表明，在大

长径比和轴径大扰动情况下这一方法都是适用的。

在高速旋转机械中，为了提高机器的效率，转子与定子之间的间隙一般都

留得比较小，但这样同时也带来了一些问题，当转子的涡动值较大或轴承润滑

状况不良时，会引起转子与定子相互接触，发生碰撞与摩擦(简称碰摩)。碰撞

作用使得转子在接触点受到横向力的作用，同时也表现为支承刚度的增加；而

油膜力除使转子的切向速度发生改变外，还可能使转子因受到反向摩擦力矩的

作用而产生反进动，促使振幅和摩擦力进一步增大。因而此时的摩擦力也是一

种自激力，它在碰摩过程中起着重要作用。

一般地说，可能发生两种类型的碰摩。一种是部分碰摩，即转子在一个转

动周期内和静子接触一次、两次或多次，或每两、三次转动周期内接触一次或

两次。发生碰摩时，相当于转子增加了一个支承点，系统刚度提高，一旦脱离

接触，系统刚度就恢复到碰摩前的水平，刚度的这种时变特性将引起转子的参

数激振。另一种是全周碰摩，即一旦碰摩发生，转子和静予始终保持接触，产

生所谓的“干摩擦”现象，从而引起自激振动，使转子涡动失稳。

诱发转子碰摩的因素大致可以分为两大类：即外部影响因素和内部影响因

素。在通常情形下，转子的涡动幅值很小，一般不会发生碰摩。但如果受到外

界干扰，如基础的振动、载荷的改变、外阻尼的变化等影响，转子的涡动幅值

就可能大幅度增加而导致碰摩。同时，转子系统自身的许多因素也会诱发碰摩，

如当转子与定子几何中心不对称时，转子的涡动幅值就很可能超过转予与定子

间的最小距离而引发碰摩。油膜力是一种非线性运动耦合力，在某些转速条件

下，油膜力也会激发涡动幅值的急剧增大，此外诸如内阻尼的变化，质量偏心
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的改变等因素都会诱发碰摩。

类儆予直线碰撞闯繇，对予转子系统碰摩闷题的摇述目前肖两种不同形式

的简化模型。第一种描述方法将机壳看作弹性支承，转予于定予发生碰摩时刚

度将会增大，脱离后刚魔减小。碰摩作用作为弹性力和摩擦力出现在转子运动

方程中，此时的方程(肉曩场)是分段光滑的。这耪模溅由于瑷性意义明显丽

受到广泛采用。但该模型却因为求解过程比较复杂而不适合理论分析，一般只

g％采鼹数馕方法遴嚣硬究。贯一糖摧述方法忽爨碰瘴过程孛戆变影察怼溺，褥

其看作瞬间过程，碰摩作用作为法向和切向冲量将会改变转子的动量而不影响

它静经鬟。j毙嚣豹搐述方程将是带有约乘方程韵徽分方稷，称为约束徽分系统。

这种模型适合于描述机壳刚度较大的转予系统，并且由于不考虑碰摩过程的具

体情形，与第一种模型稻比更简单，萄弼更适合进行理论分析。

目前对于碰摩转子蓉统的理论研究仍局限教单盘简罄转子模型。对于实际

中的多盘复杂的轴系系统，至今很少进行理论分析，一般都是采用实验的方法

秘数值懿方法遂行硬究。

运用近似方法，Childst541对极坐标形式的Je脓ott模型进行研究，讨论了碰

蘼对转予系统在参数激麓下次谗振动产生豹影褊。Begg}5秘帮张文弹1等分丰厅了

熬圈碰摩时干摩擦对转予运动稳定性的影响。Goldman和Muszynska【56l运用不

遴续变熬交换法和平均法分析了具有闻隙和碰摩的转予结构的有序和混沌晌

废。张思进，隧崩韶哪!邋过建立转子系绫碰摩的Poincare映射，犍对{}光滑磁

摩系统的研究转化为对Poincare映射的分析。该文主要对转子碰摩当中一类特

臻载运动形式一攀焘瑾糍下载攘迭觋象进蠢了谨缳磅究，共拔黟歹l夔缀浆理论

出发分析了该映射的周期不动点的稳定性及其吸引域，得到了转子系统在接近

擦透运动辩解穗系统参数交纯豹分叉情澎。耋筑1990年OGY溉淹控毒《方法闷

世后，在很多领域都出现了混沌控制热，但对转子碰摩中的混沌进行控制的文

帮还眈较鲜见。张思迸等i”1将转子的磁瘁映射农擦边轨道附近避行局部仡，并

邋过实验数据拟会局部映射，然雁采用变量延迟反馈控制法对该系统进行控制。

通过选取合适的控制增盎，将转子系统的碰摩遴动镇定到周期1擦边轨道上，

从霹实臻怼碰摩转子系绞混淹运动熬控案《。

由于数学工具的匮麓，使得理论分析困难重重，因而更多的工作在数值研
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究方面。Choy和Padovant”’讨论了转予结构中转予与定予闷的福嚣碰瘁的作用。

运用数值模拟方法揭示了摩擦力、能量大小、碰摩过程、碰撞分离角度蕈口涡动

开始之间的内在联系，以及在连续碰摩时转子的轨迹。特别地，讨论了定子刚

发、摩擦羝数、不平餐载蕊与系统耗数的影响。张字、踩予恕fl鼬建立了转予碰

摩的力学模型，用数值分析的方法研究了产生碰摩机理，指出离倍频振分量的

爨璇是翔疆产玺磁摩懿努要条{譬，霹蔹之避嚣转予磋瘁联测轻诊凝。

在碰摩转子系统中存在什么样的动力学现象是人们感兴趣的课题。Wu等

l”1发现转子的磁摩会隧转速的变伍发裳复杂的分岔蕊象著出璇混淹。班和

Paidoussist201考虑了一个蕴涵分翁和混沌等丰富勘力学彳予为的简化转予一定子

系统。孙政策等⋯1应用{}线性动力学现代理论对～个带间隙转予系统的数学模

型遗季亍7磺究，逶过戳转速毙变钝为参数豹分岔强发现：在超蠛界转这下存在

究整的间隙混沌、周期加分岔序列；在转速小予临界转速时，静个连续阶次谐

遂动静转换区分澍都窭魏了经交～镶溺嬲分岔蠹接导致豹混涎羧蒂，爨又壹接

幽一个逆倍周期分岔转化为周期一的现苏。
、

还有不少文黻讨论了存在转定子偏心静Jeffcott转子模登鹃动力学行菇。

Enrich 1221从数值计算中观测到超临界激励时系统的亚谐周期振动和混沌振动。

撼于同样的系统模型，Enricht2封在不同的系统参数下，发现系统出现了亚临界

激励豹趣港瘸麓援动和混涟叛动。张愚避等[24,25’识究了一类转予剐性约寒碰摩

模型，通过建立碰摩映射，将对不连续流非光’滑系统的研究转化为对映射的研

巍。鼓凡倦建褒分辑了转子磁露豹穰理弗蔫数壤方法缛蠲了该炎转子繇瘁载分

俞和混沌等非线性结果。刘耀索。胡茑庆【261基予线性碰摩力模涎，分析了转定

予存在僚心时柔性Jeffcott转子静碰摩响应。通j建数值侥粪，揭示了转予碰露镌

_|燕与系统参数之间的定性关系，指出较小的定予刚度、较太的系统阻尼有利予

抑制转予的混沌振动。

碰黪转子系绞豹碰壤分岔是l#光滑系统所特有的现象，它袅产生复杂的动

力学行为。褚福磊、唐蠢【271应用非线性幼力学理论分午斤了这一现象。通过对运

动强势方程翡数僮积分，耢究了转速魄交纯对系统搿其骞羲套种澎式鹣分岔。

结果表明，系统的运动具有周期与混沌遥动交替、周期递增现浆，倍周期分翁，

戳及随羧锈参数的减，j、遮动酸稳定静周期鞔道分岔为漏淹吸芎|子。系统的这骜

撒
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非线性特征对于准确地诊断这一敞障具有重要意义。

要建立更鸯霸接近王程实际豹数学模黧需要考虑更多豹因素，如弹憾约束、

摩擦热效应等等，目前融有一些文献作了这方巅的研究。陆启韶等[281分别采用

了两种不同的截面建立Poincare映射，对转子一弹性机壳系统工程的碰摩运动

遴行了磺窕，缮到了该类分段光瀑系统运费的一般特点零转予磁摩运动睫碰黪

刚度变化发生分简的规律。研究表明，该系统的碰摩运幼主要以混沌形式出现，

餐不同豹躅絮鬻嗣按一建魏德嵌入瀑淹嚣内。隧着定予磁摩爨发壤熬，碰摩运

动将会加剧。最后由该系统导出了刚性转子碰滕的约束微分系统，从而将碰摩

转子系统的两种不同播述形式统一起来。若考虑热效应豹影桶，Smalleyi硎研究

了在汽轮机转予加速或减速时由摩擦引入的热弯曲振动。利用捆当简单的数值

分析方法探索了速度对摩擦产生的同步撮动的影响。研究表明：一般饿，当摩

擦发生时，若转予缓慢加速或减速通过临界值以及在越予临爨俊时运转，将会

使摩擦的影响加剧。Goldman和MuszynskaI圳研究了在热弯曲、镜像裁荷与不

平鬟力懿{萋爱下转予与定子发垒磋瘁襞象夔摄麓稿应，

除了对单盘Jeffcott转子系统模型可以应用j}线性动力学理论作一贱分岔、

混淹等豹醑究外，瓣较笈杂兹转子一轴承系统，弱主要程溺数德积分获褥数氆

结果。数值积分是求解非线性转予动力学方程最直接的最方便的方法。文献[721

研究了燕有菲线性油膜力的流体动压滑动牟由承一转子系统的振动特性，按单盘

挠J哇转予一轴承系统模毅，建立了非线性运动方程式，并发展了一个RKP程序，

这个程序能够处理各向同性和备向异性轴承外弹性阻尼的影响，又能处理可能

德鸯瑟于睾囊菔上弱器葺孛乡}赛于扰，劳毙适疲扶圆礁辜囊承至l特殊魏澎露定嚣辘承’渡

膜力的情况。数值积分的方法童要有直接数值积分131,321、打靶法[33,34,351和各种

麓蘸射法[36,37l。警研究鼙条孰线豹蘩力举行为辩，一般W藤直缓数蓬获分方法；

蒋要寻找动力系统的周期轨道，则打靶法当推最佳选择。打靶法具有很好的收

效特性，其思想时基予Poincare映射的方法，鞠一个(n．1)骱的离散时间系统采

代替n阶连续时间系统，因而将求周期解的问题转化为求不动点的问题。当襁

值选取比较合邋时，用打靶法寻找周期轨道可以取得较好的效果。如果打靶注

同Floquet理论捆结合，还霹震予讨论凌力系统周期鞔邋豹稳是性。施欧射法楚

一种动力系统全局分析的数值计算方法，自从Hsu[38,391在点映射法的撩础上提
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出胞映射法以来，已经衍生出各种各样的胞映射方法。例如刘恒m1将Poincare

映射的思想与胞映射法相结合，提出了Poincare--Cell—Mapping法，而郭丹p71在

Poincare映射和胞映射法的基础上，提出了边胞映射法。运用这些数值研究方

法可求出周期解及其稳定性，各种分岔现象如拟周期分岔、倍周期分岔和切分

岔等，以及混沌运动。关于轴承一转子系统的最新研究成果，黄文虎等1401作了

比较好的综述。

1．3本论文的主要研究内容

本论文运用数值模拟，探讨和分析了转子系统非线性动力学行为的若干问

题，将油膜力及碰摩这两个非线性因素综合起来考虑转子系统的运动特性，揭

示了转子系统具有周期、概周期甚至混沌等丰富的非线性动力学行为，论文的

安排如下：

第一章为绪论，阐述了本论文的立项依据、研究概况及研究目的意义，并

简要介绍了本论文研究的主要内容。

第二章是本论文的理论基础，引入了利用变分方法对非定常短轴承的油膜

压力分布公式进行修正从而得到的具有足够精度的有限宽圆轴承非定常油膜力

的解析公式。此外，还介绍了用于分析此模型非线性动力学特性的研究方法。

第三章是关于有限宽轴承一刚性Jeffcott转子的计算结果及分析。首先建立

有限宽轴承一刚性Jeffcott转予系统动力学模型，采用龙格一库塔算法来求解所

研究的转子系统的运动微分方程，然后利用第二章提出的研究方法分析此系统，

得到了不同宽径比下转子涡动关于无量纲转速、质量偏心及综合参数的分岔图

以及部分相图、频谱图和Poincare映射图，表明此系统具有丰富的非线性动力

学特性。

第四章是将油膜与转子碰摩联系起来研究有限宽轴承一刚性Jeffcott转子

的运动特性，仍然利用龙格一库塔算法求解并作出了关于各参数的分岔图、部

分相图及Poincare映射图，显示了与以往油膜力模型显著不同的运动特性，对

此还需要进一步通过实验或现场观察去证实。

最后对本文中所取得的结果进行了总结，同时指出了本文的创新之处及存

在的不足，为今后继续工作提供了方向。
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第二章非定常短轴承油膜力公式的变分修正

短轴承模墅溜膜力公式其有澎式麓法静特煮，僵适鬻范嚣较小，在文献[17】

中利用交分方法对短轴承油膜力公式进行修正，找出了有限宽轴承油膜力公式，

既保持短轴承油膜力公式的简洁形式，又适合于较大长径比和大扰动的情况。

2．{莲论基础

在极嫩标下转予一辘承缝掩魏匿2。l瘊示，油膜区Qf0,2n"】×【一名，立】内

的非定常压力分布满足下列无量纲雷诺方程：

图2．1轴承一转子系统

Fig 2．1 Simple figure ofjournal bearing-rotor system

一扣3参埘等叫$88、88+ e<t
。、。

p(O，f)=p(2zr，f)，p(O，一五)=p(O，丑)=0 (2．1)

其中P为光蘑纲压力分布，五为长径比，g为径向位移，t和彩分男0为径

起速度和周囱速度。油膜厚度遗

hml一占COS目 (2．2)

鼗努函数为
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第二章非定常短轴承油膜力公式的变分修正

短轴承模型油膜力公式具有形式简洁的特点，但适用范围较小，在文献f171

中利用变分方法对短轴承油膜力公式进行修正，找出了有限宽轴承油膜力公式，

既保持短轴承油膜力公式的简洁形式，又适合于较大长径比和大扰动的情况。

2．1理论基础

在极坐标下转子一轴承结构如图2．I所示，油膜区n【0，2a-】×[一z，A]内

的非定常压力分布满足下列无量纲雷诺方程：

2mg

图2．1轴承一转子系统

Fig 2．1 Simple figure ofjournal bearing-rotor system

一品∽争埘鲁-厂(印
p(O，f)=p(2n-，f)，p(O，五)=p(O，^)=0 (2 1)

其中p为无量纲压力分布，A为长径比，￡为径向位移．e和西分别为径

向速度和周向速度。油膜厚度为

h=l—scos0 (2．2)

载荷函数为

载荷函数为
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／拶)=(≯一寺)gsi莪O+ke。s0=A sin(O一穗) (2．3)

其中

彳=0“(乒一争2s2 (2．4)

∽sign(-g)arcc08手 (2-5)
酾一三)￡

以上诸量的光麓纲化阂子请参阅文献C14]。

Reynolds方稷(2．1)在压力{#负条彳譬下(等价于Reynolds边嚣条彳牛)购

泛函变分为：

，(p)2噼J@ (2·6)

其审

J(尊)=i1 d(晕，孽)一，(g) (2．7)

毗，=豫h3 c舅舅+安嘉，捌f c。．s，

，(-)；珏(，．)峭 (2．9)

K={≯芒矗!(Q)；p≥oinfa} (2。lo)

点《={晕reiiCl舀j)蠹(织f)=q(2z，f冀譬(孟，◇=譬(一A，毋)一璐(2．1t)

此处疗(·，·)：叫(Q)×HI(n)呻R是一个连续对称正定戳线性形，

f：gl(Q)啼R是一个连续线性滋函。K怒斌(嗡的鼯负龋数闭凸子集，斌(Q)

是Sobolev空间。

2．2非定常短轴承油膜压力分布的变分修正

设鬻隈长油貘压力镣会下式努蠢：

q=B·g(f)-r(彩 (2。12)

在万油膜条件下，当A<(1，W知对无限短轴承有t

B：一A：
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苫(g)=(磐一f2)；

r(p)=h—sin(O—a) (2。13≥

其中矗黢岱峦公式(2．4)猩(2．S)绘出。仍墩芹滴膜骰竣，傈甏短轴承

周向压力分布的形式，并修正为

r(国=h”sin(O-a) (2+14)

其中，对给定的长径比，n为待定常数。将(2．12)代入(2。7)可褥

J(g)一1．；a(d192(f)+d29’2(f))蟛～如￡g(f)蟛(2。15)
其中

dl=rha∥2(O)dO

畋*f—h∥(O)dO

也=rf．r(O)dO (2．16)

泛骚(2．15)的交分Euler方程为

d29”《)一digg)=d3，

g(-Z)=g(旯)=0 (2．17)

其鼹必

g(f)=b[cosh(k2)一cosh(k()】 (2。18)

箕串

露=厝，
b：一辜eoSh(kZ)

睁．

将式(2。14)期式(2。18)代入式(2．12)，并仍诞B尝班b，骞

孽=B-feosh(k2)～cosh(k()】·h”sin(O-a)

其中鬻数B秘n将再由妇下变分进程确定。

将式(2．21)代入式(2．7)，得

，(曲=詈占2一B—D

(2。21)

(2。22)
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其中

c2。IdI+?2d2； (2．23)
D=C3以

其中di d：，以由式(2．14)代入式(2．16)给出，它们与n有关，而

铲￡92(f)《

c：=r．g,2(f)蟛cz
2
L (f)嘭

c，=￡g(f)蟛 (2．24)

显然，C>0，所以对于式(2．22)，当

B：一D (2．25)

时，取得极小值：

m)=舞 (2．26)

所以泛函极小化问题(2．6)转换为代数极小化问题：

求n使

minJ(n) (2．27)

将式(2．25)和式(2．27)所求得得B和n代入式(2．21)即得假设函数式

(2．12)意义下得最优化压力分布。为了避免求代数极小化问题，从而直接获

得压力分布得解析公式。对短轴承油膜压力分布易知n=3，那么对有限长轴承

设想n是长径比五的函数。根据n与丑的关系曲线的形状进行二次拟合，用最小

二乘法求得

门=0．5054名一1．56092 4-3．1 143 (2．28)

这样油膜压力分布函数中的n也得到了。于是，得到了雷诺边界条件下有

限长轴承压力分布的近似的解析形式(2．21)，式中B，n分别由(2．25)、(2．28)

解出。

油膜力可由下式积分得出：

胁蚍翌牡铂B+'‘h-"sin(O-口，监和眨z∞
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油膜力也可以写成下面形式：

黔乜珧刘 眨。∞

通过对式(2．29)进行变换，我们可以得出三个参数的表达形式。上式中：

眨ClI乏)喝雪p≮怒目8i嚣毋P 阮s，，

2．3本课题采用的研究方法

转子～轴承系统在饕线性因素作弼下会呈现渤倍周期分岔、概周麓旗至混

池运动等率富的动力学干亍为，对予这些动力学行为的研究方法可以分为数值方

法和解析方法两大类。解析方法对于Halmiton系统主要有r．AM环面破损，同宿

和异宿不动点，多蠹由度惹统的Amold扩教等。对予耗散系统主要鸯奇怪吸Bl子，

Melnikov力-法，Smale马蹄映射等。但由于解析方法需要大量复杂高深的数学工

其经难殴波用子工程阕题。嚣搜王程上一般较多疲鼹数傻方法。数篷方法壤撂

不同的动力学行为，得到各种不同的表征图形。姆一种图形从不同角度描述与

趱示了动力学特筑毽又不瑶姥是金瑶熬。这些鹜形中有的筷短不能速分掇瘸麓

运动和混沌运动或随机运动，有的不能区分周期K数等，这时需要几种不同方法

的相互验证补充。一般磷究动力学行为酶数值方法主要肖：

2。3。1掇图

对于n维常微分方程袭示的动力系统，相图即系统的解曲线在相空间的投

影。对予确定性遮动的定常运动状态，只有3{孛情况：静止(平衡)，周瀚运动和

拟(准)周期运动。程相图上表现为，经过一定长时间以艨，周期1或周期K运动

对应于1条或K条谶续的封闭曲线。但相图往往不能区分随机运动和混沌运动及

拟周甥运动。

2。3．2 Poinca Fe映射和Poii"lcare截面

连续系统的Poincare截面可以表示系统相轨线的拓朴性质。Poincare被面上

的孤立点袋有限个(K)孤支点，溺裁线积分布在一定区域上的不可数点集分别表

示系统的周期或周期K运动，拟周期运动和混沌逡动。对于Poincare图，每隔一
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个周期提取系统响应的位移和速度值，分别作为横纵坐标，得至I／Poincare截面上

的一个点。如果系统响应为周期解，相应的Poincare图为孤立的点。当系统作严

格的同步周期运动时，Poincare截面上的所有点均重合为一个点。当系统作周期

K运动时，Poincare图上为K个孤立的点，周期数与孤立点数一致。如果系统作概

周期运动时，Poincare图呈现为封闭曲线。如果系统响应为混沌运动，Poincare

图可能呈现为分散性堆积的散点图，也可能呈现类似云图状的复杂图形。

2．3．3分叉图

分叉图是以状态变量和分叉参数构成图形空间，表示状态变量随参数的变

化。选取系统频率比为连续变化的参数，并作为横坐标，取对应于每一参数值

和系统响应的截面为纵坐标。当系统运动为周期运动时，分叉图上表现为对应

一个参数出现许多点。但往往难以区分阵发性混沌和拟周期运动。

2．3．4功率谱法

谱分析是研究混沌的一个重要手段。根据Fourier分析，任何一个周期为T的

周期运动X(t)都可展成Fourier级数。在频谱图上表现为离散的分立谱线。而对

于任何非周期运动的时间函数X(t)，只能展为Fourier积分。其在频谱图上呈现

为连续的谱线。对于混沌运动，因其具有内在随机性，其频谱是连续的，又因

所研究的是确定性混沌，可以和随机过程相区别。·因此由于概周期运动的谱线

为离散谱线，所以功率谱图可以区分混沌运动和拟周期运动。

此外，还有时间历程波形图、Lyapunov指数、分数维数、测度熵或柯尔莫

哥罗夫(kolmogorov)熵以及胞映射法等。
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第三章有限宽辘承一雕性Jeffcott转子的

计算结果及分析

茌第二蕈甲弼确燹分方法绘甾了甏隈霓鞋l承滴貘力模登戎(2，29)，式

(2．30)，下面将采用此公式对有限宽轴承一刚性Jeffcott转子进行非线性分析。

3．1 有限宽轴承-l目ll性Jeffcott转子系统的动力学模型

图2．1所示转予系统的运动微分方程为：

r,ff=埘eQ2 cosQt+五

删=州8Q2 sinD．t+fy一孵 (3．1)

式中：m为转子质量之半，e为转子质量偏心，Q为辅径的旋转绝对角速度，

转子受到的外力为油膜力兵，￡和转子重爨w。

为使结果不受量纲影响，从而具有盥为普遍的意义，将方程(3．1)无量纲

诧。定义笼量纲豢懿-F：

x2言，r=詈，r珊，岩2去，P=去，

掌=去，矿=志，只=南，Fy=刍，

p=吾，声=警，s=譬(锁舒
阱(篡；：驯烈斑cos“f．f,⋯-sin渺(o．∥f1

黔一辑el：l珧斟
(乏》妒r矗0意疗蘸嚣拶≯，
。=浮=厢，盯=等 (3．z’一1『了2√肛弘i 瞄’跏
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则方程(3．1)的无量缎形式为；

赏：冬+舢sf
8

；

矿。皂+尹sinf一娑 (3．3)
疗

。

m2

其中占为油膜平均间隙，R为轴承半径，L为轴径长度，S为Sommerfeld数，珂

为润滑动力粘度，国为无量纲转速，P为无量纲质量偏心，盯为反映了润滑油

袭蓦发、辘窳溺隙及长径魄等多耪戮素影豌瓣一个练会参数。

3．2特定宽径比下的计算结果及分毫斤

鉴于方程(3．3)的强非线性特征，本文采用拢格一岸塔算法求解。取轴承

的宽径眈五=0．7，时间步长为0．01石，图3，l～图3．4为关于x随无量缀转速啦、

无量纲质爨琅心P及综合参数盯的分岔躅，图3。5为部分棚图、频谱图和Poincare

映射图，以便更清楚地说明系统的运动特性。
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(P_口j．t‘口Ⅲ3)

图3．2关于转速的分岔图(p=0．3)

Fi93．2 Diagram ofbifurcation maps about rotating speed(p=0．3)
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回
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图3，3关于餍量编心秘分岔罄(搿=4。5》

Fi93．3 Diagram ofbifurcation maps about mass eccentricity(∞州．5)
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图3．4关于综合参数的分岔图(p=0，3)

Fi93．4 Diagram ofbifurcation maps about synthetic parameter(p翘。3)
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◇
∞ 晒 ∞

f／Hz

(a)03,=8。0，P=0．2醉辐稽、Poincare霉和簸谱西

(a)Phase diagram，Poincare map and spectrum analysis map at
to 58．0，P

4 0．2

”r’——：—。≮：—]
na ／ 、、＼1{

，7 ＼、|
n’‘ 、{

＼I

d。X纠o I ){警t稃f{ l 纠露7

“l ＼ ／{
m{ ＼ ／{

＼ ／
-0,3， ＼、 ／ {
。。L—_=二二～。j。等——ir——ir～一百i一”粕

Ⅳ Xf桶
∞ 岱 10

(b)国；1．5，P一0．3时相图、Poincare因和频谱国

(b)Phase diagram，Poincare map and spectrum analysis map at出。1．5，P
2 0．3

剁掣U{
X(nn

∞ 函 舔

{|Hz

(c)缈一2。5，P一0．3时相黉、Poinea re瑟和频谱圈

(c)Phase diagram，Poincare map and spectrum analysis map at∞观．5，P
5 0．3

I

阱．．丞
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x 芏鲫D f／Hz

(e)m；5．0，P一0．3时栩图、Po[ncare图和频谱圈

(砖Phase diagram,Poincare map and spectrum analysis map at o 25,0，P
2 0．3

Ⅳ(nT、 f／Hz

《f)国=g．8，P一8．3靖霸鸹、Poincare躅和额薅鼙

(f)Phase diagram，Poincare map and spectrum analysis map at∞=8．0，P
2 0,3

．2S*
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∞

ⅣX(nT)

(g)辨；2．95，P
t 0．4靖趣辫、Polncare毽和簸谱强

∞ ∞

f／Hz

(g)Phase diagram，Poineare map and spectrum analysis map at国砣。95，P
2 0·4

Ⅳ(nr) f／Hz

《h)掰=3。4，p=0．4靖掘鞠、Polncare圈争燕谬毽

(h)Phase diagram，Poincare map and spectrum analysis map at甜。3．4，p。O-4

x x(nr) f／Hz

(i)出=3．0。or=0．022时相图、Poincare图和频谱图

(1)Phase diagram,Poincare map and spectrum analysis map at国⋯3·0，拶2
0222

一一U避打
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X

(J)P；0．35，伊

(1)Phase diagram，Poincare map

—

x伽n

国 弼 ∞

f／Hz

=0．008时相圜、Poincare图和频谱躜

and spectrum analysis map at P*O．35．盯*0．008

(k)P=0．4，∥=0．008时相图、Polncare图

(k)Phase diagram，Poincare map and spectrum analysis map at

Ⅳ加n

∞ ∞ 奄

{|Hz

(1)脚=4．5，盯=0．024时相圈、Poincare图和频谱圈

fb Phase diagram，Poincare map and spectrum analysis map at国=4．5，仃2 0．024

．2*

一“兰一出一l霉：；嗽；l：掰，。圳／翟一：饕；啤；{；L
竖曲
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国

∞ 伍 ∞

盖 并(“∞ f／Hz

(m)g．O；6．0，盯；0．025时相图、Poincare圈和频谱图

(m)Phase diagram,Poineare map and spectrum analysis map鑫t co=6。0，拶。0．025

剖◎{
伍——————一一一～

j I

I l

、√L L—一 k。 J

固 西 ∞

x ^(们。’ f／Hz

(n)∞=7．5，玎=0．01 5时相圈，Poincare圈和频谱图

(n)Phase diagram，Poincare map and spectrum analysis map at o_7．5，萨5 0．015

嬲3．5相图、Poincare图和频谱图

Fi93．5 Phase diagram，Poincare map and spectrum analysis map

图3．1为盯一0．008时系统荚于无黧纲转速09的分织图。可见，p—O．2时，

系统经历了同步周期运动一2T周期运动峥概周期运动一解的虢跃斗倍周期运

动甘概周期运动，图3+5(a)为03=&0时的楣图、映射图以及频谱鼹，此时

系统所作运动为概周期运动：P=O．3时，系统经历了同步周期运动02T周期

避动斗4蕈周期逡动(终鸯渥涟遮淤)呻2善躅期运动_壤周期运凑豹过程(中瘸

隐含若干KT周期运动窗口)，此图中指出，掰≤2．04时转子作同步涡动，

2．08≤09<--2．52嚣孪转子髂擎频涡劲，2．弱≤茹≤4．0懿转子孛#4髑麓运霸两簿逐

伴有混沌运动，4．04s 60≤5．56时转子又回到半频涡动，∞25．6时系统作概周

潮运动。图3．5(b)～(f)分涮为上述区间囊CO=1．5、2．5、3．0、5．0、8．0
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对对威的槌璺、驶瓣图以及频谱爨，更溃楚地反浃了对应运动特健；P=0．4黠，

系统经历了同步周期运动呻不断倍周期分岔副混沌(中间隐含明驻的周期3窗

口)，图3．5(g>、(h)分别炎啦一2。95，3。4时静耀黪、暌射图以及频谱器，可

以看出∞一2．95时是一分形结构，而甜=3．4时为周期3运动；p=0．5时，基

本．上怒尉步震絮运动。

圈3．2为P=O．3时系统关于溅量纲转速出的分岔图。盯-----0．008时，系统

浆逡动援律就怒圈3．1中P=0。3蠡奄情狁；_}i豸仃一鼠005，0。022，0，03时翊是闵

步周期运动呻2T阐期运动呻4T周期运动一混沌运动-->4T周期运动呻2T周期

运动。概髑翘运动(中漓溱含KT瘸期运麓窗嗣)静过程，曩随着盯瀚增大，混

淹区交宽，发生褫周期运动的转速提翦，豳3．5(i)为甜一3．0，O-一O．022对

的姻图、映射爨以及频谱图，此游为一分形结构，对应混淹运动。

瀚3．3为甜=4．5辩系统关予辅径编心P的分岔萄。可以看出虽然拶不蕊，

但郄怒从同步周期运动到突发躲半频潺动，露经不叛款倍周期分裁到混淹再到溺

步周期运动酌邋稔。中间隐含着萌显的周期3窗阳。但随着综合参数盯的增加(或

转子旗量增加，或润滑粘度下降等因素的影响)，开始分岔对壤，0量变小。罂3+5

(j)、(k)分别为P—O。35，0，4对的糯图、映射图以及频谱图，P—O．35时为

一分形缝槐，对应混涟遮动，P—O+4时为周期3到漏洮。

翻3．4为P=O．3时关于综合参数盯的分岔阁。在脚一4．5，P=O．3时为同

疹鼹期运动哼2T蹋期运漤峙孵嬲期运秘哼混漶运魂时4T瘸弱运动，圈3。5(1)

为脚一4．5，O-=O。024时的褶图、映射图以及频谱图，此时对应为混沌运动；脚

=5。0对，在缀大靛藏匿波系统势倍羼期邀动(半频涡动)；彩---6．0时，运动攘

律为葡步周期运动畸倍蹋期运动呻概阁期运动，瀚3．5(m)为甜=6。0，O-一

0．025时的楣凰、映射图以及频谱墅，英映射凰为极限环，对应椴恩絮运动；甜

一7。5酵为概岗甥运瀚(中闻隐含黼瘸期运动)，闰3．5(n)巍∞=7．5，玎一

0．015时的相图、映射图以及频谱图，此时对应周期5运动。

3．3不同宽径沈下的计算缩栗及分析

在上面的小节中对宽襁比五一O．7时的有限宽轴承一刚性Jeffcott转子系统
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的运动特性进行了分析，褥出了和文献[44]鞋及[45]近似缄者福闻的结果，表嚼

系绞在不嗣参数影响下具菊周期运动、概周期运动甚至混}迦运动等丰富的非线性

动力学特性。在本小节将对宽径比五=1．0、1．2、1．8以殷2．0时系统的特性进

行篱单熬磺究。仍镬爱宠疆一疼塔算法劳激避闽步长为0。01 7／"，综合参数F=

0．008有下面的结果：

圈

o-Ⅱ．，．卜’m，-口．ID口却

A ： ● t I {口

o

“-口一la·I d．r‘口口O#)

《8)五；l。0跨妒分剐为O．3、0，4荚于转速媳分岔臻

(a)Diagram ofbifurcation maps about rotating speed at^。1．O(o
2
0,3、0．4)

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¨

～

K
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，m

口●

B●

口‘

K口+z

§Ⅲ

-D．2

。a●

￡rnj。h'i，·Ⅱ口《钟

口 z ● ■ ■ I u

#

(p-8。1．i*I±声一0 O#”

(b)旯=1．2时口分别为0．3、0．4关于转速的分岔圈

《b)Diagramofbifurcationmaps about rotating speed at曼；1．2(p一0t3、0．4)

团

6r口3．扣tj4-口n#姊

．3l·
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(p-D‘j*●．#．t-ⅡⅡⅡe)

f c)未=1．8跨P分剐为0．3，0。4荧手转速的分岔圈

(c)Diagram ofbifurcationmaps about rotating speed
at A。1_8(p

2
0．3、0-4)

圈

o·口3．1·4■口·口4B#)

日

o·4{^-2口，‘n 4a#》

(d)A。2．O时P分别为O．3、0．4荚于转速的分岔网

(d)Diagram ofbifurcationmaps about rotating speed at冀。2．0(p
2
0．3、O·4)

．3缸

～

一

啪

¨

¨

捕

仲

一
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n·l口口-口口口}．o-‘6)

。．1 2．f．D名口；．口．‘5)

(e)五=1．0、1．2时关于质量偏m的分岔图

(e)Diagram ofbifurcation maps about mass eccentricity at^=1．0、1．2

图3．6不同宽径比下的分岔图

Fi93．6 Diagram ofbifurcation maps at different length to diameter ratio

从图3．6(a)、(b)、(c)、(d)中可以看出，当A=1．0、1．2、1．8及2．0，p

=O．3时系统经历的都是同步周期运动_2T周期运动斗概周期运动的过程(中

间隐含若干KT周期运动窗121)，而当P=O．4，五=1．O时系统的运动规律同P=

0．3时相同，五=1．2时系统经历了同步周期运动j不断倍周期分岔到混沌的过

程，五=1．8时系统经历了同步周期运动到混沌运动，然后是概周期运动与混沌

交替发生的运动，兄=2．0时基本是同步周期运动，出现混沌运动的转速比A=

1．8推后；图3．6(e)中关于质量偏心的分岔图都是从同步周期运动到突发的半

频涡动，再经不断倍周期分岔到混沌再到同步周期运动的过程，这个结果和五=
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0。7时类似。下面阁3．7麓与图3．6对应的部分Poincare映射图

》虻井I·岫、．．．．·一”。 j

》司D}。i乙／，{

(毒一1．0，p一0。4，搿《．5)≤c)(

芸c

1广———一——————]
8e}

五一1．2，p=0．3，国*8，e)

0 a5’—————⋯————
§奢 ●

。

0．25} ．’-

脯≥z|．擞．．{
4珐_隶—1荔——：i≯一i

(d)(五=1．2，pX(一nTo)．4，∞=8．o)(e)(丑燃1．8，p瑙0端8．o)(D(丑=1．8，p=oX．4(n，T印)拦8．0)

争”奄鼗{鬟V 1
％}一1沽 iF一五r～o

X(nT) 爿枷n X(nT)

《葑(未=1．8，p=O．4，茹；8．7)馥)(盖拦1．2，p篇0．39，茹嘲，s)(垮(冀=1．o，妒=0。43，毋《。5)

图3．7与图3．6对应的部分Poincare映射图

Fi93。7 pani鑫l Poinca№maps correspondent with Fi93．6

3．4结论

上面的计算结果表明，利用文献[173给出的通过变分方法修正后的油膜力

穰型式对有限宽辅承-FJIJ往Jeffcott转予进行菲线性分析，可醯褥至《诧系统存在

麓丰富黪非线性动力学行为。

在特定宽径比下，P=O．2～0．5范围内转予的动力学行为最为复杂。在特定

参数豹交镬二范围凑，系绕具奏蠲期、壤羯期甚至漫逮运动。关予无量缁矮量镳
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心的分岔计算表明，系统有突发的半频涡动出现。其余的计算结果还表明，在

较高偏心率的情况下(P zO．5)，系统的运动为幅度渐增的同步周期运动。表明此

时，由油膜引起的自激振动影响较小。关于综合参数分岔的计算结果初步表明：

p=0．3时，在转速较低的情况下(∞=4．5)，为同步周期运动斗2T周期运动

一4T周期运动斗混沌运动一4T周期运动；∞=5．0时，在很大的范围内系统

为倍周期运动(半频涡动)；国=6．0时，运动规律为同步周期运动寸倍周期运

动斗概周期运动，而∞=7．5时为概周期运动(中间隐含KT周期运动)。因此，

适当调整综合参数盯，有可能使转子避开概周期和混沌运动区域。

在不同宽径比下，关于转速的分岔计算表明，当五=1．0、1．2、1．8及2．0，

P=O．3时系统经历的都是同步周期运动专2T周期运动峙概周期运动的过程

(中间隐含若干KT周期运动窗口)，而当P=0．4，五=1．0时系统的运动规律

同P=0．3时相同，五=1．2时系统经历了同步周期运动寸不断倍周期分岔到混

沌的过程，五=1．8时系统经历了同步周期运动到混沌运动，然后是概周期运动

与混沌交替发生的运动，A=2．0时基本是同步周期运动，出现混沌运动的转速

比五=1．8推后；而关于质量偏心的分岔图都是从同步周期运动到突发的半频涡

动，再经不断倍周期分岔到混沌再到同步周期运动的过程，这个结果和^=O．7

时类似。

-35-
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第四章有限宽轴承-N性Jeffcott转子系统碰摩的

非线性动力学特性

在转予系统中，转予棚对予定子作舞速转动，如果任其直接接触必然会发生

测烈摩攘，驮露洚强枫器王终效率。热了躐，l、露攘，在转予豹辘承孛交入高压濑

游淫戳泼羲转予熊运行状态。淤貘振荡是姿转速接近第一临界转速嚣馈对，半频

满动静频率与转子系统犒界角瀵度接遥褥发生菇掇，健攘柩怠瓣臻大，形成强烈

靛振荡。麓转穰辕中靛漆璇振荡不仅会傻税器发垒振动、产生蜈蠢，严夔戆还可

能弓f发转予与窳予间的碰摩，产生破坏往后果。戳近一、二十年来汽轮发电梳疆

为例，灏内外电厂投运梳缀先聪出现多次酒膜夹穗事故，造成踅夫静经济损失。

因此对于油膜掇荡引起的失稳、分岔和碰摩问题的研究一盥是学者们关注的重大

课题。融予转予系统油膜强荡帮失稳是高度非线梭现蒙，掰要利糟菲线性动力学

的理论和数值方法进行研究。目前只是对乎一魑如油膜轴承的动力学建模、油膜

失稳和嫩麾等遴撵的基本迥题商缀好的介绍，但是将浊膜失稳与转子磁摩联系起

来进行分树的研究工臻微的不多。为了慝清楚地了解转予轴承系统丰富的非线性

动力学费凳，蠢爨要将多张嚣豢缭舍起寒，嚣髓联褥续累与表考虑浊黢力豹碰縻

结果窍驻蔫区别。这邀表明在磁黪阕题中非线性波膜力鸯着重要影响。

4。1碰摩模挺

对于碰摩模型采嗣文献(41]所介缁的碰摩模黧，诧模鳌莉鲻经龚碰攘理论，

基于两个麓本骰设：磁撞作用对阚极簸，瓢两忽醛磋攘过程串物体静往移；其它

力相对碰撞力来说很小，而忽略不计。

假定：Jeffcott转子的转轴无质麓，刚往系数麓k：隘磁系数为o；转蠢质爨为

M；转、静件碰撞时，静子上与转子相接触部分的质麓为m；静子上与转子棚接

触部分因碰撞聪运动时受委d弹性力、阻熙力，对应的弹谯系数、阻尼系数分别为崴

和或。于是碰撞过程就可用如躅4+1的弹旋—掇子系统来撼述，质蹙块爿的质量为

耐，磁{童箭屠的遴度分溺为v。鞠U，，震爨块君瀚震曩为m，磋攮裁后豹遮黢分别为

v，和轴，K=0。设磁攘静俊美系数秀k+，l>∥>0，根据经典磁撞瑾论莓褥：
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％=【(—^f一尼’研)Vl】，(^彳+，")，

“2=【M(1+尼+)Vl】，(M+州) (4．1)

若假定口块本身的阻尼系数、弹性系数分别为K，和Dy(与转静件碰摩情况

相对应，则

K／=(klk2)，(≈l十七2)

和

D／=Cl+c2，

k．和k：分别为转、静件材料的弹性系数，c。和c：分别为转、静件材料的阻尼系

数)，则恢复系数k、可按文献[42]给出的公式计算。

若取M=”眠在碰撞过程中爿块受到的冲量则为：

Fr=一Myl(1+后+)／(1+玎)

若碰摩前后转子和静子上那部分质量的法向速度分别为v。“，。和

v2。，“2。，V2。=0，则有：

“l。=[(即一七+)vh】／(1+以)，

“2。=[n(1+后‘)q。】／(1+H) (4．2)

若碰摩前后转子和静子上那部分质量的切向速度分别为v。¨，和V：，(v：，=

0)，％，，则利用切向的冲量定理有：

“l，=Vlr(1+七+)Vm∥／(1+H)，

“2。=n0+七‘)vt。∥／(1+”) (4．3)

有了转子与静子碰撞过程完成后的速度，结合它们的动力学方程，可计算

并判断出随后转子是脱离静子还是与静子继续接触，若转子脱离静子，则用不

碰摩时的动力学方程描述其运动，若与静子继续接触，则碰摩力用以下第1种情

况所述表示，建立转子的动力学方程，进而可研究它们随后的运动。下面对两种

特殊情况进行讨论：

(1)若”>>k+，即转子的质量远大于与其接触的静子部分质量的碰摩情况，

根据(4．2)和(4．3)式可得：

“h≈Vl。， “2。≈(1+七’)Vh，

“l，≈vl，，“2，≈(1+七’)vl。∥
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可见，这两部分在碰撞完成后在法向具有同向速度，f1．u：。>％。，但静子本

身具有很大的刚度限制了该部分的运动，从而使这两部分有合在一起在法向运

动的趋势，所以碰撞结束后转子受到静子作用的法向力近似为kcE，k，为静子刚

度，E为转子与静子相接触后一起沿法向的位移，转子受到的切向力近似为

肚。s。本情况与文献[43]的模型相对应。

(2)若m>>M，即n一0、静子的质量远大于转子质量的转静件碰摩情况，

则由(4．2)和(4．3)式可得：

“l。=(n一是‘)Vl／(玎+1)≈一尼’v1。， “2。≈0，

”lf≈V1，一／a(1+七’)V1n， 村2，≈0

图4．1弹簧振子系统

Fi94 1 Spring oscillator system

当转子的位移使其达到定子的表面，亦即r=√x2+Y2≥J时，转子将与定子

发生碰摩，以下的研究采用第二种情况，这里0≤k’≤l，u>O。可将此碰摩方程

无量纲化得到：

x=[1十(1+七)(～cos0十Ⅳsin0)cosO]Xo+(1+七)(一cos0+∥sin0)sinOY0

Y=一(1十七)(∥cos0+sinO)cosOXo+[1一(1+七)(∥cos0+sin目)sin0]YQ(4．4)

这里目为涡动角位移，tan0=％，j，?N2。，丘分别为碰摩前后转盘在x和
Y方向上的无量纲速度分量。

4．2 油膜力作用下转子系统的碰摩运动微分方程及数值模拟结果与

分析

本节讨论油膜力作用下刚性转子碰摩系统的动力学形态。由于该系统太复

杂，难以直接进行理论分析，只好对其进行数值模拟。当r<占时，不发生碰摩，

其无量纲方程由

宕：冬+肿sr
口

’
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妒=曼P+psinr-豢 (3‘3)
融。

给出；当，≥占时，碰摩发生，碰摩运动微分方程融上薅的式(4．4)绘出。

下嚣讨论在油膜力髂用下有限宽剐牲转子磁颦系绞(3．3)、(《．4)麴动力学

形态；由于该系统的复杂性难以直接进行璎论分掰，仍张朋数傻模撼黠其进行研

究。碰簿翦，薅方程(3。3)来计簿转予靛运动筑逑；磁鼙辩，用方程(4．4)确

定速度的交化；磁瘁焉，仍然翔方程(3。3)确定激居瓣逐动，缀就露蠡每裰始遽

度波是磁蘩后的速疲，初婚位鬟不褒。

计冀孛掰取豹参数为：盯一8．008，p=0．4、0．3，船=4。5，在考愈菜个参

数影响时，其它参数不变。

回

r曝器
j ≮罐蘑。+0

玛《．2 系统荚千无量纲醣速出的碰摩分岔蘑

Fi94-2 Diagram ofrub-impact bifurcation map ofdimentionless rotating speed甜

(a)薛；0．008，矿一0．《，国。3。6对的相两争Polncare映射园

(a)Phasediagram andPoincaremap at o
2
0．008，卢。0．4，甜2 3．6

¨

”

¨

¨

“

㈣

帅

懈

‰
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一’ 电．S 0 05 {

J

l

●，．．．●

矗5 0

Ⅳ(nT)

(b)盯一0．008，P=0+4，∞；4．6时的韬茵和Poi rlcare映射匿

(b)Phase diagram and Poincare map at盯=O．008，P。0．4，甜；4．0

1 n5 0 a5 ’

X Xl竹7)

(c)仃=0．008，P=0．4，69；8．O时的相图和Poincare映射图

(e)Phase diagram and Poincare map撒F；0。008，P。0．4，搿=8．0

图4．3关于转速的部分相图及Poinca re映射图

Fi94．3 Partial phase diagram and Poincare maps ofrotating speed

4．2．1转子转速的影响

当综合参数拶和质鼙偏心P(o．4)固定时，系统关于凭量纲转速出的分岔圈如

熙4．2所烬。在缈-<2时，发生同步周期遮动，即阉频振觏，在Poincare映射图上

表现为荦个的点，在2．04≤脚≤2．4时，同频振动分裂为周期为2的分频振动，夜

Poincare映麓翟上袭瑷势薄个孤立戆熹。隧嚣又继续分簸必周帮4、遐鬏8、援撷

16、⋯⋯的分频振动。其中每次分裂都耀一个点～分为二，新分离出的两个点的

糕离逐渐羟开，然压又避雩亍薪弱分解。这是英垄静倍腐期分岔，获有这整发生农

非常窄的范围内，并随精转速的迸一步增加，倍周期分嵇导致了混沌的发生。农

3．04≤m-<3．72时，混沌运动突然变为筑刚的周期3分频振魂。程3．76-<掰-<6。04

一。-一
}

#

0

5

l

n

竖打巾
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这个复杂运动区域是以倍周期分穰的途径进入混沌状态丽以混沌～周期突发的途

经离羹=撬淹区域。翔匿4．3(a)为搿---3．6对蠲颓3分频搬动相圈和Poincarc映射

圈。当搿接近3．76时，转速升至第一阶临界转速。发生主共振，转子涡动的振幅

随着CO增大丽急嗣增大，诧时转予与定予开始发生接触并导致碰摩，转予的涡动

轨迹图及Poincare映射豳4．3(b)表明此时的运动是非周期的，不过孰线仍然集

中在周期轨道附近，转子的碰摩避动是混沌的。在6．08≤m≤7，36时转子为拟周期

运动，然嚣在∞>-7．4对，转子憝涡动蝰发急到增大，转予与定予褒嚣接皴，蘧摩

逡动发生，此时的转子涡幼轨迹及Poincarc映射圈如图4．3(c)所示，∞=8．0为

KT蜀羯遮韵，转子与定予嗣燕磁撞，磋摩极其酸嚣淫。

围

图4．4系统共于质量偏。p的碰摩分岔图

Fi酗，4 Diagram ofrub—impact bifurcation maps ofmass eccentricity p

，i—————．。．——．——．——。———。，—j
一1 -0 5 0 0S 1

X X(nT)

(a)d一0．008，p；0．15，甜m 4．5时的相图和Polncare映射图

(a)Phase diagram and Poincare map矗t玎=0．008，妒一0 t5，∞=4．5

一．

一一F一

1

5

e

5

。

竖打也
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鲁∽麓
0．1

0

X X(nT)

(b)盯=0．008，口；0．25，∞=4．5时的相图和Poinca re映射图

(b)Phase diagram and Poincare map at盯2 0．008，p
2 0．25，∞2 4．5

Ⅳfnn

(c)盯；0．008，p=0．37，出=4．5时的相图和P01 rtCa re映射图

(c)Phase diagram and Poincare map at盯。0．008，p
4 O．37，曲2 4．5

图4．5 关于质量偏心p的部分相图及Poincare映射图

Fi94．5 Partial phase diagram and Poincare maps ofmass eccentricity p

4．2．2质量偏心的影响

当综合参数d和转速∞固定时，系统关于质量偏心p的分岔图如图4．4所示。

未碰摩时，在P≤O．28时系统运动是同频振动，在O．376<p≤0．388时为周期3

分频振动，而在碰摩时，当p-<0．28时，转子与定子发生急剧的碰撞，p-<0．208

时转子的运动为混沌运动，P=0．15时相图及Poincare映射图如图4．5(a)所示，

当O．212≤p≤O．28时，转子的运动为KT周期运动，如图4．5(b)为p=O，25时

的相图和Poincare映射图。然后到突发的半频涡动，再经不断的倍周期分岔到混

沌再到同频振动，其中在p=O．37时的相图及Poincare映射图如图4．5(c)所示

一

一＼

／厂

一、

／．下f．．∥参：享画
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为混洮运动。

图4．6 系统关于综合参数盯的碰摩分岔圈

Fi94．6 Diagram ofrub—impact bifurcation maps ofsynthetic parameter盯

’ 巾5 O n5 ’

Ⅳ

(a)盯=0．0125，P一0．3，∞=4．5时的相图和Poincare映射圈

(鑫)Phase diagram and Poincare map at d。O．0125，P
2 0．3，饼2 4,5

X(nT)

(b)盯=0．02，P一0．3，09=4．5时的相图和Polncare映射图

(b)Phasediagram andPoincaremap at玎20．02，P 20．3，甜24．5
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，2r一——一～。1’}

等孵叠
02i。 。“
e} · I

∞2L一一—JX X(n7}

(c)盯=0．028，P；0．3，甜；4．5时的相图和Polncare映射图

(c)Phasediagram andPoincaremap at o-20．028，妒20．3，印。4．5

图4．7关于综合#-数cr的部分相图及Polncare映射图

Fi醪．7 Partial phase diagram and Poincare maps ofsynthetic parameter仃

4。2．3综会参数的影响

当转速∞和质擞偏心p(0．3)固定时，系统关于综合参数盯的分翁图如图4，6

掰示。在∥≤0。00981露系统由阏菝振动分裂凳溺期为二韵分簇振葫，在

0．01001s∥sO．01721时，转子的遴动突然变为混沌运动，如图4．7(a)为口=

0．0125时的相圈和Poincare映射圈，转予与定子发生碰澎，是以混沌一阁期突

发的途径进入混沌的；在0．01741≤盯sO．02601时，转予涡动的振幅随仃的增

大而急剧增大，此时转子的运动为混沌运动，图4+7(b)所示为拶=O．02时的

媚嚣及Poincare映射图；在0，02621≤玎≤O。03001瓣转子的运动必阕期运动，盯

=O．028时的相图及Poincare映射图如图4。7(c)所示，此阶段以混沌一周期途

经褰舞混涟嚣域。

4．2．4结论

本章用数值模拟研究了有限宽轴承-Jeffcott剐性转子系统在考虑油膜力外还

考惑其它{}线洼嚣紊翔磋黪彩旗竣{≥线性动力学嚣必，讨谂了无量缀转速掰、轻经

偏心卢及综台参数拶对于此碰摩系统运动特性的影响。分析表明，随着转速、轴径

编心及综合参数的交纯系统暴有菲常车富静瘸期运动、概璃粥运动与滢淹运渤，本

文所涉及的通向、离开混沌的道路为倍周期分岔和周期一混沌突发途径。磁麾转子

系统具有的这些混沌运动及各种菲线性现象，对于磁摩故障的诊断有重要意义。

，

¨

r‰

。
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第五章结束语

{辛者遥过阅读大量謦内乡}专家相关的科技文献资辑，选取遥溺的模鼙然后建

立适合本课题研究的有限宽轴承非线性油膜力模挺，最后利用数值模拟对系统的

菲线性动力学行为进行磷究，还进行了深入的理论分析。

由于所研究的系统具有强非线性特，谯，本论文采用常微分方程的数傻解法思

想一龙格一库塔算法，编锖4 Fortran语言稷序，作出了系统在不同参数影响下的相

图、Poincare映射图、功率谱图及分岔图，表明系统具鸯周期运动、概周期运动

甚至混沌运动等丰富的非线性动力学特性，另外文中还涉及到通向、离开混沌的

遴臻毒偿髑翅分袋积周期一、混淹突发途径。碰摩转予系统具有静这些漫浚运动及

各种非线性现象，对于碰摩故障的诊断有重要意义。

本谂文瓣翻凝之楚杏予：

1．采用了有限宽轴承非线性油膜力模型来研究Jeffcott转予系统在不同宽径

魄下静≤#线注动力学穗毪。蠢予农工程实际孛主要应磊黪是有一定长径魄静有陵

宽轴承，阑此更其有工程实际意义。

2，瑟蓊对予一些魏漓骥轴承的动力学建摸、漓簇失稳和磁摩等这样豹基零

问题有很好的介绍，但是将油膜失稳与转子碰摩联系起来进行分析的研究工作做

的不多。本论文将两种j#线性爵索结合超来对有限宽轴承--Jeffcott转予系统避

行了研究，表明谯碰摩问题中非线性油膜力有螯煎要影响。

但是由于经蹶、基础理论、研究方法和时间镣多方磷的原豳，本文的工作只

怒取撂了除段性的磺究成暴，今露还表大量值褥深入的润题寄德避一步蛉磅究，

在很多方颈还需鼹引起慰够的重视：

l。基麓大量弱磅究郝采用豹楚单盘转子，黠予多盘转子戆磺究不是绞涤A。

2．影晌转子系统运动特性的因素有很多，而将好多因素综合起来对系统进行

萎暑究熬工作骰熬不是缀多。

3．复杂的转子系统具有更加复杂的动力学行为，比如裂纹转子，要了解其动

力学行为还需要避一步豹深索符合实际辅研究方法和分轿方法。

4．由于条件的限制，对于转予系统进行实验研究也就存在一定的困难，现擞

的研究大多停留在数值模拟和理论分析阶段。
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