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东北大学博士学位论文 摘要

基于LMl技术的线性系统模型降阶与静态输出反馈控制器设计

摘 要
随着现代社会信息化、系统化的发展，人类面临的各种控制系统的规模越来

越大，由此导致系统模型以及控制器的阶数也越来越高，相应的对系统分析计算

和综合实现的复杂度也越来越人。为此，模型降阶和降阶控制器的设计一直都是

控制理论中的热门研究领域，并在过去的几十年里取得了长足的发展和广泛的应

用。然而，其rfl的一些问题通过现有的方法巾仍不能得到很好的解决，如在模型

降阶的研究中，针对系统工作频率范围已知的情况，现有的如基于加权矩阵的平

衡截断等方法会带来‘定的不准确性和不可靠性，而且无法给出降阶模型和高阶

模型伍已知频率范围内的逼近性能。此外现有的一些基丁．线性矩阵不等式的模型

降阶和降阶控制器(如静态输出反馈控制器)的设计条件存在着‘定的保守性，如

何给m保jr性更少的设计条件也足一个非常重要的问题。

本论文在前人。1：作的基础上，给出了新的慕于线性矩阵不等工匕(LMI)技术的

模型降阶和静态输ff{反馈控制器设计方法。针刈’已知输入信号频二瞥范l韦J情况下的

模型降阶问题，通过结合广义KYP'JI理给出了可以准确刻l嘶有限频逼近误差的设

计条件，解决J，现有方法如频率加权法等，滞来的不准确性问题。对伞频范I韦l考虑

的模型降阶问题以及离散时间系统的静态输出反馈问题，均给出’'『，相对于现有结

果保守性更少的没计条件。另外，针对实际系统中仔仟不确定性和时滞的情况，

研究'r系统中含有多胞／fi确定性神J时／1i变状态时滞情况。F的静态输H；反馈控制|’uJ

题。本文的一些结果tHj到厂对RLCtE路系统的模型降阶中，数值算例与仿真验证

了本文提出力．i去的优越性和有效性。

第一、二章系统地分析和总结了模慢降阶与静态输⋯反馈控制这两个控制理

沦巾的热门研究领域的发展王见状及研究方法，并给出了与本文相火的一‘螳预备知

识。

第i、四章分别就连续线性系统和离散线性系统的巩、Ⅳ：模堑!降阶问题给
出了新的基于线性矩阵不等式的设计条件。在考虑日。模型降阶时，通过结合新提

出的广义KYP引理，根扼输入信号不I耐的频率范围分别给出伍低频，中频，高频

和仝频时的H。模型降阶结果，这样就避免了过去方法处理囱‘限频模型降阶时的不

确定性和不可靠性。此外对全频巩模璎降阶问题，本章的方法也比现有文献-扣的
‘些同类方法具有更少的保守性。数值算例和仿真进‘。步说明了本章提出方法的

有效性和优越性。
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第五章研究了离散时间系统的静态输出反馈控制问题。基于LMI技术，分别

给出了--N针对镇定控制，如控制，以及正实控制的静态输出反馈控制设计条

的方向。
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LM I．．Based Approaches to Model Reduction

and Static Output Feedback Control ler

Design for Linear Systems

Abstract

Due to the increasing development of informationization，systematization of the

modern society，the dimensions of various control systems are becoming larger and larger,

and the resulting complexity for system analysis and synthesis are also increased because

the increasing order of the system model and the corresponding controller．Therefore，．

the reduction theory(i．e．model reduction and reduced—order controller design)is always

a burgeoning research area．Great developments and wide applications have been made

during the last several decades．However,there are still some problems that cannot be

properly solved via the existing methods．For example．tO some extent there exists mac—

curacy and unreliability while using the existing method to cope with the known operating

frequency information of the system，and there exists no approximation performance in—

formation over the known frequency interval．Besides，how to reduce the conservatism

of the existing LMI—based design methods for model reduction and static output feedback

control is also an important problem．

This thesis，based on previous works of others，presents new methods for model re—

duction and static output feedback control problems via LMI—based approach．For the

model reduction problem that with known frequency information about the input signal，

the design conditions are developed with the aid of the generalized KYP lemma．which

can deal with the approximation error over finite frequency directly．Therefore．the in。

accuracy resulted by the existing methods such as frequency—weighted method can be

avoided．For model reduction problems over entire frequency interval and static output

feedback control problems for discrete—time systems，design methods with less conserv—

ativeness compared with the counterpart ones in the literatures are developed．Besides，

static output feedback controller design methods for systems with polytopic uncertainties

and time．invariant delay are also presented respectively．Parts of the developed meth—

ods are applied to the model reduction of RLC circuit systems．Numerical examples and

—V
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simulations illustrate the advantages and effectiveness of our approaches·

ChapterS 1-2 summarize the development and main research methods in the bur-

geoning research areas：model reduction and static output feedback contr01．Preliminaries

about the considered problems al e also given·

Chapters 3—4 present new
LMI—based design methods for如and H2 model佗duc’

tion problems for linear continuous—time systems and discrete—time systems，respectively·

Based on the recently developed generalized KYP lemma，design method5 of月o。modeI

reduction are developed under low—frequency，middle frequency，high frequency，and en’

tire frequency interval considerations according to the frequency information about 1nput

signal．Consequenfly，the uncertainty and unreliability of the existing methods for nnlte

frequency model reduction problems are avoided．For the entire frequencY爿。。modeI

reduction problems，it is also pointed out that the conservativeness of the propOsed metn’

ods in this chapter is less than the existing ones．Numerical examples and slmulatlons

illustrate the effectiveness and advantages of the proposed approach·

Chapter 5 investigates the static output feedback control problem
fo。11near dlscrete。

time svstems．Stabilization，日。。and positive real static output feedback control de519n
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presented．Numerical examples illustrate the effectiveness and advantages of the proposed

approach．

Finally，the results of the dissertation are summarized and further research topics are

pointed out．

Keywords： Model reduction，static output feedback control，linear systems，linear un—

certain systems，linear delay systems．finite frequency，parameter dependent Lyapunov

function。linear matrix inequality(LMI)，H。。control，positive real contr01．
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东北大学博士学位论文 第一章绪论

1．1引言

第一章绪论弟一早珀V匕

控制理论作为一门科学从上个世纪40年代开始起得到了极大发展，并成功的

应用在几乎所有的工业生产部门，如产品质量、自动装配线、机床控制、空问技

术与武器系统、计算机控制、交通运输、动力系统、机器人、微机系统、纳米技

术等以及航空航天核工业等领域。控制理论的的一个重要思想就是首先对被控对

象建立一个用微分方程来描述的数学模型，然后根据这个数学模型来对其做进一

步的分析和综合。但这种基于模型的处理方法不可避免的会带来如下两方面之间

的矛盾。

一方面，被控对象的数学模型一般是根据基本的物理原理如电路系统中

的Kirchoff电压电流定理，机械系统中的牛顿运动学定理等对系统分析建模豸大得，

或者由参数辨识等方法得到。随着现代控制系统的不断复杂化，大型化，系统数

学模犁的维数也越来越高，如精馏塔、发电机、RLC电路、VLSI超大型集成电

路、柔性结构系统、航天器、空|’日J站、弹性飞机等的精确数学模型可能达到几

卜，几百甚至上T．，由此导致的后续的分析和设计所需的计算复杂度也越来越

人，以至于普通计算机的汁算能力的增长跟不上由丁系统维数增长带来的计算需

求。另一方面，在应用现代控制理论如Ho。，凰，“分析等对系统进行综合设计

时，得到的控制器／滤波器常常是与被控系统同阶，这就给其在工程实践上带来了

困难，因为阶数越高意味着所需的成本越高，复杂度越人。

而另一方面，对～个实际的系统而言，许多情况下并不需要十分精确的数学

模犁就可以得到想要的分析结果，如太阳系行星运动方程数是1024个，但-牛顿仅

用了9个方程就足够精确地描述了太阳系行星的运动规律。在对被控对象的控制

中，有时候对控制的精度和性能(如系统的干扰抑制性能)的要求并非十分苛刻，

此时在一个最优但是阶数较高的控制器／滤波器和一个次优但是阶数较低的控制

器／滤波器问，后者往往更容易受到控制工程领域的青睐。因为较低的控制器阶

数意味管较简单的模拟程序、较少的计算机时间、较省的动力学元件、较易实现

的控制律、较低的噪卢灵敏度和较高的可靠性来设计、模拟和实现系统。正因为

此，降阶控制器在实际中着广泛的需求和应用，如控制工程领域常用到的静态输

出反馈控制器就是一个阶数为零的降阶控制器，还囱．PID控制器也是一种阶数为

■的降阶控制器。

基于上述考虑，控制理论中迫切需要建立一套方法来平衡这两个方面I’HJ的矛
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盾。具体来说，就是在对系统分析时，要在模型对系统描述的精度和与之相应的

计算复杂度之间寻找一个平衡；在对系统控制时，要在控制系统的性能和实现控

制所需的成本之I’日J做一个平衡。因此，降阶理论做为控制理论的一个重要分支从

上60年代未便应运而生，并得到了极大发展。做为一门平衡(tradeoff)的艺术，降

阶理论中的一些成果可以说是赏心悦目的，并使得人们对控制理论本身产生更深

层次的认识。从哲学的角度来讲，降阶理论可以看成一种如何处理主要矛盾和次

要矛盾的方法论。

因为降阶理论在工业以及军事、航空、航天等领域都有着相当广泛的背景和

应用，其理论方面的研究长期以来一直受到国际自动控制界的高度重视，并已发

展成为自动控制研究的一个重要分支。IEEE控制与决策国际会议，美国控制会议

等多年来一直有模型降阶以及降阶控制器设计的讨论专题，并有多次以此为主题

的大会报告。控制领域的所有国际杂志几乎常年都有许多以降阶为主题的研究论

文，并有～些综述文章【15'16,38,”o】及学术专著【1-5]对降阶理论给出了系统详细的介

绍。一般地，可将降阶问题分为模型降阶和降阶控制器设计两大类，见下图。其

中模犁降阶方法主要用丁．系统的建模与分析，而降阶控制器则属于系统综合的研

究范畴。

图1．1 模型降阶与降阶控制器设讣

Fig．1．1 Model reduction and reduced—order controller design

做为一个发展较早，相关文献数罩庞大，相对成熟的研究领域，很难对其作

一个详尽的全景描述。下面作者根据自己对降阶理论研究领域的理解，分别就模

型降阶和静态输出反馈控制两个研究方向给出简单的介绍，其中将侧重讨论与本

文研究问题相关的方向，不足和疏漏之处在所难免。

一，，一一‘一
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1．2模型降阶理论概述

模型降阶(Model Reduction)在文献中又称为模型简化(Model

Simplification)t1271，模型逼近(Model Approximation)f731等。模型降阶问题起源丁

对控制系统尤其是RCL无源电路网络系统【q的建模与实现问题，此后开始，“泛的

用于包括电力系统[19,20,23】，VLSI大规模集成电路【41，大型空fHJ柔性结构【18，125】，

飞机控制系统【13，211，化工过程【22】，FIR／IIR滤波器的【17,25-29]在内的许多控制系统

中。一个大型电路的模型降阶可用下图来形象的表示。

]勺
工 I

图1．2 大型电路系统的模犁降阶

Fig．1．2 Model reduction for large—scale circuit system

模型降阶发展到今天，其影响已远远超出了控制领域，其中的一些思想和方

法还被人黾用于图像处理，数值分析等领域。本文中只考虑控制领域巾尤其侧重

予线性系统框架下的模型降阶问题。

1．2．1线性系统模型降阶的问题，方法及发展

为了对线性系统进行分析，一般的做法是首先根据系统的结构，运行原理或

由参数辨识得到一个描述其特征的"维(阶)模型，如果用状态空间方程可表示为

圣(￡)=Az(t)+Bu(t)

y(t)=Cz(t)+Du(t)

当然也可以用传递函数的形式来表示，即：

G(s)=C(sI—A)-1B+D

一3一
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模型降阶的任务是通过数学方法寻找一个r(r<n)阶的低级模型

西(￡)=A，研(z)+B，u(t)

y(t)=G研(￡)+D，u(k)
(1．3)

来替代给定的高阶模型(1．1)来描述控制系统，同时尽可能的保留原来系统的主要

特征，其传递函数形式为：G，(s)=C，(sI—A，)-1Br+D，。

一个好的降阶模型应该需要下列两个摹本要求

(1)：G，(s)∈S

这罩的5表示原来系统的一些特性，如稳定性，正实性／无源性[4洲】，对称

性[46，49，87】以及一些别的结构性质[45,47】等，即要求降阶后的模型G，(s)应同样具有

这样的特性。

(2)：min IIC(s)一G，(s)忆

这罩的★表示某种范数，常见的有fk范数【30，41，46，47，111，113-1191；H2范

数【18，37，50,110,112,1261；Hankel范数【3l'55，59，60l；以及峰峰增益诱导范数[132J等。即要求

降阶模型(1．3)和给定的高阶模型(1．1)之间的误差在某种意义下尽可能的小。

模型降阶早期的研究方法主要自‘模态降阶法，连分式降阶法，传递函数拟合

法，Po彪逼近法等【161，这些方法在当时得到了J“泛的关注和J世用。

罩程碑似的成果来自于1981年，Moore在美国电子电气工程师学会自动控

制汇Y,J(IEEE Transactions on Automatic Contr01)上发表的题为《线性系统的主元

分析，可控性，可观性，以及模型降阶》[30](Principal component analysis in linear

systems：Controllability,observability,and model reduction)--文。该文中提出的一种

称为平衡截断的模型降阶方法，我们这罩简单的给出此方法的主要平衡截断方

法的描述对给定的高阶系统模型(1．1)可通过一个坐标变换得到它的一个平衡实

淞．一I笳l=I筹器l濮悱奇异变化阵丁可锄下定义的可控格拉
姆矩阵尸和可观格拉姆矩阵Q

P=击，篓(Ju，一A)一1BB71(-jwI—A丁)一1dw

Q=爵1＆(-jwI—A丁)一1C丁C(jwI—A)一1dw

——4——
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实现同时对角化，即丁P严=T一丁Q丁一1=∑．其中

∑=diag(E1，E2)

∑1=diag((71I。1，盯2L2，⋯盯，L，)

∑2=diag(盯，+1L，+l，仃r+2Is，+2，⋯盯ⅣLⅣ)

O"1>O"1>⋯>orr>盯r+1>orr+2>⋯>crN

其中鼠为特征值∥l的重数，s1+82+⋯+sⅣ=n．将系统的平衡实现分块为：

G(s1=

那么降阶系统便可从中截断而得，即

G，(s)=

且该降阶模型满足下面两个优良的性质：

·Gr保持系统的稳定性

·在如范数意义下G，对G满足如下的模型逼近性能

G(s)一G，(4110。≤2(仃，+l+仃，+2+⋯+O"N)

(1．4)

随后在l 984年，Glover在国际控制杂志(International Journal of Contr01)上发

表题为《线性多变量系统的最优Hankel范数估计及其2’。误差界》1311(All op．

timal Hankel·-norm approximations of linear multi-variable systems and their loo error

bounds)--文，给出了在Hankel范数意义下的平衡截断模型降阶结果，进一步完

善和发展了平衡截断理论。从f：面的介绍可以看到平衡截断算法简单，物理

意义清晰，且降阶模型和高阶模犁之间的误差在一个合理的范围内，集中的

体现了平衡之美。正因为这些优雅的性质，所以平衡截断法从问世以来，就

倍受控制界的学者和工程师所推崇，截止目前为止文献[301的google文献引用

率1789次，【3l】的google文献引用为1362次，在控制工程实践中尤其对电路系统等

的建模等领域平衡截断法取得了广泛的成功应用。随着控制系统在横向及纵向的

进一步发展，模型降阶理论在平衡截断法提出之后也在不断的前进者并取得了丰

一5一
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硕的研究成果，但是也有一些问题仍未能得到很好的解决。

从模型降阶理论的横向发展来讲，在后平衡截断法时代，许多学者致力

于将该方法推广到更为复杂的系统上，并取得了大量的研究结果，如针对

对称系统[87】，双线性系统[86】不确定系统[811182]，广义系统[831184][85]，线性

参变系统[88][89】线性时变系统[90】[91][92】，周期系统[93】[94】，Markovli兆变系

统[95】[96】[97]等都得了基于平衡截断法的相应的模型降阶方法。模型降阶理论纵

向的发展则主要集中在下面给出的几个方面：

(1)．由于平衡截断法中需要求解系统的Lyapunov方程以得到可控／可观格拉姆

矩阵，进而得到求取平衡实现所需的坐标变换矩阵，而这个过程的计算复杂度

为o(n3)，当系统维数超高时，就会导致数值上的求解困难。于是，研究人员提出

了提出了基于混合Krylov子空间的降阶方法【6'32-371，对这种方法的研究已成为模

型降阶领域的一个热门方向，取得了许多研究成果，并成功的运用在如大规模集

成电路(VLSI)系统的建模以及图像处理等控制理论意外的领域。

(2)．对许多实际系统而言，系统的工作频率范嗣通常是一个已知的区间，冈此

如何使得降阶模型对给定的高阶模犁在这个已知的频率范围上的取得更好的逼近

性能就成为一个非常重要的课题。而在平衡截断法中无法将已知的频率信息考虑

在内，这就催生了有限频模犁降阶这个研究方向，许多研究人员在此方向做了大

量的工作，提出了一些方法，但这些方法末能完善的解决自‘限频模型降阶问题，

在下小节中将对该问题做详细的阐述。

(3)．平衡截断法给出了在日。范数和Hankel范数意义下的误差界，但是却无法

给出在吼范数以及峰峰诱导增益范数等意义下的相应结果。另外在埘日。逼近性

能要求较高的情况下，平衡截断法给出的次优解有时无法满足要求，对此已经有

许多研究人员致力丁发展合适的算法以得到在吼范数，如范数等意义下的最优
降阶模型。这个方向的研究工作起步也非常早，如在文[1091中给出了一种基丁频

域相应的优化算法；文【110】中提出了一种基于梯度流(gradient flow)的算法来优化

降阶模型对高阶系统逼近的／-／2性能。

做为一个对控制系统进行分析和设计的强大工具，线性矩阵不

等式(LMl)从上世纪60年代起就开始吸引了控制领域专家的注意，

在1988年Nesterov和Nemirovskii[7]提出求解凸优化问题的内点法后，基丁I线性

矩阵不等式的系统分析和综合方法更是得到了迅速的发展。就模型降阶问题而

言，Grigoriadis等在文【1 131[1 14】中首先通过投影引理(Projection Lemma)来尝试给

出最优比降阶模型的线性矩阵不等式条件，并指出了模型降阶问题同降阶控制
器设计问题一样，可以归结为一组线性矩阵不等式外加一个非凸的关于矩阵变量

秩的约束条件。这个非凸的秩的约束问题可通过锥补线性化(cone complementarity

——6——
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linearization)等方法[174]进而得到一个基丁迭代线性矩阵不等式的处理方法。同样

的方法还进一步发展到对时延系统f115'119,120】，奇异系统【116】，随机系统⋯7】，不确

定离散系统B21]以及Markov跳变系统[118】的模型降阶问题上。在这类方法中应用较

广，但其中用到的迭代算法的收敛性及可靠性有待进一步研究。

另一个以线性矩阵不等式为工具的研究方向是以算法的保守性为代价，来

寻找一个的允分性的线性矩阵不等式设计条件。文[131]针对离散时间系统给

出了在平衡截断法基础进一步优化日o。降阶性能的设计条件；文【132]就峰峰增

益诱导范数意义下给出了模型降阶设计条件；Ebihara等在文[123】[124]cf'通过固

定Lyapunov矩阵变黾的某些子块得到了关于连续／离散时间系统的H。模型降阶

线性矩阵不等式条件，同时指出模型降阶问题可以归结为一类静态输出反馈问

题；在文[125】【126]中，Geromel等给出一种两步算法，具体来讲就是首先通过一

个SVD分解，得到一个初始矩阵，然后将连续／离散时l'日J下的日o。模型降阶问题以

及离散时I’HJ的飓模犁降阶问题转化为了一个简单线性矩阵不等式设计条件：在

文【127]中，Gao等针对离散时间系统的Hf。模型降阶问题，通过引入一个带自．结

构限制的辅助变量，从『面使Lyapunov矩阵变量和系统矩阵之|’日J的耦合关系得以解

除，这样就放松了文献[123][124】中对Lyapunov矩阵变最的结构限制，进而减少

了没计中的保守性。该技术还被用于离散切换线性系统[128]以及离散Markov系

统[129]的日。模型降阶。这类方法的优点是不需要迭代，计算简单，但其最人的

问题是结果的保守性可能会比较人，因此如何减少这类设计方法中的保守性就成

为一个至关重要的问题，这也jF是本文的动机之一。

1．2．2有限频模型降阶的研究意义与发展现状

早在埘模犁降阶问题研究伊始，研究人员就注意到，对许多控制系统而言，

其工作频牢即输入信号的频率往往是在一个已知的区I’日J内【1，54，74，109J，比如一个以

电源为输入信号的电路系统，若其采用直流电源供电，输入电压就是一个零频信

号。当采用交流电源时，其频率往往也是已知的，如我国和fft界上大多数欧洲陶

家电力系统的额定频率为50Hz，美洲地区多数足60Hz，而且人多数国家规定频率

偏差士1—0．3Hz之问。而随着现代电子工艺发展起来的集成芯片，则往往是工作

在一个很高的频率范围内，如人家熟知的Intel第7代x86微处理器Pentium4，其j[

作频率为2．4GHz至IJ3．0GHz。还仃在文献[23]巾指出，在许多电力系统中，输入信

号通常为频率非常低(小‘]-2Hz)的外部干扰。另一个典型的与工作频率范围相关的

系统就是数字／模拟滤波器，在工程实际中，滤波器通常会根据实际需要由巴特沃

思(Butterworth)法或切比雪夫(Chebyshev)法设计为高通／带通／低通滤波器【17·25-291。

因此对这些系统做(滤波器)模型降阶的时候，只需考虑降阶模型在给定输入频率

一7一
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范围内对给定高阶模型的逼近性能即可，这样便可以以牺牲在给定频率范围以外

的逼近性能(实际中不需要的)为代价换取在给定频率范围内的更好的逼近性能。

从上节中的介绍中可以看出，平衡截断方法没有将系统的输入频率范围考虑在

内，因此对实际巾知道系统工作频率范围的情况而言，平衡截断法得到的结果就

会显得保守，基丁．这样的考虑，许多研究人员在平衡截断法的基础了做了大量的

研究工作，给出了一些相应的方法【5”91。现有的这些关于有限频模型降阶问题的

处理方法主要可分为以下两类：

(1)基于加权函数的平衡截断法【5”2]，这种方法的人体思路是根据给定的频率

范围选择输入输出加权函数

m(s)：=G(sI—A￡)一1晟+Di

wo(s)：=Co(sI—A。)一1B。+19。,

并定义一组加权可控／可观格拉姆矩阵(p，0)

其中

扇=去，曼(Ju，一At)一1台t台尹(一Ju，一A})一1山

0。=击，：(-joJI—A手)一1口(羌(Ju，一A。)一1山

’A BCt BDt。

0 A Bi

A 0 C7’D孑
BoC Ao C：

然后由变换阵野以得到加权的平衡实现，其中砰为使得(户，0)实现同时对角化的

变换矩阼。其巾(户，0)可通过对(扇，国。)按下列方式分块得来

c拍扣雌甜[ 铝。1、
国拢J／J

这种方法得到了广泛的应用，但是注意到选择一个合适的加权函数是一个非

常难的过程，常常需要设计者根据经验做人鼍的尝试／j‘能得到，而且最雨要的是

该方法无法提供降阶模型与给定高阶模型在指定频率范围内的误差信息，注意到

有些文献巾给出了采用该方法得到的逼近误差界，但也依然是全频范围的误差估

计。

(2)摹丁有限频格拉姆矩阵的平衡截断法【73---79]。和上面借助辅助的加权函数的

一8一
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思路不同，这种方法直接根据给定的频率范围p1，叫2]将可控／可观格拉姆矩阵重新

定义为

Pe=万1 L 0u，一A)一1BB丁(一jwI—AT)一1dw

Qe=击厶(-jwS—A丁)一1C丁C(jwI—A)一1山

然后用使得这两个有限频格拉姆矩阵(Po，Qe)同时肘角化的坐标变换矩阵来求得

系统相应的一个平衡实现。该方法也得到了一些成功的应用，但同上面的摹丁加

权函数的平衡截断法一样，该方法同样无法给出所生成的降阶模型与高阶模璎在

指定频率范围内的逼近误差信息，而且在有些情况下用该方法得到的逼近效果甚

至要比标准的平衡截断法还要差，在本文中我们将给出一个数值例子来说明这一

点。另外当已知输入信号为单一频率信号(如直流电压)时，此方法中的有限频格

拉姆矩阵(Po，Qo)均等丁零，也会导致该方法无法使用。

综上所述，现有的这两种方法均不能很好的解决有限频模犁降阶问题，这也

是本文的主要的动机之一。

1．3降阶t'Titil]器设计方法概述

上节中介绍的模掣降阶多用。丁．对系统的分析，而在系统综合范畴下的

降阶则主要是指降阶控制器的设计。降阶控制器(Reduced—order Controller)在文

献中又称为凼定阶控制器(Fixed．order Controller)1165，”31，低阶控制器(Low．order

Controller)[1721。这罩的降阶是相对‘丁，全阶控制器即与系统同阶的控制器而言的。

当采用现代控制理论的一些优化设计方法如凰、如、p分析等对系统综合时，得
到的控制器的阶数一般与系统阶数相同，这时若系统的阶数很高如哈勃空间望远

镜的数学模型为42阶(1501，标准的全阶控制器的实现过丁J复杂，很多时候受硬件上

的限制而无法实现。所以在允许的控制性能范围内，一个降阶控制器要比全阶控

制器更受控制工程上的青睐。当降阶控制器的阶数为零就是静态输出反馈(Static

Output Feedback)控制器，由丁其意味管最简单的控制器结构，最小的实现复杂

度，所以静态输出反馈控制器在自动水下机器人【160】，化学反应器【1681，VTOL直

升机[168]等许多控制工程实践中得到了非常广‘泛的应用。另外，一个任意阶数的

降阶控制器设计问题均可转化为对一个增广系统的静态输出反馈控制器设计问

题『1505，1891。所以静态输出反馈控制问题具有极为重要的实际背景和理论意义，与

之相关的研究结果层出不穷。

考虑到本文的研究内容，这里我们主要介绍在线性矩阼不等式框架下的静态

输出反馈控制器设计结果。1997年，Gahinet等通过投影定理(PrqjectionLemma)找

——9——
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到了一组设计全阶控制器的LMI条件【107】，很快，Scherer又通过一组非线性变量替

换，得到了另一种形式的设计全阶控制器的线性矩阵不等式条件[156]。但是很遗

憾，对更一般性的包括静态输出反馈控制器在内的降阶控制器却无法得到一个同

样的充分必要的设计条件。之后研究人员逐渐认识到了完全解决静态输出反馈控

制问题是一个非常困难的事情【157]。

为尽可能的解决静态输出反馈控制器设计问题，一种思路是沿着文[107]中

的方法，从投影引理出发，将其转化为一组矩阵不等式设计条件，外加一个非

凸的关于矩阵变量秩的约束。针对这个非凸的秩的约束问题，研究人员给出了

许多处理方法如文[1721qb提出的投影变换法(alternating projection)；文[173】中提出

的XY中心法；文f174]中提出的锥补线性化法(cone complementarity linearization)；

文[175]中提出的Newton法等，最后通过一个迭代线性矩阵不等式算法[177，176，171】来

给出静态输出反馈控制器增益的求解。

另一个以线性矩阵不等式为工具的研究方向就是寻找一个凸的设计条件，

以保守性为代价来换取算法上的简单。如通过对Lyapunov变量做一个特殊的结

构限制，文[181】【182】[183]中给出了一类静态输出反馈控制器的设计条件。通过

一个特殊的同余变换，文[181】[182】[1831中的方法又进一步放宽了对Lyapunov变

量的限制。文[1841【185]给出的设计条件则是通过对Lyapunov变最附加一个线

性等式约束得到。为了去掉了Lyapunov的结构限制，在文[179][180】[188][189]

【1901[1911中的设计方法巾，通过引入一个结构受限的辅助变量使得系统参数矩阵

与Lyapunov变链之l’日J的耦合关系得以消除，但是这些方法依然存在管保守性，为

此如何进一步得到保守性更少的设计条件就成为一个非常有价值的研究课题，这

也是本文的主要研究方向之一。

由于静态输出反馈控制以及降阶控制问题在现代控制理论中的重要地

位，有许多研究人员为此做着不懈的努力，在线性矩阵不等式的框架之外

还提出了许多有效的算法，如代数黎卡提方程(algebraic Riccati equation)方

法【16l】，Youla—Kucem参数化方}!去【1621，摹丁BMI的优化算法1163，1641，基丁混合确

定／随机(Mixed Deterministic／Randomized)算法的方法f170】，基于多项式优化(sos)的

方法【165，166]等，在近期Apkafian等还提出一种基丁非光滑(non．smooth)优化算

法【167_169】来设汁静态输出反馈控制器，并可以得到一个局部最优解。

1．4本文的主要工作

上面对模型降阶和静态输出反馈控制两个控制理论中的传统热门领域做了简

单的介绍，从中可以看出，尽管国内外专家学者在这一方面已经取得了很多成果，

一10一
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并成功应用到了实际中去，但是已有技术中还是存在着一些相对不足之处。

本文的主要工作是针对上面提到的问题做了进一步的研究。

在模犁降阶问题上，基于线性矩阵不等式并结合能直接处理有限频性能指标

的广义KYP；JI理，给出了低频，中频，高频以及全频范围内的日。模型降阶设计条

件。这些设计条件一方面避免了现肯的针对有限频模型降阶方法的不准确性和不

可靠性，另一方面减少了已有的在全频范围内模型降阶设计条件的保守性。此外

还给出了基于LMI技术的凰模型降阶设计条件。

在静态输出反馈控制器设计方面，通过运用参数依赖Lyapunov方法，针对离

散时间系统给出了一组包括镇定控制，民控制，J下实控制在内的静态输出反馈设
计条件。和现有文献中同类方法相比，本文给出的设计条件保守性具有更少的保

守性。此外本文结合系统巾常常存在不确定性以及时延的特征，还研究了离散时

间系统中含有多胞不确定性以及含有状态时延时的静态输出反馈问题，并给出了

相应的设计条件。文中的主要结果均给出了相应的数值算例，其中部分结果应用

到RLC电路系统，以及机械系统的设计仿真中，这也从直观的角度表明文中结论

的可行性和优越性。

论文的后续部分具体安排如下：

第一一章为预备知识，给出了论文中将要涉及的一些定义，以及要使用到的几

个引理和一些常用的符号。

第三、四章分别就了连续线性系统和离散线性系统的Hx，凰模型降阶问题给

出了新的皋丁线性矩阵不等式的设计条件。在考虑如模型降阶时，通过结合新提
出的GKYP引理，根据输入信号不同的频率范同分别给出在低频，中频，高频和

全频时的巩模犁降阶结果，这样就避免了过去方法处理有限频模犁降阶时的不确
定性和不可靠性。此外指出了对全频H，模犁降阶问题，本章的方法也比现何文献

中的一些同类方法具有更少的保守性。数值算例和仿真进一步说明了本章提出方

法的有效性和优越性。

第五章研究了离散时问系统的静态输出反馈控制问题。基丁LMI技术，分别

给出了一组针对镇定控制，如控制，以及J下实控制的静态输出反馈控制设计条
件。和现有文献巾的同类方法相比，本章的设计方法结合了鲁棒控制领域中的参

数依赖Lyapunov函数方法，引入了更多的辅助变鼍，进而具自．更少的保守性。此

外，本章中的设计条件都借助于Finsler；JI理在一个统一的框架得出，可以清楚的

说明现有结果之I'HJ以及本章结果与现自．结果之1．日J的区别与联系。数值算例进一步

说明了本章方法的有效性与优越性。

第六章考虑了具有多胞不确定性的离散线性系统的静态输出反馈控制问题。

首先给出了基丁参数依赖Lyapunovi函数方法的鲁棒正实性分析结果，并从理论上
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证明了这些结果与现有文献中的同类结果之间的关系。然后根据第五章中的设计

方法，并结合不确定系统中的一些放缩技巧，分别就比控制，正实控制问题给出
了一组不确定系统的鲁棒静态输出反馈控制器设计方法。数值例子说明了方法的

有效性。

第七章研究了带有时不变状态时滞的线性离散时问系统的静态输出反馈控制

问题。根据第五章中的设计方法，并结合处理时滞项的Jensen不等式方法，给出

了时滞依赖的比静态输出反馈控制器设计方法。最后通过数值例子进一步表明本
章方法的有效性。

第八总结了本文的主要工作，并展望了下一步的研究工作。
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东北大学博士学位论文 第二章预备知识

第二章预备知识弟一早 耿亩大U以

2．1一些定义

考虑下式给出的线性n,J。／1i变连续时间系统：

圣(￡)=Ax(t)+Bw(t)

z(t)=Cz(t)+Dw(t)
(2．1)

其中z(￡)∈Rn是系统的状态，u∈三2[o，。。)为能量有界的外部扰动，即llw(t)1122=

铲∽丁(￡)u(￡)<。。，z(t)∈R7是系统的被调输出。A．B，C．D是已知的适维常数
矩阵，在下文中用G(Ju)表乃÷系统(2．1)的传递函数矩阵，这里GUu)=c(jul一

4)一1B+D。

定义2．1：【连续系统的稳定性】令u(￡)=0，如果连续系统(2．1)满足下列条

件之一：

(a)：系统(2．1)的状态矩阵A的所有特征值均具彳了负实部，[jlJRe(Ai(A))<0

(b)：系统(2．1)的状念向量侄任给初值f(0)下均趋近十零，即liln丁(t)一O

(c)：存在Lyapunov匿l数V(，(∽，满足y(z(f))<0

则系统(2．1)是(渐近)稳定的。

定义2．2：【连续系统的比性能】令z(0)=0，如果连续系统(2．1)满足卜．刎条
件之一：

(a)：系统(2．1)满足频域／1i等式：G(jw)G+(』u)<q,'21．。

(b)：系统(2．1)满足时域／fi等式』-27"(f)。(f)<72．厅uT(￡)。(t)。

(c)：1，孚柏：Lyapunov函数y(丁(t))满足。『；-2T(f)：(f)一72U丁(￡)。(t)+杪(f)<0
则系统(2．1)具仃H。件能^『t

定义2．3：【连续系统的lr实。陛】令z(0)=0，如果连续系统(2．1)满足下列条

件之一：

(a)：系统(2．1)满足频域／fi等式：G(j∥)+G+(j--,)>0。

(b)：系统(2．1)满足时域不等式：．f芦ZT(f)。(f)+u丁(f)：(f)>o

(c)：存在LyapunoV函数V(z(t))满足厅ZT(t)u(￡)+∽T(￡)。(t)+杪(t)>0
则系统(2．1)足严格正实的。

一13一
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考虑下式给出的线性时不变连续时间系统：

x(k+1)=Az(k)+Bw(k)

z(k)=Cx(k)+Dw(k)
(2．2)

其clux(k)∈R”是系统的状态，u∈L2[0，。。)为能量有界的外部扰动，

即№(后)1122：曼u丁(南)u(七)<。。，z(t)∈Rr是系统的被调输出。A，B，C，DPa
0

已知的适维常数矩阵，在卜．文中犀ta(ej8)表示系统(2．1)的传递函数矩阵，这

里a(eJ口)=C(ej9I—A)一1B+D

定义2．4：【离散系统的稳定性】令u(后)=0，如果离散系统(2．2)满足下列条

件之一：

(a)：系统(2．2)的状态矩阵A的所有特征值在单何圆内，即‰(A)l<l

(b)：系统(2．2)的状态向量在仟给初值z(O)。卜．均趋近于零，即．1im x(k)_0

(c)：存在Lyapunov醪1数V扛(七))满足△V(z(七))<0

则系统(2．2)是(渐近)稳定的。

定义2．5：【离散系统的日。。性能】令z(O)=0，如果离散系统(2．2)满足下列条

件之一：

(a)：系统(2．2)i茴,Z-频域不等式：G(ej8)G4(e弘)<^，2，：。
∞ o。

(b)：系统(2．2)满足时域不等式∑ZT(七)2(七)<72∑u丁(^’)u(七)。
0 0

∞

Lc)：存在Lyapunov函数y(z(七))满足∑ZT(七)名(七)一72u丁(七)u(工：)+av(k)<0
0

则系统(2．2)具有取性能^，

定义2．6：【离散系统的j卜实性】令z(0)=0，如果离散系统(2．2)满足’卜．列条

件之一：

(a)：系统(2．2)满足频域／fi等式：G(ej8)+G+(eJ9)>0。
。。

(b)：系统(2．2)满足Ⅱ、J．域不等式：∑ZT(Il=)u(七)+03T(七)。(七)>0
0

∞

(c)：存在Lyapunov函数y(z(七))满足∑ZT(七)u(七)+a；T(七)z(足)+AV(k)>0
0

则系统(2．2)是严格正实的。
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2。2一些引理

引理2小⋯，c schur补定理，对给定的对称矩阵s=[sS五II兰訇，其
中Sll是r X r维的。以下三个条件是等价的：

(i)S<0

(ii)S11<0，&2一s五s五1$12<0

(ii)．s22<0，S11一S12s易1s毳<0

引理2．2：(Finsler弓l理)：假设z∈Rn，Q∈Rn×n，“∈R”×”。甜上是任意矩阵

使得甜上甜=0。下面的命题是等价的：

(i)XTQz<0，W丁X=0，z≠0”

(ii)“上Q甜上T<0’’

(iii)jy∈R”×”：Q+甜y+y锄T<0

引理2．3：(投影引理)：给定r，人，e，存在矩阵F满足rFA。r+(FFAT)T+e<0的

充分必要条件是下面两个条件成立：

F上OF上r<0．A上OA上r<0

引理2．4：[1411．如果存在埘矩阵％∈R“。”满足下列不等式

％+K{≥0， 1冬J<i≤N

∑(％+Ki)≤0， J=1，．．．，Ⅳ

那么∑N∑N啦QjK，<，其中a∈ Ⅳ：叱≥，∑N0 R 0 啦：1那么∑∑n{QjKJ<，其中a∈ Ⅳ：oi≥，∑o{2

引理2．5：【1941(Jensen不等式71理)．给定对称正定矩阵M∈R”黼，向最u∈

Rn，以及常数，yl≤他，下列不等式成立

(邑"72川尼，)M峰m，净z呻圳㈢r㈤删)
引理2．6：(广义KYPiJ[理(连续系统)003])考虑系统传递函数系统C(jw)=

C(jwI—A1—1B+D，给定对称矩阵n，下面的两个结论是等价的：

一15—
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i)有限频不等式

[G譬u’]TⅡ[G?u’]<。，扎∈Q
其中，Q定义在表4．1．ii)存在n x n厄密共轭矩阵P和Q，满足Q>0和

表2．1 不同的有限频率范围(连续情况)

Table 2．1 Different finite frequency ranges(Continuous．time)

低频 中频 高频 全频
Q U S U71 U71≤u S面2 lul≥"CUh u∈[一。。，+。。‘

(2．3)

[；言]T三[；言]+[吾；]T n[言；]<。 c2．4，

其中在低频范围川≤仍肘，
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引理2．7：(广义KYP引理(离散系统)【1031)考虑系统传递函数G(e卵)=C(eJ8，一

A)～B-4-D，给定对称矩阵n，下面的结论是等价的：

i)有限频不等式
’

妒)加降’]<0,V O E O 亿6，

成立，其中e表示不同的有限频范围，详见表2．2

表2．2 不同的有限频率范同(离散情况)

Table 2．2 Different finite frequency ranges(Discrete—time)

ii)存在合适维数的厄密共轭矩阼变量P和Q满足Q>0和

[cA幻三[三幻T+[三0]兀[三0]T<。 c2．7，

其中在低频范围引≤椤1时，

三=瞄H赫d
在中频范围口l≤臼≤秽2时，

在高⋯，t-。4-"围。引≥秽2时，

三=[e磊P一赫，一
秽。=(秽l+1，2)／2．1，。=(∥2一秽1)／2

d汐Q{s

叫

瑟
，，k

一

+

7

P

1

P

Q

一

一

=三
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在全频范围川≤7r时，

2．3本文使用的符号

三=[苫P0]

对于矩阵A，Ar，A+，A上分别表示它的转置，复共轭转置和正交补。At=

AT(AA丁)_1表示A的摩尔．彭罗斯逆。，表示具有合适维数的单位矩阵。对于一

个对称矩阵A，A>(≥)0和A<(≤)O分别表示正定(半正定)和负定(半负定)。方

阵M的厄密特部分表示为He(M)：=M+M‘。符号H。表示n×n厄密特矩阵。一

个矩阵中的符号★表示可以通过对称得到的元素。o-m。。(G)表示传递函数G的最大

奇异值。

一18—
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第三章连续线性系统的模型降阶

3．1引言

模，鬯降阶做为控制理论中一个发展较早的领域，在过去的几十年里已经取得

了巨人的发展，其巾一个经典的方法是Moore提出的平衡截断法【301。该方法广泛

的用在了许多实际系统如RcL电路系统等的建模上。但是随着控制系统的发展，

工程实践上对模型降阶提出了越来越高的要求，在某些情况下，平衡截断法无法

给出一个特别满意的降阶模型。我们_i：要关注以下两个方衙的问题。

(1)对许多实际系统，其工作频率通常为⋯个已知的区间，最常见的女¨以电源

电压为输入信号的电路系统，无论其采用直流电源还是交流电源，它的工作频率

总是在‘个很窄的范围内。研究人员在很早的ⅡJ‘候就意识到了经典的平衡截断法

无法将这个重要的凶素考虑住内，进而给出了一些改进的方法，如基．丁．加权函数

的平衡截断法以及基于有限频格托姆矩阵的甲衡截断法【5409】等，fH是这些方法都

不能够很好的解决有限频模型降阶问题。

(2)平衡截断法给出了在日，范数干llHankel范数意义下的误差界，fu是却无法

给Ⅲ在隅范数以及峰峰诱导增益范数等意义下的相应结果。另外存对比逼近性
能要求较高的情况下，平衡截断法给出的次优解有时无法满足要求，对此L二经有

许多研究人员致力十发腱合适的算法以得剑存爿2范数，H，。范数等意义下的最优

降阶模型。在以LMI为工其对最优模型降阶问题的研究结果u_『以分为两类：一类

是将其i_i结为一个迭代线件矩阵不等式的求解问题f¨¨221，这类方法得到了较厂

的应用，但其算法的收敛性以及可靠性．有待进一步研究。另一类方法是寺·找一

个的充分性的凸的线。陀矩阵不等式设计条件【心3—291，这类乃’法的优点是不需要迭

代，计算简单，但现彳丁文献中给出的都是充分条什，具彳丁一定的保守性，如何减

小保守，陀就成为这类方法研究巾一个非常重要的问题。

尽f以上两个方而的考虑，奉章针对连续时l'fU系统给出了存日。、吼范数意

义下的模型降阶设计条件。其rfl在日。模删降阶巾，通过借助于文献【103】『{1新提

出的广义KYP引理米处理给定的输入信号的频率信，皂、，避免了现有方法如基于加

权函数方法的不准确性，以及基于自邛艮频格拉姆矩阵办法的不可靠性。此外，在

全频情况下考虑时，和现有的J刊类比模，弘降阶方洲计lI比，本章-|j给出的设计条件
南于引入更多的辅助变量，进而具有更少的保守性。数值算例和仿真验证了本章

提出方法的有效性和优越性。

一19一
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3．2连续线性系统的民模型降阶

3．2．1问题描述

考虑下面给出的一个7／维的连续时间系统，其状态空间方程：

奎(￡)=Ax(t)+Bu(t)

u(t)=Cx(t)+Du(t)
(3．1)

其rOy(t)∈P为输出向量，Ⅱ(t)∈舻为输入向量，A∈舻煳，B E Rn×m，C∈

彤黼，D E RP×⋯为已知实矩阵。系统(3．1)5-j以下面的n阶传递函数：

来表示，其巾s=jw。

G(s)=C(sI—A)一1B+D

本节的目的是寻找‘个n，(n，<n)维的降阶模型：

圣，(f)=A，．r，(￡)+B，．“(z)

玑(￡)=G赫(￡)+D，“(t)

(3．2)

(3．3)

来逼近给定的高阶系统模型(3．1)．其中A，E Rnr×札r，B，∈Rnr×m，G∈Rp×m，

(3．4)

JIG(ju)一G，(』u)IJ。<

可得逼近误差系统的

(3．5)
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表3．1 不同的有限频率范围(连续情况)

Table 3．1 Different finite frequency ranges(Continuous—time)

低频 中频 I 高频 全频

Q Iul≤仍f 刃l≤u S z2 Iul 2冒h u∈【一。。，+。。

其中e(￡)=Mt)一y(￡)为逼近误差信号，∈(≠)=[％(￡)丁z(￡)丁IT,以及

3．2．2连续线性系统低频范围内的比模型降阶

下面给出在低频范围内考虑的H。模型降阶的充分性设计条件。

定理3．1：给定系统模犁(3．1)以及模犁逼近误差系统方程(3．5)，如果存在厄米

特共轭矩阼

P=[竺：]，Q=[罢：暑；]>。，Ps=[主：笼]>。
以及矩阵变景G。，G2，G3，A，，雪，，el，D‘，满足下列线性矩阼不等式

一Ql 木 术

一Q2 一Q3 丰

圣3l (I)32(I’33

圣4l(I)42 中43

0 0(I)53

0 0 嫠

皿11 术

皿21 ffff41

：k

木

木

u}Q3一AG3一CTA丁

G[，0】_CG3

B丁

木

木

木 牛

木 木

，Ic 爿c

木 木

一72I 术

D丁一D!一，

木

木

Ⅲ3lⅢ4l —pAr—pAT 木

Ⅲ41 皿4l —pAG2一p[1 o】TA}-pAG3一pG3A丁

<0 (3．6)

<0 (3．7)



其中p，g是满足卯+Pq<0的任意固定实数，

西31=Pl+G}

圣41=恳+fI o】rG}

圣32=露+四
圣42=B+G；

中33=ufQl一五～A，

圣43=砰Q2一AG2一[，o]丁^-，T

圣53=G—CG2

皿11=一qGl一口G}

皿2l=一qG2一q[i oj丁G}

皿31=只1+pG}+qA，

Ⅲ41=只2+p【，o]TG}+qAG2

m22=一qG3一qG；

Ⅲ32=甥+pGT+qA，f，0】
皿42=％+p四+qAG3

则可如下式所示构造一个的稳定的降阶系统模型

G，(s)

满足下列低频范围内的比模犁逼近性能指标

口max(G(jw)一G，(歹u))<7 Vluj≤岫

证明：将关系式(3．8)带入(3．6)可得：

一Q1

一Q2

e3l

-(7)4x

0

0

水 ，Ic

-Q3 掌 木

e32 033 木

@42 e43 uf2Q3一AG3一GTAT

0 e53 GGlf，0】一CG3
0 B三 BT

一22

士

章

难

嫩

一一y2，

木

木

幸

木

，k

DT～DT—I

(3．8)

(3。9)

<0 (3．10)

●
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其中

e31=Pl+aT

e4l=P2+【，o】TG}

032=蹬+G；

e42=R+皤

e33=u}Q1一A，G1一G1A}

e43=u}Q2一AG2一[，o】TGTl^T，

e53=GGl一CG2

根据逼近误差系统方程(3．5)，可将上式整理为：

其中

山Schur％b弓l理，

一Q

pT+GT

0

0

木

∽fQ—AG一(AG)r
—eG

BT

”]

一Q 木 木

P+G u}Q—AG—G丁A丁 木

0 一OG 一12，

经整理得：

其中

+㈦
M—HGTZT一7ZGTY丁<0

木

丰

木

一l

0

B

D

<0 (3．1 1)

(3．12)

<0 (3．13)

M=卜-Q铲p。甜oD I冗懈肚M=l P u}Q+雪廖T 雪D丁 l，冗=I A l，冗=
I o D雪T D丁一一y2 I I c I

一23一

纠

(3．14)

木半竹矿

G

G

=

．．：

G

盯等式jJ知可
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通过简单的矩阵运算可得咒，冗的零空间为：

＼一I

冗上=I A

l o
L

冗上

上

=[考 ㈡

n『I。。]
o I 【⋯，J

J

根据投影引理可知，不等式(3．14)成立说明下列两个不等式成立

J o 1 M f冬，o 1
T

0 J J 【c 0 J J

川?瑚P∽汀 @柳

眦一洲州<。

z己上』彳z己上丁=[：。0：]』彳[：。0：]丁
=[警谚0_竹]<。

Lh(3·15)以及广义KYP引理可知下列低频范围内的不等式

[G87u’]丁I一10。，][G。哆u’]<。，V IuI≤u。

f3．16)

(3．17)

成立，也就意味着降阶模型对给定模型的逼近性能满足式(3．9)。

接下来我们来证明降阶模型的稳定性，通过矩阵代换可将不等式(3．7)整理

为：

[三言卜∽]G[_帅∽ @㈣

一24一

五D

A—C雪D

r●●●●●●●●●L

r●●●●●●●●L

r●●●●●●●●●L

||

=

+

r“
MMH
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通过计算可得

㈦上：[AL J 州=[p，
再次使用投影引理，可知如果不等式(3．18)成立，则下列两个不等式

(3．19)

[A J][三量j[五 J]T=AP+PAT<。
。3．2。，

[p』口，]l三i孑l[p，g，I
T

cgp+pg，f：<。

成立．(3．20)正好是A矩阵Lyapunov稳定的条件，因A为A对角线上元素，故A稳定

说明A稳定。证毕。

注3．1：定理3．1给出了连续线性系统在低频范围内的如模型降阶设汁条
件。那么降阶模型的求解可转化为一个相应的凸优化问题，可以方便的通

过Matlab的LMI工具箱得以解决。

注3．2：在上面的证明过程巾，我们将式(3．14)中定义的矩阵死称为凸性乘子矩

阵，把矩阵G称为松弛变景。此外为了得到定理3．1中给}{{的凸的设计条件，我们

刈。松弛变最G做了结构上的限制，这个限制无可避免的引入了保守性。一个减小

保!、j二性的方法就是将G规定为如下的结构

『
G：I

l

Gl f AGl 0]]
L J I

G2 G3
J

(3．21)

其中入为一个常数，以A为变罩做线性搜索便可进一步优化的以，降阶逼近性
能指标，当然这样做的代价是增加了计算葛。需要指fi{的足，由丁．G的引入，定

理3．2．1中的Lyapunov变帚(只Q)和系统矩阵之11i】J不存在耦合关系，这样一方面说

明整个设计条件的保守性处于一个相对来说可以接受的范围，另一方血也可以很

容易的结合别的设计条件，如下面几节中在别的频率范围内考虑的模型降阶条

件，来实现多目标要求下的模型降阶问题。

一25—



3。2．3连续线性系统中频范围内的民模型降阶

下面给出在中频范围内考虑的连续时问系统如模型降阶的允分性设计条件。

定理3．2：给定系统模型(3．1)以及模型逼近误差系统方程(3．5)，如果存在厄米

特共轭矩阵

P=[竺霉]，Q=[善：善}]>。，只=[竺：毳]>。
以及矩阵变量G1，G2，G3，五，茸，西，或满足下列线性矩阵不等式

一Q1 爿c 水 木 ：Ic 丰

一Q2一Q3 宰 宰 ，Ic 木

(I)31@32(I)33 木 木 木

西41 垂42(I)43 一ulu2Q3一He(AG3) 半 木

0 0 西53 G[J 0】一CG3 —72， 木

0 0 雪了 BT —D}+DT一，

I-Itll 卑 丰 木

@21皿41 半 木

@31Ⅲ4l -pAr—pAr 木

@41 ffff41一pAG2一p[i o】丁A，一pAG3一pG3AT

其中p，q是满足qP+Pq<0的任意吲定实数，

(1)31=Pi+G‘i。一．7u。Ql

西41=P2+【，o]71G}一歹u。Q多

@32=蹬+G多一Ju。Q2

圣42=尸3+G；。一歹u。Q3

垂33=一ulu2Q1一Ar—A}

(I)43=一a．'laJ2Q2一AG2一[，o】丁A-rT

西53=口一CG2

ff掣ll=一qGl一口G}

’I，21=-qG2一q[X o]丁GT

一26一
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皿31=只1+par+qA，

皿41=Ps2+p[i o]丁G}’-t-qAG2

Ⅲ22=一qG3一qGT

Ⅲ32=踢+pG多+qA，【J 0]

1王r42=只3+pG虿+qAG3

则可如下式所示构造一个的稳定的降阶系统模型

G，s)=：

满足下面中频范围内的逼近性能指标

f3．24)

仃。ax(G(Ju)一G，(Ju))<一y Ve了1≤u≤"CU2 (3．25)

证明：同上节中对定N3．1的证明类似，其中这里选取的凸性乘子T／(见

注3．2)为冗=[o，o
T

详细过程不再赘述。证毕。

3-2-4连续线性系统高频范围内的如模型降阶

下面给出在高频范围内考虑的巩模z弘降阶的允分性设计条件。

定理3．3：给定系统模7型(3．1)以及模型逼近误差系统方程(3．5)，如果存在厄米

特共轭矩阵

P=[2箸]，Q=[暑：暑三]>。，只=[主：笔]>。
以及矩阵变节G1，G2，G3，五，豆，，西，D，满足下列线性矩阵不等式

车 ，F

：I： 木

木 木

一uiQ3+AG3+G3AT 木

一el【，o】+CG3 一一y2，

BT 一瞬+DT

一27一

<0 (3．26)

卑孝如蛳船彭术∞弧舢蕊o

!l
l

∞毗∞锄籼O



f量兰兰≥-pA—Gp22三夕AO}]TAT-pAG3三pG。AT J<。c3．27，f耋三耋： 一pA，二pA} ： f<。 。3．27，

【Ⅲ4l Ⅲ4l —p[， 一矽3 l

(I)11=Q1+G1+G}

垂21=Q2+G2+fI oJTG}

中31=Pl—G}1一Ar

圣41=P2一[I o]r钾一AG2
西5l=D—CG2

圣22=Q3+G3+G}

圣32=，乒一G笞一4，[，01

中42=P3一G雪一AG3

西52=口【，0】一CG3

m33=一u^2Q1+五+鼻孑

圣43=一uh2Q2-f AG2+fI o】丁_}

中53=一口+CG2

皿ll=-qGl一日G}1

、,I／21 2一qG2一q[J o]TG}

’I，31=只1+pG}1+qA，

Ⅲ41=只2+pC，o】TG}+qAG2

Ⅲ22=一qG3一qar

皿32=蹋+pG；’+qA，[，0】
皿42=只3+pG多+qAG3

则可如下式所示构造一个的稳定的降阶系统模型

G，(s)=

一28一

(3．28)
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满足下列高频范围内的逼近性能指标

Gmax(G(jw)一G，(歹“，))<7 Vl“，I≥刀h (3．29)

证明：同3．2．2节中对定理3．1的证明类似，其中这里选取的凸性乘子冗(见
r 1 I

注3．1)为：T4．=I，一，o l，详细过程不再赘述。证毕。

3-2．5连续线性系统全频范围内的比模型降阶

本节中将给出全频范围内的如模型降阶的设计条件

定理3．4：给定模型逼近误差系统方程(3．5)，原始系统矩阵(A，B，C，D)具有合

适维数，如果存在矩阵

P：f Pl蹬1>o
l P2忍J

以及矩阵变量G1，G2，G3，忍，兄A，，亩，，西，D，以及常数入满足下列线性矩阼不等式

其中

屯ll=一G1一Gj'

皿2l=一G2一Gl【，

Ⅲ22=-G3一G；

o]丁

Ⅲ31=局+A，一入Gj、

皿32=，歹+A，(，0】一，芗

Ⅲ33=入A，+入A}

kv4x=P2+AG2一AGVl[I o】丁

、I／42=P3+AG3一露。

Ⅲ43=A最+入G}【， o】丁

一29一

<0 (3．30)

木

丰

木

木，r

半

丰

术

丰√蝙

半

术

车吆矿咄

3

3乒r

3拳术螂蚴研纰水砒锄如。蕊们锄籼啦。西
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Ⅲ“=AF3+FaA

皿6l=一G+CG2

皿62=一G[，o】丁+CG3

Ⅲ63=一AG+CB

Ⅲ64=一AG+C几

Ⅲ65=一Dr+D

则可如下式所示构造一个的稳定的降阶系统模型

G，(s)=

满足下列全频范围内的逼近性能指标

其中

(3．31)

Gmax(C(jw)一G，Ou))<7‰∈[一∞，+oO】 (3．32)

证明：由等式(3．30，可将不等式(3．30)写为：

上两式又等价于

一G—G丁 木 半 术

P+AG—F11．4F+FTA71宰 堆

0 雷T —J水

Oa CF D一十I

<0 (3．33)

G=[罢：[G≥。0]]F=[麓1协(：乞0】]

+He

GT

FT

0

一J 0

A C

0 一J

0 0 l虏 D
、--—_—、一一-_—__，、-__-_-、——·_——一，

M 衄

一30一

<0 f3．34)
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现在考虑增广误差系统(3．5)的对偶系统：

圣’(t)=ATX7(￡)+CTz7(￡)

e心)=BTz电)+DT札他)

由这个埘偶系统的状态方程可知：

一， 0

A C

0 一，

B D

07f￡

圣7f芒

et(￡

“7f￡

=0

根据不等式(3．34)和等式(3．36)并应用Finsler引理可得：

2(后+1)

圣(后)

e(k)

u(七)

丁

0 P 0 O

P 0 0 0

0 0 ， 0

0 0 0——721

圣(七+1)

圣(七)

乏(尼)

u(七)

(3．35)

(3．36)

。<0 (3．37)

选取一个Lyapunov匿l数为

y(圣(￡))=圣丁(￡)P圣(￡) (3．38)

其中P为(3．30)中关丁矩阵变量P的一个可行解，则由式(3．30)(3．37)N得

矿(t)+三T(￡)未(!)一12u丁(￡)u(￡) (3．39)

=叠丁(￡)P宝(￡)+2T(￡)户≥(f)+三丁(￡)三(￡)一，y207(￡)c：I(￡)<0
、 ’

对上式两边从0到。。积分得

铲㈨+邪)荆一72。丁(唰￡)<o (3．40)

=y(x)一y(o)+F三T(￡)三(￡)一，72厅DT(￡)o(￡)<0
。 。

Lyapunov 数(3．38)及式(3．37)可知x,1 fg系统(3．35)稳定，即比=0，则在

零初始条件(y(o)=o)下可得．厅三7’(￡)三(f)一f72D丁(￡)o(t)，这就说明对偶系
统(3．35)满足全频范围内的H。。性能7。由线性系统的对偶性质可知误差系统(3．5)同

样稳定(降阶模型稳定)，且满足全频范围内的战指标7。证牛。

一3l一
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注3．3：在定理3．4中存在常数A，这可以通过一个简单的线性搜索算法来得以

解决，当然这么做会增加计算最，但好处是可以得到保守性更小的结果。证明中

式(3．34)定义的三个矩阵p，M，ⅡⅡ分别为系统的性能要求矩阵，凸性乘子矩阵，参

数矩阵矩阵。这里由于在凸性乘子矩阵IⅦ中引入了两个辅助变量G，F而使得系统

参数矩阵(A，B，C，D)与Lyapunov变量P之问的耦合关系得以消除。注意到如果取

定理3．4中的Lyapunov函数P以及乘子M中的辅助变量G，F为

G：f o

【0
F：P：f Q22-1

I肘丁
L

则定理3．4可以经过简单的初等变换退化为Ebihara等在文[1241q，的结果，我们这里

以下面这个推论的形式给出：

推论3．1：1123]给定模犁逼近误差系统方程(3．5)，如果存在矩阵变

”量Q22，P1l，A，，／3,，G，D，满足下列线性矩阵不等式

PllA+A丁P11 ATM丁Q22+M

木 A，+A孑

P1LB七M舀t伊

Q22MB+雪，一毋

(3．42)

(3．43)

明本节给出的基
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例3．1：这罩我们考虑一个在文献【60】[611@采用的例子，考虑下面一个用传递

函数形式给出的四阶系统：

G4(s)=矿(s2+而0．面2s+可1．O而1)(s再2+厕3s+9．01) (3．44)

现在需要求一个二阶的传递函数模犁来逼近这个四阶模犁，其中希挈优化的是

在频率范围为0．1 rad／s到2 rad／s之问的日。、逼近性能。

对此例，采用标准的平衡截断方法给出的降阶模型为：

强s)-等等鬻 (3．45)

在文fitS[61]@，Scroletti等采用基-f．加权函数的平衡截断方法来设计降

阶模型，并根据给定的频率范围u∈[o．1，2]选取加权函数为：wo(s)=

石4(两s+可26孬．5)万(s+面O．丽03774)，暇(s)=1，同时相应的降阶模型为：

嘲s)=瓮器黠筹 @46，

由本章中给出的基丁I线性矩阵不等式的方法优化出的降阶模型为：

G㈧：—1．02石8s2瓦+1丽．906矿s-3．207 (3．47)

现在我们来比较这几个降阶模型G多(s)，G≯(s)，G拿(s)对给定模型Ga(s)在指定

频率范H司∞∈【o．1，2】)内的氏逼近性能，计算结果如下表所示：

表3．2 N3．1甲采用不同方浊得到的有限频日。模型逼近性能指标。

IIG(歹。)一G；0。)Il。降阶方法 G2(s)
“，∈[o．1，2】，i=B，彤L

平衡截断 G笋(s) 0．7542

皋-J．．加权函数的平衡截断 G≯’(s) 0．7319

本文方法 G}(s) 0．3874

从在这个例子可以看出，相对于标准的平衡截断方法，基r加权函数的平衡

一33—



东北大学博士学位论丈 第三章连续线性系统的模型降阶

截断方法所给出的逼近性能并没有得到显著的提高，当然可以重新尝试选择更加

合适的加权矩阵来进一步提高逼近性能，但是如何选取合适的加权矩阵式一个非

常难做的事情。于此同时，本章中给出的线性矩阵不等式方法避免了加权矩阵的

选择，只需求解一个凸优化问题即可得到一个满意的降阶模型。为了更清楚的比

较上面给出的几个降阶模型G2B，cw，G}的优劣，我们给出了逼近误差系统在所考

虑频率范围内的奇异值曲线，如下图所示

图3．1 例3．1 L}·采用不同方法得剑的误差传递函数在指定频率范围内的
最大奇异值曲线。

Fig．3．1 Maximum singular value curves ofthe error transfer functions ob．
tained via different methods over the pre．specified frequency interval in Ex．

ample 3．1．

1'歹113．2：考虑一个数值例子，给定一个状态空间描述的正则四阶系统f3J-苴

参数矩阵为：—·

G4：=

一2．218—1．974 0．306-1．287 —1．712。

——1．529-2．809 0．909——1．141 一0．089

—1．049—0．050—2．144—1．210 —0．671

——1．299 1．745 0．345-2．141 ——1．800

—0．877—1．252 0．774—0．11l

f3．48)

现在需要求一个_阶的正则系统模型来逼近这个四阶模型。考虑的逼近性能

为低频范围为luJ≤2之问的如范数。

——34——



东北大学博士学位论丈 第三章连续线性系统的模型降阶

对于该系统，采用标准的平衡截断给出的降阶模型参数矩阵为：

G参：= =一-0．4956-1．2894
0．6120

@49，)：I—1．2894—5．962610．9584 I r3

l 1丽匝矿1眄丽矿广～l

如果采用【7扯79]等文献中提出的基丁自．限频格拉姆矩阵的平衡截断方法，给

出的降阶模型参数矩阵为：

G多：= =l"罢-0．371—4-0．2700 0．5448

@5—0，)：l 0．2700—0．1707I—O．0629 l r3

1焉殖F]罚砭矿广—一I

现在我们采用本章中给出的基丁线性矩阵不等式的降阶方法(定理3．1)，优化出

的降阶模型参数矩阵为：

G}：= (3．51)

现在我们来比较这几个降阶模型G多(s)，G箩(s)，G}(s)对给定模型Ga(s)在指定

频率范围∽∈【o．1，2】)的比逼近性能，计算结果如下表所示：

表3．3 例3．2中采用不同方法得到的囱．限频上k模型逼近性能指标。

Table 3．3 Finite frequency Hx model approximation performance index

lIG(ja：)一G；(jcJ)忆一 ，降阶方法 G2(s)
IuI≤2，i=B．G，L

平衡截断 G笋(s) 0．1533

皋丁．有限频格拉姆矩阼的平衡截断 G乒(s) 0．2597

本文方法 G}(s) 0．0998

从表3．3中的计算结果可以看出，在本例中，摹丁．有限频格拉姆矩阵的平衡截

断方法给出的逼近性能居然要比标准的平衡截断方法给出的逼近性能差，这就说

明了基‘丁有限频格拉姆矩阵的平衡截断方法并不是一个可靠的有限频降阶方法。

同时，采用本章中的基于线性矩阵不等式的降阶方法，在指定的频率范围内，降

一35—
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阶模型对给定模型的逼近性能有了大幅提高。为了更清楚的比较上面给出的几个

降阶模型G字，G多，G}的优劣，我们给出了逼近误差系统在所考虑频率范围内的奇

异值曲线，如下图所示

图3．2 例3．2中采J}}j不同方法得到的误差传递函数在指定频率范围内的

最大奇异值曲线。

Fig．3．2 Maximum singular value curves of the error transfer functions ob—

tained via different methods over the pre--specified仟equency interval in Ex··

ample 3．2．

为了进一步全面的说明本文方法的有效性，现在我们考虑几个不同的频率范

围上的取模型降阶问题，包括中频，高频，和低频的几种情况，得到的计算结果
如下表所示，这里为节省空问，只给出了性能指标，相应的降阶模型的参数矩阵

略去。

表3．4 flU3．2中考虑不同的频率范用内的Ho。模掣降阶讣算结果。

Table 3．4 日x model reduction results under different frequency interval

considerations in Example 3．2．——————．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．——．．．．．．．．．．．．．．．——

低频模瞿!降阶 uI≤0．5 Jul≤1．0 l。l≤1．5

lIG(ja：)一G，．(J。)lI．x，。∈eL 0．0438 o．0593 O．0801

中频模犁降阶 1 S Iul≤3 1≤㈨S 5 3≤luI≤5

|IG(．j“)一G，．juII。，“∈eM 0．1 112 O．1201 0．1l 15

高频模型降阶 IuI≥30 川≥50 f。I≥100

G(歹u)一G，0u)IIx，u∈b)H 0．0023 0．0013 0．0007

—36—
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从上表可以看出，对不同频段下模型降阶问题，本文的方法都给出了满意

的如逼近性能，充分的说明了本文方法对有限频如模型降阶问题是有效的。

13j1]3．3：考虑下面一个带有互感的RLC电路的建模与模型降阶问题

图3．3 一个带有互感的RLC电路系统。

Fig．3．3 A RLC circuit system with mutual inductance．

其中电容C1，c2，电感L1，L2，电阻兄l，R2，以及两个电感|'日J的互感M的参数为：

Cl=0．12C Q=1．8C

Ll=4．OH L2=5．8H M=0．1H (3．52)

Rl=22Q R2=86fl

在该电路中有四个储能元件Cl，Q，L1，L2，关于它们的方程为：

iG，(￡)=CI掣
如(z)=Q掣
％(￡)=L1掣+M掣
％(￡)=L2掣+M掣

山Kirchoff电压与电流定理，可得下面回路电压和电流方程

(3．53)

ic。(t)一iL。(t)一ic,(t)=0

阢(￡)一R1(训￡)+州。))一uCl(￡)=0
(3．54)

可L，(t)一VC。(t)一VL2(￡)=0

VL。(￡)一口c2(t)一R2ic2(t)=0

—37—
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通过定义下列向量：

x(t)

可将方程式(3．53)(3．54)写为：

其中

P1=

C1 0

0 Q

0 0

0 O

VC。(t)

vc2(t)

iL。(t)

iL。(￡)

p(t)=

ic。(t)

ic2(t)

VL。(t)

VL。(￡)

PI圣(￡)=p(t)

P2p(t)+P3x(t)+P4以(￡)

O 0

0 0

L1 M

M L2

0 0 0 —1

P2=

1 —1 0 0

——Rx 0 -1 0

0 0 1 —1

0——R2 0 1

0

(3．55)

仉(t) (3．56)

ui(￡)
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带入该电路中各元件的参数(3．52)可得：

G4．=『兰C捌4]D4 J

一一0．0772-0．0772-1．6975 6．6358 0．0772

-0．0051—0．0051—0．1132—0．1132 0．0051

0．0544 0．0501 -4．3060-4．3060 0．1957

-0．1382 0．0343 -2．9462-2．9462 0．1339

—0．7963一O．7963—17．5185—17-5185 0．7963

(3．57)

现在我们考虑系统的输入“(￡)为直流电压(即u(u(￡))=o)的情况，注意到由于

此时考虑为一个单一的频率点，所以文献[74_79】等中提出的基于有限频格拉姆矩

阵的方法不再适用，原因是当此时按这类方法定义的格拉姆矩阵为：

Po=去片(jwI—A)一1BB丁(一jwI—AT)一1础=0
Q。=去片(-jwI—A丁)一1C丁C(jcoI—A)一1dw=0

导致使用该方法无法求出一个系统模犁的平衡实现。另一方法，如果采用基丁加

权函数的平衡阶段方法，我们很难找出一个合理的零频情况下的加权函数，现有

文献巾也没自．什么有效的方法来寻找这样的加权函数。故这里我们只比较本文提

出的方法与采用标准的平衡截断方法对该电路系统的降阶效果。

采用标准的平衡截断方法得到的_阶降阶模型为：

r

G2：=l
【

r一2．3504 0．8283 l一1．5955]

：l一0．8283—0．0013I一0．0348 l (3．58)

I 1再碱厂=砜跞孬R■而r l

该_阶模型鹋(s)对四阶模型G4在u=o处的如逼近性能为：

G4(Jo)一G26(Jo)ll，=盯。。。(G4(歹o)一G26(歹o))=0．6623 (3．59)

此时采用本文方法得到的_阶降阶模犁为

ao：=

厂一1．6745 0．0562 l()．1978-1

：I-0．0558—0．0021 10．0051 I (3．60)

I一-4．4003-0．6545．0．4i98一I

一39～



东北大学博士学位论丈 第三章连续线性系统的模型降阶

该二阶模型G0(s)对四阶模型G4在u=o处的如逼近性能为：

G4(Jo)一G20(Jo)ll。。=‰凹(Ga(j0)一G2000))=0．1896 (3．61)

很显然比起标准的平衡截断方法，本文方法给出降阶模型G2Uu)在零频处

对原始模型G4(Ju)的逼近性能有了人幅提高。为了更清楚的说明，下面我们给

出当输入为直流电压玑(￡)=2时，输出信号Uo(t)在原始模型G4(Ju)和两个降阶模

型Gb(jw)，G20u)下响应曲线。

图 3．4 以(t) = 2时输出信号％(t)分别在传递函

数：G4Uu)，G20。)，G2(歹u)F的晌J妇曲线。

Fig．3．4 Response curves of output signal UD(t)of the transfer functions：

G4(jw)，G20u)，Co(jw)with input signal既(￡)=2．

从上图3．4中可以清楚的看出，当输入为直流电压时，采用本文的方法得到的

降阶模犁G2(Ju)对四阶模型G4(歹u)的逼近效果要远好丁．采用平衡截断方法得到的

降阶模JP_G2(ju)。

现在我们考虑当输入为频率为0．5Hz的交流电压的情况，此时采用标准

的平衡截断方法得到的_阶降阶模型仍然为(3．58)，_阶模型G6(s)列‘四阶模

型G4(s)在u=0．5处的如逼近性能为：

G4(0．5j)一G26(o．5歹)I}。=口。。。(G4(o．5j)一G26(o．5j))=0．3199 (3．62)

一40—
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采用本文方法得到的_阶降阶模型为

G妒：=

-阶模型G2与(s)埘四阶模型G4在u=0．5 Et寸I拘H。逼近性能为：

(3．63)

G4(0．5j)一G20‘5(0．5J)ll。。=盯m。。(G4(0．5j)一G20·5(o．5j))=0．2058 (3．64)

显然降阶模型G2‘5(jw)LLGb2(jw)在u=o．5时对原始模型G4(歹u)的逼近性

能有了大幅提高。为了更清楚的说明，下面我们给出当输入为交流电

压vi(t)=(2+o．1e_2‘)sin(，r1)时，输出信-号Vo(t)在原始模型G4(jw)矛-ll两个降阶

模型G2(歹u)，G2(歹u)下响应曲线。

图3．5 Ui(t)=(2+0．1e一2。)新n(7『￡)H寸输出信口Jvo(f)分别在传递函
数：G4(Ju)，G20u)，co‘50u)卜．的响J虹曲线。

Fig．3．5 Response curves of output signal UD(￡)of the transfer functions：

G4(jw)，G2Uu)，G2’5Uu)with input signal眠(t)=(2+0．1e～孔)sin(Trt)．

从图3．5中可以看出，当输入为频率为0．5Hz的交流电压时，采用本文的方法

得到的模型ao‘50u)对模型G4(』u)的逼近效果要好于采用平衡截断方法得到的降

阶模型G2(Ju)。本例允分说明了本文方法的优越性和其在实际应用上的价值。

一4l一
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3．3连续线性系统的凰模型降阶

上节中在如范数意义下研究了线性系统的模型降阶问题，在本节中将考虑
在凰范数意义下的模型降阶问题。现有文献中针对凰模型降阶问题已有一些

相关的研究成果f18'37，50，110,112,126】但使用LMI技术来求解该问题的结果则非常少

见【1261。

3．3．1问题描述

本节的目的是对给定的高阶模型(3．1)求取一个降阶模犁(3．3)满足

(1)．降阶模型(3．3)保持高阶模型的稳定性(3．1)

(2)．降阶模型(3．3)对高阶模型(3．1)的逼近性能满足凰性能指标7，即：

min|IGr(s)一a(s)J12<7

3．3．2连续线性系统的日2模型降阶

引理3．1：[146]．考虑系统(3．1)，那么下列说法等价。

(1)．系统(3．1)稳定且满足凰性能指标，y

(2)．存在对称正定矩阼P以及矩阼G，Z满足下列线性矩阵不等式

一G—GT

P—FT+AG

CG

—Z 木 幸

B丁 一P 车

DT 0 -I

Trace(Z)<72

木 木 丰

AF+F丁A丁 木 术

Q cF—I

<0

下面在引理3．1的皋础上我们给出连续系统的H2模型降阶设计条件

定理3．5：如果存在矩阼Gl，G2，G3，疋，F3，A，，研，Cr，D，，Z，常数入以及对称矩

阵

P．陉篙]>。P2 B I

满足下列线性矩阵不等式：

●

●
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其中

那么可按下式

皿11 )I=

Ⅲ21 田22

kl／31Ⅲ32

皿4l@42

Ⅲ5l 皿52

一Z

B．

B

—D，七D

木 木 ：Ic

：Ic 木 爿c

@33 木 木

皿43 皿44 车

Ⅲ53皿54-I

书 木 木

一Pl 木 木

一恳一P3 ，Ic

0 0 一』

Trace(Z)<72

<0

<0

Ⅲ11=一G1一G71

皿21=-G2一【I o]丁G}

m22=一G3一四
m31=A，+Pl一，入Gl

皿32=A，[Jr o】丁+户歹一珂
Ⅲ33=AA，+AAi。

皿4l=AG2+P2一入【，o]丁G}

Ⅲ42=AG3+B一碍

皿43=AF2+A(J o]丁A手

趣鸲=A氏+臻解

Ⅲ51=一G+CG2

皿52=一G【，0]+CG3

Ⅲ53=一入口+CF2

Ⅲ54=一入G【J 0】+CF3

刚垆：粥

f3．65)

(3．66)

构造一个稳定的降阶模型(3．3)并满足凰逼近性能指标7，

即：忪(s)～G，(s)112<7

——43——
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证明根据等式关系(3．66)以及误差系统状态方程(3．5)可将不等式(3．65)写为：

其中

一G—GT

P—FT+AG

cG

—Z 术 木

雪 一P 幸

D Q —I

Trace(Z)<72

木 木 木

AF+FTiT 宰 幸

0 0F—I

<0

G=[詈：[乞。。]]F=[笔1[A皇。]]
由引N3．1可知，逼近误差系统(3．5)满足凰性能指标且误差系统稳定，既矩

阵A为Hurwitz稳定矩阵，也就是说明其对角线的子矩阵4同样为tturwitz稳定矩

阵。定理得证。

3．3．3数值算例

例3．4：考虑下面一个正则四阶系统模型：

下：

即=附
一O．0029-0．9986 0．3454-0．9610 一O．2422。

0．3812-2．3491-0．3086 0．6255 0．4931

0．9221 0．0882-2．0388 0．9656 一O．1143

0．5510—0．3870—0．2921—4．3763 —0．8002

0．9852 0．0725—0．7309一O．7374

(3．67)

这罩我们考虑凰逼近性能下的模型，由定理3．3．1，可以得到一个一阶模型如

G2= =l-嵩1．377揣1-0．7犟242
0．3995

1 @68，：I一3．5085—1．9145l 1．7801 l r1 6R、

1]丽丽7_1跖砬矿广一I

——44——
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容易验证，该降阶模型稳定且满足IIG4(s)一G2(s)1122<0．0012。

3．4本章小结

本章针对连续时问线性系统，研究了H。。和凰范数意义下的模型降阶问题。

这罩我们霞点考虑了有限频范同内的如模型降阶问题，对该问题我们采用了不
同丁以往的处理方法，即借助近期提出的』“义KYP弓II理【103】，得到了可以优化有

限频范围内如逼近性能指标的线性矩阵不等式条件。对全频范罔的如模型降
阶问题，结合参数依赖Lyapunov方法引入了具有结构限制的辅助变鼍，得到了相

比现有的同类方法保守性更小的设计条件，同时我们还给出了凰模犁降阶的线

性矩阵不等式设计条件。特别指出的是在本章给出的所有设计条件中，系统矩

阵与Lyapunov矩阵问都没有耦合，所以本文的方法可以很方便的推广以解决考

虑凰／如的多目标模型降阶问题。数值例子证明了本章提出的方法的有效性与优
越性，同时还给出了一个RCL电路系统建模的仿真算例，指出了本方法在实际应用

中的前景。

—．45—．
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第四章离散线性系统的模型降阶

4．1引言

早在20世纪50年代，由于数字计算机在工程和科学上应用的增加，离散系统

的研究就引起了研究人们的关注。尤其近几十年米，随着系统理论研究领域的扩

大和计算机技术的广泛普及应用，离散控制系统得到了进一步的发展。由于数字

计算机进{J：计算时在时M上是离散的，囚此当一个系统用数字计算机进行控制或

者用数字计算机进行模拟，分析和设计时，需要将时问变量考虑为离散变量，这

时所研究的系统即为离散系统。

对离散系统的模型降阶在实际巾也仃着人量的工程背景与应用，常见的如数

字滤波器的降阶[J7·25—291。I刊连续的情况类似，甲衡截断法在离散系统的模型降阶

问题上同样自。着J’‘泛f向成功应用，fLI其同样无法很好的处衅上章巾捉出的‘些问

题，如仃限频范F圈内的模聚降阶，inj住实际中如数字滤波器常常根掘龠；要由巴特

沃思(Butterworth)法或切比雪夫(Chebyshev)法i殳计为高通／带通“氐通滤波器凶此对

这些滤波器降阶的时候，有限的频；棼范同也是一个很西耍的考虑凶素。

奉章在上‘章的恭础上，针对离散U、』间线性系统的H。、日2模，哆降阶问题给

m了基J二线性矩阵不等式办法的设计条件。得到这些方法的主要上具依然是广

义KYP户ji理删投影引理以及Finsler弓I理等，另外导Hj这些没汁条件的技术于．段和

卜一章中连续的琦况类似，估本章中只给m卡H应的结果向订略去其具体的证明过

程。仿真算例说明r本章中方法的有效性与优越性。

4-2离散线性系统的H％模型降阶

4．2．1问题描述

考虑下面给出的一个稳定的r，维离散H于问线性系统，其状态空问模型为：

z(七+1)=Ax(k)+Bz，(七)

y(k)=C．r(七)+D“(七)
(4．1)

其中“(七)∈R”1为系统输入，y(知)∈彤为系统输m，A∈JF2似“．口∈R“m“，C∈

一47～
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舻黼，D∈Rp×m，系统模型(4．1)还可以用下面的传递函数

来表示，其中z=e筘。

C(z)=C(zI—A)一1B+D

本节的目标是寻找一个研(佗，<扎)维的系统模型

z，(屉+1)=A，z，(七)+B，“(后)

可，(后)=CYrz，(七)+D，u(k)

(4．2)

(4．3)

来逼近卜．丽的n维模型，其中4∈R”r×“，B∈Rnr×m，C∈RP×‰，D∈殿×仇为待

定实矩阵，该降阶模型的传递函数形式为：

其中o=ejo。

G，(2)=Cr(ZI—A，)～B，+D， (4．4)

降阶模犁(4．3)需满足如下要求：

(1)保持系统的稳定性

(2)满足存给定频率范围。内的取逼近性能1，即：JlG(e弘)一G，(∥)11。o<
^／．VO∈O，其中O表／J÷小同的频率范闱，见表4．1。

表4．1 不同的有限频率范围(离散情况)

Table 4．1 Different finite frequency ranges(Discrete·time)

o 10I≤d】l f，1 s 0≤l，2 I I臼f≥l，2 10I≤丌

结合给定商阶模型(4．1)和降阶模型(4．3)的动态方程，可得逼近误差系统的状

态窄问方程：

f(七+1)2苎f(七)+B—u(七) (4．5)
e(七)=Cf(七)+Du(k)

、 ’
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其中e(七)=珈(七)一可(七)为逼近误差信号，∈(七)=[％(惫)r z(克)丁】r，以及

4．2．2离散线性系统低频范围的如模型降阶

下面给出在低频范围内考虑的离散时间系统如模型降阶的允分性设计条件。

定理4．1：给定模型逼近误差系统方程(4．5)，原始系统矩阵(A，B，C，D)具有合

适维数，如果存在厄米特共轭矩阵

P=[竺筹]，Q=[罢： 孙呲=隐薏]>。
以及矩阵变景Gl，G2，G3，A，，岛，G，D，满足下列线性矩阼不等式：

Ⅲ11 车

皿2l Ⅲ22

虫3l Ⅲ32

Ⅲ4l 皿42

，k

七

血

一Psl—pAG3一pG3AT

其中p，g足满足p2一q2<0的任意固定实数，

中31=Ql+G}

西41=Q2+[，o】丁G}

西32=锯+G；
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<0 (4．6)

<0 (4．7)

木

木

术

木

木

√亭，．上

木

木

术

木o，

一

一

丁
D

木

术

木吆吣矿

3

3

3

r

术木吣蚝吒一霹

)3

2

2

木廿魄啦o

o

只尼

n

甜0

0

≈‘吨吼o
o
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西42=Q3+G手

西33=t"1一(2cosOz)Q1一A，一五，

(I)43=恳一(2cos01)Q2一AG2一[I o】丁A-，T

由53=G—CG2

西44=尼一(2cos01)Q3一AG3一GTA丁

Os4=CrIf 0】一CG3

Ⅲ1l=只1一qGl一qGll

Ⅲ2l=只2一qG2一q[G1 o]1

皿3l=qAr+pGl

皿41=qAG2+p[GI o]1

皿22=Ps3一qG3一qG31

Ⅲ32=口[A，0】+pG2r

皿42=qAG3+pG3

Ⅲ33=一只l—pA，一pAi。

ff±J43=一只2一pAG2一p[A，or

则可如下式所示构造一个的稳定的降阶系统模型

G，(s)=：

满足下面低频范【韦J内的逼近性能指标

(4．8)

O'max(G(∥。)一G，(eJ。)<7 riol≤椤1 (4．9)

4．2-3离散线性系统中频范围的日o。模型降阶

下面给出在巾频范围内考虑的离散时间系统日。模型降阶的允分性设汁条件。

定理4．2：给定模型逼近误差系统7y程(4．5)，原始系统矩阵(A，B，C，D)具有合

适维数，如果存在厄米特共轭矩阵

P=[竺筹]，Q=[暑：罢}]>。，只=[竺：2]>。
一50—



以及矩阵变量G1，G2，G3，压，雪，，a，D，满足下列线性矩阵不等式：

一P1 术 木

一P2一P3 丰

西3l(I)32(I’33

圣41 '／)42西43 B一

0 0 西53

0 0 雪三

(I／11 木

木

木

木

(2cosO。)Q3一AG3一G芋AT

G[，0]一CG3

BT

讧／121 qJ22 木

皿3l皿32 一只1一pA，一pA，

Ⅲ41Ⅲ42一只2一pAG2一p[A，o】T一

木

木

木

★

出

幸

——72／

D丁一DT

木

一pAG3一pG3A丁

成立，其rflp，g是满足p2一口2<O的任意固定实数，

C1)31=e-J如QI+Gi’

虫4l=e-j巩Q2+【J o]TcT

圣32=e-jOcQT+G手

虫42=e-J以Q3+G罩

m33=只一(2co．sO。)Q1一A，一Ai。

中43=恳一(2C081)。)Q2一AG2一【，o]丁A}

圣53=G—CG2

qT／ll=只1一qGl一qGll

11／21=Ps2一qG2一q[G1

Ⅲ31=qA，+pGl

皿4l=qAG2+p[G1 o】1

Ⅲ22=只3一qG3一qGsl

k032=q[A，0]+pG2。

Ⅲ42=qAG3+pG3

51一

o]丁

<0

(4．10)

<0 (4．1 1)

木

牛

半

水

牛

√
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则可如下式所示构造一个的稳定的降阶系统模型

⋯：L幽C,[D,J=矧
满足下面中频范围内的逼近性能指标

(4．12)

O'max(C(eJ。)一G，(≯。)<7，V锣1≤0≤毋2 (4．13)

4．2．4离散线性系统高频范围的比模型降阶

下面给出在高频范围内考虑的离散时间系统H。。模型降阶的充分性设计条件。

定理4．3：给定模型逼近误差系统方程(4．5)，原始系统矩阵(A，B，C，D)具有合

适维数，如果存在厄米特共轭矩阵

P=[竺善]，Q=[詈：詈}]>。，只=[主：毳]>。
以及矩阵变鼍G1，G2，G3，A，，自，，口，D，满足下列线性矩阵不等式：

虫1l 木 车 宰 水 木

中21 '1'22 木 ：Ic 斗c 幸

中31中32(Y奎33 木 木 木

虫41 042西43 B+(2cosO。)Q3+AG3+G；A丁 木 木

西5l 圣52圣53 一G[，0]+CG3 -'72I 木

0 0 豆， B丁 DT—D，一，

Ⅲ11 ：Ic 木 ，Ic

皿2l Ⅲ22 爿c 木

Ⅲ3l 皿32 一只l—pA，一pA， 木

Ⅲ4l皿42一Ps2一pAG2一p[A，o】T—Psl一pAG3一pG3AT

一52一

<0(4．14)

<0 (4．15)
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成立，其中p，q是满2：p2一q2<0的任意固定实数，

西11=一Pl+G1+G}

垂2l=一P2+G2+[，o】丁G}

圣22=一B+G3+G手

西31=一Ql—Gj。一A，

西41=一Q2一[J 01丁Gil一AG2

圣32=一Q；一G；一A，[，01

垂42=一Q3一G；’一AG3

西33=P1+(2cosOh)Q1+A，+A，

圣43=P2+(2com)h)Q2+AG2+【I

中51=臼一CG2

垂52=G[，0]一CG3

西53：一el+CG2

tI／ll=Psl—qGl一qGll

田21=Ps2一qG2一q[G1

k931=qA，+pGl

Ⅲ41=qAG2+p[ax o]1

kl／22=只3一qG3一qG31

Ⅲ32=q[A，0】+pG2T

Ⅲ42=qAG3+pG3

o]r

则可如下式所示构造一个的稳定的降阶系统模型

G，(s)

满足下面中频范围内的逼近性能指标

o】r砰

6rmax(G(一8)一G，(∥8)<7， V0之一^

4．2．5离散线性系统全频范围的日∞模型降阶

(4．16)

(4．17)

下面给出在全频范围内考虑的离散时间系统H。模型降阶的允分性设计条件。

一53
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定理4．4：给定模型逼近误差系统方程(4．5)，原始系统矩阵(A，B，C，D)具有合

适维数，如果存在矩阵

P：f P1

【P2 ：]>。
以及矩阵变量Gl，G2，G3，易，B4，研，G，D，以及常数A满足下列线性矩阵不等式

其中

皿11=P1一Gl—G}

ff世21=P2一G2一Gl[I o]T

Ⅲ22=P3一G3一G；

皿4l=A，一AG}

Ⅲ42=A，[，0】-珂
Ⅲ43=岛

皿44=一P1+．XA，+入A孑

皿5l=AGe—A研[，01丁
Ⅲ52=AG3一碍
Ⅲ53=B

皿54=-P2+AF2+AG}[，o]T

皿55=-P3+AF3+F3A

Ⅲ61=一臼+CG2

Ⅲ62=一岛[，o]7’+CG3

皿63=一D，+D

皿64=一A口+e易

Ⅲ65：一AG+C玛

一54一

<0 (4．18)

术

木

术
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则可如下式所示构造一个的稳定的降阶系统模型

G，(s)=：

满足下面全频范围内的逼近性能指标

(4．19)

G(一8)一G，(eJ。)11。<7，V丌≤0≤丌 (4．20)

此外如果令定理4．4中的入，R，F3等于零，则可得到文献[127]中的结果，下

面以推论的形式给出。

推论4．1：U27]给定模型逼近误差系统方程(4．5)，如果存在矩阵P=

I P1硝’I>o以及矩阵变楚Gl，G2，G3，A，，茸，臼，D，满足下列线性矩阵不等
l P2 B I
式

(I)11

西21

0

A，

AG2

一C，+cG2

X

B—G3一G芋
0

4[J 0】

AG3

一a[Jr o】T+CG3

木 木

木 木

一， 木

Br —Pl

B —P2

一D，一D 0

则可如下式所示构造一个的稳定的降阶系统模型

G，(s)=

满足下面全频范围内的逼近性能指标

o】丁

<0 (4．21)

(4．22)

G(eJ8)一G，(一9)11。<7，V丌≤0≤7r (4．23)
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木

木

木
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4-2．6数值算例与应用

在上一章，针埘连续系统如模型降阶中，我们给出了几个考虑有限频输入情
况下的例子。在本小节中，我们不再给出离散系统有限频比的模型降阶算例，这
里只给出一个在全频范围考虑内的比模型降阶算例。

’一0．4781 0．2154-0．6716 0．1071 0．4067一

-0．0021-0．6599—0．6914-0．5995 一0．7377

刚∽：=艄= -0．2863-0．0394一O．5029-0．3190 —0．6137

一O．7367—0．0703—0．2059—0．3213 0．4155

0．0732-0．2321-0．6026 0．4550

在本例中，我们假设不知道输入信号频率的相关信息，即考虑输入属于整

个[一7r，丌]区问的情况。根据本章中给出的全频比模型降阶方法以及离散系统平衡
截断方法，我们可以得到如下表所示的降阶模型计算结果。

表4．2 {歹114．1中全频范罔内日o。模犁降阶的计算结果。

Table 4．2 日∞model reduction results over entire frequency interval in Ex—

amp e 4．1．

A；B
降阶方法 G一(eJ8)： IIG(e。。)一G们(e扣／11。 A

C{

一一1．1935 0．1504 一O．2244

定理4．2．4 G，1(s)： —0．8612—0．5943 一O．8928 0．6357 —O．12

0．3832—0．5243

一一1．2049 0．1592 —0．2266

推论4．2．4 G，2(s)： —0．9080一O．5236 —0．9162 0．6752

0．5183—0．6694

。一0．7390 0．1816 —0．7090

平衡截断 G，3(s)： —0．1816—0．9745 0．0235 0．8487

—0．7090—0．0235

为了更进一步的比较上面给出的几个降阶模型Grl’Gr2’G，3的逼近性能，我们

给出了相应的误差系统在全频范围内的奇异值曲线，如下图所示
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图4．1 例4．1中误差传递函数在全频范同内的奇异值分析

Fig．4．1 Singular value analysis of the error transfer functions over entire

frequency interval in Example 4．1．

从这个例予看出，对全频范围的H。模型降阶问题，本章中的方法要明锓好于

采用平衡截断法得到的逼近效果，并可以进一步减小现有方法【127】中的保守性。

4．3离散线性系统的岛模型降阶

4．3．1问题描述

本节的目的足对给定的高阶模7裂(4．1)求取一个降阶模犁(4．3)满足

(1)．降阶模型(4．3)保持高阶模型的稳定性(4．1)

(2)．降阶模型(4．3)对高阶模型(4．1)的逼近性能满足飓性能指标^／，即：

rain JIc，(e卵)一G(e’8)JI。<^，

4．3．2离散线性系统的日2模型降阶

引理4．1：1146]考虑离散线性系统(4．1)，下列说法等价：

(I)．离散系统(4．1)稳定且满足凰性能指标1
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(2)．存在矩[；tfp=Pr>0，G，F，Z满足下列线性矩阵不等式

P—G—GT

AG—FT

CG

—Z 木 木

B —P 半

D

Trace(Z)

0 一，

<吖2

卓 木

一P+AF+矿AT 木

一CF —I

<0

<0

(4．24)

定理4．5：如果存在矩阵Gl，G2，G3，易，F3A，，茸，a，b，，Z=矿>0，常
数入，以及矩阵

P：l P1砑l>o
l P2 B l

满足下列矩阵不等式

其中

一Z 车 丰 木

鼠 一P1 冰 术

B 一岛一P3 半

一D，+D 0 0 -I

Trace(Z)<，y2

虫1l=P1一G1一G}

圣。，=岛一G。一[，o]丁G}
圣31=A，一A研

％=AG。一[AI o]r研

一58一

<0

<0

(4．25)
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中51=一Ur+CG2

由22=B—G3一G芋

圣32=A，l 1 0 I一露
圣42=AG3一露’

垂52=一G I 1 0 l+CG3

圣33=一P1+AA，+,XAr，

虫43=一B+4而+I Aj 0 A了

由44=一Pa+AF3+露’A丁

则可如下式所示构造一个的稳定的降阶系统模型

G，(s)=：

满足卜．而的凰逼近性能指标

G(一8)一G，(一8)fi2<7

证明：根据关系』弋(4．26)可将(4．29)写为：

虿胡<。
Tr‘“卵(Z)<，)，2

<0

其中

G：[G，[G，。。]]F：[AGG2 G ，[A(：乏。]G：『-G， [G， 。]]F： ， [AG， 。]
l 。 J 尼

女¨果令定理4．5中的A，F2，F3等于零，则可得到卜．血的推论。
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推论4．2：考虑离散系统(4．1)的凰模型降阶问题。如果存在矩阵Z=ZT>

0，G1，G2，G3A～，，岛，口，D’，，常数A以及矩阵

满足下列线性矩阵不等式：

P：『尸1
【P2 篙]>。

P3一G3一G芋

4[J o]
AG3

一G[』o]+CG3
一Z 术 木 木

B， 一P1 ：Ic 木

B —R—P3 木

一D，+D 0 0 -I

Tr．ce(Z)<72

一Pl

一恳一B

0 0 一J

<0

其巾

中11=局一G1一G71

锄=P2-Gz一[，o]1 G}

(】P31=Ar

圣41=AG2

(I'51=一C『r+CG2

则可如F式所乃÷构造‘个的稳定的降阶系统模型

G，(s)=：

满足下而的日2逼近性能指标

G(∥9)一G，(一。)112<7

—60一

<0

f4．29)

(4．30)

(4．31)

n

殂
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4．3．3数值算例与仿真

例4．2：考虑下图所示的一个带有弹簧一挡板一质黾体(Spring—Damper-Mass)的机

械系统，该例子来源了文献[126]，

其中

图4．2 带有四个弹簧一挡板一质量体的机械系统。

Fig．4．2 A four Spring—Damper-Mass mechanical system．

该机械系统的运动方程为：

q=

M=

K=

91

q2

93

口4

JITI,1

0

0

0

A，百+G香+Kq=Du

妙=Pq+Q香

乱=卧=㈣]
0

m1

0

0

后1+七2

一也

0

0

0

0

ln,3

0

0

0

O

"R1,4

一如

七2+后3

-k3

0

G=

0

-k3

七3+‰

-k4

bl 0

0 0

0 0

0 0

0

0

一|i：4

七4+‰

0 0

0 0

0 0

0 65

D=

1 O

0 1

0 0

0 0

Q=[：：：一60m。]P=[。1：地磊。一。‰0。，，m。
17l,l=171,2=m4=1，177,3=2，七1=七3=k4=1，后2=2，k5=4，

一61—
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定义状态向量为z=[q列，则该系统可以用如下一个8维的状态空间来描述：

Z 2

可=

一0 0 H一01K 1G M 1D]u—A彳一 一^z— I ’I
—

l

P Q]

现在我们按照文献[126]的做法，考虑该系统在零阶采样保持下的离散模型，

并驳采样周期为T=0．25s，可得系统的离散模型为：

其中

As=

B8=

Cs=

x(k+1)=Asx(k)+Bsu(k)

y(k)=Csz(k)

0．0262 0．0003 0．0000 0．0000 0．1907 0．0045 0．0000 0．0000 J

o．o003 o．0308 o．o001 o．oooo o．0045 o．2423 o．0013 o．oooo I

。1㈤㈤二]
这罩我们的目标是求一个凰逼近性能下的降阶模犁，当选择降阶模型阶数

为2时，根据本章中的H2模型降阶方法(推论4．2)可得降阶模型为：

A。=[。·8466。·1274]B20．1162 0．6639=[。0．·。03743。8 0。．·。0527744]A2=I =I
【 j L- j

仍=旧0934。0=4286]I一0． ． 1
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当选择降阶模型阶数为4时，得到：

A4=

B4=

a=

0．9317 -0．0198—0．0684—0．0632

-0．0396 0．9686 -0．2258 1．3016

0．0232 0．0423 0．8703 —0．6052

0．1048 一O．1339 0．0561 0．2025

，丁

0．0771 0．0376 0．0163 0．0036 l

0．0586 0．0322 0．0089 0．0037 l
J

1

0．7576 0．0545 0．9944 一O．6888 l
l

0．9922—0．4943—0．8160—9．9249 l

为了说明本节中凰模犁降阶方法的优越性，我们给出了下表，以供比较。

表4．3 例4．2中日2模型降阶讣算结果与比较。

本文方法(推论4．2) 、f，．衡截断 【126]

IGs(z)一G4(z)II： 0．0513 0．1595 0．1623

lGs(z)一G2(z)lI。 0．0565 O．1899 0．1936

4．4本章小结

本章在上一章的基础上，针对离散时间线性系统的如、凰模型降阶问题给
出了笨丁_线性矩阵不等式方法的处理结果。得到这些方法的-主要工只依然是J“

义KYP引理和投影引理(Finsler引理)，导出这些结果的技术手段和上一章中使用到

的类似，故本章中没有给出详细的证明结果。仿真算例说明了本章中方法的有效

性与优越性。

一63一
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第五章离散线性系统的静态输出反馈控制

5．1引言

上两章针埘系统分析中的模型降阶问题，给出了摹丁线性矩阼不等式的处理

方法。本章起开始考虑一类晕要的降阶控制器，即静态输出反馈控制器的设计问

题。从工程实践上来说，静态输出反馈控制器做为阶数最低，结构最为简单，最

易实现的控制器而倍受工程师的青睐；从理论上讲，任意阶数的控制器设计问题

都可以转化为一个增广系统的静态输出反馈问题【”o'1891。遗憾的是静态输出反馈

控制问题目前为止仍是控制界的一个难题【150，1571，大量的研究人员致力通过各种

数学工具来尽可能的解决此问题f161-191l。

在以线性矩阵不等式为工具的静态输出反馈控制研究中有两个不同的研究方

向。一种是找出一个合适的迭代方式，进而将其转换为一个迭代的线性矩阵不等

式求解问题【171-177】，该方法取得了广泛的应用，但其算法的收敛性，可靠性有待

进一步的研究。另一个方向是寻找一个允分性的线性矩阵不等式条件【"8-1911，这

种方法算法简单，但其保守性有时会比较大，凶此如何进一步减少这类方法中设

计条件的保守性就成为一个非常最要的问题。

本章针对线性离散u．tfnJ系统，考虑了包括镇定控制、巩腔制、正实控制在内
的的各种静念输出反馈控制问题。首先针对镇定控制，给出了一组基。J：摹。J：线性

矩阵不等式的设计条件。这些条件通过Finlser弓I理以一种简洁统一的方式导出，

从中可以清楚的看到它们之间的区别与联系，也可以清楚的看出这些结果在现有

方法U88，190J基础上的改进之处，并通过数值例子说明了文【188]中结果与文【190]中

结果的互不包含性，这也是过去文献中未指明之处。然后将镇定控制的设计思想

应用丁H，以及正实静态输出反馈控制器的设计上，并给出了相应的设计条什。数

值仿真例子进一步表明中本章中方法的有效性和优越性。

5．2离散线性系统的镇定静态输出反馈控制

5．2．1问题描述

考虑下面的离散线性系统：
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z(后+1)=Az(七)+B¨(后)
(5．1)

y(k)=Cx(k)

其中z(七)∈R”是状态向量，y(k)∈R口是可测输出向最，u(k)∈R”是控制输入向

量。这翠假设系统为开环不稳定的。

这里考虑系统(5．1)的镇定控制，即设计静态输出反馈控制器

使得闭环系统

渐近稳定。

乱(七)=Ky(k)

z(七+1)=(A+BKC)x(k)

(5．2)

(5．3)

注5．1：不失一般性，B／C可假定为列满秩／t2满秩，设可逆矩rJ4Tb，正满足：

牡㈥
c正：f，0 1

L J

对．丁．给定的B／C，这个对应的死／正一般不是唯一的。

过下面的公式求得：

死=[‘篱T]

(5．4)

(5．5)

一个特殊的死／疋可以通

(5．6)

正=[dr(CCT)。1 C上]
其CB儿，C上表示由B，C核空间正交基所构成的矩阵。

5．2．2离散线性系统的镇定静态输出反馈控制器设计

基于上小节中给出的系统输出矩阵C及输入矩阵B的零空I'UJ的性质，

出了新的镇定静态设计控制器设计方法。为了下面研究以及表述的方便，

出如下引理

一66一

(5．7)

下面给

首先给



东北大学博士学位论丈 第五章离散线性系统的静态输出反馈控制

引理5．1：下面说法成立

(i)：如果矩阵G是方阵并满足G+G丁>0，那么G可逆。

c；i，：如果矩阵丁可逆并且矩阵G=[蓦：：曼。]且满足
TG+GrT丁>0 (5．8)

那么Gll可逆。

c；；i，：如果矩阵T可逆并且矩阵G=[戛：曼。]且满足
TGTT+TG丁TT>0 (5．9)

那么G11可逆。

证明：(i)：因为G+GT>0，所以对于任意的非零向鼍z都有：XTGx=XT(G+

GT)z／2>0，丁是z丁Gz≠0，进而G可逆。

(ii)：从(5．8)和(i)中的结论，我们有TG可逆。因丁可逆，所以G可逆，进

而G11可逆。

(iii)：从(5．9)和(i)中的结论，我们有TGT71可逆。因丁可逆，所以G可逆，进

而G11可逆。证毕。

定理5．1：如果存在对称正定阵P，常数入以及带矩阵G，F，y，其中

G=[量：：曼。}，F=[笔：1 甜y=[圳 @㈣

满足下列不等式：

l卜龇(正G1 ，术 l<o (5．㈨
【(A疋G+BY)～(疋F)T Hc(A％F+ABY)一P J

那么闭环系统(5．3)渐近稳定，其中控制器(5．2)的增益矩阵为：

K=HG．1l

一67一

(5．12)
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证明：由矩阵G，只y的特殊结构以及K=y,al；g得：

KC2TG=K[，o]T-xTG=[K o]

=[KG-。o]=[H o]=yL J L J

KQTF=K[，。]T-XTF=[K。][A毋G。xl
_[AKGll0]-[AM o]=AY

根据上式(5．13)％u(5．14)，不等式(5．1 1)等价．丁-：

曼。]

三。]

(5．13)

(5．14)

[籀怒BKC刚)T。G电卵木He((A+BKC)T。F)一P I钏@·5，l-((A+ 一(疋F)T + )一 j
” 。

注意到上式(5．1 5)又可整理为：

掣m嗡圳仁旧
现在考虑闭环系统(5．16)的财偶系统，如下所示：

圣(七+1)=(A+BKC)Te(k)

从这个埘偶系统状态方程(5．3)可知下列等式成立

[。A二c巾搿
根据不等式(5．15)及等式(5．19)弗应用Finsler引理可得：

]：0

[圣芝。+)1’]71[言二][圣芝。+)1)

(5．17)

(5．18)

0 (5．19)
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为系统(5．17)选择一个Lyapunov函数

V(k)=XT(k)Px(k)

其中P为式(5．19)中矩阵变量P的一个可行解，则从式(5．19)容易得知

AV(k)=圣丁(后+1)P圣(砖+1)一圣了1(后)P童(忌)<0 (5．20)

这就说明系统(5．17)稳定，此外，从(5．11)和引理5．1，我们有G11可逆，于

是M=KGll保证(5．12)式成立。证毕。

注5．2：在定理5．1中给出了一个新的离散线性系统的静态输出反馈镇定控制器

的设计条件，其中用到一个常数A，对此可以通过一个简单的线性搜索算法来进

行处理。为方便后面的叙述，我们称式(5．16))中的三个矩阵P，MT5．1’冗为别为系

统性能矩阵、乘子矩阵、系统参数矩阵、并称乘子矩阵中的变鼍G和F为辅助变

黾。这罩可以通过选取合适的乘子矩阼Mr5l来实现系统参数矩阵何与系统性能

矩阵P之间的解耦，并通过限制乘子矩阵中的矩阼变量G，F为特殊三角结构形式

进而来得到n的控制器设汁条件。如果令其中的辅助变节F=0，即采用乘子矩
r仃?1T 7／’]

阵：朋c5．1=l。” I，便可以得到文献[190]rfl给}}j设计方法，这‘平．我们以一
【0 J

个推论的形式给出。

推论5．1：[190】如果存在对称jF定阵P，和矩阵G，Y，其中

G=[善：：曼。]，y=[M。] c5．2t，

满足下列不等式：

％AT。日G翌BGY))二尸}铷 @22，
I( + ) 一尸I

那么闭环系统(5．3)渐近稳定，其中控制器(5．2)的增益矩阵为：

K=ylG_ll

一69一

f5．23)
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注5．3：与推论5．1相比，定理5．1中引入了一个额外的辅助变量F，这样就为控

制器的设计提供了更大的解空间，进而减小了推论5．1【190／设计条件中的保守性。

现在我们给出一个不同|丁．定理5．1的设计方法。

定理5．2：如果存在对称正定阵尸，常数A和矩阵G，F，y，其中

G=[g：：兰。]，F=[篙：1三。]，y=[M。]
满足下列不等式：

‰AT。肌aTS‘褊)-(删)T丰He(ATcFT?圳嘲一P]枷【( +By碍)一(正F霉)T +入By碍)一 J

那么闭坏系统(5．3)渐近稳定，其中控制器(5．2)的增益矩阵为：

K=Yla#

(5．24)

(5．25)

(5．26)

证明：证明过程同定理5．1的证明类似，此处不再赘述，不同之处在丁．选取乘

⋯⋯。=[器卜毕
从定理5．2出发，还可以通过令乘子矩阵为：M骶z=[正鬈疋丁]得到

支：U88】中的设计结果，这罩以推论的形式给出。

推论5．2：U88】如果存在埘称正定阵P和矩阵G，y，其中

G=陋G2 G。22]，y=[叫 @27，
I 1 l L

‘

J
。 。

满足下列不等式：满足下列不等式：

水 ]
l<0 (5．28)

一P
J
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那么闭环系统(5．3)渐近稳定，其中控制器(5．2)的增益矩阵为：

K=KG-1l (5．29)

注5．4：

(1)：同样的，由-丁定理5．2在推论5．2的基础上引入了额外的辅助变晕F，因此

定理5．2具有更少的保守性。另外推论5．2和文[188]中的设计条件等价，只是形式

有所不同，通过对(5．28)式做一个等价的变换便可得到文[188],9的形式。

(2)：注意到当系统的输出矩阵C为特殊形式即C=f1 0]时，定理5．1(推论5．1)和

定理5．2(推论5．2)中的设计条件是完全相同的。当系统输出矩阵C为任意给定时，

定理5．1(推论5．1)和定理5．2(推论5．2)之间并不存在包含关系，在本节后面给出的

数值例子巾我们可以清楚的看到对有些例子定理5．1(推论5．1)有解而定理5．2(推

论5．2)无解，反之亦然，也就是说它们是平行的两个结果。在实际应用中，可以

同时考虑采用这两个定理的设计条件，以减少无法设计出控制器的情况出现。

注5．5：上面给出的静态输出反馈控制器结果均是在摹于系统输出矩阵C的零

空问的一些性质，但由+J：这些设汁条件仍然为充分条件，凶此不町避免的具有一

定的保守性。当使用上面的两个定理(定理5．1和定理5．2)均无法找到可行解时，一

个办法就是考虑系统(5．1)的对偶系统

∥(忌■刊篡寸伊乱") (5．30)
秒7(七)=B1。z7(七)

然后对该对偶系统(5．30)利用I二面的结果求解，若存在可行的控制器增益K+，则由

线性系统的对偶性质可知埘给定系统的(5．1)而言，存在静态输出反馈控制器(5．2)

乱(￡)=K玎暂(￡)使得闭环系统(5．3)稳定，这样就可以进一步减少无法求解的情况出

现。当然这样的方法也可以直接从系统(5．1)中输入矩阼B的零空间性质出发，得

到与上面的结果类似的设计条件。为完整起见，下面我们不加证明的给出从系统

输入矩阵B零空l’日J性质考虑的一组没计结果

定理5．3：如果存在对称正定阵P，常数A和矩阼G，F，Y，其中

r
G：I

l G01l GG2122]，F=[AG011三：]，L=[0￡1] c5．3t，
j 【 易z j 【 J

一7l一
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满足下列不等式

[：一日“G死)GHTeb。AF死+ALC+-AL(cF，Tb一)T尸J]<。 c5．32，

那么闭环系统(5．3)渐近稳定，其中控制器(5．2)的增益矩阵为：K=G矗1Ll。

推论5．3：如果存在对称正定阵P，常数A和矩阵G，Y，其中

G=[％1暑芝]，L=[言1] c5．33，

[：一日e(G死)G—PTbA+Lc]<。 c5．34，

‘

那么闭环系统(5．3)渐近稳定，其中控制器(5．2)的增益矩阵为：K：G_11三1。

定理5．4：如果存在对称正定阵P，常数A和矩阵G，F，y，其中

G=[％1量芝]，F=[A苫11笔i]，L=[言1] c5．35，

满足下列不等式

I牢p-He(TTGT6)TTb GTbA+He(TTFT。A鬻L‘C琴掣丁I<。@36，l：lc +A霹’ )一P I
、 。

那么闭环系统(5-3)渐近稳定，其中控制器(5．2)的增益矩阵为：K=G-{lXLl。

推论5．4：如果存在埘称正定阵P和矩阵G，Y，其中

G=[％1量兰]，L=[言1] c5．37，

『P。肌旧觎)雩础+yyrc 1<o (5．38)
【爿c —P J
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习g／z,闭环系统(5．3)渐近稳定，其中控制器(5．2)的增益矩阵为：K=Gi-11L1。

5．2．3数值算例

例5．1：考虑下面给出的一个离散系统

zc七+，2[一-0．．1677—1．3218]1 1 0199 zc七，+[一0：?：9固735316 J uc南，z(七+)=l z(七)+l I u(南)
l一． 一 I ． I

y(七)=[1 o]z(七)

在本例中，由于这罩输出矩阵C为特殊的[，o]结构，因此对本例而言，定

理5．1和定理5．2是完全等价的，同样推论5．1[190]雨1推论5．2【188】也是等价的。本例中

的系统开环不稳定，应用定理5．1(定理5．2)和推论5．1【1901(推论5．2【1881)来对其进行

静态输出控制器设计得到的计算结果如下表所示

表5．1 例5．1中的静态输出反馈控制器设讣结果。

Table 5．1 Static output feedback control design results in Example 5．1

从上面的计算结果可以看出，定理5．1(定理5．2)hq丁添加了一个额外的辅助变

帚F，从而减小了推论5．1119叫(推论5．2tⅢ1)rfl设计条件的保守性，进而说明了本文

方法的优越性。
． i

例5．2：考虑下面给出的两个离散系统

∑。：zc七+·，=I：．．6247。1；二：：：i；；I zc七，+l二；：；i：：l uc七，∑1： z(七+1)2 I o．6409 一o．8411 l z(七)+I一1．7955 l u(七)

可(后)=[3．3627 o．8557]

∑。：zc后+·，=l二：：99。80769二1’：0672046 I zc七，+I一0：?14。1570。48 I uc七，
I一0． 一． I I ． 1

秒(七)=[o．3914 o．4359]z(七)
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在本节中我们曾指出推论5．1和推论5．2是两个平行的结果，同理定理5．1和定

理5．2也是平行的结果，见注5．4。下面针对这两个系统的静态输出反馈控制器设

计来说明这个结论的J下确性。应用推论5．1和推论5．2对系统(∑l，∑2)设计静态输出

反馈控制器的计算结果如下表所示

表5．2 例5．2中对系统∑1，∑2的静态输出反馈控制器设计结果。

Table 5．2 Static output feedback control design results for systemsE 1，E2 in

Example 5．1．

从上表可以看出，对∑1而言，推论5．2可以找到一个可行解，而推论5．1此时

的设计条件不可行，对∑2则有相反的结果，这就充分说明了推论5．1和推论5．2之

问的平行性。同理，定理5．1和定理5．2也是平行的结果。

现在我们考虑下面的这个离散系统

∑。：zc七十·，=0．9108—0。．2．21，5217]zc后，+1．0312]乱c七，
秒(七)=[o．4082 —1．5107]z(七)

对该系统而言，推论5．1和推论5．2均无法找到可行解，而此时利用刈‘偶关系，

也就是使用推论5．3和推论5．4却可以找到一个合适的控制器增益，见下表

表5．3 例5．2 Ll，对系统∑3的静态输出反馈控制器没计结果。

Table 5．3 Static output feedback control design results for systems∑3 in

Example 5．1．

从对∑3的设计结果中可以看出，从系统的输入矩阵B的零空间性质出发，即

采用(推论5．an推论5．4)可以减小只采用(推论5．1和推论5．2)9f]法求解的可能性。同

理，四个定理之间也有类似的关系。所以在实际应用中，为尽可能的找到一个可

——74——
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镇定歼环系统(5．1)的静态输出反馈控制器(5．2)，可逐个尝试本章中的四个定理。

5．3离散线性系统的如静态输出反馈控制

5．3．1问题描述

考虑下面的离散线性系统：

z(k+1)=Ax(k)+Blw(k)+B2u(庇)

z(k)=Clz(k)+Dalw(k)+D12u(k) (5．39)

y(k)=Qz(后)

其q，x(k)∈R”是状态向量，y(k)∈用是可测输出向量；z(k)∈Rp是被控输

出向量，叫(七)∈Rv是能量仃界的干扰输入向黾，u(k)∈R⋯是控制输入向鼍。

本节的任务是设计静态输出反馈控制器(5．2)使得闭环系统
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满足下列不等式

中ll ，Ic 木

O —J 爿c

中31 B1 He(AT。F+AB2Y)一尸

圣41 Dll(C1正F+ADx2Y)

木

木

爿c

一^／2，

<0 (5．43)

其中

正=l凹(Q凹)-1甜I
中11=P—He(正G)

西31=(A正G+B2y)一(正F)T

圣4l=C1疋G+D12Y

那么闭环系统(5．40)稳定且满足如指标1，其中控制器(5．2)的增益矩阵为：

K==Y1Gnl

证明：根据(5．42)可将不等式(5．43)可整理为：

P—He(LG)

0

A。f瓦G一(正F)T

Q正G

注意到上式(5．45)又等价于

P 0

0 _二P

0 0

0 0

O O

0 O

， 0

0——721

＼-—-————-———、，————----—一
p

+He

：l： 木 爿【

一J ，lc 木

Ba He(A。f疋F)一P车

Dd Cd正F 一12I

GT巧
FT巧
O

—I

Acf

O

0

Bd

—J

0 0 I f Gf D。f

、-__——-、一—__—一、_—-__·、，一____一
M7，5．3．】 衄

～76一

(5．44)

<0 (5．45)

<0 (5．46)
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考虑(5．40)的对偶系统

2cz(k+1)=A舌圣d(七)+c蛋白(后)

三(七)=B舌2cf(七)+D舌D(七)

则由该对偶系统的状态方程(5．47)可知下列等式成立

一， 0

Ad Bd

0 一，

cd Dcf

圣(七+1)

圣(后)

2(后)

D(七)

(5．47)

=0 (5．48)

根据不等式(5．46)及等式(5．48)并应用Finsler引理可得：

童(七+1)

m(k)

三(后)

0(后)

选取下而的Lyapunov函数

P 0 O 0

0 0一P 0

0 ， O 0

0 0 0 —12，

V(忌))=圣丁(k)P2(k)

圣(七+1)

圣(纠

乏(后)

D(后)

其中尸为不等式(5．43)fl、的埘称币定矩阵P，由不等式(5．49)可得

<0 (5．49)

y(宝(南+1))一y(圣(七))+三了’(南)乏(南)一720T(惫)0(船)<0 (5．50)

对上式西边从oNoc求和得：

k

v(oo)一y(o)+∑(量r(i)三(i)一々2。丁(j)u(i))<0 (5．5 1)

i=O

注意到不等式(5．43)cP已包含了对偶系统(5．47)稳定的条件，所以y(∞)=0，

进而在零初始条件下有量。丁(后)乏(七)<，2壹D71(七)。(忌)，也就说明对偶系
0 O

fit(5．47)的如性能d、于1。由线性系统的对偶原理，可知闭环系lift(5．40)和系

一77—
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统(5．47)具有相同的比性能。此外，从不等式(5．43)和引N5．1，我们有Gn n-I逆，于

是K=KGll保证(5．44)式成立。证毕。

定理5．6：如果存在对称正定阵P，常数入和矩阵G，F，y，其中

兰。]，F=[笔：1三。]，y=[M。] c5．52，

虫11 丰 ：lc 木

0 一， 木 幸

西3l B1 He(AT。FTf+AB2YTf)一P木

垂4x Dll(a疋F碍+ADl2YTf) -72，

其中
r 1

正=l呀(G四)。1醋l
中11=P—He(T。GTf)

中3l=(AT。CTf+B2Y碍)一(疋F蟹)r

圣41=C1T。ar?+D12y碍

那么闭环系统(5．40)稳定且满足日oo指标，y，其中控制器(5．2)的增益矩阼为：

K=MGll

证明：其证明过程与定理5．5类似，只需将式(5．46)中的乘子矩阵选为：

MT5．6=

其余证明部分此处小冉赘述。

疋G丁巧
0

正F丁碍
0

(5．54)

<0 (5．55)

注5．6：

(1)：定理5．5和定理5．6给出了日。静态输出反馈控制器的设计条件，其中的常
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数入可以通过简单的线性搜索处理。和上一节一样，这里也可以令上面两个定理

中用到的辅助变量F等于零从而得到保守性较大但更为简单的设计条件。特别需

要指出的是，如果将定理5．6中用到的乘子矩阵和辅助变龟选择为：

MT5．3．1=

G丁碍
0

0

0

妯G=R外。 @56，

那么定N5．6便可退化为文[189]q，给出的结果。

(2)：对一个线性离散系统而言其一般性的描述为下式⋯1】

z(七+1)=Ax(k)+Blw(k)+B2tt(k)

z(k)=Clz(k)+Dnw(k)+Da2u(k) (5．57)

u(k)=C2z(后)+D21u(k)

在上面给出的两个定理均是针对D2l=0这种情形下给出的巩设计结果。这
个D2l=0的假设显然会限制上面方法的应用范围，如何移除这个限制将足我们下

一步工作的重点，需要指出的足在现仃的一些文献【1891巾也常考虑D21=0这个假

设。和上节一样，我们也可以容易的给出以输入矩阼B2的零空l’HJ为皋础的设计结

果，这种情况下不需假设D21=0但同时要给出另一个假设即D12=0，具体的相

应结果此处不再赘述。

5．3．3数值算例

例5．3：【1跏考虑一个离散时间系统(5．39)，其参数为：

_ ●

A Bl B2

Ca D11 D12

Q

-

’

Q 0．3 2 0 O 1 O
。

1 0 l 1 0 0 1

0．3 0．6 —0．6 0 O 1 0

1 0 0 0 0 O 0

0 1 0 0 0 0 O

0 0 1 0 O 0 0

O 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 O l

1 1 0
●

(5．58)

其中n为一个大丁零的常数，下面我们就rv取不同值的情况下应用本节中的结果射

其设汁巩静态输出反馈控制器，为方便比较，这里将文【189】中方法给出的设计
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结果也一并给出，详见下表

表5．4 例5．3中日。静态输出反馈控制器的设讣结果。

Table 5．4 日∞static output feedback controller design results in Example

定理5．6 [189】
一0．9866 ——1．0192

a=3．0 K
—0．1907 —0．3760

一y 10．1240 33．5548

H z。 9．1 140 23．9512

A ．0．28

一1．0097 ——1．0442
a=3．1 K

—0．1564 —0．3441

一y 13．0519 97．3011

H}。 11．1999 48．2416

入 一0．29

—1．0318
Oz=3．2 K ×

—0．1224

1 17．5058 ×

H，。 13．9340 ×

入 ．0．30

一1．0530
Q=3．3 K ×

一()．0891

^， 25．2006 ×

H z。 17．6014 ×

A ．O‘3l

表5．4中lIH=。||。为闭环系统的％范数，从表5．4中容易看出，文中的方法要明
显优丁．文献[189]qb给出的同类方法。这是由丁一方面我们采用了三角结构的辅助

变景G，而非文献[189】中的刈角结构：另一方面是由丁新引入的辅助变最F。

5．4离散线性系统的正实静态输出反馈控制

做为许多实际系统如无源电路网络等巾的一个重要特性，正实性以及正实

分析长期以来受到了许多研究人员的关注[102，148】。对一些开环不满足『F实性的

统，有时候需要设计控制器使得闭环系统正实，女H[153]，但证实控制的相关结

相对较少[147]，而考虑静态输出反馈正实控制的结果更为少见。

5．4．1问题描述

本节的目的依然是为系统(5．39)设计一个静态输出反馈控制器(5．2)，使得闭

系统(5．40)稳定且具有严格证实性。
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5．4．2离散线性系统的正实静态输出反馈控制器设计

定理5．7：如果存在对称正定阵P，常数A和矩阵G，F，y，其中

G=[量：：0二]，F=[笔：1三：]，y=[M。] c5．59，

满足下列不等式：

其中

l中1l 木

l中(I口。2。1 H—Be(fA+T。cF。+疋GAB+2YA)。-。。yP

木 ]
l

木 I<o (5·60)

-He(D11)j

瓦=[醴(Q凹)一1甜]
圣11=P—He(瓦G)

圣3l=(AT。G+B2Y)一(冗F)丁

(I)41=Cl疋G+D12Y

那么闭环系统稳定且是严格J下实的，此时控制器(5．2)的增益矩阵可取为：

K=KG-1l (5．61)

证明：证明方法同上一章中定理5．5的证明类似，这里只给出一个简略的说

明。不等式(5．60)可经简单的变换褴理为：

一P
0 0 0

+He

G丁巧0

F丁碍0
0 0

0 一，

一l

Ad

0

0

Bd

—I

Ca Dc／

、二—_—·-·、，一·____一、-·-——-_’、一—_I——-一／
MT5 1 l 醐

<0 (5．62)

类似的由定理5．5的证明方法和并应用Finlser引理可知不等式(5．60)成立意味着存在

一个Lyapunov函数

V(k)=X,T(k)Px(k) (5．63)
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其dpp为不等式(5．60)中P的一个可行解。同样的，可以证明

V(z(k+1))一V(z(七))～ZT(七)u(忌)一uT(七)z(后)<0 (5．64)

证明的其余部分可参考定理5．5的证明过程，此处不再赘述。得证。

如果将定理5．7中的乘子矩阵选择为：

M弼．4．2=

T。G丁蟹0

正矿碍0
0 0

0 一，

则可以得到下面的一个与定理5．7平行的币实静态输出反馈控制器设计的结果。

定理5．8：如果存在对称正定阵P，常数A和矩阵G，F，y，其中

G=[善：：兰。]，F=[{：1差。]，y=[M。] c5．65，

满足下列不等式：

q211 ，Ic 木

Ⅲ21 He(AT。FTf+)＼_BzYTf)一P 宰

雪3l—By+C1正G碍+3D12Y巧一He(D11)

<0 (5．66)

更中
r 1

正=l凹(G凹)_1甜I
皿1l=P—14e(T。GT[)

皿2l=(A疋G碍+B2y碍)～(正F霹)。
Ⅲ31=Cl疋G碍+D12YTf

那么闭环系统稳定且是严格正实的，此时控制器(5．2)的增益矩阵可取为：

K=YlG-51

—82一
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5．4．3数值算例

例5．4：考虑下面一个离散系统(5．39)，其参数矩阵为：

- -

A B1 B2

G D11 D12

Q

’0．6176—0．3298-0．4373 一O．3107 0．7515。

0．5473-0．0607-0．5942 一O．1344 一0．4492

—0．1606 0．1825 0．6208 0．4217 ～0．2636

0．9758 0．4382 0．2300 0．5051 0．8437

—0．6483 0．31 78 0．3022

该系统稳定，但通过正实引理分析可知该系统歼环情况下不具有J下实性，此

时我们通过本节给出的正实控制器设计条件可以给出一个静态输出反馈控制器

u(七)=1．4001y(k)

岛

使得闭环系统为严格正实的。为进一步说明，我们给出∑¨(i)耖(i)在开环和闭环情
0

况下的响应曲线。

k

图5．1 ∑“(i)耖(i)在歼环和闭环情况F的响应曲线。
O

k

Fig．5．1 Response curves of∑u(i)y(i)under open—loop and closed—loop
0

circumstances．
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从上图可以清楚的看出，系统在开环清形下不具有正实性，而通过本节方法

设计出的静态输出反馈控制器可以使得闭环系统具有正实性，这就说明了本节中

给出的设计方法是有效的。

5．5本章小结

本章针对线性离散时间系统，考虑了包括镇定控制、如控制、正实控制在内
的的各种静态输出反馈控制问题。首先针对镇定控制，给出了一组基丁基于线性

矩阵不等式的设计条件。这些条件通过Finlser；Ji理以一种简洁统一的方式导出，

从中可以清楚的看到它们之间的区别与联系，也可以清楚的看出这些结果在现有

方法【188，190】基础上的改进之处，并通过数值例子说明了文【188]中结果与文[190]e3

结果的互不包含性，这也是过去文献中未指明之处。然后将镇定控制的设计思想

应用丁日。以及正实静态输出反馈控制器的设计上，并给出了相应的设计条件。最

后通过数值仿真例子进一步表明中本章中方法的有效性和优越性。
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第六章离散线性不确定系统的静态输出反

6．1引言

馈控制

在实际控制系统中，由于工作状况变动、元器件的老化、物理参数的漂移、

以及建模误差的缘故，被控对象的精确模型往往很难得到。以此为背景，鲁棒

控制做为一个处理用不确定模犁描述的控制系统分析和综合的方向在过去30年取

得了巨人的发展。常见的不确定模型有范数有界不确定性【11】，仿射参数不确定

性【136]，以及本文研究的对象即多胞不确定模型

对多胞不确定系统的分析，最早是采用共同Lyapunov函数，但是由此产生

的保守性往往比较大。突破性的结果来自于Oliveira等在文【137]中给出的鲁棒稳

定性分析结果，通过引入一个辅助变量，使得对每一个顶点均可对应选取一

个Lyapunov变景，这种方法也常被称作参数依赖Lyapunov诼l数方法。该方法在此

之后得到了进一步的发展和应用，文[138_14l】中给出了保守性更少的鲁棒稳定

性判据，文[142][188][146】给出了笨丁参数依赖Lyapunov函数方法的鲁棒日2、鲁

棒巩，性能分析结果。另外鲁棒正实性【143，144】做为不确定系统分析中的一个重要
概念也受到了一些学者的关注，Duan等在文[148]巾给出连续时I’HJ系统的鲁棒讵

实判据，Zhou等在文[147】中还通过投影引理给出了一种对离散系统的使用参数依

赖Lyapunov函数方法的鲁棒J下实判据。

摹丁．这些分析结果，一些控制器／滤波器的设计结果也发展了起来。

文[145][146]@给出了鲁棒凰和日o。滤波器设计结果：文[149][188][190】中给出

了一些的鲁棒镇定静态输出反馈控制器设计结果。文f147]给出了鲁棒状态反馈证

实控制器设计方法。但是相应的考虑H一币实性的鲁棒静态输出反馈控制设计条
件在现有文献巾并不多见。

本章针对带囱．多胞不确定性的离散系统，首先给出了其如、正实性的分析条
什，歹{：就对本章给出的鲁棒iF实判据和现有文献1147J中的鲁棒If：实判据之fHJ的关系

进行了理论上的比较，证明了他们之I．日J的关系。然后在上一章的皋础上，给出了

一组考虑比性能以及正实性的鲁棒静态输出反馈控制器设计条件，最后在此基础
上通过引入参数依赖的松弛变量，进一步的减少了设计巾的保守性。数值仿真例

子进一步表明了本章巾鲁棒正实分析条件的优越性以及设计条件的有效性。
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6．2离散不确定系统的性能分析

6．2．1问题描述

考虑下面给出的线性不确定离散系统

x(k+1)=dx(k)+勿u(后)

z(k)=‘gz(k)+9u(七)
(6．1)

其eOz(k)∈即是状态向量，y(k)∈彤是可测输出向量；z(k)∈舻是被控输出向

量，w(k)∈俨是能量有界的干扰输入向量，u(k)∈妒是控制输入向量，不确定
矩阵∥，留，够，切属丁下面给出的凸多面体：

P=<粥=擎N幽CilDi j， Q洲，争N=，> @2，Q{>o，∑啦=1} (6．2)
i=1 J

本节的目的是对不确定系统(6．1)的鲁棒有界实(即如性能)以及鲁棒J下实性
进行分析。现宵文献中已有一些相应的分析结果，这罩将给出新的基于参数依

赖Lyapunov函数力法的鲁棒正实判据，并给出了其与现仃结果之I'tJ的理论关系。

另外为了完整起见．还以引理的形式给出了文[146]等巾出现的鲁棒有界实判据。

6．2．2离散不确定系统的有界实判据

引理6．1：[146】如果存在矩阼R=PS>0，G，F满足下列线性矩阵不等式

只一G—GT GAi—F

半 FA{+ATFT一只

丰 ，lc

木 丰

那么不确定系统(6．1)满足‰性能指标^，。

0 GBi

Cj FBi

—I Dt

术 一12，

<0，i=1，2⋯，N (6．3)

证明：这平．我们简单的给出引理6．1的-10e证明方式，同样是采用上一章中使

用到的皋于Finlser引理的方法。对上式(6．3)乘以nt并求和可整理为：

p+He(NIlE)<0

～86一

(6．4)



东北大学博士学位论丈 第六章离散线性不确定系统的静态输出反馈控制

其中

p=

P O

0 一P

0 0

O 0

ML6．1=

G 0

F O

0 ，

0 0

0 0

0 0

， O

0——721

N

P=∑OLi只
i=1

Ⅱ=

一I

西T

0

留r

0

够T

—I

勿丁

证明的其余部分与上章中定理5．5的证明方法类似，此处不再赘述。证毕。

(6．5)

注6．1：这里我们称式(6．5)中的矩阵P，M舱1，Ⅱ分别为鲁棒性能矩阵，乘子

矩阵和系统参数矩阼。注意到在鲁棒性能矩阵p中用到的Lyapunov变最P依赖丁

不确定系统(6．1)中的参数OLt，所以这种引入辅助变量使得Lyapunov变量与系统参

数矩阵解除耦合关系的方法也常被称为参数依赖Lyapunov函数方法，这种方法可

以非常显著的减小采用共同Lyapunov函数对不确定系统分析时的保守性。此外，

如果重新定义式(6．5)叶1的乘子矩阵为：

Me6．1=

G 0

O 0

0 』

0 0

则可以得到同样采用参数依赖Lyapunov函数方法的一个推论。

推论6．1：如果存在矩阵只=覃>0，G满足下列线性矩阵不等式

只一G—G丁GAf 0 GBi

卑 一Pt Cj
木 ，|c —Jr Di

木 木 丰 一721

那么不确定系统(6．1)满足比性能指标7。
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6-2．3离散不确定系统的正实判据

下面给出针埘不确定系统(6．17)的一个新的鲁棒正实判据。

定理6．1：如果存在矩阵只=掣>0，G和F使得下列不等式

只一G—GT

木

，Ic

GTAT—F

He(AtF)一只
木

GTCT

FTCj—Bi

—Di—D，

那么不确定系统(6．1)鲁棒稳定且具有严格正实性。

其中

证明：对上式(6．7)乘以Qt并求和可整理为：

p=

P 0

0 一P

0 O

O 0

IVJIT6．I=

p+He(MHl<0

0 0

0 O

0 一，

一， 0

G O

F 0

O 0

O —J

<0，i=1，2⋯，N (6．7)

Ⅳ

P=∑Oq只
t=1

正Ⅱ=

一I

西T

0

勿丁

0

汐
一I

勿丁

证明的其余部分与上章中定理5．3．3的证明方法类似，此处不再赘述。证毕。

(6．8)

(6．9)

注6．2：和上小节中有界实分析的结果类似，如果重新定义式(6．9)中的乘

子M丁6．1为：

Mc6．2=

G 0

0 0

O j

0 0

则可以得到同样采用参数依赖Lyapunovi丞t方法的一个推论。
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推论6．2：如果存在矩阵只=掣>0，G使得下列不等式

R—G—GT GTAT GTCj
：Ic 一只 一最

木 木 一Dt一磷

那么不确定系统(6．1)鲁棒稳定且具有严格正实性。

<0，i=1，2⋯，N (6．10)

在文献[147】中，zhou等通过投影引理，给出了另外一种使用参数Lyapunov函

数的鲁棒正实性判据，这里以引理的形式给出：

引理6．2：[147】如果存在矩阼只=掣>0，G满足下列线性矩阵不等式

一下G+GT 水 丰 木

AiG 一只 木 木

GG —B● 一He(Dt) 木

．GT+2fG-2Pz．一G丁AT—G7’掣一He(G)

那么不确定系统(6．1)鲁棒稳定且具仃严格J下实性。

<0，i=1，2，．．．，N (6．I 1)

注意到在引理6．2和推论6．2中，同样都只引入一个了辅助变晕G来实

现Lyapunov变鼍与系统矩阼变量的解祸，那么一个自然的问题就是它们之间

具有什么样的关系，或者说那个判据的保守性更少。为说明引理6．2和推论6．2之间

的关系，我们首先给出下面的引理。

引理6-3：对任意给定的适维矩阼A，B，C，D，如果存在矩阵P=P丁>0，G满

足下列线性矩阼不等式：

一TG+GT GTAT Grc7’—G+2TGT一-2P
球 一P ～B —AG

木 丰 一日e(D) -CG

木 木 木 一He(G、

一89一

<0 (6．12)
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那么一定存在矩阵户=户丁>0，0满足下列线性矩阵不等式

P一0一含T伊AT drcr

★ 一P —B

术 术 一D—Dr

证明：首先可将式(6．12)表示为：

0 0

0 一P

0——BT

—P 0

0 一P

—B 0

一(D+DT)0

0 0

通过对矩阵零空问的计算可知：

i／2

一A丁

一CT

_IT

T上

+He

， O O

0 ， 0

0 0 J

1／2——AT——CT

I／2

一A

—C

—l

—1

0

0

I

T上

<0 (6．13)

一1

0

O

I

T＼

1
l<0 (6．14)

J

， 0

Q 1

0 O

I Q

由投影引理，可知如果不等式(6．14)成立，则说明下列两个不等式成立，

j 0 0

0 J 0

0 0 J

1／2_AT——CT

0 O 0 一P

0 一P 一口 0

0 一B丁一(D+DT)0

一P O 0 0

——P pAT pCT

Ap —P —B

CP—B丁一(D+D丁)

<0

—90一

， O 0

0 J 0

0 0 J

x／2一A丁一CT

(6．15)
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， 0

0 j

O 0

J 0

0 0

0 一P

o —B丁

一P 0

0 一P

—B O

一(D+DT)0

0 0

—2P 0 0

Q —P —B

0 一B?一(D+DT)

<0

J 0

Q 1

0 O

J 0

4"P=0=P，则可由不等式(6．15)成立得知(6．13)成立，证毕。

(6．16)

由上面的这个引理6．3，可以给出引理6．2和推论6．2这两个鲁棒正实判据之问

的关系。

定理6．2：考虑不确定系统(6．1)的正实性分析问题，如果引理6．2ep给出的不等

式(6．11)成立，则推论(6．10中的不等式也成立。

证明：根据引理6．3可容易得知定理中的结论成立。证牛。

6．2．4数值算例

例6．1：考虑一个形如(6．18)的宵两个顶点的多胞不确定离散系统∑公：其顶点
矩|；乍的参数给定如下：

∑蓉：

一一0．5776—0．1874 —0．3287—

0．4297 0．3855 0．0970

0．8456一O．6702 0．4613

=一0．1 174 0．6299 0．7434’

0．1815一O．7937 一0．5528

0．2592 0．8012 0．3409

这罩我们考虑该不确定系统的证实性判定问题，对此我们分别用本节中给出

的鲁棒iF实判据(定理6．1和推论6．2)t12及文[1471 vP给出的鲁棒币实判据(引理6．2)对

其进行分析，分析结果如下表所示

一9l一
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为：

表6．1 例6．1中对不确定系统∑公的鲁棒正实分析结果。

Table 6．1 Robust positive realness analysis results for uncertain system∑公
in Example 6．1．

方法 可行性

定理6．1 可行

推论6．2 可行

引理6．2[147] 不可行

现在我们来考虑另一个带有两个顶点的多胞不确定离散系统，其参数矩阵

∑盖：

’0．0245—0．2248 —0．2061。

-0．4988 0．2404 一0．0829

～0．2931 0．3310 0．0976

=一0．1241-0．1916 0．1142‘

0．4887 0．4778 -0．2963

—0．1084—0．1096 0．0204

该系统相应的鲁棒正实分析结果如下：

表6．2 fr06．1中对不确定系统∑客的鲁棒正实分析结果。

Table 6．2 Robust positive realness analysis results for uncertain system∑客
in Example 6．1．

方法 可行性

定理6．1 可行

推论6．2 不口J．行

引理6．2[147] 不叮行

本例中的数值例子清晰的说明了定理6．1、推论6．2以及引理6．2，这三个鲁棒

正实判据之11日J的关系，即定理6．1的保守性要小于推论6．2，这是由丁二定理6．1由于

在推论6．2的摹础上添加了额外的辅助变量F；而就只引入一个辅助变量G的推

论6．2和引理6．2相比，推论6．2的保守性又要小．丁．引理6．2。

一92—
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6．3离散不确定系统的静态输出反馈控制器设计

6．3．1问题描述

考虑下面给出的线性不确定离散系统

∑△：z(k+1)=∥z(南)+历1u(后)+现钆(七)

z(k)=锯x(k)+玩lu(后)+212u(k) (6．17)

y(k)=铭z(t)

其中z(七)∈R“是状态向量，y(k)∈Rq是可测输出向黾；z(岛)∈舻是被控输出向

量，w(k)∈俨是能毋有界的干扰输入向量，礼(七)∈R”是控制输入向鼍，不确定

矩阵∥，勿1，踢，研，易2，踢属丁二下面给出的凸多面体：

P=

本节的日的是求一个静态输出反馈控制器

使得闭环系统：

其中

u(七)=Ky(k)

咿。，曩i=11·)(6_18，毗>o，∑叱=1}(6．18)
I

x(k+1)=．a'dz(k)+谚：fu(后)

z(k)=钐乙z(尼)+复0u(七)

(6．19)

f6．20)

(6．21)

满足下面两个要求：

(1)：闭环系统鲁棒稳定

(2)：满足鲁棒比性能指标1，即在零初始状态条件下满,．黾llz(k)1122<
1Ilu(七)1122，其中u(岛)∈L2

—93一
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6．3．2离散不确定系统的比静态输出反馈控制

从上章中标称系统的日。静态输出反馈控制设计的结果出发，容易推广得到下

面两个定理。

定理6．3：如果存在对称．JE疋ra-*矩阵只，i=1，．Ⅳ和矩阵y'G{，i=l，．．．，N，其中

G=[量；：当尹]，y=[H。] c6．22，

满足下列线性矩阵不等式：

只一He(Tiai) ，lc 半

0 一， 术

A{正G{+JE72t Y Bli 一只

Cli正Gi-4-D12i Y Dni 0

<0，i=1，⋯，N (6．23)

其中乃=[(弦(岛t磁)一1磁】，i=1，．．．，N，那么闭环系统(6．20)鲁棒稳定且满
足如性能指标^／，此时控制器(6．19)的参数可取为：K=y1G_11。

定理6．4：如果存在对称正定矩阵只，i=1，．．．Ⅳ，矩阼y’Gt，i=1，．．．，N，其中

G=[量；：当尹]，y=[H。] c6．24，

满足下列线性矩阵不等式：

只一He(正Gi TF) 木 丰

0 一， 车

A正Gi巧+B曩y巧 Bli 一只

C1i正Gi巧4-D12i Y譬Dill 0

<0，i=1，．．．，N (6．25)

其中正=[磁(Gi暖)一1咙】，i=1，．．．，N，那么闭环系统(6．20)鲁棒稳定且满
足如性能指标7，此时控制器(6．19)的参数可取为：K=KG-11。

注6．3：定理6．3和6．4可以很容易的从上章中标称系统的H。c静态输出反馈控制

器设计结果(定理5．5和定理5．6)推广得来，估证明过程此处略去。同定理5．5和定
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N5．6相比，定理6．3和6．4中只用到了一个辅助变量G，当然可以通过引入辅助变

量F来进一步减少保守性，但是在不确定系统(6．17)的顶点个数较多时，处理变

最F中的A所需的线性搜索过程计算量会比较大。下面给出一个不引入变量F，但

是可以进一步减小定理6．3的设计保守性的结果。

定理6．5：如果存在对称矩阼只，％，1≤i，J≤Ⅳ矩阵G{，i=1，2⋯，Ⅳ以及矩

阵y，其中

Gi=[量；：0G尹]，y=[M。]，％=

满足下列线性矩阵不等式：

其中

(7-)11木 车

0 -I+V；1 木

03l Bli+叼1 一只+叼2
041 D11i+K；1 K；2
弓 嗡1 K；2

1<i，7<N

％1

嗡1

嗡1
叼1

丰

年

K；3

K；3

幸

：k

木

，lc

一弓+嵋4

％+Kl 2 0，1 S J<i≤N

(6．26)

(6．27)

(6．28)

^r

∑(％+Kf)≤o,j=1⋯．，Ⅳ (6．29)
2=1

正=kT(％cf)一1
-6)ll=一正Gt—G丁≯
e3l=A{正Gi+B2i y

(7-)41=Cxi正Gi+D12iy

i=1，2⋯，Ⅳ．

那么闭环系统(6．20)鲁棒稳定且满足H。。性能指标7，此时控制器(6．19)的参数可取

为：K=MG-11。

一95一
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证明：从矩阵变量Gt，Y(6．26)1撇构可知：

y=[KGll。]=[K。][GG。l。l，
=K[J o]T／-1T／Gt=KC2娜t

将上式带入(6．27)，可将(6．27)--写为：

虫11 木 术 ，lc 木

0 一J+嗡1 术 ，Ic 宰

圣31 B1i+K；1 一只+K；2木 ，lc

m41 Dill+嗡1 嗡2 —72，+K尹车
B 吃1 叼2 增3 一弓+K；4

1<i，7≤N

<0

f6．30)

(6．31)

其中

中1l=一正Gt—G歹z，

031=(Ai+B2lKQt)正Gi

西41=(Cli+D12iKQi)正Gi

定义嗽=(正Gi)-1并对式(6．31)分别左乘矩阼diag{Wi，I，I，，以及右乘其转

秩，可得：

其中

11211丰
，Ic 宰 芈

0 一，+嗡1 幸 木 ：Ic

田31 Bl{+K；1 一只+K；2木 木

皿4l Dlli+K；1 K；2 -72J+叼3幸
B 叼1 K；2 K；3 一B+K尹

1≤i，J≤N

Ⅲ11=一眠一Ⅵ／了

皿3l=Ai+B2{KC2t

1w41=C1l+D12{KQt

一96一
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对式(6．32)乘以ot％并求和，可得：

一∥T一∥ 宰 木

0 一J 丰

∥+锄K锡留l一汐 牛 木

锑+纺2K锔现1 0 —72，0

9锣0 0 0 —9

其中∥，锄，镜，够，玩2和定义(6．18)quN同，

Ⅳ

∥=∑Oq只
j=l
Ⅳ

∥=∑aiTiGi
j=1

现在对(6．33)左乘矩阵

并右乘其转秩可得：

一∥一T一∥一1

喵1

增1
蟛1
叼1

+

木

叼2
K；2
呀2

∥一T 0 0 0

0 ， 0 0

0 0 ， 0

0 0 O ，

，Ic 木

O 一， 木 车 术

(∥+锄K跪)∥一1留l一∥ 木 半

(研+切12K％)∥一1 9ll 0 一,72， 宰

汐 O 0 0 一汐

——97——

0 木 丰 木 术

0

0 ∥

0

0

木

：l=

K；3
K；3

+

丰

木

丰

K；4

<0 (6．33)

0 爿c 木 木 术

0

0 ∥

O

0

<0

f6．34)

％％
Ⅳ∑同Ⅳ∑Ⅲ
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由不等式(6．28)(6．28)并根据第二章中给出的引理2．4，可得

一勿∥一T一力∥一1 ，Ic 车 宰 牢

0 一， 宰 ，Ic ：Ic

(∥+踢K饧)∥一1留l一汐 宰 ：Ic

(研+勿12K铭)∥一1勿11 0 —12， 术

∥ O O O 一汐

对上式应用Schur补引理，可得

￡尹一力∥一T一’∥一1 车 ，lc 牢

0 一， 车 木

(∥+现K够)∥一1 历1一汐 木

(镜+纺2K镜)∥一1纺1 0 —72J

式(6．36)又可整理为：

∥ 0 0 0

0 一∥0 O

0 0 ， 0

0 0 0一，v2

+He

∥一T

0

0

O

一， 0

西d痨d

0 一J

％级

<0 (6．35)

<0 (6．36)

<0 (6．37)

证明的其余部分可以参考定理5．5的证明过程来完成，此处不再赘述。证乍。

Ⅳ

注6．4：在定理6．5中KJ的引入考虑到了不确定参数ni的性质(即∑Oti=1)，可
i=l

以进一步减少设计条件的保守性。当然，由丁引入了更多的矩阵变最，所以相对

于定理6．3而言，定理6．5的需要更大的汁算节。这罩为了给出^的设计条件，所

以％只是运用丁．整个线性矩阵不等式(6．27)中的一部分。

6．3．3离散不确定系统的正实静态输出反馈控制

根据上小节中给出的鲁棒日o。静态输出反馈控制器设汁方法，以及上一章中针

对标称系统给出的正实静态反馈控制器设计结果(定理5．7和5．8)，下面我们给出对

不确定系统(6．17)的设计方法。
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定理6．6：如果存在对称正定矩阵只，i=1，．．．Ⅳ和矩阵K G{，i=1，．．．，N，其中

G=[Gll 0G21 G船]，y=[M。] c6．38，
I G22 I L

1

J

满足下列线性矩阵不等式：

只一He(正Gi)

At正Gf+上恐{y

Gi乃Gl+D12i Y

木 木

一只 木

一B互一日e(D1li)

<0，i=1，．．．，N (6．39)

其中正=[暖(Q{磁)一1咙]，i=1，．．．，N，那么闭环系统(6．20)鲁棒稳定且是严
格正实的，此时控制器(6．19)的参数可取为：K=HG_1l。

证明：由定理5．7容易得知定理成立，详细过程不再赘述。证乍。

定理6．7：如果存在对称J下定矩阵只，i=1，．．．Ⅳ和矩阼¨Gt，i=1，．．．，Ⅳ，其中

G=旧Gn 0G22]'y=[圳 @4。，
I G21 I’ L

1

J

满足下列线性矩阵不等式：

只一He(T{Gf掣) 木 半

AiT,G{巧+B2{y巧 一只 木

c1{正Gi砰1+D12{y甲一B不一He(D11i)

<0，i=1，．．．，Ⅳ (6．41)

其中正=【％(岛i c互)一1咙】，i=1，⋯，N，那么闭环系统(6．20)鲁棒稳定且是严
格正实的，此时控制器(6．19)的参数可取为：K=ylG-11。

证明：由定理5．8容易得知定理成立，详细过程不再赘述。证毕。

定理6．8：如果存在埘称矩阼只，％，1≤i，歹≤』v矩阼G￡，i=1，2，⋯Ⅳ以及矩

阵y，其中

0G孑]，y=[M。]，％=
——99——

嗡1

叼1
嗡1

卑

嵋2
K；2

(6．42)
¨

殂～u

G

G
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=
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满足下列线性矩阵不等式：

一正Gi—G}掣 术

A{正Gi+B2i y 一只+K；1

clt正Gt+DniY—BT+K；1
弓 嗡1

1≤i，J≤N

％+Ki≥0， 1≤J<i≤N

，lc

★

求

一B+K笋

<0，

(6．43)

(6．44)

Ⅳ

∑(％+Ki)≤0， J=1，．．．，Ⅳ (6．45)
i=1

其中互=[磁(Q{嚷)_1磁】，i=1，．．．，N，那么闭环系统(6．20)鲁棒稳定且是严
格正实的，此时控制器(6．19)的参数可取为：K=MG-ll。

证明：由定理5．7并结合上小节巾的定理6．5容易得知定理成立，详细过程不再

赘述。证毕。

6．3．4数值算例

例6．2：考虑下面给出的一个带有两个顶点的多胞不确定系统(6．17)，参数矩阵

为：

。A1 JE71l 马l—

C1l D111 D121

C21
-

。0．2398 0．2299 0．2177 一O．1367‘

—0．0485—0．1184 0．2948 0．2393

0．3783 0．2178 0．063() 0．3881

—0．3718—0．1114

一A2 B12 B22’
’0．1629 0．3667 —0．1834 0．3397。

C12 D112 D122
—0．31 12 0．3290 —0．3048 一0．3581

r■。
—0．3859 0．3529 ( ．3843 ]． )454

． ． 一0．3750 -0．1124

首先我们通过上节巾给出的鲁棒正实性判别结果来判定该系统在开坏情况(

u(k)=0)下的正实性，结果显示，即使采用保守性最小的定理6．1也无法确认其是

一100一
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否具有正实性，故此，这罩希望设计一个静态输出反馈正实控制器使得闭环系统

具有正实性。这罩我们重点比较定理6．6以及在定理6．6基础上引入了参数依赖松弛

变最％而得到的定理6．8，计算结果显示采用定理6．6无法给出相应的解，采用定

理6．8，可得到一个可行解为：

u(k)=2．5424y(k)

这个例子的计算结果说明，由丁定理6．8相埘丁定理6．6引入参数依赖的松弛

变鼍％，进而减少了定理6．6的保守性。

6．4本章小结

本章针对带有多胞不确定性的离散系统，首先给出了其如、正实性的分析条
件，并就对本章给出的鲁棒J下实判据和现有文献【147】中的鲁棒J下实判据之间的关系

进行了理论上的比较，给出了他们之|’日J的关系。然后在上一章的基础上，给出了

一组考虑巩性能以及证实性的鲁棒静态输出反馈控制器设计条件，最后在此基础
上通过引入参数依赖的松弛变鼍，进一步的减少了设计中的保守性。数值仿真例

子进一步表明了本章巾鲁棒正实分析条件的优越性以及设计条件的有效性。

一101—



东北大学博士学位论丈 第六章离散线性不确定系统的静态输出反馈控制

——102——



东北大学博士学位论丈 第七章一类离散时延系统的静态输出反馈

第七章一类离散时延系统的静态输出反馈

7-1引言

许多实际物理过程的内部动态系统中都存在滞后现象。在专著[192]和综

述[1931qh给出了许多控制工程以及生物学，化学，经济学，力学等别的领域中存

在的大量实例。时滞的存在往往使得系统稳定性和性能变差，也使得系统的分析

和综合变得更加复杂，因为时滞系统有着人毒的控制工程背景，所以近些年关丁二

时滞系统的分析与综合一直是一个非常热门的研究方向。

随着网络控制系统的发展，离散时滞系统近年来也吸引了众多研究人员的关

注。对离散时滞系统进行分析的一个重要的方法就是通过Lyapunov．Krasovskii理

论以及结合一些放缩技巧女HPark．moon不等式，自由加权矩附1951，Jensen不等

式【194】等，进而得到时滞无关／相关的稳定性判别条件。时滞系统的控制综合问题

也得到了许多学者的关注【194，196_198，20心03_，但现有的这些研究工作中多关注丁．状

态反馈控制器的设计。时滞系统的静态输出反馈控制设计的研究结果相对则较为

少见，在文[199][200]@通过采用锥补线性化方法，进而得到一个基于迭代线性矩

阵不等式算法的镇定静态输出反馈控制器设计方法，但这种算法的收敛性和可靠

性仃待迸一步研究。

本章研究了偌有时不变状态时滞的线性离散H寸问系统的静态输出反馈控制问

题。从第五章巾不带有时延项的标称系统的设计方法出发，并结合处理时滞项

的Jensen不等式方法【194】，给出了一组凸的时滞依赖的日。静态输出反馈控制器设

计方法。最后通过数值例子进一步表明本章方法的有效性。

7．2问题描述

考虑下面给出带有时不变状态时延的离散时间系统：

z(七+1)=Ax(k)+Adx(k—d)+Blw(k)+局u(k)

：(南)=Lz(七)+Ldz(七一d)
(7．1)

y(k)=Cz(k)+Cdx(k—d)+Dw(k)

x(k)=砂(后)k=一d，一d+1，．．．，0
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其中z(后)∈舻是状态向量，y(k)∈R9是可测输出向量；z(k)∈P是被控输出向

量，w(k)∈印是能量有界的干扰输入向量，u(k)∈R”是控制输入向量。d>0为

～个常数代表时延的大小。本节中希望求一个静态输出反馈控制器

使得闭环系统：

u(k)=Ky(k) (7．2)

z(k+1))：=Aax)(k+)+Aadx一(k1-z(kLx(k Ldx(k d

d)+Bcflu(后)
(7．3)

)= )+ 一)
、 ’

其中A。1=A+B2K岛，Add=Ad+B2KG，Bal=Bl+B2KD，满足下面两

个要求：

(1)：闭环系统稳定

(2)：在零初始状态下z(南)=0，k=0条件下满足忆(七)1122<s'll“'(k)1122，其

中u(七)∈L2

7．3离散时不变时延系统的如静态输出反馈
定理6．1如果存在对称J下定矩阵P Q，U，以及如下结构受限的分块矩阵

满足下列矩阵不等式

G=[芋1萋]，y=[}]

皿0 一d2U+GTA+yQ

卑 一I L

木 半 一P+Q+(d2—1)U
：I( 丰 丰

牛 木 木

GTAd+YQd

厶

U

—Q一∥

爿c

GTBl十YD

0

0

0

——,,／21

(7．4)

其中Ⅲ=P+d2U—GT—T丁G丁，那么闭环系统(7．3)稳定并且其比范数小-丁J1，其
中控制器(7．2)参数为：

K=G-11M
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其中

证明．根据矩阵变量G，y的特殊结构可得：

由上式(7．6)可将不等式(7．5)写为：

P=

M=

p+He(M皿)<0

P+d2U 0 一d2U

术 1 0

卑 幸一P+Q+fd2—1)U

术 木 木

G 0

O J

O 0

O 0

O 0

ⅡⅢ=

由闭环系统方程式(7．3)可得

士

一』 0

0 一』

铝L丁

A盈Li

B未0

一， O

Q —l

A舌 ￡7’

A玉碍

B舌l 0

x(k+1)

z(七)

x(k)

z(后一d)

u(后)
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0

0

U

—Q—U

=0

一一y2，

(7．6)

(7．7)

(7．8)

(7．9)

K

0

y

r●●●【

||

￡j

篮^0％如hh瓯o、r
rl【K

lI

m

O

K

G

1●●●●j

r●●●●L

，0

=

GIIK魄乃G
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由不等式(7．6)和等式(7．9)并应用Finsler引理，

x(k+1)

z(k)

x(k)

x(k—d)

u(七)

x(k+1)

z(k)

x(k)

x(k—d)

u(七)

现在我们选取如下所示的Lyapunov．Krasovskii函t数

=0 (7．10)

V(k)=XT(k)Px(k)+∑XT(k)Qx(k)

一 七一

忙肛4
(7．111 1)一 七一 、‘ 1，

+d∑ ∑(z(南)一x(k+i))1 U(x(k)一x(k+i))

其中P'Q，U均为对称正定矩阵，可选用不等式(7．5)中相应矩阵变量的可行

解。结合Jensen不等式引理(即引理2．5)可得

AV(k)

=V(z(k+1))一y(z(七))

=XT(后+1)Pz(七+1)一XT(k)Px(k)+XT(k)Qx(k)～3CT(七一d)Qx(k—d)

+d∑(77(后))1 U(叼(七))一d∑(?7(七))r U(77(七))

=z丁(七十1)Px(k+1)一XT(k)Px(k)+XT(k)Qx(k)一XT(后一d)Qx(k—d)

+d2(77(七))1 U(77(忌))一d∑(叩(七))1 U(叩(七))

≤XT(七+1)Px(k+1)一XT(k)Px(k)+XT(k)Qx(k)一XT(七一d)Qx(k—d)

+dz(77(后))T u(77(七))一z(七))一f，譬(77(m))r、)1 u(／皇(77(m))T、
k,m=k-d ／ ＼m=☆一d ／

=XT(七+1)Px(k+1)一XT(k)Px(k)+XT(k)Qx(k)～XT(后一d)Qx(k—d)

+d2(77(后))1 U(77(七))一(x(k)一x(k—d))1 U(x(k)一x(k—d))

⋯尸_
0 一d2U

-p+Q+(d2—1)U U

木 一Q—U
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其中77(七)=x(k+1)一z(七)。结合定理7．I中不等式(7．5)可得：

aV(k)+ZT(后)z(尼)一72u丁(后)u(后)<0 (7．13)

对上式从0到3C求和可得

知

y(。。)一y(∈(o))+∑(zr(i)z(i)一72u丁(i)u(i))<0 (7．14)
2=0

由Lyapunov—Krasovskii函l数(7．11)和不等式(7．12)可知闭环系统稳定

即y(∞)=0，则由式(7．14)n--J"知系统满足如性能7。由引理5．1以及不等
式(7．5)可知G11可逆，于是H=G1lK保证控制器增益矩阵K有解。证毕。

同前两章一样，如果将定理7．1中用到的乘子矩阼M选为：M=

I(TTGT)。 o o o o I，我们还可得到一个平行丁．定理7．1的结果。
l 0 ，0 0 0

定理7．2如果存在对称正定矩阵尸'Q，U，以及如下结构受限的分块矩阵

满足下列矩阼不等式

其中

G=[孑1蓦i]，y=[》]

Ⅲ13

上

一P+Q+(d2—1)U

木

爿c

皿14 1王，15

Ld 0

U 0

～Q—U 0

木 一,,／21

m11=P+d2U～T丁GT—T了’G丁T

皿13=～d2U+T丁GTA+T71YQ

皿14=T丁GTAd+T71YC2d

皿15=T丁G7181+T71YD

一107一
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那么闭环系统(7．3)稳定并且其如范数小于7，其中控制器(7．2)参数为：K=
G矗M．

7．4数值算例

考虑一个带有时不变状态时延的离散时|1日J系统(7．1)，其参数矩阵为：

● -

A Ad B1 B2

L La

C o D

。1．20 0．32 —0．07 0．50 一O．90 一O．32。

—0．80—0．04 0．09 0．18 0．22 0．16

0．82 0．0l 一0．16 0．59

0．78 0．02 —0．22 0．86 —0．43

该系统的时延为d=5。该系统开环不稳定，事实上从仿真中可知该系统

在d=2时就已经不再稳定。设系统的干扰输入u为

uc七，=2e。'3k+0．Ssin(2k)20<k<I】40
系统在开环情况下(u(尼)=0)时的状态相应曲线

图7．1 当d=5时，)F环系统的相应曲线

Fig．7．1 State response curves ofthe open—loop system with d=5

显然，系统开环不稳定，由定理7．1可得一个日。。静态输出反馈控制器

乱(七)=2．8969y(k)

一108—



东北大学博士学位论丈 第七章一类离散时延系统的静态输出反馈

并得到一个闭环系统的比性能界为7=0．9181。现在我们给出系统闭环的状
态相应曲线：

图7．2 当d=5B寸，扦环系统的相应曲线

Fig．7．2 State response curves ofthe closed—loop system with d=5

系统此时的被调输出和控制输入为：

图7．3 当d=5时，闭环系统的被凋输出和控制输入的相应曲线

Fig．7．3 Regulated output and control input response curves of the closed—

loop systemwith d2 5
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7。5本章小结

本章研究了带有时不变状态时延的离散系统的静态输出反馈问题。结合时延

的性质以及第五章中给出的静态输出反馈控制设计方法，得到了相应的设计条

件。在本章中通过运用在【194】中采用的Jensen不等式技巧来处理由于时延项带来

的复杂性，并得到了时滞依赖的线性矩阵不等式设计条件。仿真算例表明，这种

简单的基TLMI的设计方法可以有效的求解带有时不变时延系统的静态输出反馈

控制器。
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第八章结论与展望
线性系统的模型降阶问题与静态输出反馈控制问题由于其强烈的需求以及广

泛的应用背景，从而在过去的几卜年罩一直是控制理论研究中的一个种常热门的

领域。各种研究成果层出不穷，但是其中仍有一些问题通过现有的方法还不能得

到很好的解决。例如，在模型降阶的研究中，针埘系统工作频率范围已知的’隋

况，现有的如基丁加权矩阵的平衡截断等方法会带来一定的不准确性和不可靠

性，而且无法给出降阶模型和高阶模型在己知频率范围内的逼近性能。此外现有

的一些基丁线性矩阵不等式的模型降阶和降阶控制器(如静态输出反馈控制器)的

设计条件存在着一定的保守性，如何给出保守性更少的设计条件也是一个非常重

要的问题。本论文在总结前人工作的基础上，针对模型降阶和静态输出反馈控制中

存在的这些问题做了相关研究，给出了新的基于线性矩阵不等式的设计方法。本文

的贡献具体总结如下：

1．在线性系统的模型降阶方面，分别就连续时间和离散时间下的比，凰模型
降阶问题给出新的摹丁线性矩阵不等式技术的设计方法。特别在考虑仃限频Ho。模

型降阶时，通过结合新提出的GKYP引理，分别给出了在低频，中频，高频范围

内考虑的‰模型降阶设计条件，从而可以商接的，准确的处理已知的输入信几|的
频率信息，这样就避免了过去方法在处理该问题时的不确定性和不可靠性。此外

本文巾给fj{的全频范围内的比模犁降阶设计进一步的减少了现囱．文献中同类方法
的保守性。数值算例和仿真进一步说明了本章提出方法的有效性和优越性。

2．在线性系统的静态输出反馈方法，基丁LMI技术和参数依赖Lyapunov函数

方法，针对离散时问系统给出了一组在现仃同类方法皋础上进一步减少保守性的

静态输出反馈控制器设汁条件。而且文中给出的设计条件都从Finsler己sl理出发，

在一个统一的框架给出，可以清楚的看出现有结果之间以及本文方法与现有方法

之I’日J的区别与联系。此外还针对具有多胞不确定性的离散不确定系统和带仃时不

变状态时滞的离散时滞系统给出了静态输出反馈控制器设汁方法。

作为控制理论领域内传统热门课题之的模型降阶和静态输出反馈控制仍存在

很多问题自．待于进一步解决。下面是作者认为在今后需要继续深入研究的若干问

题：

1．线性系统的次优有限频模，弘降阶问题

由于模型降阶的问题起源于对复杂电路网络的建模，而电路网络通常是工作在一

个非常窄的频率范围内的，所以研究有限频模型降阶问题意义重大，而本论文中

给出的线性矩阵不等式条件为允分条件，这就使得这种基TLMI的降阶方法对一
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些具体情况无解。而另一方法，在模型降阶中的原始系统模型常常是稳定的(如无

源电路系统)，这就是所对所有稳定的系统模犁找到一个次优的降阶模型总是可

能的。本文作者在此问题上已做了长时间的考虑和尝试，已经形成初步的解决方

案，但仍有待于进一步研究。

2．如何通过凸优化方法来解决模型降阶中一些特殊要求，例如在有些系统

中，系统本身具自．一定的结构特性如对称性，还有一些系统如电路系统常具有(有

限频)正实性／无源性，如果得到相应的满足这些要求的设计条件有待进一步的研

究。

3．寻找在可以在本文基础上进一步减少保守性的静态输出反馈控制器设计条

件。虽然本文中给出的设计条件可以有效的减小现有文献中同类方法的保守性，

但其依然是充分条件，所以如何在此皋础上而进一步仍是一个值得探讨的问题。

此外本文只考虑了离散系统的静态输出反馈控制问题，而对连续系统而言，如何

得到相类似的设计条件也是一个值得考虑和补允的研究方向。
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