


Abstract

In this paper，we congider the出obal relaxed(nons七ationary)paranel multispli七tjng

(multi—parameter)TOR iterative methods for solviI培linear systems of algebraic equation8

Ax=b，Our methods use several relaxed factors，caver with many parallel multispIitting

iterative methods in the literature，and have all-right univers出ity The paper compares

the convergent and divergent rates of p”allel multisplitting relaXed methods in detail-

F、lrthermore，e伍ciency 0f the global relaxed method are shown by numerical experiment

inMPP．

In chapter one，we give adet缸led review for the previous work on the subject，including

bacI曜，ound and de、伧lopment situation．

In chapter two，local rel弧ed paraUel Inultisplitting TOR iterative method and global

relaxed parallel multispIitting AOR，SOR and TOR iterative method are studied，Com—

parisons of convergent and divergent rates of par越lel multisplittil培relaxed methods are

given in detail．Numerical experiment iuustrates the e伍ciency of our methods．

In chapter three，we study nonBtationary multisplitting multi_parameter TOR iterative

method a丑d global relaxed nonstationary rnultispHtting multi．parameter TOR iterative

method，and compa糟the collvergent and divergent rates of nonstation盯y multisplittiIlg

Inulti．p盯ameter TOR，AOR，SOR，Gaus8-Seidel，e吼rapolated Jacobi as well as Jacobi

iterative methods in detail．Numerical experiment mustrates the emciency of our methods．

In chapter follr，we study p耻allelⅡmltisplitting 8ymmetric TOR iterative mehtod

(sTOR)and p盯a11e1 m111tisplitting unsymmetric TOR iterative mehtod(usToR)for s01v．

ing linear syst眦s of algebr缸c equations A)【=b，coⅡlpare the corIvergent and divergent

rates of the8e methods and parallel咖ltisplitting JOR iterative method，

In chapter flve，we印ply global relaxed par出lel Hmltisplitting iterat溉Ⅱlethod to

nonlinear equations，construct and 8tudy the newton_global rela翮d parallel multisplit—

ll









第一章引言

cao【12，16]等对二级多分裂也进行了深入的研究； Li『171构造和研究了解非线性方程组

的牛顿一并行矩阵多分裂算法，建立了收敛性定理，估计了收敛速度．总之，关于多分裂

的研究及结果如雨后春笋般出现．本文研究的是求解线性代数方程组Az=6的整体松弛

(非定常)并行多分裂(多参数)迭代法，通过选用多个松弛因子，我们的方法覆盖了许多

文献中已见的并行多分裂迭代法，具有很强的普遍性．本文详细地比较了并行多分裂之间

的敛散速度，并在一台MPP并行机上进行多次试验．大量的数值试验表明：我们的方法

确实对文献的方法进行了有效的改进．
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第二章 整体松弛并行多分裂ToR法及敛散速度的比较

§2．1整体松弛soR方法

许多大型科学与工程计算问题最终归结为求解线性代数方程组

Az=6 (21．1)

其中4∈丑”“是非奇异矩阵，￡∈』妒为待求解向量，且设∥∈，∥为(21．1)的解．

定义2．1．1令地：肌，风均是Ⅳ×Ⅳ矩阵，☆=l，2，⋯，Ⅱ，若满足
o)‘4=尬一^k，n行1存在．

∞∑取=』(J为Ⅳ×Ⅳ单位矩阵)，岛是非负对角矩阵．

则称三元组(慨，肌，西)(≈=l，2，．．，o)为矩阵A的一个多分裂

方程组(2．11)可以写成

z=峰1％。+螈16，≈=1，2，⋯，＆

用权矩阵鼠组合这n个方程，得到

z(研+1)=．H茁《巩)+Gb m=0 1

称为多分裂迭代格式．口称为多分裂迭代法的迭代矩阵，其算法如下

算法1(并行多分裂方法)．

任取初始近似z(o)∈冗”．

对m=o，1，⋯重复下面的i)ji)两步，直到收敛

i)对☆=1，2，⋯，n，(并行)求解玑．

i)对☆=l，2，⋯，n．(并行)求解鲰．

A靠№=Ⅳ≈z(m)+b (2l 2)

∞+Z盯一b
k
M玩

。∑M
+Z帆悔&

。∑m
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。∑M
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ii)计算

。(”+1)=F最靴． (2．1．3)
k=l

我们看到，在(2．1．2)中每个玑的计算是相互独立的．因此，若有一台具有一个主机

与＆个处理机的并行机，则算法1可这样实现：每台处理机处理一个局部迭代(2．1．2)，在

每一步，将局部迭代值弛(七=1，2，⋯，口)送到主机进行加权平均而得到整体迭代值z(”+”，

即(2．1，3)的计算．然后将z(⋯+1)送回各处理机以开始下一步局部迭代．注意到如果取

的某些对角元素为零，则瓠的相应分量无需计算，从而大大节省工作量．由此可见＆也

起到调配各处理机上工作量的作用．我们应尽量选择B使得各处理机间大致做到负载平

衡，从而减少同步等待的开销．可见，算法1具有自然的并行性．

定义2．1．2 』4=(血“)∈．RⅣ。Ⅳ，zⅣ。Ⅳ={A∈R。v。ⅣIaiJ≤o，b乍≠J)．

(1)若％≥o，i，j一1，2，⋯，n，则称A为非负矩阵，并表示为A≥o；记{Ai=(1Ⅱ嵇})；

若A—B≥0，则表示为A≥B；

(2)A的比较矩阵为(A)=(o玎)，其中{≠J时，n玎=一陋柑l；i=J时％=lo玎|；

(3)若A∈zⅣ。Ⅳ且A一1≥o，称A为M矩阵；

(4)若似)为M矩阵，称A为日矩阵．

引理2．1．3【18] 若A，B∈月Ⅳ。Ⅳ，D=d{n9(A)．

(n)若A是M矩阵，则D≥o，且D非奇异；

(6)若A是M矩阵，_B∈zⅣ×Ⅳ，且A S B，则B是M矩阵；

(c)若A是H矩阵，则A非奇异，且l』4l-1≤(A)_1；

(d)已知A，B均是M矩阵，若A≤B，则A-1 2 B-1；

(e)若A是日矩阵，且A=D一日，则D非奇异，且P(1DI-1lBI)<1．

为了提高算法的收敛速度，与传统的G．s迭代法引入松弛因子而得SOR迭代法类

似，通过对算法l引入松弛因子， 『3]给出了两种松弛型多分裂迭代法：其一是局部松弛

法，即各处理机用soR方法求解(2．1．2)，而(2．1．3)的计算依旧；其二是系统松弛法，即

(2．1．2)的计算依旧，而对(2．1．3)进行松弛外推．适当选取松弛因子，两种松弛型多分裂

方法都比原方法(算法1)具有更好的收敛速度．本节考虑将两者进行结合，即对(2．1．2)

和(2．1．3)均进行松弛，所得方法称为整体松弛并行多分裂法，下面给出两种权方案下的
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整体松弛SOR方法．由多分裂格式可得

从而，算法1也可写为

H=I—GA

z(”+1)=(J—GA)z(”)+G6，m=o，1，2，⋯， (2．1．4)

对此迭代格式加以推广，引进

其中0≤A≤1，相应的迭代格式为

z(m+1)=．H^z(m)+G^6，七=0，1，2

(2．1．5)

(2．1．6)

迭代格式(2．1．6)称为具有任意权方案的多分裂迭代格式，其中A=1时，称为左权

格式，即原来的迭代格式；A=o时，称为右权格式；A=l／2时，称为对称权格式．令

A=D一三≈一巩，南=1，2，⋯，o，

其中D=击。9(J4)，k为严格下三角矩阵，则(D—k，巩，取)为A的一个多分裂．

算法2 (左权整体松弛并行多分裂SOR方法(Left Global Rela】【ed Multisplitting

SOR)，简记为LGItM—SOR方法)．

任取初始近似。(o)∈RⅣ．

对m=O，1，⋯重复做下面的i)ii)两步，直到收敛．

i)对％=1，2，⋯，a，(并行)求解弧．

(D—u1Lk)可≈=【(1一u1)D+u1巩]。(“’+u16． (局部松弛)

ii)计算

z(”+1)=u2∑B弧+(1一u2)z(⋯． (系统松弛)

此算法可写成下面的形式

z”-1=．乩z(”)+G。6，m=O，1 f2．1．7、

AG一=
^日

。
硪峰硪

。∑脚
||

^G
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其中

d

风=∑甄(D—u1L≈)一1{(1一u2)(D—u1三七)+u2[(1一u1)D+u1巩])
☆=1

当u。=1时，即得[3]的局部松弛并行多分裂soR方法：当u，=1时得【3】的系统

松弛并行多分裂方法．可见， LGRM—SOR方法是局部松弛并行多分裂SOR法和系统松

弛并行多分裂方法的推广，其中我们选用了两个松弛因子．可以期望通过适当的选择松弛

因子，能得到更快的收敛速度．

关于LGRM—SOR方法，我们证明如下的收敛性定理．

定理2．1．4设A为H矩阵，对七=1，2⋯，a，饥为严格下三角阵，A=D一‰一仉，

且IAI=IDl—l“I—l巩|．如果

o<u，<南脉u。<赢， (2_1-8)

则LGRM—sOR方法对任意初始近似z(o)均收敛到∥，其中儿。=11一u1I+ulp，p=p(‘，)，

而L，=lDI一1IBI，B=D—A，

证明：因为p(H“，)曼p(I鼠。I)，故只需在定理条件下证明p(1珏。I)<1．

由于

凰=∑B(D—u-L＆)一1{(1一u。)(D—u·Lk)+uz[(1一u·)D+u·巩】}
≈=1

从而

I风l≤11一u2I，+u2∑甄l(D一“1L≈)一1 J(11一u1I}DI+u1I巩I)．
k=1

因为D—u，如是日矩阵，由引理2．1．3(c)知I(D—u·反)_1|≤(D—ut厶)～，所以

乩I≤11一u2I，+u2∑颤《D—u，如)_1(11一u-恻+u·吲)
k=1

而A=D—Lk一巩=D—B，故

Dl，=l“l+l巩
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定理2．1．7设A为日矩阵，对七=1，2，⋯，Q，“为严格下三角矩阵，A=D一‰一巩

且(4)=}Dl—lkI—l魄r如果

2 2

o<u1<币，o<“2<再面’
则RGRM．sOR方法对任意初始近似口(o)均收敛到矿，其中阢，=}l—u1I+u1p，J。=P(，)

而l，=lDl。lBl，B=D—A．

证明：由算法2知RGRM—SOR方法的迭代矩阵为

曰。=芝二(D—utL≈)一1{(1一u。)(D—u，L≈)+叫2[(1一u1)D+u-巩])西．因为，，(鼠)s

p(I鼠J)，故只需在定理条件下证明p(『鼠I)<1．

l由。I≤11一u2l，+u2∑|(D—u，L々)一1l(1l—u·』|Dl+ulf仉J)风

七=ld ≤11一u2
J，+u2∑(D—ulLk)一1(Il—ullIDl+ull仉I)最

k=1S 11一u2l，+u2∑lD—u1Lk
r_1【lD—u1L七I+(11一ull—1)lDl+ulIDlJI取

七=l=J1一u2I，+u2J—u2∑(D—u1三％)一1ID
J[(1一11一u1I)，一u1卅Ek

k=1≤11一u2l，+u2J—u2∑(JD—u1三^)一11D1【(1一ll—u11)J—ul(J+EeeT)]巨．

两边同时乘以札可得

l鼠『％≤J1一u2z。+u2z。一u2∑IDr_1IDI(1一11一ull—u1风)z。毋
k=l

=Il—u2『z。+“2(11一ulI+u1风)文．

从而当满足定理条件时，就有l鼠k<欧，故

p(1也1)<1．

定理得证 口
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证明：由算法3知RGRM—TOR方法的迭代矩阵为

HRGRM—ToR

Nk

胍

Q

咄∑蚜1眠晟+(1一u4)，
^=l

(1一“1)D+(u1一u2)L＆+(u1一u3)巩+u1魄

D一(u2Lk+∽3最)．

因为户(以G冗M—ToR)墨『，(1‰Gmf一∞RI)，所以只需在定理条件下证明p(|啻船RM—ToRI)<

类似定理2．2．1的证明

时

i)当o S u2≤ul，o S u3≤ul，o<ul≤1，≤l，o<u4<2／(1+pul)，pul=1一ul+ulp

HRGRM田oR

两边同乘以抚可得

n
一 一 ，

∑(慨)．1㈦帆+11一岫I弧)甄
k=1

n —

11一叫4l，+u4，一u1“趣∑(坻)一1IDl(，
＆=1
a

茎11一u4lJ+u4』

DI-1I引)毋

u1岫∑IDrlIDl[J一(IDrlIBI+EeeT)]吼
k=1

． o

日只GRM—T。月Iz。≤[11一“4IJ+咄，一ulu4∑(1一风)]4上矗
七=1

当满足定理条件时就有

故

=[1u4—1I+“且(u1—1+u1风)】z。

由RGRM—To兄lzE<z￡

p(1ZkGRM—r。'RJ)<1

ii)当1<u1<2／(1+『，)，o茎u2茎u1，o茎岫茎u1，o<u4<2／(1+风，11，儿1

u1—1+ulp时．

自册兄M—T。RI≤壹(觑)一·¨觑+I咄一1l觑】毋
k=1

≤l峨一ll，+u4』 1lDl[(2一u1)，一u1】毋

≤l岫一1l』+u4，一u4∑[(2一∽1)，一“Jl(J+EeeT)]&
七=l

D

。∑譬
咄
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两边同乘z。可得
． n

1月_G兄M—T。Rl耽≤I“且一lIz。+“山政一u4∑(2一ul—ul pE)戤J‰
☆=1

=[J“血一l J+岫(uI一1+叫i风)]z。

=[Iu4—1I+u4户。1]z。．

当满足定理条件时，就有

故

定理得证

三kGR^f—ro只Izf<。E

p(I西■(擒M—ToRJ)<1

口

由于矩阵A是日阵包含下面推论中的三种情况，则也立即有下面的推论．

推论2．2．4 让矩阵A∈只Ⅳ×。Ⅳ满足以下条件之～．

i)A是M阵．

ii)A是严格或不可约对角占优阵．

iii)A是对称正定L阵．

且A=D一仇一吼一巩，南=1，2，⋯，Q，其中饥，最为严格下三角矩阵，巩为严格上三

角矩阵，(脚=JDf—I反I一最一I魄I=JDI—IB|．如果
0 o

噬忱91)0<岫。1)吣∽<南，o“4<再丢，
则LGRM—TOR和RGRM—TOR方法对任意初始近似z(o)均收敛到矿，其中m，=J1一

u1I+u1P，p=P(J)，而J=IDJ一1IBl，B=D—A．

§2．3．1 矩阵实例一

令

A

1 0 一吼

0 1 目2

口2 疗1 l

§2．3矩阵实例

D—B

0 0 口1

0 0 一如

如一目l O

O

0

1

0

1

O

l

O

O
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其中户(IDI一1IBI)=~／i万两，p1>o，目2>o均为实数，满足I目1I+l目2I<1．

定理2．1．4和推论2．1．7中，只要o<u1<2／(1+、／2日1目2)，o<u2<2／(1+阢。)

时即可收敛，其中儿，=11一ull+∥吼l；定理2．2．1，推论2．2．3和推论2．2．4中，
只要o s u2曼u1，o s岫s u1，o<∽1<耳了§丽，o<U4<去时即可收敛，其中
儿，=J1一ull+、／互辄1．

当日1：1／2，口2：1／3时，定理2．1．4和推论2．1．7中，只要o<u1<3一怕，o<∽<

2／(1+m，)时即可收敛，其中m。=11一ull+孚u1；定理2．2．1}推论2．2．3和推论2．2．4

中，只要o≤u2≤u1，o≤吣墨u1，o<u1<3一狮，o<咄<番岳时即可收敛，其中

p∽：fl—u1}+乎u1．

§2．3．2 矩阵实例二

令

A=

1 0 0

一Ⅳ l 0

0 一Ⅳ 1

0 O 0

0 0 0

0 一p

0 0

0 0

1 0

一p 1

=D—B=

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

O O O

0 0

0 0

0 0

1 0

O 1

0 0 0

∥ 0 0

0 p 0

0 0 0

0 O 0

0 v

0 O

0 O

0 0

p 0

其中p(I口l_1lBl)=v，一为实数，满足川<L

定理2．1．4和推论2．1．7中，只要o<u1<2／(1+∥)，o<u2<2／(1+阢。)时即可收

敛，其中儿，=11一ull+川1；定理2．2．1，推论2．2．3和推论2．2．4中，只要o≤u2≤

u1，o≤u3≤u1，o<u1<南，o<u4<番岳即可收敛，其中儿，=11一ulI+Ⅳu1·
当Ⅳ=；时，定理2．1．4和推论2．1．7中，只要o<u1<；，o<u2<2／(1+m。)

时即可收敛，其中几，=11一叫1l+{“，l；定理2．2．1，推论2．2．3和推论2．2．4中，只要

o≤此≤u1，o s u3 s u1，o<ul<；，o<u4<百差：-即可收敛，其中儿。=11一ull+jul·
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§2．4数值试验

§2．4．1 数值试验一

考虑如下二维非线性非稳态扩散方程

a筹=岛象+蒜+k筹+％嚣+e“+9，t≥。，。≤z，”s t．
9瓦3岛石≯+勺百≯+如瓦+％丽+8“+9， ￡之o， o≤z，∥s l-

初始条件为“(z，可，o)=，(z，可)，边界上取零D谢chelet边界，其中

q=c"+(m“3／p，cz=nl札m。／户，c”=Ⅱ2“m。／p，

k=cl sin(27r茁)+白，b=dl sin(27r可)+d2，

而c"，no，nl，n2，P，mz，mⅣ，cl，国，d1，d2，e，9为常数．

我们考虑模型：取岛=no=m。=m”=e=g=0．0，01=。2=1512．733，P=

0．79，c1=dl=1，c2=如=0．001．区域分解方式依处理机台数而定，如有16台处理机，

则我们可用4}4方式(如下图)．子区域由左向右，自下而上编号，每个子区域内按自然顺

序编号，并由MPI并行程序设计平台将其映到相应处理机上．

13 14 15 16

9 10 11 12

5 6 7 8

1 2 3 4

我们用凝固系数法及五点差分格式离散上述方程，所得线性代数方程组是块五对角形
式．如网格划分为16+16的，区域分解为4*4方式，用五点差分格式离散，则所得的线性
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代数方程组系数矩阵形式如下

其中主对角块A“是五对角的且其非零元模式与A之非零块模式相同，其他块为对角的．

我们在一台MPP并行机上进行数值试验，取多分裂是相同的，即螈=M，权矩阵取

为J．通过大量试验，我们得到：用16台处理机时，整体松弛并行多分裂(LGRM-TOR)

方法近似最优参数为

u1=O．5，u2=0．9，u3=1．2，“血=1．3

局部并行多分裂(LM—SOR)方法的近似最优参数为

u1=O．8，“2=l

我们比较了LGRM—TOR方法和LM—SOR方法的墙上时间、收敛性和加速比等．

当节点是400×400，误差是E一10一3时，LGRM—TOR方法和LM—SOR方法比较

结果在表2．1中给出，改进性能(％)是用分式1一；蠹计算得到的．
图形F培1，F培2和F谵3给出了两种方法在各处理机规模上残差范数下降情况的具

体比较。
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表2．1：并行性能比较

处理器 LM—SOR LGRM—TOR 性能

台数 墙上时间 迭代步 墙上时间 迭代步 改进

1 2．9307 74 2．3084 6l 21-23

2 7．O∞3 228 4．0849 132 42．22

4 1．9658 270 1，1679 168 40．59

8 0．9912 298 O．6281 201 36．63

16 0．7105 313 0．3705 218 47．96

32 0．5212 334 0．2739 235 47．46

F培l： Comparison of LM—SOR and LGRM—TOR on 1 Proce8sor and 2 Processors
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RM—TOR on 4 Processors棚1d 8 Processors

¨g 3： Comp盯ison of LM—SUR and LGRM一’上UR on 16 Processor and 32 Processors

由图形F蟾1，F培2和Fig 3易知： (我们的)LGRM—ToR方法确实比(文献中的)LM—

SOR方法收敛速度快，且随着处理器的增加收敛速度越来越明显．

我们也将(本文)LGRM—TOR方法和(文献)LM—s0R方法的并行加速比进行了比较，

加速比是利用在一台处理器的串行时间比上在P台处理器上的并行时间得到的．为了公

平，我们将两种方法都运行500步迭代，问题规模仍为Ⅳ=400×400，结果见表2，2．
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处理器 LM—SOR LGRM—TOR

台数 墙上时间 加速比 墙上时间 加速比

1 20．9887 1 19．4212 1

2 16．6521 l-26 16．2167 1．20

4 4，3436 4．83 3．7570 5．17

8 l|8130 11．58 1．7423 ll-15

16 1．0673 19．67 O．9297 20．89

32 0．5520 38．02 0．5823 33．35

表2．3：并行加速比比较，Ⅳ=800×800

处理器 LM—SOR LGRM—TOR

台数 墙上时间 加速比 墙上时间 加速比

1 86．2329 1 85．3572 1

2 75．6675 1．14 73．8087 1．16

4 39．2460 2．20 37．3988 2．28

8 18．5895 4．64 17．2567 4．95

16 4．7863 18．02 4．3201 19．76

32 2，2772 37．87 2．0849 37．48
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由表2．2易知，当分别用4，8，16，32台处理机时，均出现了超线性加速，这说

明随着处理机台数的增加，各处理机分担的未知量减少，从而cache命中率会增加，计算

时间相应减少，表2．3用16，32台处理机时也出现了超线陛加速．

当问题规模是Ⅳ=800×800时，进行500次迭代，我们同样比较了(我们的)LGRM—

TOR方法和(文献中的)LM—SOR方法的并行加速比，结果见表2．3．

以上试验表明：我们的方法确实对文献方法进行了有效的改进，最高可达47．96％，且

处理机台数越多，改进越来越显著．方法良好的并行加速比表明，我们的方法具有好的并

行可扩展性．

§2．4．2 数值试验二

我们举一个微分方程差分离散后的线性方程组求解的实例，以比较松弛型并行多分裂

SOR方法，LGR_TOR和LGR_SOR方法，验证我们方法的有效性，为方便起见取n一6．

A=

4—1 0

2 2 1．5

0 l 3

0 0 1．5

0 0 0

0 0 O

0 O 0

O 0 O

一1 0 0

2 2 0

1 4—1

O 2 2

6=

3

5．5

3

5．5

4

4

El=di09(1，1，o，o，o，o)，Ej=dt。9(o，0，1，1，o，o)，。既=diog(o，o，0，O，1，1)

L1=

0 0 O

1 O O

0 1 0

O O O．3

O O 0

0 O 0

O O O

O 0 O

O 0 0

0 O 0

1 0 O

O—O．8 0

0 0 O O O 0

—1．5 O O 0 O O

0 0．5 0 0 0 0

0 O 0．7 0 0 O

0 O O 0．5 0 0

O O 0 0 O．4 0
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三3=

Ll=上≈+最

L2=L＆+毋=

￡3=玟+巩

0 1．5 0 O O 0

0 O 一1．2 0 O O

0 O 0 O．3 O O

0 O 0 0 0．8 0

0 0 O 0 O 0

0．3 O 0 0 O 0

0 O．7 0 0 0 0

0 0 0．1 0 0 O

0 0 0 0．9 O 0

0 0 0 0 —0．5 0

—0．7 O O O O O

0 O．3 O 0 O 0

O 0 O．2 0 0 0

O．2 0 0 0 0 O

0 0．8 0 O 0 0

0 0 —0．5 0 0 0

0 0 O 0 —0．5 O

仉=D—Lk一4，％=1，2，3

+

+

+

0 O 0 0 0 0

0．7 0 0 0 0 0

0 O．3 0 0 0 0

0 0 0．2 O 0 0

0 0 O 0．1 O O

0 0 O O 一0，3 0

O O O 0 O 0

—0．8 O 0 O O 0

0 O．2 0 0 0 O

O O 0．5 O O 0

O O 0 O．1 0 O

0 0 O 0 02 O

O．4 O O O O 0

0 0．7 O 0 0 0

0 0 一O．7 0 0 0

0 0 0 O．1 0 0

O 0 0 O 0．4 0

先取初始值z(o)=(10，30，一20，一40．一8，9)7，误差精度为E=10”，经实验知，我们

的方法和文献[3、6、11]中的方法进行了比较，我们的方法较系统松弛法改进性能如
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下表所示。

方法 近似最优参数选取 迭代步数 性能改进 文献

System Relaxed u1=1，∽2=O．94 70 0 [3】

LGRM—SOR ∽l=0．62，u2=1．52 59 15．71％ 本文

LGRM—TOR ol=O．66，u2=0．01，u3=O．00，咄=1．51 49 30．00％ 本文

此时，我们的方法较局部松弛SOR法改进性能如下表所示．

方法 近似最优参数选取 迭代步数 性能改进 文献

LM—SOR u1=1，u2=0．94 67 0 [6】

LGRM。SoR u1=0．62，u2=1．52 59 11．94％ 本文

LGRM．TOR u1=0．66，∽=0．01，。3=0．00，岫=1．51 49 26．87％ 本文

再取初始值z(o)=(o，10，一20，20，30，一30)T，误差精度仍为E=1010，我们的方法较系统

松弛法改进性能如下表所示。

方法 近似最优参数选取 迭代步数 性能改进 文献

Sy8tem RelaXed u1=1，∽2=0．94 69 0 [3]

LGRM．SOR ul=0．62，u2=1．52 60 13．04％ 本文

LGRM-TOR ul=O．66，u2=0．01，u3=O．00，“且=1．51 50 27．54％ 本文

此时，我们的方法较局部松弛SOR法改进性能如下表所示。

方法 近似最优参数选取 迭代步数 性能改进 文献

LM—SOR ∽1=1，u2=0．94 67 0 [6】

LGRM．SOR u1=0．62，叫2=1．52 60 10．14％ 本文

LGRM．TOR “1=0．66，u2=0．Ol，u3=0．00，“且=1．51 50 25．37％ 本文

我们的方法和文献[3、6、11]中的方法误差曲线比较分别如下图所示．
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由上面几个试验得到：我们的方法较文献中的方法误差曲线下降快，两个松弛参数的

LGRM—SOR法比局部松弛SOR法较优，收敛速度提高近16％；四个松弛参数的LGRM一

山』o三g磊∞苎。要弩哥￡

Ⅲjo三Pn暑。苎。呈《j哥￡
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TOR法比以往任何松弛型多分裂都较优，收敛速度较局部松弛sOR法提高近30％．由

此可见，我们的方法确实对文献中的方法进行了有效的改进．

§2．5敛敖速度的比较

基于矩阵A的多分裂而提出的求解大型线性代数方程组Az=6(z加∈R“)的并行

矩阵多分裂TOR迭代算法以及相应于其松弛参数的特殊选取而产生的并行矩阵多分裂

Jacobi，G—S，JOR，SOR，AOR迭代算法，不仅具有广泛的实用性质，而且具有很高的理论

研究价值．因而，吸引着许多作者致力于这类算法的研究．本节，在文献[19】的基础上，

我们通过进一步细致地讨论上述算法迭代矩阵的谱半径之间的相互关系，比较了它们的收

敛速度和发散速度．

为方便起见，在以下的讨论中我们不防约定施叼(A)=，．我们熟知，矩阵多分裂TOR

迭代矩阵为
a

HToR=芝二Ek【J一(u2￡k+u3良)]一1【(1一u1)f+(ul—u2)￡k+(u1一u3)良+u1巩]．

选用不同的u，，u。，us，我们将得到下面不同的并行多分裂迭代格式．

u2=峨，则得到矩阵多分裂AOR迭代矩阵

矾DR=∑甄[J一“2L≈]_1【(1一u1)J+(u·一u2)以+u，巩】，
＆=l

其中k=反+凡．

u·=u。=us，则得到矩阵多分裂SOR迭代矩阵

u1L＆)一1[(，一u1)，+u1巩】

u1=u2=峨=1，则得到矩阵多分裂G—S迭代矩阵

厶)-1巩

u2=u3=0，则得到矩阵多分裂外插Jacobi(JOR)迭代矩阵

日JoR=(1一u1)，+u1B

U玩
。∑M

=
RoS日

，巩
。∑脚

11
占一GH







第二章整体松弛并行多分裂TOR法及敛散速度的比较 29

i)O≤峨，岫≤ul曼1∞1≠o)，且月To冗收敛

ii)0≤u2茎u1≤1(u1≠O)，且日AoR收敛．

iii)O<u1≤1，上boR，且日sDR收敛．

iv)0<ul≤1，且HJoR收敛．

v)HG—s收敛．
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§3．1整体松弛非定常多分裂ToR方法

我们应用松弛多分裂方法研究大型线性方程组(2．1，1)的并行解．关于松弛并行多分

裂方法，nommer和Ma弹r在[3]文中研究了外推的松弛并行多分裂方法和并行的多分

裂soR方法；Mas等人在[2l】文中研究了非定常外推松弛和异步松弛方法；xu在【22】

文中研究了非定常并行多分裂sOR方法的收敛性； Gu在【14-15]中研究了松弛型非定

常二级多分裂方法及其异步形式．本节主要研究非定常并行多分裂TOR方法及其推广．

下面我们考虑非定常多分裂TOR方法．

假设A有＆个分裂A—D—k一最一巩，府=1，2，⋯，＆．这里D=d{ng∽)，即A

的对角部分，k，R是严格下三角矩阵，仉满足氓=D一乩一n—A，则非定常多分

裂TOR算法定义如下：

算法4(非定常多分裂TOR法(Nbnstationary MultispIitting TOR)，简记为NM—TOR

法)．

任取初始近似z(o)∈RⅣ．

对m=0，1，⋯重复下面的i)ii)两步，直到收敛．

在七台处理机上，≈=1，⋯，o，置Ⅳ2=z“．

i)对{=1，2，⋯，g(m，七)，(并行)求解g：．

[D一(oL女+卢最)]稚’=[(1—1)D+(7一o)三≈+(7一卢)最+1砜]鳄一1’+76．

ii)计算．

z(m+1)-∑取Ⅳ乎∽^”．
k=1

此算法可写成下面的形式

z(m+1)=日‘(m’(n，卢，一y)z(m)+G(m’(乜，卢，，y)b，”L=o，1
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其中

H(⋯’(Q☆，凤，讥)=∑风{[D～(。k如+反毋)】

G(”’(o≈，凤，讥)

K=l

[(1—7k)D+(7＆一“k)Lk+(7k一凤)凡+7k以])。(”，。)
o q(m，≈)一1

∑琢{∑p一(atk+风乓)r1
七=1 量=1

【(1一％)D+(讥一血＆)“+(饥一臃)B+饥巩n

[D一(a＆仇+风最)】_1饥，

通过对算法5的整体迭代(即步ii))进行外推，可得到整体松弛非定常多分裂多参数

TOR法，其算法如下；

算法6(整体松弛非定常多分裂多参数TOR法(Global Relaxed Nonstation盯y Mul-

tisplitting Multi-par锄eter TOR)，简记为GRNMM—TOR方法)．

任取初始近似z(o)∈RⅣ．

对m=0，1，⋯重复下面的i)ii)两步直到收敛．

在七台处理机上，南=1，⋯，＆，置艘=z“．

i)对i=l，2，⋯，q(m，七)，(并行)求解矾．

p一(Ⅱ≈仇+展毋)】Ⅳ￡’=[(1一讥)D+m—ok)k+(讥一风)R+饥巩]旗一1’+仇6，

ii)计算．

z∽1’=u∑最剪挚沏囊”+(1一u)z‘⋯．
≈=1

此算法可写成下面的形式

其中

z(⋯+1)=日(“’(d＆，风，讯，u)z(“)+G(”)(a≈，凤，讥，u)6，m=o，1

H(”’(a≈，风，饥，u)=

G(”)(nk，凤，讥)

o

三吼{p一(nmk+风R)】11
R=l

[(1一讯)D+(仉一Qk)L≈+(饥一觑)R+，y≈巩]>9(”，‘’+(1一u)J
o g(m，^)一1

=u∑岛{∑fD一(Q^反+风最)】_1
七=I ☆=1

[(1一佻)D+(讯一n≈)反十(佻一脓)最+傀氓n

』)一(okLk+臃最)】一17k









笪三童墼签坠塾韭塞堂垒坌翌!Q垒鲨壁篁墼遭壅盟些堑—————j6

证明：与前面的定理证明类似：只需证明1日(⋯)(d女，觑，饥)1 z曼阮(m=o，1，⋯，o≤

p<1)即可．

i)若O≤ak墨1k，O茎风≤1k，O<，yk<1时．

1日(m)(d☆，凤，饥)j瓢S∑取(1一协+协p(乓))9‘”’姊茁e
≈=l

≤∑晚(1一讥+讥p(五))噩

这里以2燃(1 讯+讥p(五))

ii)若O S口k S讯 o S凤≤讥，1<讥<2／(1+p)时

日(m)(n≈，凤，仇)l文≤量邑(讥一1+讯p(以))。(m，砷致
七=l

≤∑既m一1十协p(以))妖
南=1

=目。甄，

这里口e2品忿(讥一1+讥p(以))
定理得证

口

关于整体松弛非定常多分裂多参数TOR法我们也有下面的收敛性定理·

定理3．1．3 设A是Ⅳ矩阵，对七=l，1，⋯，d，‰，R为下三角矩阵，定义魄满足

A：D一‰一最一魄，且(A)=l D 1—1‰1—1巩l一1魄1．如果
2 2

o≤风≤7＆，o≤o＆≤讥，o<讥<而，o<u<r干历i’
则GRNMM—TOR法对任意初始近似z(o)均收敛到∥，其中A=D—B，p=户(L，)，·，=

lDrl 1B』，艇=燃{{l一讯J+弧反五))，q(m，七)≥1，m=o，l，⋯，七=1，2，⋯，d·
证明：与前面的定理证明类似：只需证明1 H(“)(Ⅱk，仇，讯，u)1 z≤如(m—o，l，⋯，o茎

口<1)即可．

i)若o≤风墨椎，o茎。k≤弧，o<恤≤1，o<u<奇七时

日(m)(a女，卢k，讯，u)1 z。s u萎Ek(1—1≈+吖kp(乓))。(m，2)茁。+l 1一u 1 z。
、

七=1

墨up。z。+1 1一ul z。

(u或+1 1一u1)z。



第三章整体松弛非定常多分裂!Q垦鲨垦篁墼鲨壁盟堕筮 37

当o<u<2／(1+以)时，就有

l H(竹”(ak，风，讥，u)I z。<日甄，

这里口=u以+l 1一“I，疗e=蕊{l一吖k+，y“)(以))·
ii)若o≤厥s弧，o s＆≈s讯，1<讯s 2／(1+p)，o<u<≤≥时．

I H(m)(o≈，风，1≈，叫)l z。≤u∑!矗(吖≈一l+一ykp(^))9(m，‘)巩+I l—u l ze
＆=1

茎u以z。+l 1一u z。

=(u以+I 1一u I)z。．

当0<u<2／(1+p以)时，仍有

日(m’(dk，风，1k，u)l茁。<扫z。

这里目=u以+l 1一u I，畎5，浆：{协一1+饥尸(五))。
定理得证． 口

由于矩阵A是日阵包含下面推论中的三种情况，则也立即有下面的推论．

推论3．1．4 让矩阵A∈f∥。Ⅳ满足以下条件之一．

i)A是M阵．

ii)』4是严格或不可约对角占优阵．

iii)A是对称正定L阵．

且A：D一“一最一巩，南=1，2，⋯，o，其中k，最为严格下三角矩阵，巩为严格上三

角矩阵，(A)一lDI—lkl—R—l巩l=lDI—lB|．如果
2 2

o≤凤≤讯，o曼。≈≤讥，o<讯<i-再，o<。<r巧云，
则GRNMM—TOR法对任意初始近似z(o)均收敛到矿，其中A=D—B，p=P(J)，J=

IDrlIBI，舶。21墨装{I l一讥l+饥p(正))，q(m，。)≥1，⋯=o，1，⋯，22 1，2，⋯，“·

§3．2数值试验

我们仍然以§2．4．2中微分方程差分离散后的线性方程组的求解为实例，以比较整体松

弛非定常多分裂多参数TOR法，局部松弛非定常多分裂多参数AOR法和局部松弛非定

常多分裂多参数SOR法，验证我们方法的有效性．



第三章整体松弛非定常多分裂TOR法及敛散速度的比较 38

先取初始值。(o)=(10，30，一20，一40，一8，9)?，误差精度为E=1010，经试验知，我们

的方法和文献[22、23】中的方法进行了比较，我们的方法较局部松弛非定常多分裂多参

数SOR法改进性能如下表所示。

方法 近似最优的谱半径 近似最优的迭代步数 改进性能％ 文献

LRNMM—SOR 0．6433 62 0 [22】

GRNMM—TOR ()．5705 49 20．97％ 本文

此时，我们的方法较局部松弛非定常多分裂多参数AOR法改进性能如下表所示

方法 近似最优的谱半径 近似最优的迭代步数 改进性能％ 文献

LRNMM—AOR 0．6066 53 O 【23]

GRNMM—TOR 0．5705 49 7．55％ 本文

再取初始值z(o)=(0，10，一20，20，30，一30)T，误差精度仍为E=10”，我们的方法较局部

松弛非定常多分裂多参数SOR法改进性能如下表所示。

方法 近似最优的谱半径 近似最优的迭代步数 改进性能％ 文献

LRNMM—SOR 0．6433 62 O [22】

GRNMM—TOR O．5705 50 19．35％ 本文

此时，我们的方法较局部松弛非定常多分裂多参数AOR法改进性能如下表所示

方法 近似最优的谱半径 近似最优的迭代步数 改进性能％ 文献

LRNMM—AOR O．6066 55 0 [23]

GRNMM—TOR O．5705 50 9．09％ 本文

我们的方法和文献[22、2 3】中的方法误差曲线比较分别如下图所示．
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由上面几个试验可得：我们的方法较文献中的方法误差曲线下降陕，(我们的)GRNMM—

TOR方法比(文献中的)LRNMM—sOR法收敛速度提高近20％；比LRNMM—AOR法收

E右z面3

p!*心正芑co一苓]B正

山Jo三§焉m《J0量至苫《
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敛速度提高近10％

§3．3敛散速度的比较

在本节，我们通过进一步细致地讨论上述算法迭代矩阵的谱半径之间的相互关系，比

较了它们的收敛速度和发散速度．

为了方便起见，在以下的讨论中，不失一般}生我们仍然约定d{n9(A)一，．则

(Q三k+p最)】一1[(1—7)，+(7一n)L≈+(7一p)R+7弧])。(“，‘)

。=卢，得到非定常多分裂AOR迭代矩阵．

日ⅣM一^o咒=芝二B{(，一d三^)一1[(1—7)』+(7一Q)Lk+(7一卢)以+7巩】)9‘⋯’2’
妊=1

＆=声=，y，得到非定常多分裂SOR迭代矩阵，

鼬M枷只=∑毋{(，
＆=1

a三≈)一1【(1一Q)J+血巩】)4(m，‘)

o=卢=7=1，得到非定常多分裂G—S迭代矩阵

厶)一1仉】。(“，。)

Q=卢=0，g(m，艮)=1，得到并行多分裂外插Jacobi迭代矩阵

日J。R=【(1一，y)，+7B

Ⅱ=卢=O，7=1，g(m，七)=1，得到并行多分裂Jacobi迭代矩阵

HMJ=B．

定理3．3．1 设A∈RⅣ为L矩阵，(，一k一以，％，毋，≈=l，2，⋯，。为以的一个

多分裂，且k≥0，R≥o，巩≥o，％=l，2，⋯，Q，则当o≤血，芦≤lh≠o)时．

i)若p(。日JoR)<1，贝0 P(。日ⅣM一∞尺)≤p(。日JoR)．

ii)若p(．日JoR)≥l，贝0 p(．日k^f—ToR)≥p(月0。R)．

，r【晚
。∑脚

=
RmMⅣ日

U取
。∑脚

=
SGMⅣ日
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证明：显然，此时鼬M一?oR，现oR均为非负矩阵，对每个％∈{1，2，⋯，＆)，由于厶，毋
为严格下三角矩阵，则￡?=o：j?=o(m≥n为整数)，令

则

再令

L(a，卢)=[，+(Ⅱ三☆+卢R)+(oL％+卢最)2+⋯+(oLk+卢毋)“一1](n三k+卢最)

L(Q，∥)之。

珏M—ToR 2【J一(Ⅱ工b+卢最)]一1【(1—7)，+(7一n)厶+(7一卢)最+7巩]

则

丁k^f—ToR= [J一(血L＆+pR)]一1[凰。置一(Q厶k+口毋)1
=

∑(ⅡL≈+卢最)⋯(日Jo月一(aLk+卢最)1 (3．3．1)
”l=U

=HJoR+Lb，810IiJOR一}、j

若P(协oR<1，则对充分小的E>o，由谱半径的连续性及Perron-nobenius定理知
成2 p(H加R+EeeT)<1，且存在正向量&∈RⅣ，使得(上boR+EeeT)文：风z。，其中

e=(1，l，¨．，1)T∈RⅣ，现利用(3．3．1)式可得：

故

，1ⅣⅣ一mR。e ≤ “月州E，+∈ee丁)+三(a，∥)[(丑MFJ+Eee?)一，])ze

=pe。。+(风一1)L(。，卢)玩

≤pEz。．

由E的任意性知i)成立

月_ⅣM—ToR歌 = ∑E瑞!}。R4
七=1

s曼最pp砷以
南=1

Z

．

风

以

<一

<一
Ro丁MⅣ日／Ip
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若p(上bo只2 l，则由[20】中定理2．7知：存在非负向量z∈兄“(。≠o)，使得只，∞z

户(只，oR)z．再利用(3．3．1)可得：

=p(日kEJ)z+(p(且MEJ)一1)L(o，卢)z

≥ p(．日Jo置)。．

故
Ⅱ ， ．、

凰Ⅲ一To丑。=∑毋瑞墨oRz
o ， 1、

芝∑毋罐乏：z

三∑毋p(。日joR)9(”，2)z
＆=1

≥pH|。Rz．

令日=号笔寿署，则有Hz≥z，从而对所有的非负整数m，有(日)”z≥z．由于
z≠o，这说明当m—o时H⋯一o．因此p(日)≥l，故

定理得证

p0HNMT0南一pIHj0南plHl

2 P(毋oR)．

推论3．3．2 设定理3．3．1的条件成立，则当o S口S 7≤1(7≠o)时

i)若P(丑joR)<1，则J。(。HⅣM—AoR)S p(。FbDR)．

ii)若P(．日-o兄)≥l，贝0 p(月k^f—Ao兄)≥P(。日Jo且)．

推论3．2．3 设定理3．3．1的条件成立，则当O<d曼1时．

i)若户(，日-oR)<1，贝0 p(月ⅣM—soR)S p(。日-oR)．

ii)若p(日JoR)≥1，贝0 p(．日★M—so兄)≥p(．日joR)．

推论3．3．4(Stein-Rosenberg型定理) 设定理3．3．1的条件成立，则

i)若p(日MJ)<l，贝4 p(日．vM—Gs)≤p(日MJ)．

ii)若P(日kJ)≥1，贝0 p(月kM—Gs)2 p(月0J)．

由上面的定理及推论立即可得；

定理3．3．5 设定理3．3．1的条件成立，则

i)若o≤Q，p≤1≤1(，y≠o)，日NM—ToR收敛当且仅当月JoR收敛．

口
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ii)若o≤n≤一y S 1(7≠o)，凰Ⅳ一AoR收敛当且仅当￡boR收敛．
iii)若O<Q S 1，月ⅣM—soR收敛当且仅当王bo兄收敛．

iv)HⅣM—Gs收敛当且仅当日^fJ收敛．

v)毋oR收敛当且仅当日nfJ收敛．

又由于P(毋oR)<1(0<7≤1)当且仅当月MJ<1，所以，我们又有．

定理3．3．6 设定理3．3，1的条件成立，则p(上kJ)<l当且仅当以下之一条件成立

i)O茎口，卢茎7≤1(1≠o)，且j7■M—ToR收敛．

ii)o≤血≤7≤1(7≠o)，且月ⅣM—AoR收敛．

iii)O<＆≤1，且日ⅣM—so咒收敛．

iv)0<o≤1，且上boR收敛．

v)上kM—Gs收敛．
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§4．1

并囊》；蝰喜孥塞l筹冀砌当n《霹l箩；#<萋}萎彝黧?耘发堤戴鲁篓炒装蒜荔％酸蓍蕃

结麓霉，f．旧i≥≥薹唰一西翼耋钉i蹩荔省鬟甥霎藩I霎柑囊辉～雾塞璧囊至l划，翟墓耋萋一警善差薹饕雾暮碧非÷

嘉劐震鐾茧骱斋笔再皋浚蒿导≥幽i型钰要鬈苇曜1毒i浆撰霪)<1，贝0

p(—HToR)曼P(日加R)·

ii)若P(上b。R)≥1，则 JD(HTo兄)≥P(日JoR)·

证明：由题设条件可知胁。R与日J0冗均为非负矩阵．且对每个＆=1，2，⋯，a，自于

反和R均为严格下三角矩阵，则L?2 o，昭≥o，(m2 n为整数)·

故

+(。2三k十u3反)“一21(u2三＆+u3氐)

日(u2，u3)≥o

通过计算可得

丑j。R： 登鼠【f一∽。反+u。反)】一，【(1一u。)，+(u·一u。)反+(u·一us)反+u，巩]
‘。1

： 壹取[』一(u。厶+u。反)】_1[毋。R一(u。反+“。危)]
(u2￡k+u3反)】

= 爿JoR+日(“也，Ⅳ3)(日JoR—J)．

若 州HJ。R)<1，贝jj对充分小的e>o，由谱半径的连续性以及Perr。n-F10beIlius定理

知 ： 成：p(m。丑十EeeT)<1，且存在正向量缸∈RⅣ，使得(HJoR+Eeer)飘2以茁e，其

中 e：(1，1，⋯，1)T∈月Ⅳ，上式两边同乘缸可得

HT。Rz。曼日JoR+Eee于)+日(u2，u3)【(日JoR+feeT)一目敝

= p。z。+(风一1)日(u2，∽)茁e

S pE瓤

由此，根据【20](46页练习2)可得

p(所oR)茎风
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故

HMsT。R=AMsTDR丑MsT。R

而
d

I丑ksToRI≤ ∑西峰1胍
k=1

茎 ∑j现^暂1[^东1一ut(IDI—IBI)】 (4．1．3)
k=l

≤1一ul∑吼厨i1IDI(，一IDI一1IBI)．
k=1

设e=(1，1，⋯，1)T∈∥，因为矩阵J时非负的，所以对任意的E>o，矩阵以=
J+Eee丁时不可约的，且所有元素均大于0．由尸errDn—FrD6e礼i他s定理可得：存在向量

或>(】1使得(J+Eee丁)文=风z。，其中A=p(L厂+∈eeT)．由于o<叫l≤1，所以

l—u1+ulp“DI一1lBI)<1．

又由谱半径的连续性得l—u1+u1P(五)<1，从而由(4．1．3)可知

巩跗。冠I≤』一。，壹毋珩，lDl[，一(IDrtlBl+。。。T)】
七=1
Q

=，一“l∑磊厨ilfD|(，一五)．
＆=1

再定义

最=lDl—u2I工≈l—u3I最I．

Qk=(1一u·)lDl+(u1一叻)ILk|+(u1一u3)l以l+“·l巩l

=R一(u·IDl—ullBl)．

由以上证明也可知

IHⅣsTo只茎，一u1最IDI(，一以)．

故

1日^fsToRl ≤ 1月7Ms∞R||甘^fs丁D兄I

≤[，一u，∑毋厨i1IDl(，一上)】[J～叫lRIDI(，一以)
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两边同乘缸并注意到吼≤ID J，』【磊1≥『DI～，晟≤lDh露1≥lDl～，可得

1日肼sToRI政≤[』一u，∑EkIDrllDI(』一上)】口一u，lDI-1lDl(』一正)】&
☆=1
d

=[，一u，∑Ek(，一正)】[，一u-(1一户(工)】政
＆=1

Q

=[1一“1(1一p(五))】口一u·∑毋(，一五)】玩
k=l

=[1一u1(1一P(上))][1一u1(1一P(五))】。。

<【1一u1+ulp(上)][1一u1+ulp(上)】托

<oE，

故

p(I。EhfsToRI)<1．

ii)当1<u1<南，o≤峨≤u1，o≤u3≤u1时．定义

帆=(u1—1)l_D1+(u1一u2)I巩l+(u1一u3)IⅣkl+ullLkl

=^靠一【(2一u，)IDl—u，IB¨．

所以又有

I凰fsToR|≤∑甄峰1眠
≈=1

≤∑』(臻1【厨一(2一u-)lDl—u。lBl】

茎，一壹取廊i1IDl【(2一u，)，一。，IDl一1IBm
奄=l

与i)的证明类似，同样存在盈使得正投=风敝，只要1<u1<击，就有ul一1+ulp(上)<
1．从而有

l乩sm冗I≤，一∑取取1例(2一u，)，～叫·弭
k=1

若再定义

国k=(u1—1)lDI+(u1一u2)I最I+(ul—w3)I毋l+ull魄

=最一[(2一u·)lDl—u·IB|]．

同理也有

l厅MsTo只l≤，一露11DI[(2—1)，一ul以]．
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48故日MsToRl ≤

1日M钾，o月11日Msm只s[，一妻毋^聒·lDI((2一u，)，一u，以)k=1

×[，一露1ID|((2一u1)J—ul以)

两边同乘以，并注意到磊̂5霎{^{。。。’j塑；墅}崔霎。；烈为鬟鲁

旦望謦魑
3；瑰：}i；-、；；f—z；班(：；^一l季薹1{基{i￡～s；～s2，．．

． (5．1．5)

让迭代步(5．1．5)停止在第f步，经计算可得

而

z2，‘=z‘，o+旧扛‘)。一川+[日(z。)。一1+⋯+卅G(茁‘)60‘)． (5．1．6)

G(z‘)A(z。) = ∑日尬(。‘)一1[尬(z。)一批(z。)]
021

o

=J一∑最A噩(矿) -1魁(矿)
‘21

=，一日(扩) ．

[H(扩)。一 1+⋯+川，一日(扩)]=，一日(矿)。．

故

H(z。)2 一』=一[日(z。)。一1+⋯+明G@‘)A(z。)

将其代入(5．1．6)式可得

z。’l=茁。 r一[日(z‘)2—1+⋯+卅G(z‘)【F7(z‘)扩一一F’(z。)z‘+F(z。)]

取扩'o=扩，记扩J=z。+l，则得

∈：z’+1 =扩一【H(扩)5—1+⋯+卅G(z。)F(z。)， (5．1．7)

此迭代格式称为牛顿一并行矩阵多分裂算法．

若对A(妒)z=6(矿)应用第二章的局部松弛并行多分裂与整体松弛并行多分裂法，

则得到牛顿一 局部松弛并行多分裂法(Newton—Local Relaxed Multi8plitting)，简记为

NLRM法和 牛顿一整体松弛并行多分裂法(Newton—Global Relaxed Multisplitting)，简

记为NGRM

����x
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用左权整体松弛并行多分裂TOR算法去近似求解牛顿方程组(5．1．3)所得到的迭代

格式(5．1．8)，我们称为牛顿一左权整体松弛并行多分裂TOR法(Ne砒on—Left Glob出

Relaxed Multisplitting TOR)，简记为NLGRM—TOR法，即为

专{1)：z妊}1=z盎一[。HⅣLGR埘一roR(z‘)2—1+．．．+J]G'vLGR^f—ToR(z。)F(z。)， (5．1．8)

其中

GⅣ工GRM一?10R = ulu4∑日^磊(z‘)一1．
t=1

。日ⅣLGR．”一ToR = ∑岛．^磊(z。)一1批(z‘)+(1
t=1

舰(z‘) = D(z膏)一(u2Lt(z七)+“招R(茁‘))．

批(z危) = (1一u1)D(茁‘)+(∽1一u2)三t(z‘)+(u1一u3)R(z七)+ul阢(z‘)

对上式选取不同的u1，uz，u3，咄，我们将得到下面不同的牛顿一并行多分裂迭代格式

ul，u2，u3，咄 方法 文献 u1，u2，u3，咄 方法 文献

1，0，O，l GeneralNM [24】 1，0，0，u4 NLGRM—Jacobi 本文

1，l，l，l
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引理5，2．1【17】 设F在矿∈i仳(Q)的一个开邻域f20 c n内是G一可微的，F’在

z+是连续的，F。(矿)非奇异，F(z+)=o；(A以(矿)，批(g+)，易)(t=1，2⋯．，a)是F7(。+)

的一个多分裂．又设舰：Qo—RⅣ×Ⅳ在z‘连续， ￡=1，2，⋯，。，且p阻(。+)]<1，其

中日(矿)=∑岛坛(矿)_1批(z+)，则对任意正整数f≥l，矿是迭代∈的吸引点[24】，且

R1(∈，z+)=p阻(z+)2】，这里蜀(∈，z+)是迭代{在z+的R_因子[测．p(G)是矩阵G的谱

半径．

定理5．2．2设F在矿∈i佗t(Q)的—个开邻域Qo c n内是G．可微的，F’在矿是连

续的，F。(矿)非奇异，F(矿)=o，令F7(z)=D(z)一厶(z)一毋(。)一阢(z)，￡=1，2，⋯，o

是形如算法2的分解， 厶(茁)和皿(z)在z+连续， D(z+)=出n9(F’(矿))非奇异，

∑邑=j，日是对角非负矩阵．考虑牛顿一左权整体松弛并行多分裂TOR法
t=1

z。+1=z‘一【月Ⅳ￡G丑掰一T。R(z七)卜1+⋯+引GⅣLGR^f一!日冗(z七)F02)，岛=o，1，¨．，

其中月Ⅳ工Gmf—To丑，GⅣLG肌f一∞R为前面定义．若p[马vLG月M—ToR(z。)]<l，则矿是迭代

格式{(1)的吸引点f24|，且R1(∈(¨，矿)=p[蜀vLG丑M—ToR(矿)】，这里Rl(∈(”，矿)是迭代格

式∈(1)在矿的辟因子f州．

证明：从假设知： F’(z)=尬(z)一肌(z)，￡=1，2，⋯，n．由F’，厶(z)和R(。)在矿

连续可得尬(z)在矿是连续的，t=1，2，⋯，a．又由厶(矿)，只(矿)是严格下三角矩阵和

D(矿)非奇异知％(矿)是非奇异的，t=l，2，⋯，n．则易知引理5．2．1的条件全部满足，

由引理5．2．1得本定理成立，证毕． 口

定理5．2．3 设定理5．2．2中关于F和矿的条件成立． F’(z+)=D(z+)一厶(矿)一

日(z+)一玩(矿)@=1，2，⋯，＆)是H一矩阵， (D(矿)一厶(矿)一R(z+)，阢(矿)，五)@=

1，2，⋯，o)是矩阵一(矿)的一个多分裂，又设(F’(矿))=ID(z+)I—f厶(矿)I—1只(矿)l—

l阢(矿)l=ID(矿)J—IB(矿)『，t=1，2，⋯，n，则当

嵝地“1}o<∽“1)吣∽<南，o<龇<赢-，
时，∥是迭代孽1)的吸引点，且Rt(f(“，矿)=P【凰LG肌f—TOR(∥)。l，P=j9(1D(∥)|-llB(矿)I)=
p(L，)，阢。=Il—ull+ulp．

证明：因为p[马vLGRM—T。R(z+)]≤州凰vLGRM—ToR(z+)m所以只需先在定理条件下

证明州皿vLGmf—ToR(z+)I】<1，进而有“历vLGRM—ToR(矿)]<1，再由定理5．2．2就可知
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证明：因为p(日MUsmR)≤p(1风fusToRl)，所以只需在定理条件下证明p(】凰埘sTDRI)<
l即可．

由假设条件易知：口一u2巩一∽帆，D一讹巩一伪帆均是H阵，七：1，2，⋯，Q．由

引理2．1，3(c)及比较定理知

l(D—u2巩一岫Ⅳ≈)一11≤(D—u2魄一u3Ⅳ＆)一1=(}D)一叫2)巩】一“招J』％})一1．

J(D一恤巩一柏帆)一1I S(D一仇仉～加帆)一=(IDI一仇I巩l一舶|Ⅳil)～．

由前面的定理证明过程可知

i)当O<u1≤1，O≤ul≤u1，叽1墨1，O墨m墨饥，i=2，3时．

定义

砌矿s叼月2量毋[D一(u2巩+u3肌)】。[(1一u1)D+(u1一u2)巩+(u1一u3)帆+u1鼠
日Mu盯oR 2【D—m‰+加巩)]-1【(1—71)D+m一化)k+m一加)最+，y1巩1．

^靠=p卜纰f巩卜“吩f帆|．

帆=(1 ∽1)J口J+(叫1一u2)J巩J+(“1一曲){Ⅳ≈i+叫ll三≈{

=且蟊一(u1IDI+ulIBI)．

风=IDl一恤|三k卜柏f风|．

珏=(1—11)lDi+(71一恤)1_LkI十h1—13)I巩l+11l瓯l

=蠢k一(7llDI+饥lBl)．

所以

故有

。日肘us丁01RjzE ≤ f．疗ⅣE，sToR¨．詹kusT。Rfz。

≤[1一u1+ulp(以)】[I一一y1+71p(正)】&

<ze．

p(1日MusroRI)<1．

ii)当1<ul<音；，o≤咄≤。l，o<71<音；，o茎^『t茎7i，i=2，3时









第六章 总结和展望

从迭代法的发展看，上世纪五十到七十年代，由于电子计算机的发展，人们开始考虑

和研究在计算机上用迭代法求线性方程组的近似解，并发展了许多非常有效的方法，如

Jacobi方法、 Gaus}Seidel方法、SOR方法、AOR方法、SSOR方法等．八十年代中

期，随着并行计算机的出现和使用，0’Leary和white[1]基于矩阵的多分裂提出了并行多

分裂迭代法，随后许多作者改进了现有的多分裂迭代法并提出了许多新的方法，如松弛型

多分裂方法、非定常多分裂方法，二级多分裂方法、异步多分裂方法以及这些方法的混合

型方法等．已见到的数值例子表明，对共享式并行计算机可以达到令人满意的加速效果．

但如何更大地减少同步和通讯量，如何做到各处理机之间的负载平衡或基本平衡仍是有待

研究的问题，非定常并行多分裂迭代法就是一种很好的解决方案．

本文推广了已有的许多并行多分裂迭代法，引入多个松弛因子；本文方法对于参数的

选取更加灵活，更适合于在并行机上计算，而且当选择了最佳的松弛因子时，能使求解时

间大大缩减，收敛速度提高了近47．96％，这些都用数值试验进行了验证．但是随着科学技

术的发展，越来越多的非结构化的、特殊的、大型的、稀疏的问题摆在了计算数学工作者

面前，这些方法的优劣往往依赖于最优参数的选择．一般方程组无法直接得到最优参数，

从而限制了方法的高效使用．因此这些方法可作为预条件子和其它方法(如Krylov子空

间方法)结合使用来求解大型稀疏线性方程组．

并行预条件的研究一直处于起浮不定之中．对一个给定的问题，通常难于构造一个有

效的预条件子，若它们还必须是并行的则更难．起初为了并行性，试图对已有的有效预条

件子(如ILu)进行最小的改变，或利用矩阵A本身(如多项式预条件子)．这些努力有时

已得到可向量化的预条件子，但对并行性而言，它们是太细粒度的．多项式预条件降低了

内积和向量运算的比例，但代价是迭代步数的增加．因此它通常对富含内积并在内积类运

算比矩阵向量积运算相比更昂贵的平台上是有用的．最近注意力已经转向提供更粗粒度并

行陛的方法上：区域分解法和稀疏近似逆方法．除了某些方面的成功，稀疏近似逆技术仍

处在刚起步时期．区域分解技术已被证明对大多数与PDEs相关问题是成功的．并行多分

裂迭代法由于采用了“分而治之”的思想，具有自然的并行性，已有文献[10】表明可使用

多分裂的思想来构造并行预条件子．我们预计以并行多分裂为预条件子的并行Krylov子

空间方法，将成为今后研究的热点．
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令T=％珊，则有Tz≥z，故对所有的非负整数m，均有(丁)”。≥z．而z≠o，故又
有lim T⋯≠o，由此可得p(T)之1．所以

m—-。o

故ii)成立，定理得证

p(日M矿smR)=p(．日joR)p(T)

≥ p(上bo月)．

口



第五章 应用：非线性方程组的牛顿一整体松弛并行多分裂法

§5．1整体松弛ToR方法

众所周知，解线性方程组的并行多分裂算法，具有广泛的实用性和很高的理论价值，

因而吸引着许多作者致力于这类算法的研究【1—16】，文献[17]将这类方法推广去解非线性

方程组，构造和研究了牛顿一并行多分裂算法．本章在此基础上，通过引入多个松弛因

子，提出了整体松弛的概念和方法，进一步研究了牛顿一整体松弛并行多分裂法，并建立

了局部收敛性定理，估计了收敛速度．

考虑非线性方程组

F(z1=o，F：Q c RⅣ—*兄Ⅳ， (5．1．1)

其中F是非线性映象， Q是兄1Ⅳ中任一有界集， z是n的一个向量，解方程组(5．1．1)

的牛顿法为

z‘+1=z‘一F’(z七)一1F(茁‘)，南=o，1：．．．，

其牛顿方程组是

F’(z。)z=F7(z。)。‘一F(z2)． (5．1．2)

为方便起见，设

A(z。)=F7(z‘)，6(z‘)=F’(。‘)z‘一F(茹‘)，

则(5．1．2)式可表示为

A(z血)。=6(z8)，老=o，1，⋯ (5．1．3)

令舰(妒)，M(扩)，毋均是Ⅳ×Ⅳ矩阵，t=1，2，⋯，n，若满足

n)A(z。)=舰(z‘)一Ⅳ；(z‘)，舰(z2)一1存在．

b)∑=j(j为Ⅳ×Ⅳ单位矩阵)，Et是非负对角矩阵．

则称三元组(尬(矿)，m(扩)，日)(￡=1，2，⋯，o)为矩阵A(扩)的一个多分裂．

方程组(5．1．3)可以写成

zm+1=尬(z七)一1Ⅳ￡(z。)zm+尬(∞‘)一16(z七)，t：=l，2，．．．，Q．
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本定理成立．

由假设条件易知D(z+)一u2厶(矿)一u3R(矿)是H矩阵，t=1，2，⋯，Q．由引理

2．1．3(c)及比较矩阵定义知：

I(D(。+)一uz三t(z+)一岫毋(z+))一1l ≤ (D(z+)一u2Lt(z+)一％R(z+))一1

=(ID(z+)l—u。lLt(z+)|一us|R(z+)1)一1．

i)当o≤u2≤ul，o≤u3≤ul，o<u1≤l，≤1，o<“且<2／(1+pu，)，户o，=1一u1+ulP

时，定义

尬(z+)=ID(z+)I—c一。ILt(z+)l—u。lR(z+)1．

批(z+) = (1一u-)lD(z+)l+(u·一u2)lLt(z+)l+(u-一u3)1日(z4)I+u1I阢(z+)1．

从而

1月★LGRM—ToR扛4)l S∑日(％(矿)一1(u4批(。+)+11一uaI且磊扛+))
￡=1

=ll—u4l』+u4，一u1咄∑墨1邑(尬(z+))一1

lD∞+)I(，一lD(矿)『_11日(矿)1)．

由尬(矿)定义易知：A以(矿)是H矩阵，再由引理2．1．3(c)得到

(庇(矿))-1≥lD(矿)l～．

设e=(1，1，⋯，1)T∈∥，因为矩阵J是非负的，所以对任意E>o，矩阵t，+EeeT是
不可约的且所有元素均大于0．由Perron—n’06en抛s定理可得：存在向量‰>O，使得

(J+EeeT)欹=风札，其中风=p(L，+EeeT)．由于o<u1曼1，所以

1一ul+ulp引D(。+)I一1IB(z+)I)<1．

又由谱半径的连续性得1一ul+u1风<1，且

I—HⅣ。GR"一ToR(茁+)I≤11一uaI，+“趣，一叫-叫t芝二毋ID(。+)l一1ID(。4)l[，一(ID(z4)l一1IB(z+)l+eeeT)】

两边同乘以4可得

I．日★LGRM—ToR(∞+)l茁。 ≤[Il一岫I，+坝，一ulu4∑：1日(1一成)]。。

=[1u4—1I+u4(u1—1+u1风)]甄．
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当o<u4<耳岳时，就有

故

丑ⅣLG凡"一T。月(z+)lz。<。￡

p(1．日ⅣLGR^f—To月(。+)I)<l

ii)当1<ul<2／(1+p)，o≤u2≤ul，o曼u3≤ul，o<u4<2／(1+户o。)，卢。。

ul一1+ulp时，定义

所以

Ⅳ；(z+) = (ut—1)lD(z+)I+(u·一u。)l厶(。+)l+(u，一ua)IR(茁+)I+u·I仉(z+)

=庇(z+)一[(2一u，)lD(。+)I—u，lB(z+)m

日Ⅳ。GRM—To丑(z+)I≤妻日(庇(∞+))一，‰藏(。+)+lu。一1I凰(。+)]
t=1

曼|u4—1IJ+u4』一u4∑：1日ID(z+)r1ID(z+)|【(2一u1)，一u1

由前面i)的证明可知

日Ⅳ工G丑M—ToR(z+)l≤lu4—1l，+u4J

两边同乘歌可得

ua∑蜀【(2一u-)J—u·(t，+雠T)】
￡=1

—HⅣ工GRM—ToR(z+)l‰ 茎 I‰一l『抚+龇z。一∽∑各1 E(2一u1一u1风)辫

=【Iu4—1l+u4(u1—1+u1矶)]z。

=[1u4—1l+咄p。。】敝．

当o<u4<再岳时，就有

故

定理得证

．日kLGR^f—ToR(z+)lz(<ze

口
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