
摘要

计算机代数又称符号或代数计算(或数学机械化)，它研究用计

算机取代人类的大脑去处理各种复杂的符号计算和任何种类数学运

算过程，也就是让数学的研究走向机械化的过程。这一研究课题旨

在让人类将大量繁琐的计算问题交给计算机去处理。从而使人类从繁

琐的计算工作中解放出来，而将自己的聪明才智与创造能力贯注到更

有意义的脑力劳动上去。伴随着微分方程在现代科技、工程领域中日

益显著的重要作用，与此同时，在实际应用中，大多数微分方程的求

解问题相当复杂却又是解决问题的关键，寻找简便可行的计算方法在

微分方程模型求解的实际应用和研究中的重要作用勿容置疑。

本课题研究用计算机代数求解微分方程的理论与方法及其机器

实现。本文的第三章研究了基于吴特征列方法的双曲正切函数展开

法，给出了求解比较复杂的偏微分方程的通用求解过程；在第三章，

我们在Adomian分解原理的基础上，给出了利用Adomian分解原理求

解一类奇异初值问题的算法及其Maple环境下的程序，解决了用手工

过程求解无法实现的求解问题：本文的第四章研究了微分代数方程的

幂级数展开法和Pade级数近似解，给出了相应的机器求解过程，并给

出了Pade级数的精确解和近似数值解在同一坐标系下的图形，给出

了二者的逼近比较：第五章作出了将符号计算方法和数值计算方法结

合起来求解微分方程的研究工作，这是求解比较复杂的偏微分方程的

新途径。这一章的意义在于引导我们求解复杂的偏微分方程的新思维

和新视角。本文在求解过程中，运用了计算机代数的有关知识并且借

助了计算机代数系统中的Maple和Matlab软件．求解过程相对手工过

程而言，具有极大优势。
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Computer Algebra is also called symbolic or algebra computation(or
mathematics mechanization)．The subject tries to deal with mathematics in

a constructive and algorithmic manner so that the reasoning become

mechanical．automatcd and so much as possible as to be intelligence lack-

ing with the result of lessening the painstaking heavy brain-labor．It is a

flew development orientation in the field of mathematics and computer to

conduct science calculation by computer．For a long time,the

mathematicians and computer scientists have dreamed of repheing

human brain with computer to conduct symbolic operation and any kind

of mathematical pfoc骼∞s，leading the mathematics to a mechanizing

way．Nowadays,differential equations is playing a more and nlc嘴

important role in modern science and engineering field，and at the,game

time，in practice，most solution of differential equations ale extremely

sophisticated but crucial．Seeking for the simple and practicable

computation method is of great concern in the practical application and

research ofthe solution ofthe model ofthe differential equations．

In this paper,it researches the theories，methods and computation

mechanization of solving the differential equations with computer algebra

knowledge and computer algebra systems．We research the tanh-method
on the base of Wu-characteristic method，and give the interchangeable

process of solving the more complicated partial differential equations in

the third chapter．Fllrthermore,we give the algorithm of the initial

problems of differential equations which inchdc singularity and its

procedure in Maple by the use of the method of Adomian decomposition

and accomplish the solution which is unable to achieve by hand-work in

the third chapter．Wre research the Power series and the Pade series

apprommated solution of differential-algebraic equations in the fourth

chapter．It gives the solving process by computer and its figures of exact

solution and approximated numerical solution of Pade series under the

same coordinate axis and we give the analysis and comparison about

asymptotic approximation of them．In the fiflh chapter,we give the



method of solving the partial differential equations with the combine USe

of symbolic and numerical method，which is a new way of solving the

extremely complicated partial differential equations．Its significance is to

conduct US to seeking for the new idea and new sight of solving the

complicated partial differential equations．In the process of solving，We

use the computer algebra knowledge and Maple or Maple software of

computer systems．By the comparison of solving the differential

equations with computer and hartd．work,the tremendous advantage is

opened out and the great practical value is reflected by the llsing of

computer algebra．

KEYWORDS computer algebra,differential equations，solve，method,

computation mechanization
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1．1背景知识

第一章绪论

计算机代数是一门数学与计算机科学的交叉学科，又称符号与代数计算(或

数学机械化)，它研究如何使用计算机来表示和处理数学概念、符号和知识、进

行数学的计算和推理、显示和分析数据与图形等问题。计算机代数自20世纪60

年代就得到了深入的研究，并不断发展，发展至今，这门学科已经相对成熟，它

的理论、方法、软件的应用都已经比较完善。计算机代数系统已广泛应用于与数

学计算有关的众多学科．对现代科研与教学产生了积极影响。它的发展始终与代

数计算和软件开发联系在一起，并受到物理计算的激励，其主要分支包括计算机

代数与分析、几何计算、自动推理与编程等．符号计算强调构造性理论的建立与

发展、有效算法的设计与实施、软件系统的研制与开发，以及它们在科学工程中

的应用．符号计算、自动推理与吴文俊院士开创并倡导的数学机械化密切相关．

值得一提的是我国学者在符号计算的这些领域都有突出的研究成果，证明几何定

理的吴方法更是我国的独创。

众所周知，计算机科学和计算机代数系统的快速发展，对数学研究的观念和

方法已经产生了深远的影响，在数学和计算机科学中的一个新的发展方向就是通

过计算机去傲科学计算的研究。在很长的一段时间里，数学和计算机工作者都梦

想着用计算机取代人类的大脑去处理各种复杂的符号计算和任何种类数学运算

过程，也就是让数学的研究走向机械化的过程。从而计算机本身更加智能化，这

就直接导致了数学的机械化这门课题的诞生与发展。数学机械化这门研究课题，

就是极力地将各类数学问题付诸于建设性的、可行的、算法化的方式来处理。这

样便使得数学问题的机械化和自动化成为现实，从而人类可以将大量繁琐的计算

问题交给计算机去处理。数学机械化是人类科学历史上的一次重大的改革，它将

人类从繁复的计算工作中解放出来，使人类能将自己的聪明才智与创造能力贯注

到更有意义的脑力劳动上去．
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1．2课题来源及研究意义

微分方程是伴随着微积分学一起发展起来的学科，如今它己广泛应用于物

理，化学，生物，经济，动力系统，工程力学等领域，研究微分方程的重要性不

言而喻。本文研究用计算机代数去求解微分方程的理论与方法。这一研究课题源

于微分方程应用的广泛性和日益显著的重要性，很多实际问题的解决都取决于相

应的微分方程模型的求解，从而使得微分方程的求解问题在实际应用中显得尤为

重要。一方面，微分方程模型的求解在实际问题的研究和应用中的重要性日益显

著，而与此同时锾分方程的求解问题历来又成为困绕人类解决实际问题的一大障

碍，这一切都是因为很多微分方程的求解过程是很繁琐和枯燥的，人们迫切需要

找到微分方程的简便可行的求解方法。在这方面的研究领域中，大量的科学工作

者投入其中，并作出了相应的贡献，在此不一一列举．但已有的研究成果很不完

著，很多实际问题仍然无法得以解决。伴随着计算机科学和计算机代数系统的发

展。数学研究的观念和方法已经发生了一场空前的变革，过去很多只能用手工处

理的复杂的计算问题，如今可以通过利用计算机非常便利快捷的解决．伴随着计

算机科学事业的飞速发展，过去的一些利用手工过程计算起来非常繁琐枯燥的计

算问题，如今交给计算机去处理可以非常简便快速的解决。因此对于过去用手工

过程计算，非常烦琐复杂的微分方程模型的求解问题，如今借助于计算机通过编

制算法程序或利用计算机代数系统褥以便捷的解决成为可能。尽管计算机代数自

20世纪60年代就得到了深入的研究。也有大量的科学工作者投身于数学的机械

化的研究工作中(这方面最突出的贡献便是我国吴文俊院士开创并倡导的数学机

械化)，但数学的机械化是个需要不断发展和成长的研究领域，过去的科学研究

者所作的工作并不完善，需要不断的补充和完善。在此大环境下，我们研究了利

用计算机代数去求解微分方程的闯题，通过利用计算机代数求解微分方程和手工

过程求解微分方程的比较，我们可以发现利用计算机代数求解微分方程的极大优

势和巨大潜力。用计算机代数求解微分方程的方法使得过去无法求解的复杂的微

分方程模型，如今借助计算机通过编制算法程序或借助已有计算机代数软件得以

实现。过去利用手工过程求解非常繁琐枯燥的微分方程模型如今借助计算机代数

去求解交得非常便捷。用计算机代数去研究微分方程的求解问题，使得我们从过

去枯燥繁琐的手工计算中得以解放，很多过去无法想象的微分方程模型的求解问

题如今得以圆满解决成为可能。这使我们可以将更多的智慧和精力投诸于更有意

义的工作中去。由此可见，这一研究课题迎合时代发展的脉搏，具有重大的现实

意义和实际价值．
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1．3本文的结构、思想方法

本文的研究课题为计算机代数求解微分方程的方法研究及其机器实现。全文

正文部分共分五章来完成课题的论述。第一章为绪论，主要介绍课题的背景知识、

来源、研究意义以及全文的结构和研究成果。第二章为预备知识，主要介绍了计

算机代数在求解微分方程中运用到的相关知识和理论，这些知识分别包含微分方

程的知识和计算机代数的相关知识。有关微分方程的知识主要介绍微分方程求解

的理论依据——Banach空间中解的存在唯一性以及解对初值的连续依赖性。有

关计算机代数部分的知识主要分绍吴—Ritt特征列方法。从第三章到第五章为

论文的主体部分。第三章介绍计算机代数求解微分方程的符号计算方法，主要内

容包括用计算机代数知识吴—Ritt特征列方法来处理求解微分方程中遇到的难

点，给出了基于吴—Ritt特征列方法求解微分方程的通用求解方法(双曲正切

函数展开法)的求解过程以及用^domian分解方法来求解一类特殊的奇异初值问

题的理论、算法、程序和算例；在第三章中还简要介绍了求解微分方程的比较经

典的其他方法—一用对称变换方法求解微分方程的机器实现方法。第四章为用计

算机代数求解微分方程的数值计算方法，主要内容包含用幂级数展开法和Pade

级数法来求解微分方程的理论、算法、程序和算例；并给出了相应的Pade级数

近似解和精确解的函数图形，作出了相应的比较。全文的第五章为用符号—数值

混合计算方法来求解偏微分方程。其主要思想方法是将计算机代数知识中经典的

吴—{litt特征列方法和Banach空间中改进的Newton方法相结合来求解比较复

杂的偏微分方程．其思想方法是首先将一个比较复杂的偏微分方程转化为代数

方程组(比如利用双曲正切函数展开法)，然后对代数方程组中的代数多项式组，

利用吴—Ritt特征列方法(又称作吴—Ritt整序原理)加以整理变换，求得此

代数多项式组的特征列多项式组，这时原偏微分方程的解就等价于新的特征列多

项式方程组的解。如果待求解的特征列方程组形式比较简单(譬如所含变量较少

的情形)，那么我们就可以直接求得其精确解，如果待求解的特征列方程组为含

多变量多参数的复杂代数方程组，那么我们就不易求得其精确解。在实际应用中，

在精度允许的范围内，求得难于求解精确解的偏微分方程的近似数值解已经足够．

基于此，符号一数值混合计算求解偏微分方程的方法就很值得我们去探索和研

究。在己求得原偏微分方程的等价特征列多项式方程组的基础上，我们再引入改

进的Newton迭代法(在Banach空间中，对经典Newton迭代法加以改进，从而

经典Newton迭代法中只对连续实值函数成立的情形拓展到对抽象函数也成立)，

利用Banaeh空问中改进的Newton迭代法可以求得等价的待求解的特征多项式方
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程组的近似数值解，通过对初值和参数的调整，在计算机上运行，就可以求得满

足精度要求的近似数值解，(理论上，精度可以依人为设想而具任意精确度，但

实际中限于计算机内存只能具备有限精确度，但在一般情况下，这已经符合要

求)。从而求得原偏微分方程满足精度要求的近似数值解。

1．4本课题的研究成果和展望

本课题研究用计算机代数求解微分方程的理论与方法及其机器实现。本文

的第三章研究了基于吴特征列方法的双曲正切函数展开法，给出了求解比较复杂

的偏微分方程的通用求解过程；在第三章，我们在^domian分解原理的基础上，

给出了利用Adomian分解原理求解一类奇异初值问题的算法及其Maple环境下的

程序，解决了用手工过程求解无法实现的求解问题：本文的第四章研究了微分代

数方程的幂级数展开法和Pade级数近似解，给出了相应的机器求解过程，并给出

了Pade级数的精确解和近似数值解在同一坐标系下的图形，给出了二者的逼近

比较：第五章作出了将符号计算方法(吴一Ritt特征列方法)和数值计算方法

(Banach空间中改进的Newton迭代法)结合起来求解微分方程的研究工作，这是

求解比较复杂的偏微分方程的新途径。我们还可以尝试将其他符号方法和数值方

法相结合来求解微分方程的途径。这一章的意义在于引导我们求解复杂的偏微分

方程的新思维和新视角。这一研究方向值得我们去探索。本文在求解过程中，运

用了计算机代数的有关知识并且借助了计算机代数系统中的Maple和Matlab软

件。求解过程相对手工过程而言，具有极大优势。本人在文中所作的研究工作只

是一个初步探索，在计算机代数求解微分方程这一领域中有大量的工作等着我们

去探索和研究。希望有更多的人关注这一领域的研究工作，为数学机械化事业作

出应用的贡献。
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第二章预备知识

2．1抽象函数的积分与微分

本节简要介绍一下抽象函数的积分与微分，本节的主要内容取之于文献[1】，

有关引理和定理的证明过程均可在文中找到，从略。

设E是Banach空间．自变量为实数t∈【口，6】，而函数值为川)∈E的函数称

为抽象函数或向量函数，记为雄)：【口，川专E．

定义2．1．1设川)：阮6】斗Ef∈【口，6】．如果对任意s>O，存在万=联s，f)>O使

得：

I砸+Af)一加‘)8<J，其中I△fl<最

则称删在f点连续． 果x(t)ICE[a，胡上每一点连续，则称Hf)在h6】上连续a

抽象连续函数有如下基本性质：

引理2．1．宰如果抽象函数《f)在k羽上连续，则礤)在【口'6】上一致连续，则对

任意的s>0，存在5=6p，f)>0使得

l+(t)-x(t91<e，当f，f’Ek西lIf—t1<8．

定义2．1．3设《f)：h6】·E是一个抽象函数，如果存在z∈E，使得：对p，翻的

任一分法

T：a=te<‘<⋯<‘-l<‘<⋯<‘=6 (2·1·1)

及任意磊∈【f』-。，‘】O=l，2，⋯，帕所作的积分和

仃=∑x暖)她，她=‘一“
i=1

满足

当战刃=懋越一。时有p—z0一o’
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则称Hf)在k6】上胁Pmn珊可积，z称为川)在k明上的庙肋姗聊积分(简称为

积分)，记为

：=x(t)dt=dl(i忡raa，

eOJ：x(t)at=。‰军n x皓出． (2．1．2)

定理乏1．4如果抽象函数妁在h川上连续，则删在k6】上可积。

引理2．1．5如果抽象函数Hf)：№，b卜÷E在【口'明上连续，则

Ic硼ⅫMM归
定义2．1．6设砸)：p，b]-》E,te[a，玎如果存在J，∈E使得

毂8迎攀一扣

(2．1．3)

则称《f)在f处可微．称J，为印)在f处的导数，记为J，=x．(f)，即

zI(，)=l^imra x(t+h．jI)-x(t)．
(2．1．4)

如果Hf)在陋，明中的每一点均可微(在口处右可微，在矗处左可微)，则称《f)在

【口，61上可微。导数zI(f)：p，6】_E也是～个抽象函数。

引理2．1．7如果x(r)：陋，加·E在f处可微，则球)在f处连续。

定理2．1．8设Hf)：hb卜争E在陋，6】上连续，令

J，(，)=J：x(s)as,t∈【口’西】，
贝ljy饕)在kb]t-可微，且

y’(f)=x(t),Vt∈【口，H

2．2 Banach空间中的常微分方程初值问题

本节简要介绍一下Banach空间中的常微分方程初值问题，本节的主要内容

取之于文献[1]，有关定理和命题的证明过程均可在文中找到。从略。

设E是Banach空间，算子／：E_E我们将对8anach空间中的常微分方程
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初值问题

警=／(蝴X(to)-----f／,／／EE (2．2．1)

建立解的存在唯一性定理及解对初值的连续依赖性．为此，我们要用到下面

的压缩映像原理。

定理2．2．1设X是Banaeh空间，∑是z中的闭集，算予A：X—z在∑上是压

缩的，即

Ax∈乙垤∈E (2．2．2)

且存在正数0<l使得：

I叙一4纠l§移肛一y《，Vx,y晓 (2．2．3)

则存在唯一的r∈∑使得

Ax=x． (2．2．4)

满足等式(2．五4)的￡称为算子的不动点．

定理2．2．2设E是Banaeh空同，算子，：E_￡满足条件：存在常数M>O，使

得

[f00UsM．垤∈E． (2·2·5)

再设算子，是局部Lipschitz连续的，

即对任意元素帮∈E存在常数R=尺@)>0，x=鼢陋)>o，使得

扩(磅一．，u)l≤足lx—ya，、慨J，∈母。@)． (2·2·6)

那么：

(i)对任意满足：

。<艿<mi咯，虽 cz．z．，，

的占，常微分方程初值问题(2．2．1) [to一最f0+刃上有唯一的解Hf)，它满

足

I《f)一甜l≤月，Vt∈[to一万，t0+o"I． (2·2·8)

4

(“)常微分方程初值问题(2．2．1)在(—∞，佃)中有唯一的解川)=x(t，to，“)．

to=O时，记Hf，0’砧)=x(t，甜)．

(iii)对任意的C>to(n=Rc<to)，初值问题(2．2．1)的解x(f，to，砧)关于f∈【f0，c】
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(或f∈【c，to】)是初值Ⅳ的一致连续函数，即对任意的占>0’存在

，=，G)=，p，to，c，“)使得当vEE，Iv-u[<，时，有：

l】略，to，v)-x(t，to，即)l|<#，Vts[to，c1(或f∈k毛】)． (2．2。9)

命题(P)对任意的t+∈(哪，栅)'存在，’>o’矿>0' 使得对任意的

f∈，’=It‘一矿，t‘+矿】及相应的‘=x(r,to，“)，如果9v一‘l≤，‘，则在，上存在

x(t,r,O满足

IHf，f，v)-x(t，to，”)』≤2肛一‘8，Vt61’，

2．3计算机代数相关预备知识：特征列方法

本节主要介绍计算机代数中的特征列方法，本节的主要内容取之于文献[2]

和[3]，读者可以从文献[2]和[3]中找到更详尽的讨论，相关定理和引理的证明

在此从略。

2．3．1三角列与特征列

设x是一特征为零的可计算数域。我们将交元工排成固定的次序

毛<屯<⋯‘，对任意多项式P6K[x]＼K，我们称使得dog(P,x，)>O的最大下标

p为P的类，记为cls(P)．非零常数的类定义为o．设p=c／s(P)>0，称x，为多项

式P的导元，记为Iv(p)，deg(P,x，)为P的导次数，-记为Ideg(P)，fffflc(P,x，)

为尸的初式，记为加f(P)．

定义2．3．1．1 K[x】中非常数多项式组成的有限非空有序集合

T=【石，互，⋯，Z】

称为三角列或非矛盾拟升列，如果烈写)<c钗乏)<⋯<幽《乃)，
可将任意三角列写成如下形式
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这里

T=

五“，⋯，k)'

瓦(毛，⋯，h，⋯，～)’

乃瓴，⋯，h，⋯，弋，⋯，％)

0<pl<P2<⋯<p，≤／1,

只=cb(互)’h=^《Z)，f=l，⋯，，

(2．3．1)

设T为亿3．D式所示的三角列·而P为任一多项式-如果d嗷只善。)<，deg(霉)，

对所有的i成立，则称P对瑙是约化的．

将多项式R=prem(．．．prem(P,T,，靠)'⋯，写，h)

简记为prem(P,TS)．并称其为P对稻的伪余式。有如下伪余公式

P⋯妒P=∑Q石+墨 (2．3，2)
t=l

这里呸是非负整数，而

‘=嗍)'Q∈^1司，i=l，⋯，，．
明显地．在P对稻是约化的情形有prem(P,鳓=P．对任意多项式组鼢·

prem(PS，卿代表{朋研(只卿lP∈雕}·

引理2．3．1．2对研司中的任意三角列嚣与多项式P，如果prem(P,TS)=0，则

劢。D(稻，打以峦))c Zero(P)· 一

定义2．3．1．3三角列T=【五，瓦，⋯，C】c足M称为非矛盾升列，如果对所有的

2≤fs，，巧对【五，五，⋯，z-。1都是约化的．每个单个非零常数构成的集合都称为矛

盾升列．

定义2．3．1．4升列CS称为非空多项式组傩c研司的特征列，如果

岱c(雕)，prem(PS，母)=(o)．

命题2．3．1．5设C苫=【cl，⋯，C】为多项式方程组船c研胡的特征列，且命
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‘=加f(C)’魍=esulI,}，j=l，⋯，，，
Is=ini(CS)=“，⋯，‘}．

则

Zero(CSIIS)cZero(PS)cZero(CS)．
，

Zero(PS)=Zero(CS／IS)uUZero(m,)

在足以及K的任意扩域中成立。

(2．3．3)

(2．3，4)

2．3．2籼itt算法
定义2．3，2．1称研司中的非零多项式F比G有较低酌秩，记作F<G或F卜G，

如果出(F)<幽(6)或者幽(F)=幽(G)>O，且ldeg(F)<Ideg(G)．这时，也称G

比F有较高的秩。

如果F<G和F>-G都不成立，则称F和G具有相同的秩，记作F～G．

定义2．3．2．2对任意三角列

r=tr。，互，⋯，I】，T．-【夏‘，≤，⋯，Z1，

如果存在，≤min(r，r-)使得

五～石，⋯，巧。～Z．．，而巧卜Z；

或者，’>，，且墨～《，⋯，Z～C，则称T比T‘有较高的秩，记作T>-T‘或T’<T。此

时，也称T．比T有较低的秩。如果T-<T+和T’<T都不成立，则称T和F具有耜

同的秩，记作T～T’．这时有

，’=r且五～《，⋯，‘～C．

考虑任意非空多项式组彤．设m为所有包含于，S的升列构成的集合。由于每个
多项式都构成升列，所以m≠a．称m的任意极小升列为船的基列，这样的基列

存在，并按如下步骤进行：

从PS=FSt开始，我们在其中选取一个秩最低的多项式，譬如尽．若

c如@)=o，则【置1；足zPS的一基列·否则，命

鹪={F∈弱、{骂}扩对琶是约化的}。

如果码=g，那么旧】是耶。=PS的一基列，由旦的选取可知，踊中的所有

多项式都比最有较高的秩。现设岛为碣中秩最低的多项式，且命

，墨={F∈碜、(马)IF对马是约化的}．
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若飓=a，则【B。，B：】为朋的一基列。否则，从凰中选取一秩最低的多项式岛，
并按上述方式继续进行。由于

’

幽倔)<幽(恳)<似马)<⋯≤n

这一程序必在有限步内停止，而最终获得PS的一基列。

下面算法更确切的给出上述选择过程。

算法BasSet：BS：=BasSet(P)．任给非空多项式组PScq明，本算法计算尸S

的基列BS．

BL命府：=PS，BS．_区

B2．重复下列步骤直至FS．-o．

B2．1．从FS中选取一秩最低的多项式口．

B2．2．命BS．-BSU[B】

眈．3．如果㈣=o'贝IJ命FSI-g；否则命
殿#【FE厢、{占}脚约化的)．

下面我们描述吴—Ritt的特征列的算法，该算法指出了如何从任意多项式求

得其特征列．

算法(]harSet：CS#ChewSet(PS)．任给非空多项式组只Sc研x】，本算法计算

PS的特征列CS．

C1．命FSI_PS，胚．=嚣．

c2．重复下列步骤直至RS；0：

C2．1．计算CS#BasSet(FS)．

c2．2如果CS是矛盾列，则命RS；o；否则计算

RS．--prem(FS＼CS，c研qo}，

且命殿≥殿U腮

引理2．3．2．3设PcK[明是以

BS=【置，B，⋯，耳】 ．

为基列的非空多项式组， 里cls(B,)>O．如果曰是一对嬲约化的非零多项式，

那么PSU{B)有一基列，其秩比傩的秩低·

．11．
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可将算法charset图示如下：

PS=FSt c碜c⋯c碱
U U U

BsL BSz⋯BS．=CS

磷RS2⋯碱=a
其中

飚=prem(FS。＼砖，砖)＼{o)，
Fs,“=Fs,uRs,，

且磷是Fs,的基歹Ij。

整序原理：设CS为多项式PS的一个特征列，则

Zero(CSIlP)c Zero(PS)c Zero(CS), l

Zero(PS／IP)=Zero(CS／1e), }

Zero(PS)=Zero(CSllP)+13，ze，D(船十“))j

此式中，l为CS中多项式C的初式，IP是CS的初式积．此外，CS的序不会高

于PS的序。

2．3．3多项式组的零点分解

定理2．3．3．1(零点分解定理I)存在一个算法，使得对于给定的多项式集PS，

可在有限步内得到有限个升列cs,，使得

Zero(PS)=U．Zero(CSj／码)， (，)

Remdr(PS／岱，)={o) (2．3·5)

(，)中的每个毋为相应升列珊，的初式积。此外，(2．3．5)中的每个∞，的序都
不高于PS的序。

定理2．3．3．2(零点分解定理II)存在一个算法，使得对于给定的多项式集PS，

可在有限步内计算出有限多个升列CS，，满足

Zero(PS)=U Zero(CSk IISPk)， (们

Re耐∞，哦)={o} (2·3·6)

(II)中的每个馊是相应的升列C&的初式隔离子积。此外，(2．3．6)中的每

个C鼍的序不高于船的序．

定义2．3．3．3上述定理2．3．3．1和定理2．3·3·2中给出的升列c薯组成的集合称



硕士学位论文 第二章预备知识

作PS的一个特征序列。

2．3．4三角列的性质

引理2．3．4．1设稻为Jqz】中的不可约三角列，而f为稻的一般零点，那么对任

意多项式P K[z】，prem(P,帮)=0§户偕)=0．

命题2．3．4．2．对盟明中的任意不可约三角列TS与多项式P，

prem(P,TS)=0§Zero(rS／ini(稻))c 7尘m(P1

在足的扩域中成立．

推论2．3．4．3设lf，=(cS，⋯，CS,)为研蝴中的任一多项式组户苫的不可约特征序

列，那么在置的扩域中

Zero(PS)=a§缈=a，

Zero(PS)cZero(P)c，∥em(p,CS)=O,ViO≤f≤力．

引理2．3．4．4设TS=【五，⋯，Z】为赳司中的三角列，P为任一多项式，而

R=res(P,TS)，那么在研蝴中可求得多项式Q和QI，⋯，Qr。使得

Qe=Qt写4-⋯+Qrz+足

命题2．3．4．5设TS=it,，⋯，C1，为研z】中的正则列，那么对任意lSi<_r一1以及

晖，⋯，明的任意正则零点毒都有

嘶(互+。X磊)≠0．

定理2．3．4．e对研明中任意正则列稻与多项式P，Zero(TSlini(TS))cZero(P)

当且仅当存在整数d>O，使prem(p4,姆)=O．

定理2，3．4．7设只S为研司中的任一多项式组，rs,，⋯，rs,为研明中的不可约三

角列，而C礴，⋯，vs．为研z】中的多项式组，使得

_ ■

lZero(PS)=0ZeroffS,，沥(碣)u【碱)，
’t=l

‘

【prem(U，TS,)≠O,VU∈呱，lsi<e．

成立。那么
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prem(PS，嚣)={o)，1<i<P，

Zero(PS)2 UZero(TSf／ini(TS))·

定义2．3．4．8量【硝中的正则列TS=哆，⋯，霉】称为简单列，如果对所有

1<i<r-I以及【巧，⋯，写】的任意正则零点毒，多项式

z+。@，儿。)∈足皓)眈。】

在x《)上都无平方因子。
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第三章符号计算方法

符号计算方法求解(偏)微分方程的方法有很多种。本文主要介绍两种方法。

即用基于特征列方法的双曲正切函数展开法求解微分方程和用Adomian分解方

法求解奇异初值问题。最后我们简要介绍一下在计算机代数系统Maple环境下用

对称变换方法求解微分方程的机器实现方法．下面我们先介绍孤立波解的双髓正

切函数展开法。

3．0双曲正切函数展开法

双曲正切函数展开法是建立在多数非线性发展方程的孤立波解都具有双曲

函数形式的基础上。它的本质在于对所求非线性发展方程的解作先验的假设，即

孤立波解是一种局部化解，它可以表示为双曲正切函数的多项式，这样就将非线

性发展方程孤立波解的求解问题转化为非线性代数方程的求解问题。在数学上，

非线性代数方程组的求解是一个非常困难的问题。吴文俊消元法的建立为非线性

代数方程组的求解奠定了理论基础，提供了有效算法．李志斌、张善卿于1997

年(见文献【8】>提出利用吴消元法在符号计算系统上攉导非线性发展方程的孤

立波解，使得双曲正切函数展开法能够应用于更为复杂或一般的非线性发展方

程．为简单起见，下面我们以一个未知函数，两个自变量的方程为例介绍双曲正

切函数展开法．对多个自变量以及方程组的情形，求解步骤完全类似．
考虑l+l维非线性演化方程：

F(u，虬，％，k，”．)=O (3．0．1)

其中F是变元Ⅳ，坼，％，够。，⋯的多项式，方程(3．0．1)描述孤立波u(x,t)的

动态演化过程．对给定的F，如果(3．0．1)有双曲正切函数多项式形式的孤立

波解甜化f)，则根据以下步骤必可求得这些解。

(1)孤立波是一种特殊的行波，因此首先对方程(3．0．1)施行行波变换

Ⅳ=Ⅳ(孝)，善=k(x—c”+磊 (3．0．2)

其中k(波数)和c(波速)为待定常数，而彘为任意常数，通常可取为0．通过

导数代换
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旦_诎旦．旦一．|}旦瓦寸诎面’瓦一露面

可将方程(3．0．1)化为变量f的常微分方程

F似，Ⅳ：盯-’”．)=0 (3．0．3)

(2)假设方程(3．0．3)具有双曲正切函数多项式形式的解，即：

■

Ⅳ停)=∑口i，，r=talIh(亭) (3．0．4)
t=0

其中系数qO=o’⋯，册)为待定参数。由于双曲正切函数丁满足关系

，·=1一严

故“g)的导数依然是r的多项式。若以O(u(O)记甜g)关于r的多项式的最高幂

次，则d％／d善’的最高幂次为

o(》=埘十Bp=l'2，．．·
而uedPu／dP的最高幂次为

O(u9》吡+1)胁+ng=啮．．肛l扣．
将(3．0．4)代入方程(3．0．3)，并平衡所得方程中线性最高阶导数项与最高阶

非线性项的幂次，可以确定参数埘，称m为孤立波解的阶数。

(3)将阶数确定的(3．0．4)代入方程(3．0．3)，合并r的同次幂系数并令其

为0，即得关于待定参数qO=o，⋯，m)，k,c的非线性代数方程组。

(4)利用吴消元法求解非线性代数方程组，确定待定参数qO=0，⋯，re)和后，c．

然后返回原来的变量，最终可以给出方程(3．0．1)的孤立波解

甜“力=∑a。mnhI【七0一讲)】． (3．0．5)

在正常情况下iW应为正整数，于是由上面的算法可以求出方程(3．0．1)的

闭合解析解(3．0．5)。然而在有些情况下，平衡方程(3．0．3)时可能出现m为

分数或负整数的情形。在这种情况下可引入变换

塑堕生

却g)=Vg)4

将原方程化为v偕)的方程，这里d表示柳的分母，ssn(m)表示取肼的符号(若m
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为正整数，则sgn(m)=Ld=1)。这样，H刀的阶为埘的分子(一定是正整数)．

对变换后的方程应用上述方法求解，此时vg)的阶为掰的分子(正整数)。

3．1用特征列方法解决微分方程求解过程中的难题

特征列的概念是J．F．Ritt在其有关微分代数的工作中对(微分)多项式理

想引进的，但Ritt的概念和方法未曾引起人们的注意．20世纪70年代末，吴文

俊在创立他的几何定理机器证明方法时注意到了Ritt的工作，并以此作为完善

其机械化方法的构造性代数工具。吴在理论、算法、效率和实用上都大大发展了

特征列方法，并将其用于各种几何推理和计算问题，从而引发了大量后续工作，

大量学术论著相继出现．吴方法在于计算多项式组(而非理想)的特征列，它避

免了Ritt算法中的不可约性限制，因而使得从任意多项式组有效地构造特征列

成为可能．吴—瓶tt特征列方法有着非常广泛的用途，可以处理很多复杂的阚

题。它使得大量繁琐的符号计算闯题的机械化实现成为可箍。本文旨在利用吴一

Ritt特征列方法来解决求解微分方程中遇到的问题．

考虑如下KdV方程

以+呶+删。=0． ． (3．t·1)

我们先给出行波变换

越=材(孝)'善=k(x-c磅+磊， (3．1．2)

在上述行波交换下，方程(3．1．1)化为：

．．饿’+l·雄．+(啦2群-=0． (3．1．3)

方程具有如下双曲正切函数多项式的解，即

盯g)=∑口l，，r=础)， (3．1．4)
目

将(3．1．4)代入(3．1．3)，使其最高阶导数项即。和非线性项鲫’的幂次相平衡，

即m+3=2m+l，由此确定出琅=2．于是可设方程(3．1．3)的解为

口--ao+atT+a2T2 (3．1．5)

将(3．1．5)式代入(3．1．3)，合并T的同次幂并令各次幂的系数为0．消去非零

因子后，我们得到确定ao，q和吗的代数方程组
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只=(zk2口+c—ao)q=o，

只=砰+16k2d嘎+2ca2-2aoa2=o，

只=q(8．i}2口+c—ao+3呸)=o，

只=彳+40k20ta2+2ca：2ao,≈+砭=o'
只=q(2||}2口+口2)=o，

忍=12七k+呜=o．

(将微分方程转化为代数方程组的机器实现已有人作出过相关研究，读者可

以在文献E4，66]中找到有关论述。)

此代数方程组的求解，成为我们求解微分方程过程中的一大难题。为了便于

计算，我们利用吴—Ritt特征列方法。为此，我们先给出吴—Ritt特征列的算

法。吴—Ritt特征列的算法如下：

算法盼sset：BS：=BasSet(PS)．任给非空多项式组PS cK[xl，本算法计算邢的

基列BS．

B1．命FS．=PS．BS．-o．

B2．重复下列步骤直至FSI-a．

B2．1．从FS中选取一秩最低的多项式口．

B2．2．命BS：=BSU[B】

B2．3．如果cls(B)=o’则命FS：=a；否则命

，s：={FE殿＼p)F对曰是约化的)．
下面我们描述吴一Ritt的算法，该算法指出了如何从任意多项式求得其特征列。

算法charset：CS，-CharSet(PS)．任给非空多项式组邢c研明，本算法计算船

的特征列CS．

c1．命FS#PS．RS#PS．

c2．重复下列步骤直至RS==o．

c2．1．计算CS：=BaaSet(FS)．

c2．2如果CS是矛盾列，则命RS．-0；否则计算

RS：=prcm(FS＼CS,CS)＼{0}，

且命FS：=耶U船．

用吴—特征列消元方法计算特征列的机器实现见附录2。

令PS=【只，B，⋯，只】．用吴—特征列消元方法可求得Ps的特征列为
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CS=[S口k2+c一％，q，12zzk2+吒】．

由于CS中的多项式的初式均为非零常数，故PS的零点集与CS的零点集相同．

容易求得CS关于％，at。a2的零点如下：

ao=C+80lk2,at=o’呸=-12ark2．

于是方程的(3．1-1)孤立波解为：

Ⅳ(‘f)=c+Sak2—12atk2tanh2【露(x—cf)】．

以上求解过程借助了计算机代数系统L{sple环境下的“数学机械化自动推理

平台”来解决复杂的代数方程组的求解难题，这依靠手工过程是很难实现的，而

且求解过程非常的简便快速．与手工求解过程相比具有极大的优越性．

3．2一种新的符号计算方法

文献[53，54，55]给出了Adomian分解方法的原理。我们在此对之加以引

用，通过添加算法和程序，给出了一类奇异初值问题的机器实现方法，解决了用

手工过程无法实现的问题．

3．2．1问题的提出

^domian分解方法有着广泛的应用。此方法给出了快的收敛级数解．考虑如

下奇异初值问题：

y～》．+m)=0,0<簟≤l' (3．2．1)

J，(o)=正y即)=B．

另一类奇异初值问题形如：

yw．r；lel，!十，p-，，-J=g∽o<苴≤l' (3．2．2)

y(o)=A，J，．(o)=丑

其中^’B是常数，．厂化力是连续实值函数，fig(x)∈CIo，l】．

我们不妨将(3．2．2)化归为如下的奇异初值问题：

L№沙．(功1‘+／“灭x”290)' (3．2．3)
y【0)=A，J，．(0)=B．

其中A’B是常数，．厂化力是连续实值函数，JII(．r)是连续函数，fi域x),o，

g(x)EClo,1】．如果．II(曲是可徽函数，这时(3．2．3)变为：
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J，’协)+!!‘i苌产+Fo，．)，(功)=G(功， (3．2．4)

J，(0)=4，J，．(o)=置

其悯叫瑚=訾，G(曲=器．
我们考虑形如(3．2．4)这类奇异初值问题的求解问题，在求解过程中我们必

须考虑如何消掉奇异性的影响，而又便于我们求解。为此，我们引入Adomian

分解方法来求解此类奇异初值问题。

3．2．2 Adomian分解方法原理

下面我们利用Adomian分解方法来计算此类微分方程。为了克服奇异性的

影响，我们定义微分算子L。将(3．2．3)重新写成：

Ly=-f@y)+gO)

微分算子定义为：

￡：Id L，l㈣：d)．

其逆算子被定义为：

L-10=f2,-1∽《·陟皿 (3·2．5)

将之作用于(3．2．3)，得到：

灭功=4+．ak+f1(g(x))-L-1f(x，y)． (3．2．6)

在Adomian分解方法中，灭功表示为：

∞

y(功=∑儿∽
d

非线性函数／∽力表示为：

(3．2．7)

∞

，似J，)=∑4 (3·2·8)
，戽0

其中4为Adomian多项式，它与非线性函数F@)有关，其前几项如下：
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以=F瓴)'

4=越。F．(‰)，

4=蚝F饥)+鲁F饥)， (3．2．9)

4=蚝F饥)+％砧2F‰)+蓦F洳。)’
i

将(3．2．7)和(3．2．8)代入到(3．2．6)中，我们得到：

∑只∞=彳+凰+∥(g(坳一L-1(∑4)．

为了决定咒(D。我们使用hdomian分解方法，我们得到如下递归关系式；

yo(X)=A+Bx+L-1(g(功)’

儿“(功=-E‘(4)，k≥0．

此即为：

儿∞=彳+敏+∥(g(班
舅(D=-L-1(A)，

咒@)=-L-1“)，
；

这样将(3．2．9)与(3．2．to)联立，我们便递归地得到咒(D，

对于奇异初值闯题(3．乏4)．可徽算子和其逆算子分别为：

上=∥∞姜㈤刍
f1(．)=r扩1(D《Il(磅(．)矗)妣

从而方程(3．2．4)的解可以由相应的方法得到．

(3．2．10)

从而求得J，(习．

3．2．3相关算法

这里我们给出利用Adomian分解方法求解奇异初值问题(3．2．3)和(3．2．4)韵

相关算法．

算法；

输入：(1jI(x)’力∽力，甙功，a，鼽

输出：给定微分方程的级数解．

(i)计算∥(g(x))，

(ii)寻找Yo=a+bx+L-1(g(班
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(iii)计算(3．2．9)中所描述的A，

(iv)计算出咒。(x)=-L-1(4)，f=O,1，2，⋯，其中4+。可以由(3．2．9)递归的计

算得到，

(V)求得解y(z)=∑只(其中n可以自定)．

Adomian分解方法的程序见附录1。

定理3．2．3．1如果由双积分给出的逆算子L-1(g㈣存在，那么算法(3．2，3)可
以计算由(3．2．3)和(3．2．4)组成的奇异初值问题的解。

证明：假定由双积分给出的逆算子L-1(g(功存在，那么算法(3．2．3)中的(i)

可以计算出L-1(gO))．而算法(3．2．3)中的其余部分都基于Adomian分解原理．

联立(3．2．10)和(3．2．9)，我们可以递归地决定以(功，于是我们求得(3．2．7)

中的y(x)。

3．2．4下面我们给出几个例子来演示算法(3。2。3)的应用。

例1．5．1考虑如下线性奇异初值问题：

Y。+2yL卜y=0’

y(o)=l,yI(o)=o．

计算机输出此初值问题的解为：

y(功=l—i1冉；，一昙∥+寺一+o(n
而此方程的闭形式解为；

J，(功=e。+船。．

例1．5．2考虑如下非线性奇异初值问题：

Y。+yL2(x+1)y=4ylny,

，(o)=l，J，'(o)=o，

计算机输出的此初值问题的解为：

灭力=l+，+三一+吉≯+去冉O(xlo)．
而此方程的闭形式解为：

J，∞=，．

在求解过程中。为了消除奇异性的影响。我们采用了Adomian分解方法。在

Maple环境下，我们编制相应的算法和程序来完成整个求解过程，实现了求解过
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程的机械化，解决了用手工过程无法实现的求解难题。

3．3用对称变换的方法求解微分方程

因为用对称变换方法求解(偏)微分方程已经有很多人作出过研究，且取得

了不少成果，相关研究方向已成为一大领域，限于篇幅，我们在这里只简要给出

其在计算机代数系统Maple环境下的机器演示过程和方法，不作详细知识介绍，

有兴趣的读者可以去研读文献[26，44。45．46，47，48]中的有关内容．

输入命令；

symgen(ODE,灭nway=，3耳，H／NT=··．)

参数含义：

DD．E 普通微分方程

灭力 (可选择的)独立变量

way=，嚣 可选择的算法，决定对称有限生成元的相关系数

H／NT=[el，吃1 (可选择的)el，e2表示有限生成元的可能的函数形式

HINT=[[et，乞】'眩，巳】，··．】(n-T选择的)有限生成元的可能函数形式的列表．

>with(DEtools)：

>odepde(diffCv(x)，x)=phi(x，y(x)))：

(diff(_eta(x。D，x))+((diff(_eta(x，Y)，y))一(diff(xi(x，Y)，x)))

*phi(x，y)一(diff(_xi(x，y)。y))*phi(x，y)‘2--xi(x，，r)

*(diff(phi(x，y)，x))--eta(x。y)*(diff(phi(X，y)，y))

一阶常微分方程

K锄瓜e’s ODE 120

>PDEtools[declare](Y(x)。prime=x)：

>infolevei[symgen]：=2： #turn ON userinfo On symmetries

infolevel[symgen]：2 2

)odel==x+@ffjb吒x)’x)H睢)‘(x+tn(x^2／y(x))+2)=0

odel：=x*(diff(y(x)，x))—y(x)}(x幸1n(x‘2／y(x))+2)=0

>symgen(odel)：

Lxi=1。_eta=2*y／x]

Kamke’S ODE 236

>ode2：=x木(y(x)+4)*diff(y(x)，x)-y(x)‘2-2．y(x)一2*x=0：

ode2：=x宰(y(x)+4)幸(diff(y(x)。x))-y(x)‘2-2．y(x)一2*x=0

>odeadvisor(ode2)：

．23．
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[_rational，[__Abel，’2nd type’，‘class B‘]]

>sym2：=symgen(ode2)：

sym2：=[．-xi=0，_eta=(一y+x)木(x一2*y一4)／(y+4)]，

[-xi=0，__eta=一(4}x+y‘2)}(-y+x)／(x}(y+4))】

Kamke’S ODE 357(no classification)

>ode3：=x*diff(了(x)，x)牛ln(x)*sin(y(x))+cos(y(x))木(1一X'COS(y(x)))=O；

ode3：=x}(diff(y(x)，x))丰ln(x)*sin(y(x))+COS(y(x))幸(1一X'COS(y(X)))=0

>sym3：=symgen(ode3，way=5)：

sym3：=[xi=o，_eta=(cos(2*y)+1)／(1n(x)*sin(y))】，【-鼍i=0，eta=

(-2*ln∞*cos劬+x+cos(2*y)*x)／(In(x)*sin劬)】

>dsolve(ode3)：

y(x)=arccos(In(x)／(x+_c1))

Here is all ODE with all arbitrary function F(x，y)(no classification)：

>ode4：=diff(y(x)，x)=F(y(x)‘(3／2)～3／2*exp(x))／y(x)’(I／2)*exp(x)：

ode4：=diff(y(x)，x)=F(y(x)‘(3／2)-3／2*exp(x))*exp(x)／y(x)‘(1／2)

>symgen(ode4，way=abac02)：

Lxi=exp(一X)，_eta=1／y4(1／2)] ．

二阶常微分方程

Kamke’S nonlinear second order example number 33：

>k33：=diff(y(x)，x，x)+(y(x)+3}f(x))*diff(y(x)，X)y(x)‘3+y(x)‘2*f(x)

+Y(x)卓(diff(f(x)，x)+2*f(x)‘2)=O：

k33：=(diff(y(x)，’$’(x，2)))+(y(x)+3}f(x))*(diff(y(x)，

x))-y(x)‘3+y(x)‘抖f(x)+y(x)丰((diff(f(x)，x))+2丰f(x)‘2)=0

>sym33：=symgen(k33，y(x)，way=formal)：

一>Computing symmetries using：way=formal

[I／exp(Int(一f(x)，x))，-f(x)*y／exp(Int(_f(x)，X))]，[Int(exp(Int(-f(x)，

x))，x)／exp(Int(一f(x)，x))，一(exp(Int(一f(x)，x))+f(x)*Int(exp(Int(一f(x)，

x))，x))*y／exp(Int(一f(x)，x))]

<-successful colpumtion of symmetries．

sym33：=【-xi=exp(一Int(一f(x)，x))，_eta=一f(x)*y*exp(一Int(一f(x)，x))]，

Lxi=Int(exp(Int(-f(x)，x))，x)*exp(一Int(-f(x)，x))，_eta=

-y*(1+exp(一Int(-f(x)，x))奉f(x)*Int(exp(Int●f(x)，x))，x))]

This example shows an ODE containing an arbitrary function G：

．M．
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>ode5：=diff(y(x)，X，x)=

-4*diff(y(x)，x)‘2／(4木y(x)-G(diff(y(x)，X)*x-l／2*y(x)))：
。

odes：=diff(y(x)，’$’(x，2))=-4*(diff(y(x)。

x))‘2／(4*y(X)-G(x*(diff(y(x)，X))-I／2*y(x)))

>odeadvisor(odeS)：

【[．2nd_order,_with_linear symmetries]]

This one has two pairs of infinitesimals for ode5(a point and a dynamical

symmetry)：

>sym5：=symgan(odeS)： #—yl=dy／dx

一，’一>Computing symmetries using：way 2 3‘

【x。0】

‘<一successful computation of symmetries．’

’->Computing symmetries using：way 2 2’

一。’->Computing symmetries using：way 2 abacol’

[X，0]，[O，l／-y1]

一。‘<一successful computation of symmetries．’

symS：=[xi=毫’_eta=o】，Lxi=o’_eta=i／_y王】

>ode6：=diff(y(x)，x，x)=

1／x‘2宰(diff(y(x)，x)‘2*x‘2-2．y(x)*diff(y(x)，x)宰x+y(x)‘2)：

ode6：=diff(y(x)，’$’(I，2))=((diff(y(x)，x))“2*x‘2-2．y(x)*(diff(y(x)，

x))宰x+y(x)‘2)／x‘2

>symgen(ode6)：

一>Omputing symmetries using：way。3

[O，x]， [x，O]

<．successful co砷utation of symmetries．

C_xi=0，_eta=x】，Lxi=x，_eta：O】

Below,G is again锄arbitrary function of its arguments(the ODE does

not match any recognizable pattern)．

>ode7：=diff(y(x)，x，x)=

1／ln(y(x))幸(diff(y(x)，x)‘2一y(x)*ln(y(X))*diff(y(x)，I)

．25．
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+y(x)宰1n(y(x))‘2*exp(-2*x)4啦(diff(y(x)，x)／ln(y(x))*exp(x)))／y(X)：

ode7：=diff(y(X)，’$、(x，2))=((diff(y(x)，

X))‘2-y(x)宰1n(y(x))*(diff(y(x)，

x))+y(x)车ln(y(x))‘2*exp(-2*x)_唱((diff(y(x)，

x))*exp(x)／ln(y(x))))／(In(y(X))}y(x))

>odeadvisor(odeT)：

[NoNE]

>symgen(ode7，way=abac01)：

一>Cowuting symmetries using：way=abacol

[0，ln(y)]，[exp(x)，0]

(一SUCCESSful co砷utation of symmetries．

[-xi=0，_eta=In(Y)]，[_xi=exp(x)，_eta=0]

高阶常微分方程

A third order example

>ode8：=diff(y(x)，X，X，x)=13／8／x‘3}y(x)一1／8．(一

20*diff(y(x)，x，x)}x‘2+26．diff(y(x)，X)}x)／x‘3一

I／8．(24*diff(y(x)，x)木x‘3*diff(y(x)，X，x)

-20*diff(y(x)，X)‘2*x‘2)／x‘3／y(x)：

ode8：=diff(y(x)，’$’(x，3))=13／8．y(x)／x‘3—1／8．(-20*(diff(y(x)，’$‘(x，

2)))宰x62+26．x*(diff(y(x)。x)))Ix‘3—1／8*(24*(diff(y(x)。

X))}x‘3丰(diff(Y(x)，’$’(x，2)))-20*(diff(y(x)，x))‘2*x‘2)／(x‘3*y(x))

>odeadvisor(ode8)：

[[_3rd_order，with_linear symmetries]]

>sym8：=symgen(0deS)：

一>Co．outing symetrius using：way=2

[O，1／8*x／y]

<-successful computation of sylmetries．

一>Computing symmetries using：way 2 3

[O，1／8*x／y]。【o，y]，【x，O]

<一successful computation of symmetries．

symS：=[xi=0，_eta=y】，bi=X，_eta=o]，[_xi=0，_eta=l／8*x／y]
Here is how to find a solution for ode8 using these symmetries：

。

>ans8：。dsolve(0de8)：

ans8：=y(x)=2／29*(145．29‘(I／2)*x‘(9／4+1／4．29‘(1／2))*_C3-145．29‘(1／2)木x

．26．
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‘(9／4一I／4．29‘(I／2))j!-c2+1682Ul*x-841*x‘(9／4一I／4．29‘(1／2))*C2-841．x
‘(9／4+I／4．29‘(1／2))气c3)‘(1／2)，

y(x)=-2／29*(145．29‘(I／2)木x‘(9／4+I／4．29‘(1／2))*_C3-145．29‘(1／2){x‘(9／4

-I／4．29‘(1／2))*C2+1682．_Cl*x-841*x4(9／4-1／4．29‘(1／2))*_C2-841．x‘(9／4

+I／4．29‘(1／2))宰-c3)‘(1／2)

用对称变换方法求解微分方程，无论是手工操作还是计算机操作，都有相关

的研究成果和文献。但用手工操作几乎只能求其比较简单的常微分方程的解，对

于大多数偏微分方程或者比较复杂的高阶常微分方程的求解，其过程相当繁琐，

少有人闯津．借助计算机代数系统中的Maple软件，轻松便捷的求得很多微分方

程的解．这也是用计算机求解的一大优势。

符号计算方法求解微分方程的比较通用的方法还有Grobner基方法，此方法

出现的比较早，相关研究成果和文献也很多，限于篇幅，此文中不再介绍有关内

容．
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第四章数值方法

文献[29，33，34，35，36，37，3s]给出了微分一代数方程(组)的幂级

数解和Pade近似解的研究工作，我们在研究文献中的原有研究成果的基础上，

通过添加新的程序来计算微分一代数方程的幂级数解，完成了求解过程的机器实

现，这比原有利用手工过程求得的结果具有更高的精度。

在本章，我们研究了利用计算机代数系统Matlab软件通过编制算法和程序

来实现微分代数方程的机器求解，并将其解扩展到任意次的幂级数展开法，接着

我们再利用计算杌代数系统Maple软件把幂级数解转化成Pade级数近似解形

式，最后我们利用Maple软件作出Pade近似解和精确解在同一坐标系下的图形，

给出了微分方程的Pade近似解和精确解的逼近比较。

4．1知识介绍

一类微分代数方程有如下形式：

FO，y’，如=0

y(Xo)=Yo，)，X％)=)’．

其中F，Y我们假定为足够可微的向量函数，初始值为常数。这样便有：

F(蚝，成，％)=o．

我们假定(4．1．1)的解为：

(4．1．1)

(4．1．2)

Y=Yo+兄x+∥ (4．1．3)

其中e是一个-qyo和威维数相匹配的向量，我们将(4．1．3)代入到(4．1．2)中，

并且忽略高次项，我们得到如下关于e的线性方程：

彳P=丑 (4．1．4)

其中4，占均为常数矩阵。求解(4．1．4)，那么方程(4．1．3)中，的相关系数被

确定，在高次项下重复上面的过程，我们得到方程(4．1．1)的任意次数的幂级

数解。而由上述过程给出的幂级数解可以转化为Pade级数解，于是我们便得到

微分代数方程(4．1．1)的任意次数的数值解。
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4．2用幂级数展开法解微分代数方程

我们以如下形式定义另一类型的幂级数解：

．厂(功=元+Zx+五≯+⋯+(‘+p,ea+⋯+以艮)， (4．2．1)

其中pl，p：，⋯，以为常数，q，e2，⋯，气为向量P的基，卅是向量e的维数。Y是

(4．1_3)中册维的向量，每一维向量都能被(4．2．1)中的幂级数解重复。因此

我们有：

咒=只’o+只Jr+咒2，+⋯+qr (4．2．2)

由(4．1．3)出发，其中只是Y的第f维分量，我们将(4．2．2)代入到(4．1．1)

中，得到：

Z=C‘．+A．1ej+⋯+只．e．)x--7+Q(】，’+1) (4．2．3)

其中Z为(4．1．1)中解JrO，J，‘，功的第f维分量，如果，O，Y’，∞有y‘。则．，=0，

否则．，=1．

由(t 2．3)和(4．1．4)。我们得到(4．1．4)中的线性方程如下：

^，=置，

&=一l。 (4．2．4)

求解此线性方程，我们求得ejO=l’2’⋯，神．将q代入到(4．2．2)，我们得到

只O=l’互⋯，m)。其中只为次数为一的多项式，重复从(4．2．2)到(4．2．4)的

过程，我们得到微分方程(4．1．I)的任意次的幂级数解．

若取x处的步长为h，将其代入到y和)，的导数中，我们得到在羔=％+．Il处的Y和

J，‘的幂级数解．如果我们重复上面的过程，我们得到微分代数方程(4．1．1)的

数值解，但我们并不想获得微分方程的幂级数解。我们可以将它转化为Pade级

数解的形式．

4．3 Pade近似解

假定，∽=∑∥
Ⅻ

(4．3．1)
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同时我们预先假定q=o’1，2，⋯，f(x)为复合函数。Pade近似解为如下的分数形

式：

[L／M】=再ao+两alx+习．．．+aLxL (4．3．2)

它有一个与(4．3．1)尽可能一致的麦克劳林展开式，注意到在(4．3．2)中有

L+1个分子系数，在(4．3．2)中有M+1个分母系数，在它们中或多或少的存在

不相关的共同因子，我们取玩=1．这种选择是精确决定中非常重要的一部分。于

是便有L+1个独立的分子系数和M个独立的分母系数，总共L+M+1个未知系数，

这些数字表明通常情况下[L／M]应该与幂级数(4．3．1)通过常规的幂级数解中的

一系列的l，毛矿，⋯，矿“对应，且有：

≯2嚣搿+Q妙1)． (4．。·。)

变形得：

(60+6I+⋯+‰∥)瓴4-CIX+”．)=口0+qH⋯吒矿+Qp““)． (4．3．4)

比较∥，，”，⋯，，“的相关系数，我们有：

匕气Ⅲ“+klc工w+2+⋯+60气“=0，

屯气w+2+‰一1吒Ⅲ+，+⋯+磊气2=0，
；

kc￡+k-1c“+⋯+％c。t“=0．

(4．3．5)

如果_，<O，限定q=O为常数．既然％=l，方程(4．3．5)变成如下关于M的含

有M个分母相关系数的线性方程组：

c工Ⅲ+2

c工。H+，

吒一射+4

气+l

⋯ 气

⋯
气+l

⋯％2

⋯吒tH+l

钆

‰。

钆一2
：
●

A

h“
l气+2

=一f c工+，

l；
h“

(4．3．6)

于是6．便可以求得．丽比较(4．3．4)中1,x,x2，⋯，≯的相关系数，得到下列方程

组：
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％5‰，

q5q+b,Co，

吒=c2+岛cl+岛co， (4·3·7)

i

m吐L^f)

aL=吃+∑趣气。．
I-l

从中求得q．于是(4．3．6)和(4．3．7)决定了Pade级数的分子和分母，它们被

称作Pade方程，我们建立了陋，M】的Pade近似解，这与通过次数妒州得到的

∑q一一致·

4．4数值例子

例1考虑下面的微分代数万程：

[矧o J附Lv'：j：q瑚批nl
而且有初值：

[端]锄嘲_[丹 “t·-，

原方程的精确解为；

嘲=[嚣功似如1
从初始值出发，(4．4．1)的解可以假定为；

M(D=‰+yux+eI矿=l—x—el妒， (4．4．2)

v2∞=Yo。2+咒．2x+乞矿----X+emx2．
将(4．4．2)代入到(4．4．1)．并且忽略高次项，我们有：

(-3+2e1)x+Q(x2)=o， (屯4．3)

巳x+Q(矿)=O．

这些方程都与(4．2．3)有关，与(4．2．4)有关的线性方程以如下形式被给出：

Ae=E (4．4．4)

其中4=[：0]，口=[：]，P=罡]．
从(4。4．4)中我们得到线性方程：
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㈨Ⅲ3]
求解此线性方程我们得到：

P=阴
M(功=I-x+l，5x2，

屹(功=置
(4．4．5)

从(4．4．5)出发，我们可以将(4．4．1)的解设为：

M(，x)．=1-x+1．Sx2
4-q，，

(4．4．6)
吃(功=X-l-e2J【"3，

‘。

以如此方式，我们将(4．4．6)代入(4．4．1)，忽略高次项，我们得到：

(o．5+甄)x2+Q(，)=o'

(0．1666667+e2)xs+Q(，)=O．

其中

4书牡瞄一]
由(4．4．7)我们得到线性方程：

醐3 0[吃比；一，]．
求解此线性方程，我们得到：

[-o．16666671
。2l_o．1666667J

因此有：

vl∽=l-x+1．5x2-0．1666667x3，
v2(功=x一0．1666667，．

(4．4．7)

(4．4．8)

重复上面的过程(在Matlab工具箱中，我们编写了相应的程序完成将幂级数解

展开到任意次的机器实现，详见附录3)，我们得到：

yl(D=l～x+1．s，-0．1666666667x3—0．1250000000x4—0．8333333333×10-2矿

40．9722222222x10。2矿一0．1984126984x10-3x7—0．17361Illllxl0-3一

-0．2755731922×10。P+O．3031305115x104一o．

v2(x)=x-O．1666666667一+O．8333333333×10-2一一0．1984126984x104，

+o．275573 1922 x 10-5，

．32．
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调用Maple软件中的Pade[]转化功能，我们将幂级数解H(功可以转化为下面的

Pade级数解：

P；【5／4】=!二竺：鱼箜!璺竺兰±!：堑!!!!!蔓±旦：垄；!!!!!二旦：竺!!三!!!二里：!兰兰!!!!￡。

。l+0．3366955x+O．0943669x。+0．0121698x3+0．00460sox"

幂级数解坞(功可以转化为下面的Pade级数解：

纠5，4】：慕坚婴未罂．1 0 0328282
‘。 。

+．Xz+O．0004509X4

将步长h代入到vI，v2，我们得到H(功，吃(功和v：伪)，v'Ah)，如果幂级数解收敛的非

常快，那么Pade级数解中的M，吃可以迅速消除。Pade级数近似解法对大多数微

分代数方程而言都是简便有效的，我们也可以利用此方法，并借助Maple软件来

将隐函数展开为幂级数解和Pade级数解．

下面我们利用Maple软件的绘图功能·分别作出H(功和％O)的精确解和Pade

近似解在同一坐标下的图形，以观察比较Pade近似解与精确解的逼近程度．

I ．20-

、 -

爹 。
j

j} 。，。
多

＼
。

、
’ 。

＼ 们’

＼
4

{ ．

≮ ．

＼ 5‘

。 ＼。·
． ＼—j—弋

．3 -2 ～ O 1 2 3

葺

图4—1 M(功的精确解和其[514]PIdc级数近似解在同一坐标系下的图形
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1‘

八0．5·

】， 1 2 ：3 ．2 ．1 1

／

＼ 么
V．1

丘+域一锄+1统=啊+l+sinx，
0_+I)Yl+儿必=叫一，

，“哆=(刁，yY。，=[j1]．



堡圭兰垡堡塞 苎粤童塾堡查鎏

只(功=l—x+O．5x2一O．166666667xa+0．04166666667x4—0．008333333333x。5

-tO 001388888889x6—0．0001984126984x7+O．00002480158730xs～0．2755731922x9．

儿(x)=x一0．1666666667xj+O．008333333333x’一0．0001984126984x7

+0．275573 1922x9，

y3(x)=I一0．5x2+o．04166666667x4-0，001388888889x6+0，00002480158730xs，

我们将其幂级数解月O)，咒(n儿(功转化为如下的Pade级数解：

P=[5／4】=0-o．5555555556x+0．1388888889x2—0．01984126984矿

-tO．001653439153x'一0．00006613756614x5)，(1—0．4444444444x

-tO．08333333333妒+0．007936507937P+0．0003306878307x4)．

q=[5／4]=(x-O，1338383838x3+O．003312890813xs)／(1+0．003282828283x2

+o．0004509379509x4)．

r=[5／4]=(1-0．4563492063x2+o．02070105820x')，(1+O．04365079365x2

+o．0008597883598x4)．

同样．我们利用Maple软件的绘图功能，分别作出M(力，儿(D和乃(力的精确

解和Pade级数近似解在同一坐标下的图形，来观察比较其Pade级数近似解与精

确解的逼近程度．

、、-～

．3 -2 ．1 D 1 2 3

x

图4-3咒G)的精确解争f5／4】Pade级敷近似解在同一坐标下的图形

-3S．
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1·

A0 5·

3 之 一1 1

，

＼ 么
V．，{

图4-4乃(功的精确解和[5／4]Pade级数近似解在同一坐标下的图形

∥＼
j⋯一．’2。／～．．1一一一 1一一∥＼’∥⋯：

i
。

冀＼
|

。

＼＼
| -

{
越。

≠ ．

／ 一，．

图4-5见(功的精确解和[5／4]Pade级数近似解在同一坐标下的图形

．36．
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由上面给出的精确解和[5／4]Pade级数近似解在同一坐标下的图形的比较可

以看出，二者逼近程度相当好，由此可见Pade级数近似解在微分方程的近似求

解中是相当有价值的，值得我们继续研究。

以上求解过程和作图过程都借助了计算机代数系统(Maple软件和llatlab软

件)，在Matlab符号工具箱中我们编制了求解幂级数的程序，研究了将微分代数

的幂级数解展开到任意次的机器实现方法。通过调用Maple软件中的Pade函数

转化功能和作图功能，求得了Pade近似数值解，作出了微分代数方程的Pade

近似数值解和精确解在同一坐标系下的图形。整个操作过程都依靠机器实现。与

手工操作过程相比，在计算机上运行操作，简便快速。而与此同时，用手工操作，

计算过程非常的繁琐枯燥，可以想象要用手工过程完成上述求解过程，其繁琐是

无法想象的，后续计算过程无法开展进行．不仅如此，用计算机求得的结果与手

工过程求得的结果相比，计算机求得的结果，精度要高得多，逼近程度好得多。

这一点，从上述精确解和Pade级数近似解在同一坐标下的图形就可以直观的感

受到，由此可见．用计算机代数求解微分方程具有极大的优越性，值得研究。
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5．1方法介绍

第五章符号一数值混合计算方法

在解决实际问题的过程中，有很多复杂的微分方程模型(特别是偏微分方程

模型)难于求解。为此，本文在此方面作出了一点探索。首先我们将一个比较复

杂的偏微分方程转化为代数方程组(比如利用双曲正切函数展开法)，然后对代

数方程组中的代数多项式组，利用吴—特征列方法(又称作吴一Ritt整序原理)

加以整理变换，求得此代数多项式组的特征列多项式组，这时原偏微分方程的解

就等价于新的特征列多项式方程组的解。如果待求解的特征列方程组形式比较简

单(譬如所含变量较少的情形)，那么我们就可以直接求得其精确解，如果待求

解的特征列方程组为含多变量多参数的复杂代数方程组，那么我们就不易求得其

精确解。在实际应用中，在精度允许的范围内，求得难于求解精确解的偏微分方

程的近似数值解已经足够。基于此，符号—数值混合计算求解偏微分方程的方法

就很值得我们去探索和研究。在己求得原偏微分方程的等价特征列多项式方程组

的基础上，我们再引入改进到Banach空间的Newton迭代法(在Banach空间中，

对经典Newton迭代法加以改进，从而经典Newton迭代法中只对连续实值函数

成立的情形拓展到对抽象函数也成立)，利用Banach空间中改进的Newton迭代

法可以求得等价的待求解的特征多项式方程组的近似数值解，通过对初值和参数

的调整，在计算机上运行，就可以求得满足精度要求的近似数值解，(理论上，

精度可以依人为设想而具任意精确度，但实际中限于计算机内存只能具备有限精

确度，但在一般情况下，这已经符合要求)。从而求得原偏微分方程满足精度要

求的近似数值解。

5．2特征列方法

本节主要讨论特征列方法，本节内容同预备知识一样，主要取之于文献[2]

和[3]，读者可以从有关文献中找到更详细的论述。

5．2．1三角列与特征列

设置是一特征为零的可计算数域．我们将变元工排成固定的次序
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墨-<x2<⋯％．对任意多项式P∈研明＼x，我们称使得deg(P,x，)>o的最大下标

P为P的类，记为c瞄(P)．非零常数的类定义为0．设P=幽(P)>0，称b为多项

式JP的导元，记为Iv(P)·deg(P,x，)为尸的导次数，记为，d删，而le(P,x，)
为P的初式，记为打Ⅱ(P)．

定义5．2．1．1研司中非常数多项式组成的有限非空有序集合

T=[Tt，五，⋯，乃】

称为三角列或非矛盾拟升列，如果出何)<出(五)<⋯<幽'(C)．

可将任意三角列写成如下形式

I五瓴，⋯，毛)' l

T：I硪昂⋯^，⋯^x l， (5．2．1)

|-．．⋯ }
B“，⋯，h，⋯，k，⋯，～)j

这里

0<／,i<魏<⋯<P，S％

A=醐)，％=^《霉)，f21，⋯，，
设T为(5．2．1)所示的三角列，而P为任一多项式．如果deg(P,x。)<fdeg(五)，

对所有的t成立，则称P对疆是约化的．将多项式

R=prem(．～prem(P,I',，％)’⋯，写，k)·

衙记为prem(P,TS)，并称其为户对嚣的伪余式。有如下伪余公式

r

碍⋯IyP=∑Q霉+R，
t=l

这里嚷是非负整数，面

(5．2．2)

‘=／hi(Ti)’Q∈置【司，f=l，⋯，，．

明显地．在尹对稻是约化的情形有prem(P,TS)=P．对任意多项式组雕，

prem(PS，IS)悄V【{prem(P，TS)lV∈Ps}

引理5．2．1．2对X【司中的任意三角列窬与多项式户，如果删(只四=O，则
gero(TSlim(TS))c Zero(P)．
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证明参见文献[2]，从略．

定义5．2．I．3三角列T---[T。，互，⋯，乃】cq司称为非矛盾升列，如果对所有的

2≤f≤，，l对【石，五，⋯，t。】都是约化的。

每个单个非零常数构成的集合都称为矛盾升列。

定义5．2．1．4升列CS称为非空多项式组PScq明的特征列，如果

CSc(粥)，prem(PS，cs)={o)． ．

命题5．2．1．5设CS=【G，⋯，C】为多项式方程组P．9c研明的特征列，且命

‘=埘(G)，P．只=船Ug)，j=l，⋯，，'

腰=埘(cs)=“，⋯，‘}．
则

Zero(CS／IS)C7．Zero(PS)c Zero(CS),

zer时s、=功邢s|IsWUt。Zero(PS,)
在足以及K的任意扩域中成立。

(5．2．3)

(5．2．4)

5．2．2吴—Rjtt算法

定义5．2．2．1称KM中的非零多项式F比G有较低的秩，记作F-<G或F卜G，

如果出旷)<出(G)或者出旷)=幽(G)>o，111 1deg(F)<Ideg(G)．这时，也称G

比F有较高的秩。

如果F<G和F卜G都不成立，则称F和G具有相同的秩，记作F～G．

定义5．2．2．2对任意三角列

T=【写，互，⋯，‘】，TI-【石，《，⋯，f】，

如果存在歹≤min(r，，’)使得

写～巧，⋯，C-．～巧-．，而弓>-《；

或者，’>r，且五～百，⋯，C—f，则称T比T’有较高的秩，记作T}T’或T’<T．此

时。也称T’比T有较低的秩。如果T<T’和T’<T都不成立，则称T和T·具有相

同的秩，记作T～T’．这时有

rI=，且五～《，⋯，C～?=．

考虑任意非空多项式组尸S．设m为所有包含于彤的升列构成的集合．由于每个

多项式都构成升列，所以垂≠0．称①的任意极小升列为PS的基列。这样的基列

存在，并按如下步骤进行：
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从PS=凰开始，我们在其中选取一个秩最低的多项式，譬如尽．若

cZs(矗O=o，则【尽1是朋的一基列。否则，命

鹏=妒∈蛹＼(最}妒对最是约化的}．

如果码=g，那么盼】是殿。=PS的一基列，由旦的选取可知，码中的所有

多项式都比旦有较高的秩。现设恳为鹏中秩最低的多项式，且命

羁=p∈噬、{垦)妒对岛是约化的)．

若鹏=o，晁lj阻。，B：]YoPS的一基列。否则，从羁中选取一秩最低的多项式忍，
并按上述方式继续进行．由于

出假)<幽慨)<出@)<⋯≤n

这一程序必在有限步内停止，而最终获得尸s的一基列．

下面算法更确切的给出上述选择过程。

算法鼬5set；昭#BasSet(PS)．任给非空多项式组尸scgI明，本算法计算

PS的基列BS．

B1．命FS#IS,BS．-9．

B2．重复下列步骤直至FS：=o．

B2．1．从耶中选取一秩最低的多项式丑．

B2．2．命BS=：剪U陴】

B2．3．如果咧回=0’则命FS．_囝；否则命

rs：--{r ．

下面我们描述吴—Ritt特征列的算法。该算法指出了如何从任意多项式组求

得其特征列．

算法CharSet：西．'=-CharSet(PS)．任给非空多项式簦[PSc-研明，本算法计算

船的特征列CS．

C1．命FS：=PS，RS．．PS．

晓．重复下列步骤直至RS．_a．

c2．1．计算CS：=BasSet(FS)．

C2．2如果CS是矛盾列，则命RS：=o；否则计算

．41． ，
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RS：=prem(FS＼CS，田)＼(o)，

黾命Fs；FsURS．

引理5．2．2，3设PSc／c[x]是以

BS=嗡，恁，⋯，耳】

为基列的非空多项式组，这里c艮@)>O．如果B是一对BS约化的非零多项式，

那么PSU{B)有一基列，其秩比暑s的秩低·

证明参见文献[2】，从略．

可将算法算法charset图示如下：

PS=硒c碜c⋯cFS,,
U U U

BsI Bs2⋯BS．=CS

硒鹧⋯RS．=o
其中

硒=prem(FS，、艇，啦)、{o)，
FS,+l=毯URS,，

上taS,是FS,的基列。

整序原理：设CS为多项式PS的一个特征列，则

Zero(CSIIP)c Zero(PS)c Zero(CS)， 1
Zero(PSIIP)=Zero(CS／IP), }

Zero(P$)=Zero(CS／1e)+U，劢．D哪+托j)rJ

此式中‘为CS中多项式cf的初式，伊是CS的初式积。此外，CS的序不会高

于PS的序。

5．2．3多项式组的零点分解

定理5．2．3．1(零点分解定理I)存在一个算法，使得对于给定的多项式集PS，

可在有限步内得到有限个升列cS，使得

及r郴国2H孙郴si f强l，

Remdr(PSIc墨)=(o)．

(，)

(5．2．5)



硕士学位论文 第五章符号—数值混合计算方法

(，)中的每个僻为相应升列四，的初式积。此外，(5．2．5)中的每个CS，的序都不
高于PS的序。

定理5．2．3．2(零点分解定理ID存在一个算法，使得对于给定的多项式集尸S，

可在有限步内计算出有限多个升列cs,。满足

Zero(PS)=U。Zero(CSt IISPk), 凹)

Re耐㈣，啦)={o} (5·2·6)

(II)中的每个皿是相应的升列C墨的初式隔离子积。此外，(5．2．6)中的每个

cs．的序不高于只譬的序。

定义5．2．3．3上述定理5．2．3．1和定理5．2．3．2中给出的升列CS．组成的集合称

作PS的一个特征序列．

5．3 Banaoh空间中改进的Newton迭代法

文献[32]和[TH研究了精确的Newton方法求解Jaeobian矩阵非奇异的代

数方程组的实解，文献[30]和[74】研究了不精确的Newton方法求解Jaeobian

矩阵非奇异的代数方程组的实解，文献[14]和[15]引入右逆矩阵的思想改进原有

Newton迭代法，但所求解的代数方程组的Jacobian矩阵依然是非奇异的。找们

在研究上述文献研究成果的基础上，通过引入文献[141和It5]中的右逆矩阵的思

想并对原有已知研究成果加以改进，给出了新的Banach空间中改进的Newton

迭代法，Banach空间中改进的Newton迭代法便于我们求解代数方程组的

Jacobian矩阵是非奇异或奇异的情形，扩大了求解代数方程组的近似数值解的

适用范围。

我们在Banach中对经典Newton方法加以改进．首先我们给出范数的定义：

乩=髅kI，
±

I砘=∑k}

我们定义F关于x的Jacobian矩阵为如下的hxk矩阵：

厶∽洲=㈢户+卜·川钆”^ @s．-，
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当向量F(功和x维数相同时(如h=||})，我们假定方程组的Jacobian矩阵非奇

异，如J(x)≠0．对于有界闭集S中的x，我们定义F在x点的逆Jaeobian矩阵

掣(x)．在此情形下，精确Newton方法(如文献[32，vt])或不精确的Newton

方法(如文献[30，74])都是求解方程组实解的常规著名方法。此时迭代可以写

作如下形式：

一肿1’=g(x‘帕)=一帕+J(“’ (5．3．2)

其中一吣为当前近似解。s(”’为精确Newton方法中的Newton步长或满足如下关

系的Newton步长的近似

肛o”)+‘，(∥∥町0≤∥砷lH∥)11，“砖∈【o’l】)
当F(功和苴的维数不同时，常规Newton方法不能再使用，因为这时方程组的

Jacobian矩阵奇异甚至非方阵。从而我们无法利用常规牛顿迭代法和其他传统

方法来求解此类非线性代数方程。为此，我们引用加号广义逆矩阵来对Banaeh

空间中常规Newton方法加以改进，改进后的牛顿法我们称之为Banach空间中改

进的牛顿法(以后简称改进的牛顿法)，Banaeh空间中改进的牛顿法对于常规情

形依然成立，前者为后者的推广．

定义5．3．1 A的加号广义逆矩阵∥满足：
’

AA+A=A，A+—4z+=■+，“+4)．=A+A，(AA+)．=—t4+． (5．3．3)

其中(．)代表矩阵的共轭转置矩阵。

下面的定理给出了加号广义逆矩阵的存在性和唯一性．

引理5．3．2任意矩阵』，其加号广义逆矩阵存在且唯一。

证明见文献[72]或文献[73]。

定义5．3．3 A的加号广义逆矩阵称作■的右逆矩阵，如果满足AA：=I，右逆矩

阵记作彳：．

本定义取之于文献E14，15]。

如果一个矩阵彳有右逆矩阵，其右逆矩阵存在且唯一．

弓l理5．3．4 R磅为一方程缓，歹是芦的Jacobian矩阵。若J(D是行满秩的，

则J：(功=，(∥)-l(功是J(功的右逆。

证明：取彤空问中的一组基{：，，：：，⋯，赢}，
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由B*JJ’B=U?研‘Ⅳ冶)=O≥，B=0． ．

假设存在，i，‘，⋯，‘ER，使得

五∥未+∥；：+-．．+r。JJ"。u。=o ．

由．矿瓴H‘I+⋯+rhuh)=Oj J聿媲ul+⋯+‘甜^)=o． ．

．．—●—’—’

又彻睹矿)：rank(J)=h，于是我们有‘矗+⋯+％赢：0．

由未，叶2，⋯，纛的线性无关性知

rz 2吒2⋯=rb=O·

从而∥赢。。【，．未，⋯，∥磊是线性无关的，则rank(JJ')：h． ．

I到Lj-+(x)=．厂(．旷)．1(力是矩阵．，(功的右逆矩阵，．，：(x)是七×_Il的矩阵．

有了上述知识，我们给出如下改进的Newton迭代方法：

g(x)=x+s--x—J：(磅H力=x—J‘(DU(功厂(功一1FG)． (5．3．4)

其中g(功和x是维数相同量维向量，步长-J'(xXJ(n厂(瑚。1F(功是如=—．F(功的

极小范数解．

5．3．1改进Newton迭代法的主要算法

算法：

对呱∈F，定义；

蜀(功=x—Z：(刁C(∞=x—f@MO”O))-1只(曲．

X#∥’：

Y；蜀(X)；

lr-xl,，do

X#y：

Y=．&似
return(Y)．

当{一”，∥’，⋯，∥’，⋯}收敛到g的固定点d时，口在∥’的领域内，且有FQ)=o·

当^：k时，，和．，一存在且，：一．这时改进的Newton方法类似于常规Newton

方法，方程组中含有n个方程和n个未知数．

．45—
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5．3．2算法的正确性和渐进收敛性

给定一个初始点∥’=【毛‘“，而∽，⋯，‘‘o’】r．我们建立如下迭代序列：

．re”1’=g(x‘“’、

其中g在(5．3．4)中给出。下面我们考虑算法的渐进收敛性．

定理5．3．2．1假定g(功满足：

lg(功一gO，)0≤五8r—ylI

(5．3．5)

(5．3．6)

对每个向量ty满足肚一x扣Ⅻs8眵一严)||≤A名为Lipschitz常数，满足
0≤A<1． (5．3．7)

让初始迭代满足

k∥’)一∥’-<0-2)p． (5．3．8)

则有：

(i)对所有迭代(5．3．5)，满足卜一∥’I≤p． (5．3．9)

(ii)迭代收敛到g的某一固定点口．

(iii)口为g在lx—x∽I≤p中的唯一固定点。

(iV)g为，在扣一∥l≤p中的解．
证明：

(i)已知一1’=gⅣo’)，由(5．3．6)，(5．3．7)有：

∽～善删I-<(I一枷≤p． (5．3．to)

从而∥’满足(5．3．9)，假定对于迭代F”，∥，⋯，≯”，(5．3．9)均成立，于是由

(5．3．5)有：

lx‘””一一“’8=峙(≯帕)一g(一’”)l

≤丑p_xc删l
s22[r(m-D—z扣2’0

# ■

≤A—II≯1)一】．(o’I
- -

≤五“O-2)p．

从而 Io删--X(∞l=l∥⋯一一“’)+⋯+(∥’一≯。’)I
．46．

(5．3．11)
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≤l一删一一种卜·+I∥一∥’l
s(丑“+∥”-1’+⋯+1)(1～A)p

=(1一置舯1)p

Sp

(i)得证。

(ii)对任意正整数m和P，由

Iz‘”∞-X(哪0=||(≯m,+p)--X(”””)+⋯+(r忡”一∥帕州

≤5簟‘。+"一一“一’I+⋯+Ix‘””一≯哪I
≤(互。件一+A—+，-2+⋯+∥Xl—A)p (5．3．12)

≤(1一A’)J砚。．

Vs>O，o<旯<l’科@)>o’∥<e／p,对v埘>ⅣQ)和p>o均有J一“’一o。’8<蓐

成立·因此{≯。’)为Cauchy序列，从而(∥))有极限，记为口．在(5．3．9)中定义
的集合记为S．

既然函数盛(破f=l’⋯，I|}在集s中连续，(gⅣ“’)}有极限g位)，在(5．3．5)中的

极限也必为口，即口=g位)，p—a8=lgG㈣’)一gQ)0≤五肛州’一口I_ ．

于是 I≯帕一口《=膀口“’)一g@)Is∥8x‘“一盯l≤刀。．(ii)得证．

(iii)难一性·假定夕是集s中的另一报，即陋一Pi≠o．由(5．3．6)，(5．3．7)，
我们有：

k一纠=lg幢)一础)l≤丑Icr一捌<粒一P1．

矛盾。从而口=∥．

(iV)显然口是，在卜一一∞lgp中的解，既然，是行满秩的，从而．厂∥)一’是
列满秩的．

定理5．3．2．I表明如果我们能找到一个满足定理条件的初始迭代点葺聊，迭代便

可以收敛到g的一个固定点。换句话说，在这种情形下，迭代的收敛性不仅依赖

函数譬本身，而且依赖初始迭代．

实际上，在我们能确信函数g收敛到某一固定点时，我们能在初始迭代点的选取

上赋予较少的限制条件．
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定理5．3．2．2若g(D有一固定点口，且gI(x)有连续的一阶偏导数，满足

≤互．互<1
k’

对所有的x均有肚一瑾ll<-p

则有：

(5．3．13)

(5．3．14)

(i)对任意满足(5．3．14)的≯“，(5．3．5)中的所有迭代点0。’均满足(5．3．14)：

(ii)对任意满足(5．3．14)中的∥’，迭代收敛到x=g(刁的解口，R(5，3．14)

中的岱是唯一的。

证明：对满足(5．3．14)中的任意两点墨J，，由泰勒定理有：

蜀∞劬，2妻警¨肛卜。^
其中善‘‘’∈似力．因而亭‘‘’也在(5．3．14)中，利用(5．3．t3)有：

k‰圳≤妻l矧卜小I吼粪 ≤A9x—J，|L

此不等式对所有的f均成立，从而我们有89(砷一g(”8sA耻一地．于是我们证得

g(功在(5．3．14)中关于∞一范数是Lipschitz连续的。对(5．3．14)中任意x(o)，

有：

∽一口lL=ko嘞)一g(a)L s AP-aL<2。p

从而一1)也是(5．3．14)中的点，依次类推。我们有：

9一⋯一口lL=lg(x‘”山)一g(口)L≤A0一n-t)--izI。s⋯s名“P

于是对(5．3．14)中所有的一⋯，在A<l时收敛性成立。

我们有对其他范数也成立的如下推论。

推论5．3．2．3定理5．3。2．2对求和范数和p一范数也成立。

(5．3．zs)

证明；对求和范数定理5．3．2．2显然成立。XCp一范数，根据Ho／der不等式和

(5．3．13)有：
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lgAx)-g,0')1≤妻l刮卜．vjl ≤∑l剽k—
J=ll u‘， I

瀚．辱-YJI"。
≤去·陋一，虬

其中P≥l’92i,p+q=pq．

此不等式对每个f都满足，我们有：kc力一gc，，，I，≤{|l；两．I--P§A8x—yI，
其他细节的证明与前面的定理类似．
推论5．3．2．4在定理5．3．2．2的条件下，改进Newton迭代方法是二次收敛的．

证明：设迭代有一近似解口，方程(5．3．13)对某--p>O成立。如果还有

冬盟：o'o，．，：o，功．
C％。

二阶偏导罢；墨掣在解的领域内存在．由泰勒定理：
Ox，岱，

岛∽稚，=三骞妻筹》一吩鹏却
在迭代过程中，有I∥，一口L≤M耻‘“一口E．
其中M满足：

maX
I，J．』’

2M

<一一k2

故改进的Newton迭代法是二次收敛的．

5．4符号一数值混合计算偏微分方程的算例

考察如下形式的偏微分方程；

以一％一口三也)2=却(1-ua)’ (5．4．1)

平衡(5．4．1)中的线性最高阶导数项‰与非线性项Ⅳ(卜∥)的幂次，可得
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m+2=够+跏jm=万2

引进变换“=伊伊将方程(5．4．1)改写为

q一％一等-1)《=圭朋·川
此时方程(5．4．2)的解的阶数为1．方程有如下形式的解：

v=ao+qL

r=tallhg)．

将(5．4．3)代入(5．4．2)，合并r的同次幂并令各幂次系数为0；

线性代数方程组如下：

墨=∥2菇-p2露一2pkcaoaI-4k2彳+2pk2df一4k2aat2=o，
昱=2k2ao—pao+2p4一嘲=o，
只=2觚一夕2q+8k2aj+Sk2蚂+6∥2瑶q=o，
只=嘲-2k2ao+2paoal：=o，
只=∥2q2—4J|}2—2／鼢2—4七2口=0．

(5．4．2)

(5．4J3)

(5，4．4>

于是得到非

令彤=亿，⋯，只)．在变元序k-<ao<q-4c之下，船的特征列为

eS=瞩，⋯，巴】，其中：

『cI=-p2+l酷2+8pk2+l矾2口，

I c2=—∥2+龆2+4ilk2+8k2a+2p2瑶，

I c3=--4k2—2∥旷一4k2口+∥研，

【c4=一触+2k2ao+2pai一她．

此代数方程组中的口，∥为参数，t口o，q，c为变元．我们通过对参数的调整可以

求得此代数多项式中在不同参数值下变元的近似值。譬如我们取口=o,p=l，可

以得到变元||}，ao，q，C的近似数值为(改进的Newton迭代法求解代数方程组的程

序和运行结果觅附录4)：

k=0．2041，ao=O．5000，q=--0．5000，c=2．0412

我们将其代入(5．4．3)，可得方程(5．4．2)的近似解为：

Kx,t)=0．5000-0．5000tanh[0．204Kx一2．0412)】

进而得到(5．4．1)中的近似解为：

．如．
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Ⅳ化f)={o．5000-0，SOOOtanh[O．204l(x-2．0412)1}2

5．5结论

将符号方法和数值方法结合起来求解(偏)微分方程的方法可以解决很多难

于求解的微分方程模型，本文所用到的方法对很多其他的微分方程模型也可以类

似求解，在此不一一列举。混合方法求解微分方程的思想方法有着广泛的应用前

景和研究价值，不过本文只是在这～方面作了一点初步的探索工作，但本文引导

了我们求解微分方程的新思维和新视角，我们还可以尝试着将符号计算和数值计

算的其他方法相结合来求解比较复杂酶编微分方程，这是一个新领域，这一研究

领域值得我们继续去探索和研究，希望能有更多的相关研究成果出现。
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附录

附录1：Adomian分解方法的计算程序．

ADM：=proc(h，f，g，a，b)

global function y：local i，poly A，sum；

function y[O]：=a+b*x+inverse L(h，g)：

poly_A[O]：=subs(y=function y[O]，f)：

sum：=function_y[0]：

for i from l to 4 do

function y[i]：=-inverse L(h，poly_A[i一1])：

sum：=sum+function_y[i]：

poly A[i】：=A_Poly(f，i)：od：

RETURN(y(x)=series(sum,x，lO))：

end：

inverse_L：=proc(h，g)

local Inner Int，Outer_Int：

Inner_Int：=int(h+g，x=O．．t)：

Outer_Int：=int(subs(x=t，1／h)*Inner_Int，t=O．．x)；

RETURN(Outer_Int)：

end：

A Poly：=proc(f，n)

local term；

if n=l then term：=function_y[1]*subs(y=funetion_y[0】。diff(f，Y))fi

if n=2 then

term：=function_y[2]*subs(y=function_y[O]，diff(f，y))+function_Y[1]‘2木

subs(y=function y[O】，diff(f，y$2)／2 1)fi：

if n--3 then

term：=function_y[3]*subs(y=function_y[O]，diff(f，y))+function y[1]*

function_y[2]*subs(y=function y【o]，diff(f，y$2))+function_y[1]‘3宰

subs(y=function y[O]。diff(f，y$3))／3 1fi；

if n=4 then term：=function_y[4]*subs(y=function y[O]，diff(f，Y))4-

(function_y[1]*function y[3]+function_y[2]‘2／21)}

．58．
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subs(y=functionJ[0]，diff(f，y$2))+functionj[1]‘2*functionj[2]／2 1*

subs(y=functionj[O]，diff(f，y$3))+l／4*functionj[1]‘4幸

subs(y=functionj[O]，diff(f，y$4))fi：

RBTURN(term)：

end

．59．
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附录2：在数学机械化“自动推理平台”环境中，我们计算特征列的实例演示．

>charset([aO-c，2*m*k+a1]，[aO，a1])：

[aO-c，at+2*k*m]

>charset([(2*k‘2*m+c-aO)*al，al‘2+16．k‘2*m*a2+2*c*a2—2*aO*a2，al*(8*k‘2

*m+c-aO+3*a2)，-ar2+40．k‘2*m*a2+2*c*a2—2*aO*a2+2*a242，al*(2*k‘2*m+a2)

。12*k‘2*m+a2]，[aO，al，a2])：

[一240．k‘4*m‘2*aO+240*k‘4棚‘2．c+1920．k‘6*m‘3，一lO*k‘2*m*a1，12．k‘2*m+a2]

．∞．
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附录3：将微分代数方程的幂级数解展开到任意次的程序及运行结果．

function Series(1

5ym8 el e2】‘；

n=10；

digits 110)；

e=【el；e2】j

A}【1，一x；0，0】；

Bl【l，一ll+xI；0，lj，

g=【0；sin{x)】；

a(1)t1；a12)=一1，

b11}=O；b12)t1，

v=【a11)4a(2)‘x；b11)+b(2)+x】#

h=x‘2；

for 1=2：n

vIv+e’hj

dv--diff Iv，x)；

H=A*dv+B+、r-g；

H=[difflH《1)，x，i—1)；dill(H12}，x，i)】，

H=subs(H，x，0)，

gg=一subs IH，e，【O；0】)；

^A；jacobian《H，e}；

dd-I^^“一1 l。gg；

a(i+1I--dd‘1}，

b《i+1'=dd(2}；

h=h+x；

v(1)=subs‘v(1l，el，a{i+1))；

V(2)=SUBS‘v{2l，e2．b{I+1}l；

end

vpaIvll))

vpa lvl2 Jl

an3暑

-6I．



堡圭兰垡笙塞 堕茎

1．一1．+x+1．500000000+x“2一．1666666667+x“3-．1250000000+x一4一．8333333333e一

2+x“5+．9722222222e一2+x“6一．1984126984e-3*x一7一．17361111lle一3*X一8一．27557

31922e一5+x“9+．3031305115e-5*x410

x’．1666666667+x“3+．8333333333e一2+x“5-．1984126984e一3*X一7+．27S5731922e一

5*X‘9
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附录4：改进的Newton迭代法求解代数方程组的程序和运行结果．

function y=Newton(1

ERR=O．001；err=0j

beta=l，

afa=0，

8Yms k a0 al c，

x=【k；a0；al；cl 7

is-f0．15；0．8；-0．6；2．1】；

nx=ix≯

Cl=-beta62+16"k‘2+8‘beta*k62+16‘k“2*afa；

C2=-beta“2+8"k‘2+4+beta*k“2+8"k“2*afa+2+beta62*a062：

C3--4。k‘2-2*beta*k“2—4*k“2*afa+beta“2+al‘2；

C4=-beta‘a0+2*k“2+aO+2+beta+a0“3一k+c*al，

扫【Cl；C2；C3；c‘l，

J-Jacobian(F，xl，

for i等1：lO

Jx=doublefsubsfJ，x，is))；

Fx=double(3ub5《F，x，ix))，

nx=ix—Jx。‘(Jx+Jx。j“I-1)+Fx

eErmsumlabs(nx—isl}，

if err<ERR

break；

end

ix售nx；

end

y=nx}

Togef谳ty弘伽e甜tb岱c∞Ⅻ础：k帆hd础饵dmo

Ⅸo
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0．2139

0．5563

-0．50昭

4．0103

nx盘

O．2043

0．5028

．0．5∞l

2．2335

畎4

0．204l

O．500lo

-o．5000

2．0417

m‘l

O．204l

O．5000

．0．50∞

2．0412

Ⅲ2

0．2041

0．5000

．0．5000

2．0412
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致谢

衷心感谢恩师殷志云教授!殷老师病重期问仍一直在督促指导我的学习和论

文工作，殷老师的人格魅力深深地影响了我。殷老师深厚的数学功底，渊博的知

识背景，严谨的治学态度，一丝不苟的工作作风让我深受启迪。近三年来殷老师

在我的学业上倾注了大量的心血，我所取得的每一点进步都饱含了殷老师无私的

付出．本文亦是在殷老师精心指导下完成的，本论文无论是在选题、推导过程还

是完稿后对文字部分的不断完善，都得到了殷老师的细心指导。在我研究生学习

期间，殷老师还对我的生活关怀备致，在此我对殷老师表示诚挚的谢意l

感谢中南大学数学院在我作论文期间为我提供了优良的学习环境，使得我

的论文得以顺利完成。感谢陈小松教授，唐先华教授为我的论文审稿付出了辛勤

的劳动．感谢中南大学数学院的全体老师和同学，正是你们营造的良好学术氛围

和学习环境让我深受启发，受益非浅．

在此，我还要特别感谢王伟同学，他在我论文期间，给予了我极大的帮助。

感谢我的室友王志同，蔡白光，黄介武三年以来，给予我物质和学习上的帮助。

感谢所有关心过我的老师和陪伴我度过三年美好时光的同学们，衷心的祝福你们

生活幸福美满! 一．

最后，我要特别感谢我的亲人和我的朋友，正是你们在物质和精神上给我的

支持和理解，让我渡过了一个又～个难关，顺利完成学业，在这里我向你们表达

我深深的谢意l

蒋青松于中南大学铁道学院

2006年lO月



硕士学位论文 攻读学位期间的主要研究成果

攻读学位期间的主要研究成果

[1]蒋青松，蒋茂旺．牛顿迭代法的改进及其在BANACH空间中的收敛性，数学理

论与应用．(己接受)拟定于2006年第4期发表．

[2]孙伟，蒋青松．对修理期间部件无老化的串联系统可用度的进一步探讨，数

学的实践与认识．2006年第8期．

[3]符号—数值混合方法求解微分方程的方法探索及其机器实现．(已投稿)
r4]将微分代数方程的解展开到任意次的机器实现方法．(已投稿)
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