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摘 要

本论文简要介绍了分形的定义及其发展，以及Mandelbrot集(简称M集)和Julia集

(简称J集)的概念及两者的区别。利用理论推导和数值模拟相结合的方法研究了混沌控

制中的相关问题，取得了如下成果：

首先，对M集的内部精细结构的着色机制进行了研究。并将经典的M集推广到了

实数阶，研究了实数阶M集的复动力分形特性，并且绘制了不同阶数的M集的图形。

其次，分析了模极值算法、分解算法和Fisheye算法，并利用这三种算法构造了一

系列M-J集，研究了广义M-J集的结构特征。结果发现：(1)模极值算法和分解算法均

可构造出广义M-J集非边界区域的结构；(2)广义M-J集的非边界区域具有分形特征；

(3)广义M．J集具有对称性，且演化过程依赖相角主值范围的选取；“)利用Fisheye

算法，既可观察广义M集的整体结构，也可给出广义M集某处的局部细节。

再次，给出了四元数的运算及三角表示法。由Lyapunov指数或逃逸时间与周期点

查找结合法，构造了一系列复平面上实数阶的广义M集和整数阶的四元数广义M集的

二维切片；由模极值逃逸时间算法，构造了一系列整数阶四元数广义M．J集及整数阶广

义M集的内部结构，研究了广义M-J集的结构特征。研究结果表明：(1)复平面上整

数阶的广义M集的边界吸附着无数按一定规则排列的周期花瓣序列，这种结构在不同

水平上嵌套出现，体现了自相似性；(2)四元数广义M集及其内部结构是以各周期点

的中心为球心的层层嵌套的球体；(3)四元数广义M集及其内部结构关于坐标轴对称；

(4)在立体空间中，各点的最小模极值的分布是有规律的，它们是以各周期的中心点为

球心的同心球体，且按照红色，紫色，深绿，淡绿的顺序循环出现，呈现了一定的周期

性。

最后，分别利用单反馈，双反馈和交叉反馈方法研究了一类混沌系统的控制问题，

并基于Lyapunov直接法和Routh-Hurwitz判据讨论了一类混沌系统的混沌轨道达到不稳

定平衡点或极限环时的条件，同时给出了理论上的证明。数值模拟进一步验证了这两种

方法的有效性。

关键词：模极值；选逸时问算法；四元数；反馈法；混沌控制
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Research on Fractal Structures ofM-J Sets Using Some New Algorithms

Abstract

T11is paper briefly introduces the definition and recently development of fractal．and the

definition of Mandelbrot set and Julia set(M·J sets in short)as well as differences between

these two sets．The relative problems of chaos con仃ol and ehans synchronization are studied

in this thesis using the methods of theoretical derivation and numerical simulation．The main

achievements contained in the research are as follows：

Firstly,study on the paint methods of internal fine structure of M sets．Moreover we

introduce some paint methods of M sets based on time-escaping algorithm and extend the

classical M sets to real order number,and study fractal character of complex dynamical

system based on real order number M sets．We also paint some images ofM sets、II，ith
different order number．
Secondly,Extreme modulus escaping time algorithm,decomposition algorithm and

fisheye algorithm are analyzed in this thesis，and we constructed a series of generalized M-J

sets using these three algorithms．By studying the structure chalacter ofgeneralized M-J sets．

we found：(1)Extreme modulus escaping time algorithm and decomposition algorithm ale

simple modification of classic escaping time algorithm；they call beth construct the structure

ofnon-boundary area ofgeneralized M-J sets．(2)Non-boundary area ofgeneralized M—J sets

has fiactal characters．(3)Generalized M—J sets have symmetry,and the process of

evolvement depends on range ofphase angle．(4)We can observe not only the whole structure

ofgeneralized Mandelbrot sets but also the details ofsome parts by using Fisheye algorithm．

Thirdly,Dynamic feature of complex inverse map and the structure of their periodic

stable area are studied in this thesis，and presents operation and trigonometric representation

of quatemion．We also constructed a series of generalized M sets with real number order on
complex plare and a series of two-dimension section of generalized M sets with integer order

based on quaternion．A series of quatemion generalized M-J sets using extreme modulus

escaping time algorithm and inner part of generalized M sets witll integer order ale

constructed in this thesis，studied the structure features of quaternion generalized M-J sets

研tIl real number order．Then we find：(1)There are countless of ruleless periodicity“petal”
series on the border ofgeneralized M sets with integer order on complex plane，and this kind

of structure appears nestly on different level，presents the feature of self-similar．(2)M sets

and thdr inner part are nested spheroid with the centre point being centres ofperiodic points．

(3)M sets and their inner part are symmetry about axis．(4)In the stereo—space,the
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distribution of the value of extreme modulus for each point is regular,they are nested

spheroid with one heart being the centre poim of each period,and appears circularly in the

order ofred，purple，dark green,light green,presents periodicity．

Fourthly．this paper studi鹤the problem of controI chaotic behavior of a kind of chaotic

system．Two different methods，one feedback,two feed backs and cross-feedback methods are

used to eorltrol chaos in a kind of chaos system．Based Oll the Lyapunov direct method and
Routh-Hurwitz criteria,the conditions suppressing chaos to unstable equilibrium points or

unstable periodic orbits(1imit cycles)arc discussed．and they arc also proved theoretically．
Numerical simulations show the effectiveness ofthe two different methods．

Key Words：Extreme Modulus；Escaping Time Algorithm；Quatemion；Feedback Method；
Chaos Control
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引 言

著名数学家Mandelbrot根据Julia和Faton所开创的“复动力系统理论”的思想，

利用计算机构造并研究了复映射z4--，+c缸=2)的M．J集【2’引。20多年来，人们对口∈R

的广义M-J集已进行了深入研究，发现了其中深藏着规律性的结构l“”】。然而在上述研

究中广义M．J集的内部和外部(即非边界区域)结构却被乎视。而模极值算法【Ⅲ、角度分

解法【19】和Fisheye算法【20】通过改进经典逃逸时间算法，可以显示出M-J集非边界区域的

结构特征。利用上述三种方法，作者研究了广义M集的分形结构及演化过程。

其次，由于上述研究都是在2-D复平面上进行的，为揭示高维复空间中M-J集的分

形结构，Nortont21,22l、Heidricht2引、kher【24J和Holbrookt251等先后提出了构造M．J集的

三元数和四元数算法；Rochon[26】利用了一种可交换的广义复数一双复数[27-29]，重新定义

了禾D M集和3．D Tetrabrot集；Kantor和Chatelin等建立了超复数空间Ⅲ’31】。在上述研

究基础上，本文利用Lyapunov指数法、周期点查找法和模极值逃逸时间算法研究了复

平面上广义M集以及四元数广义M．J集的分形特征。

1990年，Ott、Grebogi和Yorke基于有无穷多的不稳定周期轨道嵌入在奇怪吸引子

中这一事实，提出了一种利用混沌内在特性的控制策略(即OGY法)[32]o此后，一些学’

者对OGY策略作了推广并用多种实验证实了其有效性，从而在物理学界掀起了混沌控

制的研究热潮【3”51。现如今，人们已尝试并提出了基于不同角度的各种混沌控制的方法

【36'⋯”。这些混沌控制方法可分为反馈和非反馈两类。反馈方法主要是通过控制混沌系统

中的不稳定周期轨道实现混沌控制；非反馈方法是在控制参数或状态变量上施加一个弱

的外部周期扰动，使得混沌系统转化为周期轨道，从而达到控制混沌的目的。反馈控制

方法有OGY法、自适应控制、线性反馈控制、变结构控制、模糊控制等【38-52】；非反馈

控制法有弱周期参数扰动法、弱周期脉冲附加法、弱噪声信号附加法掣酆-57】。需要指出

的是：上述方法并不是对所有混沌系统的控制都有效，不同的方法有各自的优缺点，具

体情况要具体分析。其它更有效、更方便的控制方法还有待发展。为此，本文分别利用

单反馈，双反馈和交叉反馈法实现了一类混沌系统的控制，并给出了理论上的证明，数

值模拟验证了这两种控制方法的有效性。
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1分形理论概述

分形集是一类不能用经典几何方法描述的“不规则”集合，它们基本满足分形的经

典性质，但是在自相似的程度上可以有很大差别。分形几何就是研究所谓“简单”空间

上这样一类“复杂”子集的-fl新兴数学分支【l】。

1．1分形的产生与发展

分形理论的发展大致可分为三个阶段。

(1)萌芽阶段(1872．1925)：在这阶段，人们已认识到积累典型的分形集，并力图

对这类集合与经典的几何的差异进行描述，分类和刻画。在此之前，尽管人们已能区别

连续与可微的曲线，但普遍认为连续而不可微的情形是极为例外的，并且在理论研究中

应排除这种“另类”，曾经认为一条连续曲线上不可微的点应当是有限的，至少是可数

的。1872年，维尔斯特拉斯(Weierstras)举证了一种复杂的连续函数(现称为维尔斯特拉

斯函数)在任意一点均不具有有限或无限的导数，这一结果在当今引起了极大的震动。

1904年，冯．科赫Won Koch)用初等方法构造如今被称为冯．科赫曲线的处处不可微连续

曲线，并且讨论了该曲线的性质。由于该曲线的构造极为简单，从而改变了人们认为连

续不可微曲线的构造一定复杂的看法。特别重要的是，该曲线是第一个人为构造的具有

局部于整体相似的结构的例子，它被称为自相似结构。1913年，柏瑞(Perrin)对布朗运

动进行了深入的研究，明确指出布朗运动作为运动曲线不具有导数。柏瑞指出，自然界

的几何是混乱的，不能用通常形式的欧式几何或微积分中的那种完美的序表示出来。他

的这些论述在1920年使年轻的维纳(Wiener)受到震动，并促使他随后建立了很多布朗

运动的概率模型。为表明自然界混乱极端情形，维纳采用了“混沌”(Chaos)一词。此

外像皮亚诺(Peano)、康托尔(Cantor)、闵可夫斯基(Minkowski)、豪斯道夫(Hausdortt)

等大数学家在这期间也对分形这一现象进行了大量的探讨，极大地推动了分形理论的研

究。

(2)发展阶段(1926．1975)：在这半个世纪里，人们实际上对分形集的性质作了深

入系统的研究，特别是维数理论的研究获得了丰富成果。在这个阶段特别要提到下面两

个人的工作：贝西柯维奇(Besienvitch)和列维(Levy)。贝西柯维奇研究了曲线的维数，

分形集的局部性质，分形集的结构，s．集的分析和几何性质，以及在数论、调用分析、

几何测度中的应用，他的研究极大地丰富了分形几何理论。列维则在下面两个方面做出

了重要工作：①他第一个系统地研究了自相似集。②他建立了分数布朗运动，它是随
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机分形理论系统研究的重要先驱。尽管在此阶段在理论研究上取得了重要结果，但是绝

大部分还都局限于纯数学理论的研究，而未与其它科学发生联系。

(3)成熟和应用阶段(1975至今)：1975年，曼德尔布罗特(Mandeibrot)将前人的结

果进行了全面总结，集其大成，于1975年以“分形：形状、机遇和维数”为名发表了

他的划时代专著。在此专著中，他第一次系统地阐述了分形几何的思想、内容、意义和

方法。此专著的发表标志着分形几何作为一个独立学科的正式诞生，从而把分形理论推

进到一个更为迅猛发展的新阶段。在应用方面，它在物理的相变理论，材料的结构控制，

力学中的断裂和破坏，高分子链的聚合，模式识别，自然图像模拟，酶的生长等领域都

取得了令人瞩目的成功。

在医学图像处理领域，最近十年来，分形理论也有大量的应用报道。特别是用分形

维数来刻画图像纹理已成为很流行的做法。在Asvestas P A等人发表的综述《Application

offlactal theoryOilmedical dataprocessing》一文中，详细介绍了分形理论在医学数据处

理领域的各个方面的应用。此外，用分形理论的迭代函数系来重建图像的研究也在国际

上很热门。

曾经有人指出：19世纪后半期似乎是科学与数学变得更加专门化的时期，而20世

纪后半期，随着非线性动力学和分形理论的日趋完善，使得上述趋势得以逆转：两者均

被应用到对一系列深层次的交叉学科的研究中。

1．2 M集的概念

1．2．1 M集的定义

当1980年Mandelbrot．B．B．画出M集图像之后，M集就被认为是数学上最为复杂

的集合之一，并吸引了大批数学家。然而至今在数学上还有很多没有解决的问题。如此

复杂的现象出现在如此简明的、经典的迭代之中，因而它又被称之为“数学恐龙”，一

个简单明了的数学表达式能隐藏惊人的复杂性。今天M集已成为分形、混沌最为重要

的标志之一。M集是对二次多项式f(z)=：2+c在参数平面(参数C所在平面为参数平面)

％l=之+c；z，c∈C

其实部和虚部分别为

‘+12《一．y二+口，

和

只什l=2x．y．+6。
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M集是在参数平面上固定一初始点Zo=0，然后对所有的参数值c来研究起始点的

轨迹。从这个初始点出发经多次迭代后，会有2种趋势：(1)迭代的结果趋向无穷远处，

则初始点C不属于M集；(2)迭代的结果总保持有限，则初始点在M集中。M集图形

有非常复杂的结构，同时也具有一些明显的特征，它是由一个主要的心脏形结构与一系

列圆盘形的“芽苞”突起连接在一起，每一个芽苞又被更细小的芽苞所环绕，依此类推，

然而，这还远不是全部，如将M集的边界放大，便会显示出该集无穷数量的微型缩影，

而这些微型M集中没有一个是与母集完全一样的，它们自己也各不相同。

1．2．2 M集的计算机生成

(1)初始化

假定屏幕或显示窗口的分辨率为a xb，按照^，+1种颜色进行显示，颜色分别为0。

l⋯．，置。，和g的取值范围分别为0．25<p(O．75；0．5<q<1．5。迭代步数为100。迭代

步长为：

at,=(p一一p。h)／(口一1)

和

勿=(g一一qn)／Cl,一1)，

对屏幕上的所有点(1ip，％)，开，=o'l⋯2朋一l；～=O，l，2，．．．b一1，完成以下循环；
(2)循环初始化

令Po=‰+一Px勿，qo=g血+％×由，k=0，xo=Yo=0；
(3)迭代

xk+I=《一一+∥，儿+l=2xkyk+qi，k=七+l；

(4)迭代循环控制

计算模：

，=《+以。

如果，>肘，则选择颜色k，转第(5)步。

如果k=K，则选择颜色0，转第(5)步．

如果，<肘，并且k=K，转第(2)步。

(5)象素点循环。对点(印，ha)着颜色k，并且选择下一个象素点，转第(2)步。

一4一
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1．2．3_集的内部结构

M集是分形领域最著名的分形图形，在用计算机生成M集图形时，传统的算法是

将M集的外部区域用多层次的色彩加以反映，而对于M集的内部区域，一般是用单一

颜色来表现，有时甚至大部分被忽略，不予考虑，这样就不能很好地表示M集的内部

结构。在对M集的实际应用中，作者通过对传统算法的改进，可以获得与传统算法生

成的图形具有明显不同内部结构的M集图形，对于更加准确、艺术地描述出M集的内

部特征有着十分重要的意义。

图1．1是用逃逸时间算法构造的经典M集，图1．1(1)的逃逸半径为100，图1．1(2)

的逃逸半径为10．

(1)逃逸半径取IR《z)l<loo (2)逃逸半径取IIIIl(z)I<lo
图1．1选逸时间算法构造的经典M集

Fig．1．1 ClassicalM sets constructed using escaping time algorithm

1．3 J集的概念

一个集合到其自身映射的迭代构成的动力系统，当对多项式，(z)=22+c(c为给定

的复数)进行迭代时，由某一“初始状态”出发，序列Z0 z，，Z：⋯．可能消逝于无穷，而

且这过程进行得很快，但它们也可能保持有界，即距出发点不超越一个有限的距离。迭

代序列保持有界的复数的集合叫做所考察的多项式的充满的J集，这种集合记为置。，

集合量．是复平面上的一个闭子集且有界，人们称这样的集是“紧”的，可以想象，根

据c的值，它的形状具有很大的变化，其无穷的变化的复杂形状不仅仅从图形上看是奇

妙无比的。由于变量Z和参数c均填满整个复平面C，为方便起见，对固定参数c∈C，
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称Z平面为动力平面，称参数c所在的平面叫做参数平面。对参数平面上的每一点，在动

力平面上都有一个特殊的图形与之对应。而动力平面可分为轨道有界的种子集x。和轨

道无界的种子集c／Kp=扛∈c：∥(z)I-->∞)。K。的图像可以通过逃逸时间算法获得，

其边界越。称为丘的J集记为Jp。

1．3．1 J集的计算机生成

对于复迭代过程乙+。=乙+c，分离出z及c的实部、虚部，记z=x+iy，C=p+qi,

相应地第k个点互意味着砂平面上的点瓴，几)，则互到乙。的迭代过程为

而+．=《一露+p

Yk．I=2xkyk+g

平面图案区域内任一点见(‘．儿)的色彩灰度值得确定，可以把五，以作为迭代初值代入

上述函数而求得。

设显示器分辨率为dxb，可显示N+1种不同的色彩灰度值，分别以O，1，2，．．．，Ⅳ表

示，0表示黑色，同时设迭代次数不能超过Ⅳ次，迭代结果吒，儿的模值不能超过M，否

则迭代结束，于是算法步骤可表示为：

(1)选定‰=，m=-1．5，．k=‰=1．5，固定参数C即P和g的值令
A工=(jE。--X．m)／(a一1)，Ay=0，皿。一)7m)／(6—1)；

对于显示区域内所有点(工，Y)，x=O⋯1．．，口一1及Y=o，l，．．．，b-1完成如下循环；

(2)令而=‰+工·“，Yo=‰+y·妙，k=0；
(3)有迭代过程式(1)从(矗，Yk)中算出(坼+．，雎+．)，并计数k=k+l；

(4)计算，=《+正：若，>M，则选择颜色七，转至(5)；若七=Ⅳ，则选择颜色0

或其它某一种特殊颜色，转至(5)；若，≤M且k<N，则转至(3)；

(5)对点(工，Y)显示颜色k转至(2)，继续下一步的迭代过程。

1．3．2一集和J集的关系

J集是不动点集，而对M集来说，它利用同样的迭代模型，其所选的复平面是模型

中的c的复平面，而图形中所有点的状态是当初值Z=0时经n次迭代后乙的表现，对

于上面的话来自于M集的计算机模拟算法。

一6一
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M集上的每一点只是在c的复平面上模型z。=刃+c以Z=0为初始值迭代以次

后Z的状态，也就是说M集上的每一点C=a+bi的状态只代表了J集中当C=a+bi时

Z=0时由模型迭代n次后的状态。如果C=a+bi是M集中扩散区域中的点，说明对应

于C点的J集(0，0)点是扩散点；同理，如果C=a+bi是M集中吸引区域中的点说明对

应于c点的J集(O，o)点是吸引点；如果c=a+bi是M集中不动点集中的点，说明对应

于C点的J集(o'o)点是不动点。

从而可以看出M集并非J集的字典[41；而是J集中(O，0)点的状态字典。如果我们在

程序中取初始值Z为任意复数，则我们可得到J集中Z点的状态字典。反之我们亦可以

得到这样的结论：J集是以Z为初值的M集C点的状态字典。这一结论可通过J集的计

算机模拟算法得到。

以二次多项式厂(z)=z2+c为例，M集记录的是整个区域上的c值情况，而J集是

取一固定的c值后，观察复平面上每一点(J，y)在迭代中的表现，并把结果记录下来。

因此对于同一个迭代函数，有M集又有J集，而且这两种集合的确有密切联系。

从某种意义上讲，M集概括了所有可能的J集，它是无穷数量的J集的直观的图解

目录表，或者说M集是一本很大的书，而一个Julia集只是其中的一页。根据C点在M

集中的位置，就能预测与之相关的J集的外形及大小，如果c点在M集内，相应的J

集就是连通的；如果C点选自M集之外，则其J集就是不连通的。在M集的某个“芽

苞”上的某一点，它对应着一个参数c的值，现在我们用一个尽可能大倍数的“放大镜”

去显微这一点的一个尽可能小的邻域，由于存在着无限细节的性质总可以得到一个分形

图形，于是M集中一个最奇异的现象出现了，这个分形图形与以该点c为参数值的厂(z)

的J集极其相似。M集是一个可以查阅所有J集的微缩词典【引，J集有着自相似的性质，

而M集并没有这种性质，也正因如此，M集才得以对其无数的“亲戚”——J集进行“压

缩编码”。
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2利用三种算法研究广义M-d集的分形结构

2．1理论与方法

定义2．1设，：z‘-，+训口I>1)为黎曼球龟上的复映射，乃表示c中那些轨道不
收敛到无穷大点的点z的集合，即

弓=仁∈c：4，‘(z)1)：。是有界的)，

称此集为相应于．厂的充满的广义J集，乃的边界称为复映射／的广义J集，记为‘即

jf=8Ff·

定义2．2设f：z+-z4+如<喊口>1)为黎曼球e上的复映射，膨，表示c中c点
的轨道有界的复数C的集合，即

M，={c∈C：U‘(c))乙有界)={c∈C：c，，+c'(，+c)4+c，⋯毋∞，k寸∞)，

则称吖，为相应于，的广义M集。

定义2．1和2．2是计算机绘制^0和一图象的逃逸时间算法的理论基础·下面以构

造广义M集为例介绍上述三种算法，广义J集的与此相似，故不再赘述。

2．1．1模极值算法

对于给定的c∈膨，记Z(力的第七次迭代为∥(力，定义如下两个函数：

^(c)=i咧∥I：七=l⋯2．．)；

如果

^(c)=I露(o)l

则

五(c)=k

这里^(c)为最小模，五(c)为最小模指标。

(1)对于复映射五(z)，这里c=毛+髟，Z=X+yi；设定视窗形、逃逸尺度足和逃

逸时间限制Ⅳ．

8一
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(2)设定步长为O．01、(xo，Yo)=0和k=0。

(3)计算(以。Yk+。)，k=k+l；求啤《z)I或Ihn(z)l并记录到数组中。

(4)若七<Ⅳ上tIRe(z)|>R或IIln(z)|>R，则按照外部着色机制对点(而，％)进行着

色；若||}=N上tlRe(z)l<R，或七=Ⅳ且lhn(z)I<R，则遍历数组，找出最小模值，并根

据最小模值对点(而，％)进行着色。

(5)重复步骤(3)和(4)，穷尽视窗矿中的所有点，即可获得广义M集。

2．1．2分解算法

任意一个复数z都可以用re坩来表示，这里

r=√Re2(z)+h2(力，Oftanl(Im(z)／Re(z))，

，是模值，p是相角。若乙刚好穿过以原点为圆心半径为R的圆，则此时l乙l=‘*R。

故可把注意力集中在讨论相角吃的值上。将复平面上的点z．按照其相角等分成256份，

即

2顽z一1)／256茎幺<2丌1／256(1=l，2，⋯，256)；

然后给每一个，值分配一种颜色。所以复平面上的每一点乙，按照它的见的值就对应了

一个朋g值，也就分配了一种颜色。如此，复平面上点z0经过迭代计算后，同样可以依

据它对应的相角吃的值分配到一个，的值。于是，复平面区域上的每个点气根据其，值

的不同就被分配了不同的颜色。

2．1．3 Fi sheye算法

描述广义M集的结构特征，既要观察它的整体结构，又要讨论其中的细微之处。

我tT]．-I利用不同的放大倍数，来观察其整体的效果或某处我们所关心的细节。利用

Fisheye技术，对于一块很大的区域，只要确定了其中心的放大倍数，就可将其压缩成

一个很小的图像数据。Fisheye算法的具体步骤为：

(1)确定图像中心，视窗W，中心与边缘的图像比率，图像中心放大率，图像中心

步长。

(2)对于形中的每一点，利用逃逸时间算法求出z=工+∥中的J和Y。

(3)利用逃逸时间算法，根据逃逸时间函数值对矿中的每个点进行着色。

“)重复步骤(2)和(3)，穷尽视窗∥中的所有点，即可获得广义M集。

一9一
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2．2实验与结果

2．2．1 梗极恒算法所构造的广义I卜J集

图2 1．图24为由模极值算法所构造的广义M．J集(广义J集对应的复常数c=

O．01+0．7i)。其中，图2．1和图2．3中某点的实部大于100则视为逃逸，反之为稳定；图

2．2和图2．4中某点的虚部大于10则视为逃逸，反之为稳定。将裱示为口=±(吁+力，其
中桩正整数，，为小数即0<y<1。观察图2．1和图2．2可见，口=+1／时的广义M集类
似I±玎一11个主瓣组成的花朵；口=土(矿力时的广义M集类似陋刁一11个主瓣及一雏瓣组成
的花朵，并随，的增大，雏瓣不断发育而演化成为一个主瓣。

定理2．1由模极值算法所构造的复映射f：z卜矿+c位=0，±1，土2，¨．)的广义M集，

有

I，‘cc，I=l，‘ccel口2x-lJ，lc七=-，2，⋯，Ⅳ；．，=o，-，⋯，o口I一·，，。
证明：利用数学归纳法：

．．．厂(俚偌)：(eef一2’t1)a+傀1—2x]：1—2xJe (矿一(z可)+c)：?署(c口+c)，’．’厂(钟”1)= “)4+傀“=“(矿∥刎’+c)=P口‘1(c口+c)，

又

·．仰阿⋯‘∽巾∞等，卜
故可设俐=J广∥忙，因

．2纠 』2，， ，2F，

f“1(√石)=厂‘【厂(c∥石)】=，‘【∥石∥+c)】，

令，(c)：。a+c：c，，则，“(∞舞)：，t(。。1—21'J)。而厂“(。)：厂tIf(c)】：，t(c，)，又因为

眦斗沁崩，旧九呻I“∽‘筹，I，
故命题真。该定理说明口=±，7的广义M集的中心为原点，且具有陋一lI倍的旋转对称性
(图2．1(1)．2．1(4)和图2．2(1)．2．2(4))。
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(1)口=2 (2)口=3 (3)a=--2 (4)口=一5

(5)口=2．5，口∈【0，2x)(6)a=2．5，口∈【一3州2，训2) (7)a=2．5，0∈【—兀，帕(8)a=2．5，0∈卜们，3冗／2)

(9)口—4．5，0e【0'2帕(10)口=-4．5，0∈卜3们，兀，2)(11)口=_4．5，目∈【一兀，砷(12)a—14．5，目∈【一吡，3们)

图2．1模极值算法所构造的广义M集

Fig．2．1 G-ene删zed M 8ets∞mtructed mwg％咖e moduhlfl flg耐thm

定理2．2由模极值算法所构造的复映射，：z卜，+c@<喊口>1)的广义M集，

当选取相角陡卜丌，而时，有

故

厂‘0)=，‘(D(七=1，2，．．．，^r)。

证明：利用数学归纳法：设c=l水”，则亭=Ic|e一。

·．‘厂(c)=，+c="P”+H∥，，回=矿+万=Icre埘+Ic|P4

，(c)=，(刁。
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设广(c)=，‘(刃成立，则有

广“(c)=广If(c)】_f1厂(c)】=厂‘【，(列=f“1(-)，
‘——。=====．——●————一——●t——一

故命题真。该定理表明选取相角陡卜兀，n)00f-义M集关于善轴对称(图2．1(7)、2．1(11)、

2．2(7)和2．2(11))。

(1)口=2 (2)口=5 (3)口=-4 (4)口=一7

(5)a=3．5，护∈【O，2n) (6)a=3．5，口∈卜3州2，n／2)(7)a=3．5，目E【I兀，Ⅱ)(8)a=3．5，pe[--Ⅱ／2，37【，2)

(9)口=一4．5，曰∈【0，2兀)(10)口=-4．5，目∈【一37t．／2，Ⅱ／2)(11)口=-4．5，曰∈卜丌，帕(12)口=-4．5，臼∈[-n／2，3州2)

图2．2模极值算法所构造的广义M集

Fig．2．2 Generalized M sets consa'ucted using gXtl'eme modulus algorithm

定理2．3由模极值算法所构造的复映射厂：z 4．--94+c位=0,4-1，控，．．．)的广义M集，

当选取相角陡1--3∥2，rd2)和徙卜兀／2，37【／2)时，有
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，+(c)I州一，啦．啦)2，‘(力L一可2j啦)(七=l，2，．．·Ⅳ)
证明：因为相角日∈【一3n／2，尢，2)和OeI--n／2，3n／2)的选取关于x轴具有对称性，故当选

取相角日E【．3冗／2舭)时c=lcI∥l州啦柏，，则当选取相角陕卜兀／2，3n／2)时，其共轭可表示

为万=HP卅I。卜们，，哟，由定理2的证明过程，可知命题真·
该定理表明相角选取为陡【一3vt／2，冗，2)的广义M集x轴为轴旋转1800后即得相角选

取为陡【叫比，3冗／2)的广义M集，反之亦然(图2．1(6)和2．1(8)，2．1(10)和2．1(12)，图

2．2(6)和2．2(8)，2．2(to)和2．2(12))。

图2．3(1)一2．3(12)以及图2．4(1)一24(12)是用模极值逃逸时间算法绘制的广义J集。

观察图2．3和图2．4可见，Ct=±r／时的广义J集类似瑁个主瓣组成的花朵；口=±(矿力时

的广义M集类似r／个主瓣及一雏瓣组成的花朵，并随珀q增大，雏瓣不断发育而演化成

为一个主瓣。

定理2．4由模极值算法所构造的复映射厂：z卜z4+c位∈R且H>1)的广义J集，
有

，2叫

厂(力=f(ze‘4)(o≤_，<H—1)。

证明：利用数学归纳法：

趣i 2t{ ，2lJ

·．。八爿了)=(方言)4+c=z4∥m门+c=z4+c=，(z)，．·．f(z)=f(ze。彳)

又因为

广+1(韶1石)=厂‘【厂(邪1百)]_厂‘【厂(z)】_／“(z)，

故命题真。定理2．4说明口=士r／的广义J集的中心为原点且具有槠的旋转对称性。
定理2．5由模极值算法所构造的复映射厂：z卜，+c@∈R且陋I>1)广义J集，若

复数c的相角为矿，则主瓣中心的极坐标以护)为

r=lop
【口=眵+(2m+1沙伽(，，沩整数，且o≤m≤pf_I)’

口=土(矿力时广义J集的结构特征可解释为：由DeMoivre理论

，=尸(cm口O+isin口O)，
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(1)口=2 (2)口=5 (3)口=一2 (4)口=-7

(5)a=2．5，口e[o，2Ⅱ) (6)a=2．5，臼∈【一3；t／2，T【／2) (7)a=2．5，口e[-Tr，砷 (8)口=2，5，口∈【一；t／2，3刑2)

(9)口—4．5，0e[0，2帕(10)口=_4．5，p∈【一3以，rr／2)(11)口=_4．5，口∈【一丌，砷(12)口=_4．5，0∈[-'tr／2，3rd2)
图2．3模极值算法所构造的广义J集

Fig．2,3 Generalized J sets c,onslructed usiag cxueme modulus algorithm

对厂：z 4--，+c的每一次迭代，z都从直角坐标转换到极坐标，以便计算z4，然后再转

换回直角坐标与复常数C进行相加。但从复平面的直角坐标(x力转换到极坐标(，'句，相

角韵范围一般可选取以下四种情况：口∈【0,2而，0∈【-3rd2，7【／2)，0∈【一n力或0 E

[-ra2，3兀／2)。当口=±，7时，将不会影响式(2．1)的使用，因

IoosaO=cos(aO+2'ur) ，9 1、

1sina0=sin(a0+2兀口) 妒“’

但口=±(矿力时，则式(2．1)不成立，故虢围的不同选取将导致广义J集的不同演化。另
外在使用式(2．1)时，甜可能超出上述四种情况：0∈【0,2力，o∈[-3氕／2，rJ2)，0∈卜兀，砷
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或0∈i--x／2，3x／2)的范围，为此要进行aO+2m兀(m=1⋯2．．)的调整，这就导致了广义J
集雏瓣的出现。对于非整数的雄，一个完整的主瓣的中心相角为何+妒)屉。若属于这
个主瓣的所有点的最大和最小相角我们分别用0+和矿来表示，则

口+=(石+≯±万)／口

由定理2．4可知：可利用这个完整的主瓣通过按顺时针或逆时针方向旋转kI_l倍的

2万／I口I弧度来获得广义J集的其余主瓣，而上述相角缃选取在正工、正Y、负x或负Y

轴处的不连续性，将不允许这个主瓣通过正J、正Y、负工或负Y轴，这就导致穿过J

或Y轴(从两个方向)的主瓣部分消失，出现了雏瓣，且仅出现在相角口不连续的正J、

正，、负z或负Y轴处，可见雏瓣的出现在仅当诹非整数时。下面以选取相角0∈【0,2而
为例(图2．3(5)、2．3(9)、2．4(5)和2．4(9))，来定量说明这一现象。当某一完整的主瓣

穿过正工轴时，如果有正整数m和／,／满足

0++2，研矿pI>2石>目广+2万叫pI

或

0-一2石∥pI<o<矿一2万∥kI

则将导致雏瓣的出现。对于情况(2．1)，雏瓣出现在正J轴下方到相角为(0一+2万州kI)处；

对于情况(2．2)，雏瓣出现在正x轴上方到相角为徊+一2石n／['0处。同理可对相角选取为

另三种情况：0∈卜3耽，w2)，护∈卜兀，砷，0∈【叶以，3rff2)，进行上述的定量说明。

(1)口=2 (2)t2=5 (3)Ⅱ=一2 (4)a=-7

图2．4模极值算法所构造的广义J集

Fig．2．4 Generalized J sets constructed using％咖e modulus algorithm
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(5)a=2．5，口e[0，2n) (6)a=2．5，0∈【一3n／2，g／2)(7)a=2．5，目e[-n，呻(8)a=2．5，目∈卜刑2，3刑2)

(9)口=-4．5，口e10，2砷(10)口=_4．5，臼[-3丌／2，7【／2)(11)口=_4．5，0e[-兀，兀)(12)口=一4．5，占e[-州2，3，‘／2)

图2．4模极值算法所构造的广义J集(续)

Fig．2．4 Geaeralized J seb commmed using exa-ome modulus algorithm(Con．)

2．2．2分解算法所构造的广义I卜J集

图2．5(1)一2．5(12)以及图2．6(1)一2．6(12)是由分解算法所绘制的广义M．J集(广义J

集对应的复常数c=O．01+o．7f)，此时广义M．J集的结构特征与裂变演化规律同前，故不

再赘述。观察图2．5和图2．6可见，在图中间广义M-J集的外侧，一条条等势带中五颜

六色的色块彼此相问，且等势带中的色块正交于等势线。广义Md集外无穷远处的等势

带是由不经过迭代就逃逸的点坨”组成，这些点是按照口的初值着色，口初值是在【O，2砷

变化。故广义M_J集最外等势带被由原点向外发射256条等距的射线分割开，即色块数

为256。向内接下来的一个等势带，是由映射z 4--z4+c一次迭代后逃逸的点组成。若

该等势带中点的初值为比”，则其一次迭代结果为r4P枷+旭”。可见该等势带中的点相

角曰。∈【0，aO)，故该等

势带中的色块数为256tr。另外，这些射线不是非常的笔直，也不是所有的射线都是从

原点发射出来的。可见，随着等势带逐渐靠近广义M-J集，等势带中色块的密度是成口

倍增加的，这显示出这些色块结构具有自相似性。
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(I)口=2 (2)口=5 (3)口=一2 (4)a=一5

(5)a--4．5，一∈【0，29) (6)口=4．5，口∈【一3以，rd2) (7)a=4．5，口∈【一丌，7r) (8)a=4．5，日∈[--ra2，37“2)

(9)口一5．5，日∈【0，2丌)(10)口一5．5，口∈【一3rd2，丌／2) (11)口一5．5，护∈【一Ⅱ，帕(12)口=-5．5，曰∈【一们，37r．／2)
图2．5分解算法所构造的广义M集

Fig．2．5 GeneralizedM scts constructed using decomp06ifiou algorithm

(1)口=3 (2)口=7 (3)口=-4 (4)口=一7

图2．6分解算法所构造的广义J集

Fig．2．6 Generalized J acts comtmaed using decomposition algorithm
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(5)a=4．5，0∈【O'2兀) (6)a=4．5，口∈卜3州2，兀／2) (7)a=4．5，口∈【—丌，力 (8)口=4．5，口[-Ⅱ／2，37【／2)

(9)口=一5 5，8e[O，2丌)(10)口=一5．5，0∈卜3兀／2，Ⅱ／2)(11)口=一5．5，占∈【一兀，兀) (12)口=一5．5，目∈卜∥2，3兀／2)

图2．6分解算法所构造的广义J集(续)

Fig．2．6 Generalized J sel8 constructed using decomposition algorithm(Con．1

2．2．3 Fi shoyo算法所构造的广义M集

图2．7为Fishcye算法所构造的广义M集，图中心的放大倍数是1500，趋于图边缘

处的放大倍数逐渐减小。图中黑色为稳定区，彩色为逃逸区。观察图2．7可见，利用Fisheye

算法不仅可以观察到广义M集的整体结构(图2．7(1)一2．7(4))，还可以给出广义M集某

处的细节。另外，根据前面对广义M．J集裂变演化规律的讨论，可知主幅角醐不同选
取，将导致广义M集的不同演化(图2．7(5)一2．7(8))。

(1)口=2 (2J口=3 (3)口=4 (4)a=一2

图2．7 Fisheye算法所构造的M集

Fig．2．7 M sets constructed using Fisheye algoriflun

一18—
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(5)口=7．5，口∈【O，2n) (6)a=7．5，0∈【-3n／2，州2) (7)a=7 5，口∈【一Ⅱ，Ⅱ) (8)a=7．5，目∈【一n／2，3n／2)

图2．7 Fisheye算法所构造的M集(续)

Fig．2．7 M s舶constructed using Fisheye algorithm(Corn)

一19—
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3利用几种新算法构造四元数广义M-J集

3．1 四元数的运算及三角表示法

1843年，Hamilton提出了四元数H空间SU的发生器，相关学者在文献[21．25】中对

四元数定义为

盯={q，cr2，er3)，

这里q=(o：)，吒=(o：)，乃=口Ol／，且四元数由-和2×2矩阵组成。四元数
Q(j，Y，z，奶可表示为

Q=x／+iar．V=(；描2]，
这里V=(y，z，忉。

设Q是实数域R上的四维向量空间，其正交基底(1,0，o'o)、(O，1，0，0)、(0,0，1，o)和(0,0，0，1)

分别用r、i、J和k表示，则Q中的元素均可表示为

q=【s，y】=qo+qli+口2j+q3k，

这里标量部分S=q。，矢量部分V=(gI，q2，q3)，q称为一个四元数。

(1)基底的乘法满足：ij=-ji=k,jk=-kj=i，ki=址=j，i2=j2=P=一l。
(2)加法：q。+92=【墨，叼+【岛，v2】=【墨+岛，K+％】。

(3)加法幺元：0=【0,0】。

(4)数量乘：2q=[AS，AV】。

(5)乘法：qlq：=【S，K】【最，K】．【墨岛-Vy2，Sy,+最％+K×％】。

(6)乘法幺元：l=【1,0】。

(7)四元数的模：IIqll-√s2+y2。

(8)四元数的逆：q一=【s，一Wild2。
四元数满足加法交换律、加法结合律和乘法结合律。需说明的是，四元数的乘法无

交换律【26】。

设四元数为q=qo+吼i+92j+q3k，其模为h=√叮：+g；+g；+g；。 cosa=qo／h，

则有
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故q可表示为

这里

sina=瓢=丽7h．
㈣}平·糍蚓⋯⋯㈣

万：—q；li：+：q：2：j：+；q一3k
√g卜g；+g；

对于单位四元数q=[cosO，nsinO】，这里n为单位旋转轴，可证明

q=exp(ne)，q。=[cosuO,nsinuO](u∈R)。

3．2 Lyapunov指数或逃逸时间与周期点查找结合法构造四元数广义M集

定义3．1设f：z卜，+c位∈z)为四元数空间H上的映射，脑-表示H中那些轨道

有界的四元数盯的集合，即：

村，=幻∈H：∥+(叮)}函有界}=幻∈H：窖，q4+g，臼。+g)。+g，⋯—挣00，k--)oo】

则称晦为相应于．厂的广义M集。
根据定义3．1，可利用逃逸时间算法构造广义M集。由于四元数广义M集属于4-D

空间，一般令其一元固定，取其3-D投影来观察四元数广义M集的结构；或用二维切

片来观察。四元数q=qo+qlim+92如+93‘，可记为一个实数四元组(90，gl，q3，吼)，分别赋

给一个实轴r和三个虚轴i、J和k。四元数广义M集具有如下性质[27-31】。

定理3．1 由映射f：z卜z。+c@∈Z)构造四元数的广义M集，若点

q(qo，ql，q2，以)∈^f，(go，ql，q2，q3∈R)，Rql2+922+932=p2(p>o'；又点97(qo，gi，g；，g；)

满足go=g：，g：2+g；2+g；2=P2，]lJ点q’∈Jjlf，．

证明：利用数学归纳法：因为

毛2茗+。=(qo+pn)4+(qo+p-)-【^(。08占+厅sin刃r+_jI(∞8口+矗sin回
(3．1)

=h=(cosa0+nsinao)+h(cosO+nsinS)=(h4cosaB+hcosO)+n(h4 smaO+hsmO)
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这里^=括+p2，cOSO=qo／h，sinO=p／h，席为单位向量。又因为

彳=(：7)；+c，=(懿+pn34+(靠+pn3=【^’(cosO'+n’sin∞r+||I’(cos∥+矗’sin9，)，

这里∥=√(g’)：+矿，∞s矿=q'o／h，sinO'=p／h，矗’为单位向量。因为qo=玑，所以
h7=h，cosO’=cosO，sin∥=sinB，则有

彳=【^伽sO+n’sinDr+h(cosO+n’sinO)=(矿cosaf+hcosO)-I'ft’(矿sinaO+hsinO)(3．2)

由式(3．1)和(3．2)可得如下性质：

(1)㈨=㈦；
(2)毛与z：标量相同；

(3)迭代后z，与z：的矢量方向未变，分别与q和q7相同。

假设聊次迭代后，乙与z：依然保持上述性质，贝lJm+1次迭代后得到

乙+l 2％ct+。=(靠+成一)。+(qo+pn)=[‰(c08已+以sinO=)]。+^(c08口+一8in印
(3．3)

=(蟛cosaO．+hcosO)+n(h。．sinaO．+hsinD

乙I 2名+口弛+以月’)4+(玑+朋’)=嗽俩s《+一血咒俨+h(cosO+n'siIl印 (3．4)
=【k(cos以+∥sin以)r+h(cosO+n’sin力=(蟛cosaO．+hcosO)+n’(嵋sinaO．+hsinD

由式(3．3)和(3．4)可以判断，"l+1次迭代后：_+．与：：+．依然满足上述性质。因此若点

q∈M，，则g’∈M，。命题得证。

定理3．2由映射f：z4--，+c缸∈Z)所构造的四元数广义M集在虚轴j、j和l(的三维

投影边界是一个球体。

定理33由映射f：z卜z4+c位∈Z)所构造的四元数广义M集关于实轴f对称。

根据定理3．1易证定理3．2和3．3，本文不再赘述。

定理3A复映射f：z 4--z4+c(c∈C，口∈Z)定义的广义M集(记为M。)沿实轴方向

旋转可得到由映射f：z 4--，+c∞∈Z)的四元数广义M集。

证明：对于任意四元数g，都存在一个单位四元数P和一个复数C，满足

PqP一=c (3．5)

可见式(3．5)是四元数除法环的内自同构，且该变换中g的标量和模值均没有改变，即

qo=co刊⋯=㈣M。

下面用数学归纳法证明：若c∈M，，则q EM。因为
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zt=z：+q=qo+q·

五=Z0。+c=c4+c=(pqp一1)4+pqP一=Pq4P一‘+pqp一1=p(q。+g)p一=pZip-1

假设迭代m次后，7．I=pZ．P～，则迭代斛1次后可得到

z。“=z：+c=(pz．P一1)4+c=．Pz：，一1+lXlp～=p(z：+g)p一=．Pz．a。“p一

由上式可见，若cEM。，则叮∈M。又因为吼=c0和㈣=黼，所以点c和点g在同一球面
上，命题得证。

定理3．4说明了映射f：z 4--，+c(口∈Z)的四元数广义M集与复平面广义M集之间

的关系。作者实验也表明：从列平面观察，四元数广义M集与复平面的广义M集相同，

但在平行于卜)平面上四元数广义M集是一系列同心圆，即在3．D空间里，它是有边界的，

像是以舛由为中心的带有条形状花纹的压扁了的圆锥。暗红色的区域仍然是第一周期稳

定区域，它的补集包含了所有的其他的稳定周期区域，与复平面上的周期集合不同的是，

在复平面内的圆形区域，四元数广义M集是一个球体。

定理3．5由映射f：z4--，+c似∈Z)构造四元数广义M集。当碲数时，广义M集
关于平面r=0对称。

图3．1(1)一3．1(16)、图3．2(1)一3．2(16)分别为利用Lyapunov指数或逃逸时间与周期

点查找结合法所构造的整数阶四元数广义M集平行于乒y平面的二维切片。图3．1中黑

色为混沌区，彩色为稳定区；图3．2中黑色为逃逸区；彩色代表不同的周期区域，着色

规则同前述。

定理3．6 由Lyapunov指数或逃逸时间与周期点查找结合法所构造的映射

f：z+一，+c位=O，±l，垃，．．．)的四元数广义M集平行于纠，平面的二维切片，有

∽8=If‘(ce舞)卜，z，⋯^削^z，．．坤I-1)1
证明：利用数学归纳法：

故有

． j鲁)： 矗．2tj)a 1．石2zJ：i署(，ei(2叫)+c) 2“1tlf(ce(ce+ce e --e 矿+c)，’ 州)= 扣1)4 扣1=p1(c口e¨2纠’+c) }1(，+c)，

朐甜+c，．‘帆叫八为旷
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∽咄c算瑁

(1)口=2，cz=0 (2)口=2，C2=0．3 (3)口；2，c2=0．6 (4)口=2，晚=0．8

(5)口=2，Co=0 (6)口=2，Co=0．3 (7)口=2，印=0．6 (8)口=2，co=0．8

(9)口=一2，c2=0 (10)口=一2，c2=0．3 (11)口=一2，。2=0．6 (12)口=～2，c2=0．8

(13)口=一2，c0=一1．4 (14)a=一2，CO=一1．25 (15)口=一2，Co=_o．9 (16)口=一2，CO=--0．57

图3．1 Lyapunov指数与周期点查找结合法所构造的整数阶四元数广义M集的二维切片

Fig．3．1 2-dimension section ofthe generalized M sets for quatemion with integer order

consmlcted usingLyapunovexponentcombinedwithperiodic scanningmethod

一24—
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设

(1)口=2，c2=0 (2)a=2，c2；0．3 (3)口=2，C2=0．6 (4)a=2，cz=0．8

(5)口=2，Co=-0．8 (6)口=2，Co=-0．5 (7)口=2，CO=-0．2 (8)口=2，co=0．I

(9)口=一2，C2=0 (10)口=-2，。2=0．3 (11)口=一2，C2=0．6 (12)口=一2，Q=0．8

(13)口=一2，CO=一1．4(14)口=一2，co=一1．25 (15)口=一2，co=-0．9(16)口=一2，fo=-0．57

图3．2逃逸时间与周期点查找结合法所构造的整数阶四元数广义M集的二维切片

Fig．3．2 2-dimension section ofthe generalized M sets for quatemion with integer order

constructed using escaping-time algorithm combincd with periodic scanning method

因为

II．r(c)ll=卜i“2xJ，¨

一25—
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2，』 ．2xl ：2xJ

广+1(∞1百)=，‘L厂(矗石)】=fk【P。石妒+c)】，

令，(力：，+。：c，，则厂¨(∞i筹)：，t(c。舞)，而广+-(c)：，tIf(c)】：，t(力，又因为

IIs'如')ll十∥e焉2xJ，0，
故有

』，‘+1t。Jl=0厂‘+1c。ei筹，0
命题真。该定理说明讷整数的四元数广义M集平行于x-y平面的二维切片具有k一1l倍
的旋转对称结构。

定理3．7 由Lyapunov指数或逃逸时间与周期点查找结合法所构造的映射

，：z卜z4+如<喊口>1)的四元数广义M集平行于x-y平面的二维切片，当选取相角
陡【1c，冗)时，有

厂t(c)：7丽(_j}：1⋯2．．，忉

证明：利用数学归纳法：设c=llclle”，则石=㈣e。9。’．‘．厂p)=，+c=lcl4e脚+lcle"，

，(．)=矿+万="产+H。一，ili女f(c)=7两。设

，t(c)=而
成立，则有

，“(c)=厂‘[，(c)】=厂‘t／--t-Oh：：1．厂㈣】-，“‘(石)，

故命题真。该定理表明选取相角陡卜兀，砷的四元数广义M集平行于x-y平面的二维切片

关于工轴对称。 ．

定理3．8 由Lyapunov指数或逃逸时间与周期点查找结合法所构造的映射

f：2卜，+c位=o'土l，±2，．．．)的四元数广义M集平行于x-y平面的二维切片，当选取相

角陡卜3n／2，x／2)和ge[-'n／2，3x／2)时，有

，‘(c)l，d。叫圳2)。广(_)l州一舭J班)(七=l，2，．．·Ⅳ)。
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证明：因为相角0∈【一3"n／2，兀／2)和0E[-'n．／2，3r,．／2)的选取关于工轴具有对称性，故当选

取相角8∈【一3x／2，吡)时，则C----acliei8l嘶州z柏，当选取相角口∈【呵／2，3兀／2)时，其共轭可

表示为石=删e“9L一班j相，由定理3．7的证明过程，可知命题真·
该定理证明相角取为陡卜3兀，2，胞)的四元数广义M集平行于x-y平面的二维切片以

平行工轴为轴旋转180度后即得相角选取为陡【叫比，3兀／2)的四元数广义M集平行于x-y

平面的二维切片，反之亦然。

3．3模极值逃逸时间算法所构造的四元数广义肛J集

图3．3(1)一3．3(16)、图3．4(1)一3．5(16)分别为模极值逃逸时间算法【3J所构造的四元数

广义M和广义J集。下面以构造广义M集为例介绍模极值逃逸时间算法，广Y．J集的与此

相似，故不再赘述。具体模极值逃逸时间算法可描述为：

(1)对于c∈肘，记∥(z)为上(z)的第k次迭代。定义函数

q(c)=inf4l∥0：_j}=l，2，．．．)；

若

q(c)=6r(o)l，

则定义函数

工D)=七·

记q(c)为最小模，Z(力为最小模指标。

(2)设定视窗tlrcC，逃逸半径为R，逃逸时间限制为Ⅳ。令c=cI+cfl，z=x+yi。

(3)设定步长为O．01，xo=Yo=0，k=0。

(4)计算(而+．，Yk+1)，k=k+l，计算㈣，记录到数组中。
(5)若k<N，则按照外部着色机制进行着色；若k=N，遍历数组，找出最小模

值。

(6)根据最小值对该点进行着色。重复过程(4)、(5)，直到穷尽视窗w内所有的

点，即可获得广义M集。
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(1)口=2，c2=0 (2)口=2，c2=0．3 (3)a=2，c2=0．6 “)口=2，c2=0．8

(5)口=2，co=-0．8 (6)口=2，印；-0．5 (7)口=2，Co=--0．2 (8)口；2，Co--O．1

(9)口=-2。c2=0 (10)口；一2，c2=0．3 (11)口=-2，c2=0．6 (12)口=一2，c2=0．8

(13)口=一2，c0=一1．4 (14)口=一2，co=一1．25 (15)口=一2，Co=一0．9 (16)口=-2，Co=-0．57

图3．3模极值逃逸时间算法所构造的四元数广义M集的二维切片

Fig．3．3 2-dimension％'tion ofthe generalized M sets for quatca'nion
constructed using extl-elnemoduhls escaping-time algorithm on the plane

观察图3．1．3．3可见，模极值逃逸时间算法所绘制的四元数广义M集与逃逸时问或

L)rap哪ov指数与周期点查找结合法所构造的四元数广义M集具有相同的结构特征，故在

此不再赘述。

模极值逃逸时间算法所绘制的四元数广义J集具有如下性质。
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定理3．9由模极值逃逸时间算法构造映射，：：4---z。+c以∈R且H>1)的四元数

广义J集平行于x-y平面的二维切片，有

2It，

，(z)=f(ze。。矿)(osJ<H一1)。

证明：利用数学归纳法：

．．．厂(譬)：亿12。。_TLr-t．．CfZa—ze' (刎)+c：，+c：作)，‘．‘厂( a)=亿4 r ‘刎’+c=，+c=厂(z)，

．．．厂(z)=厂(韶。4)，
f型

又因

．2SJ ．2f』

，“1(卵‘百)=fk[f(ze‘石)】=f‘L厂(z)】=广“(z)，

故命题真。定理3．9说明萨±玎的四元数广义J集平行于珂，平面的二维切片具有缸的
旋转对称性。

定理3．10由模极值逃逸时间算法构造映射，：z 4-z4+c@∈R且H>1)的断数
广义J集平行于x-y平面的二维切片，若复数c的相角为西则主瓣中心的极坐标(，，功

为

J，=阡
I口_【妒+(2m+1)xVa(衲整数，且osm≤H—1)

(1)口=2，C2=O (2)口=2，Q=0．3 (3)口=2，c2=0．6 (4)口=2，c2=O．8

图3．4模极值逃逸时间算法绘制的四元数广义J集的二维切片

Fig．3．4 2-dimension section ofthe generalized Julia sets for quatemion
constructed using extt'eme modulus escaping-time algorithm 0n the plane
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(5)口=2。Co=-0．8 (6)口=2，CO=--0．5 (7)口=2，CO=--0．2 (8)口=2，co=0．1

(9)口=--2，C2=0 (10)口=一2，C2=0．3 (11)a=一2，C2=0．6(12)口=一2，C2=0．8

(13)口=一2。CO=一1．4(14)口=一2，co=一1．25(15)口=一2，co=_o．9(16)口=-2，CO=_0．57

图3．4模极值逃逸时间算法绘制的四元数广义J集的二维切片(续)

Fig．3．4 2-dimension section ofthe generalized Julia sets for quaternion

constructed using extreme modulus escaping-time algorithm oil the plane(Cm)

3．4模极值逃逸时间算法所构造的四元数广义M集的内部结构

图3．5(1)一3．5(8)是由模极值逃逸时间算法所绘制的四元数广义M集的内部结构。由

图3．5可见，广义M集的内部结构是以各周期的中心为球心的层层嵌套的球体结构，且具

有一定的周期性。以图3．5(6)为例(盯=4，岛=o)，可以清晰地看到，在一周期稳定区

域内，是以一周期中心点为圆心的层层向外散开的同心圆簇，由于每个圆代表着最小模

极值不同的点的集合，因此呈现出不用的颜色，且按照红色，紫色，深绿，淡绿的顺序

循环出现，呈现了一定的周期性。各周期的边缘由于各周期的不同最小模极值而相互渗

透，呈现出无规律的交界地带，但是随着指数确增加，这些边缘区域的颜色将向各自
的圆心靠拢，成为规则的圆形，并继续按照前面提出的颜色的顺序排列，图3．5(1)一3．5(4)

呈现了随着指数嘲增加，边界区域无规则的颜色分布逐渐趋于规则排列的演化过程。

一∞



大连理工大学硕士学位论文

由图3．5(1)可清晰地看出最小模极值相同的点分布在以各周期中心点为球心的球体上．

整个内部结构呈现以c0为球心的同心球体，且按照红色，紫色，深绿，淡绿的顺序循环

出现，呈现出一定的周期性。图3．6(7)和3．6(8)的指数硝负数，图3．6(k)和3．6(1)是从
垂直于z吵面的方向观察图3，6(7)和3．6(8)得到的图形。可以看出它呈现出和指数为正数

的广义M集的内部结构相同的结构．

(1)口=2 (2)口=3 (3)a=4 (4)口=6

(5)a=2 (6)g=4 (7)口=一2 (8)瑾=—4

图3．5模极值逃逸时间算法绘制的四元致广义M集的内部结构

Fig．3．5 InnerpartofgeneralizedM setsforquatemion constructedusingextrememodulusescaping-time

aJgoT／thm

当第三维c，取不同值时，由模极值逃逸时间算法作者绘制出四元数广义M集的内部

结构如图3．6(1)一3．6(8)所示。图3．6(1)一3．6(4)是盯=4，c2=o'0．5，-0．5，0．8时广义M集

的内部结构，可见随c，的变化，内部结构有很明显的变化，表现在：①随c，值的增大，

内部结构交得越来越不完整；②当c'取值互为相反数对，内部结构完全相同，这说明

了此时广义M集的内部结构也是关于坐标轴对称的；⑨可清晰地看到广义M集的球体结

构。在复平面由模极值逃逸时间算法绘制的广义M集内部结构只能给出平面上的分布规

律，无法表现出空间立体结构，而由模极值逃逸时间算法绘制的四元数广义M集的内部

结构，可由不同切片上的结构来明确最小模极值的分布情况。如图3．6(1)-3．6(4)所示，

随c2的增大，图形变得不完整，这说明其内部结构是由半径大小不相同的球体结构组成

的，当c，取值大于某些最小模极值分布的球体的半径时，将在这一切片观察不到这一模
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极值的分布，比较图3．6(1)和3．6(4)可见，3．6(2)的图形比3．6(1)少了最左面顶端部分，

即第二周期，这是因为c2取值比第二周期的点所形成的球体半径大，对于负指数同样存

在这样的现象，如图3．6(5)一3．6(8)。

(1)口昌4，Q=0 (2)a=4，q=O．5 (3)口=4，c2睾-o．5 “)口=4，c2=0．8

(5)a=一5，C2=0 (6)口=一5，C2=0．5 (7)Or=-5，C2=_o．5 (8)a2—5，C220．8

图3．6模极值逃逸时间算法绘制的四元数广义M集的内部结构的二维切片

Fig．3．6 Innerpartof2-dimension sectionofthegeneralizedM setsforquaternion

constructed using exUeme modulus escaping-time algorithm
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4一类混沌系统的控制

4．1系统描述

4．1．1 S．Inikov定理

设

鲁-，(nfER雕露，
这里厂：R’斗R3，且存在‘∈R3使得，(‘)=0。令．，=她)是m)在平衡点‘的

Jacobi矩阵，_，满足以下条件：

(1)．，有三个特征根：口，卢±im，其中口<o，卢>o，卜I>A口，p,oJ∈R。
(2)存在一条通过平衡点t的同宿轨道。

则系统(4．1)存在$male马蹄的混沌。

一般的三维二次多项式自治系统具有如下形式

“．b

这里唧，％，勺(1-<i，，≤3)，口，，6，q(1≤f≤3)，并且4，以c都是常数。首先要找出符合式“．1)

的一个系统，这样它将具有一个平衡点。为方便起见，考虑式“．I)中的第一个等式为线

性的情况·这就意味着％=o(1§f，j<3)l}a=0。为保证该系统只具有一个平衡点，要

求式“．1)具有两个非线性项，因此令

hI=屯】=屯3=^2=b2l；也J；b32=0

％=岛。=j1

“=也=6，=0

c¨=c22
2
c”5 c12；c2l。cI，5 c，l 50

02=岛=0

33

日

6

C

+

+

+

％

弧

％，∑M，∑M，∑Ⅲ

+

+

+

■

一

■

而

耳

畸

唧

％

％，∑⋯，∑Ⅲ，∑w

=

=

l|

嘲一加堕西呶一_毽
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故可得到如下的一个简单系统

ax,

i2口l而+42而+吩与

鲁=而弓+6 “2)

7如7=cI而+c2而而+c

这里4l≠o(1≤f≤3)、el≠o，c2≠O,b；eO，c≠O都是实参数。

毛：一-b (4．3)

而：—a,b-—a,x； (4．4)

将(4．3)和(4．4)带入式“．2)的第三个等式中可得如下代数式

a2cix：l+(a,bcz+口2c)彳一a3c2b2=0 (4．5)

4I鸲+吒弘O或c—a口lc．2 6 (4·6)

铲,。／a雾3c2 b2
再由式(4．3)和(4．4)得出相应的屯和弓，因此可得到系统(4．2)的平衡点D(《“，孝’，毫‘’)。

，=睢封
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aet(．O：—3a2c=-2b一2
而

由上述分析可知，此处要求吒乞<0。另外，系统(4．4)在平衡点处的Jacobi矩阵的

特征多项式为

det(AJr一．．r)量五3+A五2+见A+，=O (4．7)

这单

令

带入式(4．7)有

Pl=—q+c2而)，

P2=如一码q+ajc2x2一啦而，

⋯342咖见一节。

A=u-(p,／31，

∥+p，f+g=o (4．8)

这里

p=n一拿，

g=岛一竽+等
设

△埘悄，
如果A>0，则式(4．8)有一个实根和一对共轭虚根。因此当A>0时，式(4．7)有一

个实根和一对共轭虚根，并且由于act(．O<0，式(4．7)实根为负。为了保证虚根的实部

为正并且平衡点是吸引子，还需要满足如下条件

眄+眄<血(争丁-2pn) (4．9)



利用几种新算法研究MJ集分形结构

综上所述，当式(4．6)和(4．9)成立，并且啦c2<O，△>0时，系统(4．2)在点

D(i“，g’，毫曲)处平衡，且有一个实根和一对具有正实部的共轭虚根·

利用Silnikov定理构造混沌系统还必须证明系统存在过平衡点的同宿轨道，Zhou

等已给出该证明过程【321，故此处不再赘述。图4．1(1)_4．1(4)为系统(4．2)的混沌吸引子

以及各变量的变化曲线。

(1)混沌吸引子

1 ＼^ 1 小 U I 9 U u

晒)

(2)玉O)的变化曲线

(3)而(f)的变化曲线 “)毛(f)的变化曲线

图4．1系统(4．2)的混沌吸引子

Fig．4．1 Chaolic alia'actor ofsystem(4．2)

4．1．2平衡点稳定性判断

令

(4．10)

卸

o

^

归蓍量一

+

+

+哺拍钠
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求解方程(4．10)，可得系统(4．2)的平衡点：瓯(1．5532，-1．5256，0．8370)、墨(-o．7784+1．3461i，

若将系统(4．2)的平衡点表示为s(t只习时，则系统(4．2)的Jar．,obi矩阵为

．，=I耋三]
∥+A五2+p22+p=0 (4．11)

命题4．1当参数口I=-1．221，a2=1．5，码=5,b=-1．3，cl=一1．5，c2=一1时，系统(4．2)

的平衡点so是鞍点，且不稳定。

证明：当aI=一1．221，吒=1．5，a3=5，6=一1．3，q=-1．5，c2=-1时，将平衡点so的坐标

代入式(4．11)，可得系统(4．2)的三个特征根分别为^=-I．3344、五=O．8195+2．6828ij}11

乃=O．8195—2．6828i。由于两个虚根的实部为正，故瓯是鞍点且不稳定。

命题4．2当参数口l=-1．221，a2=1．5，a3=5，6=-1．3，q=一1．5，c2=一1时，系统(4．2)

的平衡点墨是不稳定的。

证明：当al=-1．221，a2=1．5，呜=5，6=一1．3，q=-1．5，c2---1时，将平衡点墨的坐标

五=一1．2390十2．3095i和五=o．1605—0．7625i。由于存在实部为正的虚根乃，可见墨是

4．2．单反馈控制
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fj=4l工+呸y+q2一％

【j=cI工+c2声+c—lI，

式“．12)中％、屹和坞是单反馈外部输入控制，它们可使系统(4．4)的混沌运动轨道镇

定到不稳定平衡点so、sl、是或极限环上。单变量反馈控制器为

{“2=岛Cy一刀 (4．13)

【均=与0一z-)

式(4．13)中(i，Y，彳)代表系统(4．4)的不稳定平衡点，毛、岛和岛是正反馈增益。将式(4．13)

f主=aIx+a2Y-ka3z—Iq(x一力

{夕=船+b-k2(y-y) (4．14)

命题4．3当口l=-1．221，如--1．5，as--5，6=一1．3，q=一1．5，乞=一1，且岛=屯=与>0．8195

证明：将平衡点瓯(1．5532，-1．5256，0．8370)的坐标代入式(4．14)，可得

{夕=xz+b一岛()．+1．5256) (4．15)

p=cIx+c2Y'g+c一岛(z一0．8370)

．，t岛，=[q三与耋岛主与] c4．-6，

经过计算，当‘=ks=毛=O．9时，可得式“．16)的_--个特征根为丑=-2．2344、

五=-0．0805+2．6828i和也=-0．0805-2．6828i，此时实根和复根的实部均为负值，可知，

受控系统(4．25)渐进稳定并趋于平衡点瓯。
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4．2．2镇定到平衡点最

命题4—4当q=-1．22l，吒=1．5,aj=5,b=-1．3,q=-1．5,c2=一l，且毛=屯--k,>o．1605

时，受控系统(4．14)渐进稳定并趋于平衡点墨。

证明：将平衡点五(-o．7784+1．3461i，0．7614+3．5082i，一0．4185—0．7237i)的坐标代入

式(4．14)，可得

Ij=alx+a2y+a3z一与(工+o．7784一1．3461i)

{夕=拓+6一屯0，-0．7614—3．5082i) (4．17)

k=qx+c2Yz+c—Iq(z+O．4185+0．7237i)

式(4．17)的Jaeobi矩阵为

faj一毛如 呜1

峭卜l三一c2Y乞主与J’
经过计算，当毛=屯=岛=0．2时，可得式(4．17)的三个特征根为^=-1．1039—5．0552i、

厶=一1．4390+2．3095i和丑=-0．0395—0．7625i，此时所有复根的实部均为负值，可知，

受控系统(4．14)渐进稳定并趋于平衡点墨。

4．2．3镇定到平衡点岛

命题4．5当q=-1．221,a2=1．5,c6=5，b=-I，3,q=一1．5,eq=一l，且毛=岛=岛>旺1605

时，系统(4．14)渐进稳定并趋于平衡点鼠。

证明：将平衡点墨(_o．7784—1．3461i，0．7614—3．5082i，--0．4185+0．7237i)的坐标代入

式(4．14)，可得

f圣=atx+a2y+a3z一毛(J+o．7784+1．3461i)

{夕=xz+b—k20,-o．7614+3．5082i) (4．18)

【j=ctx+c2Yz+c一与(z+0．4185—0．7237i)

式(4．18)的Jac,obi矩阵为

fat-ki a2 a3 1
J(是)=l 三 一屯 i I，

L q c2i岛罗一与J

一∞
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经过计算，当毛=屯=岛=o．2时，可得式(4．18)的三个特征根为^=-1．1039+5．0552i、厶⋯1．4390 2．3095i和^=-0．0395+0．7625i，此时所有复根的实部均为负值，可知，
受控系统(4．14)渐进稳定并趋于平衡点墨。

4．2．4镇定到极限环

镇定到围绕点岛的极限环，当aI=-1．221，a2=1．5，呜=5，6=一1．3，cl=-1．5，吃=-1，

则在平衡点品上，式(4．14)可写为

Ii=a,x+a2Y+a3z一毛(z一1．5532)

{夕=弱+6一心(y+1．5256) (4．10)

lj=cjx+c2yz+c一与D一0．8370)

式(4．19)的Jacobi矩阵为

fq一毛 42 吗 1
．，(品)=I 三 一屯 i l，

L q c2三c2歹一岛J

当向=岛=岛=O．8195时，可求出特征根为五=之．1539、五=2．6828i和乃=-2．6828i，

故此时受控系统(4．14)的运动趋于一个围绕点晶的极限环。

4．2．5数值模拟结果

选取口l=一1．221，a2--1．5，a3=5，6=一1．3，C1=-i．5，c2=-1，初始值为工(O)=1、y(O)=O

和z(o)=1，时间步长为f=O．002(s)，作者利用单反馈法模拟了将系统(4．2)镇定到平衡

点的过程(图4．2所示)。其中，图4^2(1)给出了岛=岛=与=l时，系统(4．14)镇定到

So(1．5532，一1．5256，0．8370)上的结果；图4．2(2)给出了kl=屯=岛=o．5时，系统(4．14)镇

定到墨(-o．7784+1．3461i，0．7614+3．5082i，一0．4185—0．7237i)上的结果；图4．2(3)给出了

毛=岛=岛=o．5时，系统镇定到最(m7784—1．3461i，0．7614-3．5082i，一0．4185+0．7237i)b[}勺

结果。
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f(s) f(8) f(8)

(1)镇定到点so (2)镇定到点禺 (3)镇定到点52

图4．2利用单反馈镇定系统(4．14)到平衡点时雄)、y(O和z(f)的变化曲线

Fig．4．2 Thetimercspomeofstamsx(t)，y(t)andz(t)when controlling system(4．14)toⅨluilibritm

points using one feedback control meshod

由图42(1)可见：在20(s)的时间内，系统∽14)的工∽、y(O和z(O都稳定到了

1．5532，一1．5256，0．8370，即被镇定到so(1．5532，一1．5256，0．8370)上；由图4．2(2)可见：

当t=12(s)、5(s)和10(S)时，工(f)、)'(f)和z(f)分别稳定到了-0．7784+1．3461i，

0．7614+3．5082i，-0．4185’o．7237i， 即系统(4．14)被镇定到墨(-o．7784+1．346li，

0．7614+3．5082i，一0．4185—0．7237i)上；由图4．2(3)可见：当t=12(s)、5(s)和lo(s)时，稚)、

y(f)和z(f)分别稳定到了-o．7784-1．346li，0．7614-3．5082i，-0．4185+0．7237i，即系统(4．14)

被镇定到最(．_0．7784—1．3461i，O．7614-3．．5082i，-0．4185+0．7237i)上。

由图4．3可看到，此时受控系统(4．14)的稳定状态是围绕着平衡点晶的极限环。

围绕平衡点晶的极限环

图4．3利用单反馈镇定系统(4．2)到极限环的模拟结果

Fig．4．3 Simulation t℃sults ofcontrolling system(4．2)to limit cycles using咖e feedback control method
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4．3双反馈控制

利用双反馈控制也可将系统(4．2)的混沌运动镇定到不稳定平衡点品、墨、足或极

限环上。双反馈控制器为

{铲：粤H哕坞力 (4．20)
【U2=岛(y—y-3

⋯

式(4．20)中(i，歹，i)为系统(4．4)的不稳定平衡点，与和也是正反馈增益。

4．3．1镇定到平衡点晶

仅对系统“．2)的第三式旄加控制，可得受控系统

f=alx+口2Y+a3z
{岁=xz+b (4．21)

【j=clX+Ce．FZ+C一向(】z+6)一如(：一三)

命题4．8当口l---1．221，a2=1．5，a3=5,b--一1．3，q=一1．5，e2---I时，且毛>0．25和

k2>l，受控系统(4．21)渐进稳定并趋于平衡点s0。

证明：将平衡点So(Z．5532，一1．5256,0．8370)的坐标代入式“．21)，可得式(4．21)的

Jacobi矩阵为

㈣：f：a。2 ：]，
LcJ一局子乞三c2歹一毛i一岛J

经过计算，当kl--0．5和屯=l时，可得式(4．32)的三个特征根为^=-0．9772、

五=--0．2474+3．0657i和五=-0，2474—3．0657i，此时实根和复根的实部均为负值，可知，

受控系统(4．21)渐进稳定并趋于平衡点晶。

4．3．2镇定到平衡点墨和最

当al---1．221，a2--I．5，a3--5，b---I．3，cl---1．5，c2---1时，且与<--4和屯>o．9，受控

系统(4．21)渐进稳定并趋于平衡点S。

证明：将平衡点S．(-O．7784+1．3461i，0．7614+3．5082i。一0．4185—0．7237i)的坐标代入

式“．21)，可得式(4．21)的Jaeobi矩阵为
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f 4I a2 a3 1
．，(墨)=l ；0 i l，
Lq～毛三c2i。j歹一南i一岛J

经过计算，当毛=-5和屯=1时，可得式(4．21)的三个特征根为^=_6．0113+6．6497i、

丑=-0．8486—3．0320i和五=-0．0145—0．3954i，此时所有复根的实部均为负值，可知，

受控系统(4．32)渐进稳定并趋于平衡点墨。

当q=一1．221，a2=1．5，q=5,b--一1．3,q=一1．5,c2=一l时，且南<．4和岛>O．9，受控

系统(4．21)渐进稳定并趋于平衡点最。

证明：将平衡点最(-o．7784—1．3461i，0．7614—3．5082i,--0．4185+0．7237i)的坐标代入式

(4．21)，可得式(4．21)的Jaeobi矩阵为

f 4I a2 a3 1
-，(是)=l i 0 i l，
Lcl一毛i岛=c2y一南i一屯J

经过计算，当南=一5和岛=l时，可得式(4．21)的Jaeobi矩阵的三个特征根为

^=-6．0113—6．6497i、五=-0。8486+3．0320i和五=_o。0145+0．3954i，此时实根和复根

的实部均为负值，可知，受控系统(4．21)渐进稳定并趋于平衡点&。

4．3．3数值模拟

选取q=一1．221，a2---1．5，aj=5，b=-1．3，cI=-1．5，c2=-1，初始值为聋(0)=1、y(o)=O

和z(O)=1，时间步长为f=O．002(s)，作者利用双反馈法模拟了将系统(4．2)镇定到平衡

点的过程(图4．6所示)。其中，图4．6(1)给出了当南=0．5和屯=l时，系统(4．21)镇定

到平衡点So(1．5532，-1．5256，0．8370)上雕J结果；图4．6(2)给出了局=O．5和如--12时，系

统“．21)镇定到平衡点墨(．o．7784+1．3461i，O．7614+3．5082i，一0．4185一O．7237i)上的结

果：图4．6(3)给出了毛=O．1和岛=6时，系统(4．21)镇定到平衡点

是(．_0．7784—1．3461i，0．7614-3．5082i，-0．4185+0．7237i)上的结果。
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f(s) f(s) f(s)

(1)镇定到点岛 (2)镇定到点S (3)镇定到点岛

图4．6利用双反馈镇定系统(4．21)到平衡点时xO)、)，(f)和z(f)的变化曲线

Fig．4．6 Thetime∞叩如∞ofstatus缸f)，“O andz(t)when controlling system(4．21)to equilibdtm

points uBing two feedbacka control mcshod

由图4．6(1)可见：在13(s)的时间内，系统(4．31)的z(f)、y(f)和z(f)都稳定到了1．5532，

一1．5256，0．8370，即被镇定到So(1．5532，一1．5256，0．8370)上；由图4．6(2)可见：当r-4(s)、

3(S)和3(S)时，z(f)、y(f)和z(f)分别稳定到了--0．7784+1．3461i，0．7614+3．5082i，

-0．4185-0．7237i，即系统(4．32)镇定到s,(--o．7784+i．3461i,0．7614+3．5(182i，一0．4185—0．7237i)

上；由图4．6(3)可见：当t=12(s)、5(s)和lO(s)时，工(f)、)，(f)和z(f)分别稳定到了

一O．7784_1．3461i，O．7614_3．5082i，-0．4185+0．7237i，即系统(4．32)很快被镇定到

s2(-o．?z84—1．3461L 0．7614—3．5082i,一0．4185q-0．7237i)_[Z·

4．4交叉反馈控制

设交叉反馈控制函数为

j嘶2 o(cIz+c2yz)+七o，一刃 (4．22)‘ 、'·4厶，

【如=k(xz+6)+k(z-习

式(4．22)中(i，歹，i)为系统(4．2)的不稳定平衡点，k是正反馈增益。将式(4．22)代入系

统(4．2)可得：

=q工+啦Y+码：

=xz+b-k(clx+c2yz)一Ii}o一刀 (4．2a)

=qx+c2Yz+c—k(xz+b)一k(z一动
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4．4．1镇定到平衡点品、Si和岛

当al=一1．221，a2=1．5，a3=5，b=-1．3，q=-1．5，e2=一1时，且七>一13．8756，受控系统

(4．23)渐进稳定并趋于平衡点蜀。

证明：将平衡点So(1．5532，一1．5256，0．8370)的坐标代入式(4．23)，可得式(4．23)的

Jacobi矩阵为

f ai a2 a3 1
．，(So)=l芽一‰—后吃三一k i一鸩歹I，
Lq一毛三 岛i c2歹一与i一七J

经过计算，当k=l时，可得式(4．23)的Jacobi矩阵的三个特征根为丑=一l、

五=-0．7058+2．8132i和五=-0．7058—2．8132i，此时实根和复根的实部均为负值，可知，

受控系统(4．23)渐进稳定并趋于平衡点瓯。

当ai=一1．221，as=1．5，a3=5，6=一1．3，Ct=-1．5，C2=-1时，且O．3<k<1．3，受控系统

(4．23)渐进稳定并趋于平衡点墨。

证明：将平衡点S(_o．7784+1．3461i，0．7614+3．5082i，一0．4185—0．7237i)的坐标代入

式(4．23)，可得式(4．23)的Jaeobi矩阵为

f aj a2 as 1
，(墨)=l z一确一kc2F—k i一坞歹I，

Lcl一毛手 c2手 ceY一毛孑一||}J

经过计算，当k=1时，可得式(4．23)的三个特征根为^=-1．9712-6．6125i、

丑=-0．0386+0．6449i和丑=-2．1047一O．2313i，此时所有复根的实部均为负值，可知，

受控系统(4．23)渐进稳定并趋于平衡点墨。

当a．=一1．221，as=1．5，a3=5，b=-1．3，cJ=-1．5，c2=一1时，go．3<七<1．3，受控系统

(4．23)渐进稳定并趋于平衡点墨。

证明：将平衡点墨(-0．7784一1．3461i，0．7614—3．5082i，一0．4185+0．7237i)的坐标代

入式(4．23)，可得式(4．23)的Jacobi矩阵为

f q a2 a3 1
．，(是)=l彳一％一七吃享一k i一七吃歹l，

L cI一毛三 c2i c2歹一毛i一七J
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经过计算，当k=1时，可得式(4．23)的Jacobi矩阵的三个特征根为^=一1．9712+6．6125i、

^=一O．0386—0．6449i和丑=-2．1047+0．2313i，此时所有复根的实部均为负值，可知，

受控系统(4．23)渐进稳定并趋于平衡点岛。

4．4．2数值模拟

选取q=一1．221，a2=1．5，a3=5，b=-I．3，cI=-1．5，c2=一l，初始值为工(O)=1、y(0)=O

和z(o)=1，时间步长为f-=0．002(s)，作者利用交叉反馈法模拟了将系统(4．2)镇定到平

衡点的过程(图4．7所示)。其中，图4．7(1)给出了当k=1时，系统(4．23)镇定到平衡点

S0(t．5532，一1．5256，0．8370)_1=的结果：图4．7(2)给出了k=l时，系统(4．23)镇定到平衡点

墨(-o．7784+1．3461i，O．7614+3．5082i，一0．4185—0．7237i)上的结果；图4．7(3)给出了k=1

时，系统(4．23)镇定到平衡点最(-o．7784一1．3461i，0．7614-3．5082i，-0．4185+0．7237i)上

的结果。

f(8) f(s) f(s)

(1)镇定到点So(2)镇定到点St (3)镇定到点S2

图4．7利用交叉反馈镇定系统(4．23)到平衡点时工(f)、y(t)和z(f)的变化曲线

Fig．4．7 Thetime∞叩㈣ofstatusx(t)，贝O andz(t)when controlling system(4．23)to equilibritm
points using cross feedback control meshod

由图4．7(1)可见：在6(s)的时间内，系统(4．34)的x(t)、y(t)和z(f)都稳定到了

1．5532，一1．5256，O．8370，即被镇定到S0(1．5532，一1．5256，0．8370)上；由图4．7(2)可见：

当t--6(s)、3(s)和2(s)时，JO)、)，(f)和z(f)分别稳定到了-0．7784+1．3461i，

0．7614+3．5082i ， -0．4185--0．7237i ， 即 系 统 (4．34) 被 镇 定 到

墨(．o．7784+1．3461i，O．7614+3．5082i，一O．4185—0．72370上；由图4．7(3)可见：当t=6(s)、

3(s)和2(s)时，JO)、y(f)和z(f)分别稳定到了-o．7784-1．3461i，0．7614-3．5082i，

-0．4185+0．7237i，系统镇定到墨(_o．7784一1．3461i，0．7614—3．5082i，-0．4185+0．7237i)上-
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结 论

首先，这篇论文简要介绍了分形的定义及其发展，M集和J集的概念及其两者的区

别，重点介绍了M集内部精细结构的着色机制的研究上，介绍了逃逸时间算法以及模

极值逃逸时间算法构造M集内部结构的方法。

实数阶M集的复动力系统分形特性：由迭代变换Z卜Z4+C得到的分形图是与指

数a的取值有关的。a取正整数时，得到的分形图呈波瓣状结构，其波瓣结构数目等于

a—l。当a为奇数时，图形对复平面的实轴和虚轴都对称；当a为偶数时，图形仅对称

于复平面的实轴。a取负整数时，得到的分形图是围绕中心区域的均匀分支结构，分支

结构的数目等于|口J+1。当a为奇数时，图形的分支结构同时对称于复平面的实轴和虚轴，

当a为偶数时，分枝结构仅对称于复平面的实轴。a为非整数时，若一兀s』s兀，图像关

于实轴对称，若0蔓A≤2n，图像不具有此特性。

实数阶J的复动力系统分形特性：与M集分形图不同的是，J集分形图当指数是整

数时(无论是正整数还是负整数)，都会呈现数目为纠a个花瓣的花瓣图。

其次，研究了整数阶四元数广义M-J集的结构特征。通过对广义M集内部结构的

研究，得出：广义M集及其内部结构是以各周期点的中心为球心的层层嵌套的球体；

广义M集及其内部结构关于坐标轴对称；在立体空间中，各点的最小模极值的分布是

有规律的，它们是以各周期的中心点为球心的同心球体，且按照红色，紫色，深绿，淡

绿的顺序循环出现，呈现了一定的周期性。

最后，利用单反馈、双反馈和交叉反馈方法实现了一类混沌系统的混沌控制，并基

于Lyapunov直接法和Routh-Hunvitz判据讨论了一类混沌系统的混沌状态轨道达到平衡

点或不稳定周期轨道时的条件，同时给出了理论上的证明。数值模拟进一步验证了这三

种控制方法均可成功将一类混沌系统的混沌运动轨道镇定到不稳定平衡点或不稳定周

期轨道——极限环上。

到目前为止，本文的几种研究M．J集分形结构的几种方法还仍然停留在理论研究阶

段，还有待于挖掘其与实际应用之间的联系，以扩展分形的应用领域。
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