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习题一 
1. 略   
2. 略 
3. 在河道上取微元 xΔ ，在任一点 x 处和 x x+ Δ 有两个截面。从 t 到这段时间内从 x 面流出

的水的质量为： 

( ) ( ), ,S v x t x t tρ⋅ ⋅ Δ ，  

从 x x+ Δ 面流出的水质量为 

( ) ( ), ,S v x x t x x t tρ⋅ + Δ ⋅ + Δ Δ ， 

所以这微元中水的质量为 

( ) ( ) ( ) ( )[ , , , , ]x S v x x t x x t x t v x t tρ ρΔ = ⋅ + Δ ⋅ + Δ − Δ 。 

由在时刻 t 的流体质量为 ( ),x S x tρΔ ⋅ 。在时刻 t t+ Δ 的流体质量为 ( ),x S x t tρΔ ⋅ + Δ ，在

时间 tΔ 内这微元 xΔ 内的流体净增量为 

( ) ( ), ,t x S x t t x S x tυ ρΔ = Δ ⋅ ⋅ + Δ −Δ ⋅ ⋅ 。  

由于连续性，有 x tΔ = Δ ，令 0, 0x tΔ → Δ → 得 0v
t x
ρ ρ∂ ∂
+ =

∂ ∂
 

用微分法建立微分形式的连续性方程： 

设在流场中取一固定微平行六面体（控制体），在直角坐标 xyzO 中边长取为 , ,x y zΔ Δ Δ 。 

流体运动时，流体将流入、流出该控制体时控制体内的流体质量发生变化下面计算这些流入、

流出量及控制体流体质量的变化，并根据质量守恒定律建立连续性方程。 

t 时刻点 ( ), ,A x y z 的流体密度为 ( ), , ,x y z tρ   Z     Y           C            G 

速度为 ( ), , ,U x y z t
G

其分量为 , ,u v w，          0          X  D               H                     

考虑六面体元每个面上质量的流入或流出，由 
于每个面只与一个坐标轴垂直，故每个面上只 
有一个速度分量使相应的质量流入或流出该六                                     F 
面体，先计算与 x 垂直的两个面 ABCD和                     A               E 

EFGH 上的质量流量。在 ABCD面上， tΔ 时间内将有 udydz tρ Δ 的流体质量流入六面体，

在 EFGH 面上，再 tΔ 时间内将有 

( ), , ,x x y z t y z tρ + Δ Δ Δ Δ = ( ) ( ), , ,
u

x y z t y z t x y z t
x
ρ

ρ
∂

Δ Δ Δ + Δ Δ Δ Δ
∂

 

的质量流出该六面体，这样，通过这两个面 tΔ 时间内就有
( )u

x y z t
x
ρ∂

Δ Δ Δ Δ
∂

的流体质量

（净）流出该六面体。 
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同理，在 tΔ 时间内，通过 Oy 方向两个净流出的流体质量为
( )v

x y z t
x
ρ∂

Δ Δ Δ Δ
∂

，在 tΔ

时间内通过 OZ 方向两个面净流出的流体质量为
( )w

x y z t
x
ρ∂

Δ Δ Δ Δ
∂

，这样在 tΔ 时间内通过

六面体的全部面的净流出的流体质量为 

( ) ( ) ( )u v w
x y z t

x y z
ρ ρ ρ∂ ∂ ∂⎡ ⎤

+ + Δ Δ Δ Δ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
 

与此同时，次六面体内的质量将发生变化，因在 t 时刻，六面体内的流体质量为

x y zρΔ Δ Δ 。经过时间 tΔ 后，即在 t t+ Δ 时刻，六面体的质量将是 ( ), , ,x y z t t x y zρ + Δ Δ Δ Δ 。

在 tΔ 时间内，六面体内的质量增加了 x y z t
t
ρ∂
Δ Δ Δ Δ

∂
或减少了 x y z t

t
ρ∂

− Δ Δ Δ Δ
∂

。于是根据

质量守恒定律，在 tΔ 时间内，六面体内所减少的质量一定等于同一时间内从六面体中流出

俄质量： 

x y z t
t
ρ∂

− Δ Δ Δ Δ
∂

=
( ) ( ) ( )u v w

x y z t
x y z
ρ ρ ρ∂ ∂ ∂⎡ ⎤

+ + Δ Δ Δ Δ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
 

约去 x y z tΔ Δ Δ Δ 并令 

0, 0, 0, 0x y z tΔ → Δ → Δ → Δ → ， 

有 

( ) ( ) ( ) 0
u v w

t x y z
ρ ρ ρρ ∂ ∂ ∂∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

 

t
ρ∂
∂

表示单位时间内单位体积的质量增量。 

( ) ( ) ( )u v w
x y z
ρ ρ ρ∂ ∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂

表示单位时间内单位体积内质量的净流出量。 

由于         ( ) ( ) ( ) ( )u v w
div U

x y z
ρ ρ ρ

ρ
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

G
 ，     

所以连续性方程写为 

t
ρ∂
∂

+ ( )div Uρ =
G

0       

又           ( )div Uρ =
G

divU Uρ ρ⋅ + ⋅∇
G G

        

以及         
D U
Dt t
ρ ρ ρ∂
= + ⋅∇
∂

G
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所以连续性方程为： 0D divU
Dt
ρ ρ+ ⋅ =

G
 

特殊情况：（1）对定常运动 0
t
∂
=

∂
所以连续性方程为 ( ) 0div Uρ =

G
它表示单位体积内净流

出的质量为零（质量的流入和流出相等） 

(2) 对于不可压缩流体，由于流体的密度在运动过程中保持不变，故 0D
Dt
ρ
= 这

是连续性方程为 0divU =
G

它表明流体为不可压缩时体积不膨胀也不收缩。 

4  密度均匀的而柔软的薄膜的振动张力在 X 的横向分量为 1 1sinT θ− ，张力在 x x+ Δ 点的

横向分量为 2 2sinT θ 。张力在 X 的纵向分量为 1 1cosT θ− ，张力在 x x+ Δ 点的纵向分量为

2 2cosT θ ，张力在 y 点的横向分量为 1 1sinT β− ，张力在 y y+ Δ 点的横向分量为 2 2sinT β 。

张力在 y 的纵向分量为 1 1cosT β− ，张力在 x x+ Δ 点的纵向分量为 2 2cosT β 。 

纵向：      1 1cosT θ− 1 1cosT β− + 2 2cosT θ + 2 2cosT β =0 

横向：      2 2sinT θ 1 1sinT θ− 1 1sinT β− + 2 2sinT β =0 

质量m dsρ= ，由牛顿定律 maF = 得 

2

2

um
t

∂
=

∂

2

2

uds
t

ρ ∂
∂

= 2 2sinT θ 1 1sinT θ− 1 1sinT β− + 2 2sinT β  

因为薄膜作微小振动， 1 2 1 2, , ,θ θ β β 很小，故 1 2cos cos 1θ θ≈ ≈ ， 1 2cos cos 1β β≈ ≈  

弦在 x,y 方向平衡。所以   1 2T T T= = 。 

则          ( )1 1 1 1 ,sin sin | x y
uT T Ttg T
x

θ θ θ ∂
− = − = − = −

∂
 

( )2 2 2 2 ,sin sin | x x y
uT T Ttg T
x

θ θ θ +Δ

∂
= = =

∂
 

( )1 1 1 1 ,sin sin | x y
uT T Ttg T
y

β φ β ∂
− = − = − = −

∂
 

( )2 2 2 2 ,sin sin | x y y
uT T Ttg T
y

β β β +Δ

∂
= = =

∂
 

当在外力作用在薄膜上时，总外力为   ( ), ,g x y t ds 。 

则
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

, , , , , , , ,
, ,

u x x y t u x y t u x y y t u x y tuds T g x y t ds
t x x y y

ρ
⎡ ⎤∂ +Δ ∂ ∂ +Δ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂

= − + − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

所以  
2

2

uds
t

ρ ∂
∂

= ( )
2 2

2 2 , ,u uT g x y t
x y

⎛ ⎞∂ ∂
+ +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

所以
2

2

u
t

∂
=

∂
( )

2 2
2

2 2 , ,u ua f x y t
x y

⎛ ⎞∂ ∂
+ +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

( )2 1, , ,Ta f g x y t
ρ ρ

= = 。即为密度均匀的而柔软的薄膜的振动方程。 

5  设区域Ω之表面积 S，测在Ω中所包含的电通量为 E
S S

udS EdS
n
∂

Φ = =
∂∫∫ ∫∫
G G G

。在区域Ω

中包含电荷 ( ), ,Q P x y z dv
Ω

= ∫∫∫ 。由 Guss 定理  

0
E

S

u QdS udv
n εΩ

∂
Φ = = − Δ =

∂∫∫ ∫∫∫
G G

（ 0ε 为常数）。     

所以               
( )

0

, ,x y z
udv dv

ρ
εΩ Ω

Δ =∫∫∫ ∫∫∫ 即
0

u ρ
ε

Δ = − 。 

注： E u∇ = Δ
G

 

又由于在静电场中： ( ), ,divE x y zρ=
G

， 0rotE =
G

，所以在静电场中必有电势 ( ), ,u x y z 使

E grad u= −
G

由 ( ), ,divE x y zρ=
G

， E grad u= −
G

推出 ( ), ,u x y zρΔ = −  

6 给出描述一条长为 L 的弹簧杆微小振动的方程，可设杆的密度及横截面积都是均匀的，

并分别根据下列条件写出相应的定解问题 
1）杆的一端固定，另一端受到一个变化的力 sinF A wt= 的作用，此处 A 及 W 为常数 

2）两端受压从而长度压缩为 ( )1 2l i− ，现在将压力除去。让其做自由振动。 

3）杆的两端弹簧弹性固定，即每一端受到一个与位移成正比，方向与位移相反的纵向力作

用。 
解：弹性杆所满足的是一唯波动方程故其泛定方程为 

( ) ( )
2 2

2
2 2 , , 0, , 0u ua f x t x t t

t x
∂ ∂

= + ∈ >
∂ ∂

 

1） 确定初始条件：当 0, sin 0t F A wt= = = 。 所以     
( )
( )

,0 0

,0 0t

u x

u x

=

=
。 

边界条件：   一端 ( )0, 0u t = ，     在另一端 ( ), sinF ku l t A wt= − = 。 
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所以 ( ), sinAu l t wt
k

= − 。其定解问题为

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
2

2 2 , 0,1 , 0

0, 0 , sin

,0 0, ,0 0 0t

u ua f x t x t
t x

Au t u l t wt
k

u x u x x

⎧∂ ∂
= + ∈ >⎪ ∂ ∂⎪

⎪ = =⎨
⎪

= = ≥⎪
⎪
⎩

 

2） 两端受压，不动点为
2
lx = 出，可假设整个杆伸长了

2
ε

− ，所以每伸长
1
ε

−  

作坐标变换
2
lx x′ = − . 

0
2 ( )

/ 2 2t

l lu x x
l
ε ε

=

− ′= = − −  

∴初始条件为    
0

( 2 )
t

u l xε
=
= −  

0
0t t

u
=
=  

因为将压力除去后没有外加作用 

故边界条件为： (0, ) 0, ( , ) 0x xu t u l t= =  

∴其定解问题为：

2 2
2

2 2 (0, ), 0

( ,0) ( 2 ), ( ,0) 0
(0, ) ( , ) 0

t

x x

u ua x l t
t x

u x l x u x
u t u l t

ε

⎧ ∂ ∂
= ∈ >⎪ ∂ ∂⎪⎪ = − =⎨

⎪ = =⎪
⎪⎩

 

3） 初始条件：因为两端弹性固定，设所受弹性力为 F。则其初位移满足一定的函数关系在 

各点伸长量不同令 ( ,0) ( )u x xϕ=  

其初速度也满足一定的函数关系 

令         ( ,0) ( )tu x xψ=  

其边界条件为常数，不动点在中间，所以两端伸长量相等 

由           ( (0, ( , )))F k u t u l t= − + ∴ (0, ) ( , )
2
Fu t u l t
K

= = −  

∴定解问题为： 

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
2

2 2 0, , 0

0, ,
2 2

,0 ( ) ,0 ( )t

u ua x l t
t x

F Fu t u l t
k k

u x x u x xϕ ψ

⎧ ∂ ∂
= ∈ >⎪ ∂ ∂⎪

⎪ = − = −⎨
⎪

= =⎪
⎪
⎩

 

另解：设杆的密度 ρ ，截面积 S，样式模量 E， ( ),u x t 表示在时刻 x 处的位移，外力密度

( ),g x t 如图，取微元 ( ),x x x+ Δ ，研究在 t 时刻的运动以 ( ),u x tG
表示在 x 点的截面上的应

力（沿 x 方向），则又 Newton 第二定律 
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( ) ( )
2

2 , ,ux S T x x t T x t S
t

ρ ∂
Δ ⋅ = + Δ − ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦∂

，令 0,xΔ → 则u u→ ， 

所以          
2

2

u T
t x

ρ ∂ ∂
=

∂ ∂
， 

由 Hooke 定律，若略去垂直一杆长方向的形变，则应力 T 与相对伸长成正比
TT E
x

∂
=

∂
， 

所以          
2 2

2 2

u u uE E
t x x x

ρ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
或

2 2
2

2 2 0u ua
t x

∂ ∂
− =

∂ ∂
， 2 Ea

ρ
=  

注:考虑外力密度是，可得到 ( ) ( ) ( )
2

2 , , ,ux S T x x t T x t S g x t S x
t

ρ ρ∂
Δ ⋅ = + Δ − ⋅ + Δ⎡ ⎤⎣ ⎦∂

。以

下为边界条件和初始条件 
（1） 杆的一端固定，另一端受到外力 sinF A wt= 的作用。初始条件 

一般为    
( ) ( )
( ) ( )

,0

,0t

u x x

u x x

ϕ

ψ

=

=
     0 x l≤ ≤ 。边界条件：由于杆的一端 0x = 是固定的，另

一端 x l= 受一个沿 x 方向的外力 sinF A wt= 取一包含端点 x l= 的一小段 x l ε= − 到

x l= 来分析，在 x l ε= − 处的应力为 ( ),T l tε− ，令 0→ε 得 ( ) ( ), sinT l t F t A wt= = 由

Hooke定律 ( ),
x l

uP l t E
x =

∂
=

∂
，所以在 x l= 点的边界条件为 ( )1 1 sin

x l

u F t A wt
x E E=

∂
= =

∂
，

在作端点
0

0
x

u
x =

∂
=

∂
 

（2） 初始条件 ( ), 0
x l

u hu l t
x =

∂
+ =

∂
。注如弹簧的右端不是固定的，而是按外力的规律 

∴运动，则弹簧的实际压缩 ( ) ( )0,u l t u t− ，所以
( ) ( ) ( )0

,
,

u l t
hu l t hu t

t
∂

+ =
∂

。 

7      ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2

2 22

0, , 0
,0 , ,0t

u u uA a
t t x
u t u l t

u x x u x xϕ ψ

⎧ ∂ ∂ ∂
+ =⎪ ∂ ∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪ = =⎪
⎪⎩

 

8    
2

2
2

u ua
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
    ( )0, 0u t =   ， 

x l

uK Q
x =

∂
− = −

∂
 ，   ( ) ( ),0 / 2u x x l x= −   

9．一根横截面积为 s 长为 l 的均匀细管，两端封闭内部充满空气管外空气中含有密度为常
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数 A 的某种气体现在将管的两端同时打开，则该气体向管内扩散是推导描述该种气体向管

内扩散过程的定解问题 

  解：令 ( , )u x t 表示气体的浓度 ( , )q x t 表示气体的强度 

   由于扩散定律可知在 tΔ 时间内流入管内净粒子数为 

[ ] sttxxqtxq ⋅Δ⋅Δ+− ),(),(  

故有质量守恒定律可知： 

 ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,q x t q x x t ts u x t t u x t s t− − + Δ Δ = + Δ − Δ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ， 

上式两端除以 ts lΔ Δ 后，当 , 0t lΔ Δ → 时取极限得
q u
t t

∂ ∂
− =
∂ ∂

， 

将扩散定律代入   2 uq a
x

∂
=

∂
，令

2D a= ， 

得扩散方程       
2

2
2

u ua
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
，0 , 0x l t< < > 。即为泛定方程。 

两端开发后与管外相通，应与管外空气中的气体浓度一样。 

所以 (0, ) ( , )u t u l t A= = ，开始时处位移为 0，所以 ( ),0 0u x = 。所以该扩散过程的定解问

题为：

( )

( ) ( )
( )

2 2
2

2 2 0, , 0

0, 0 ,
,0 0,

u ua x l t
t x

u t u l t A
u x

⎧∂ ∂
= ∈ >⎪ ∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪ =⎪
⎪⎩

 

另解： 在 x 端，从 t 到 t t+ Δ 时间内从左扩散进入的质量为 ( ),xD u x t S t− ⋅ ⋅ Δ 从 x x+ Δ 端，

从左向外扩散出的质量为 

( ),xD u x x t S t− ⋅ + Δ ⋅ Δ ， 

所以在 xΔ 微元内增加质量为 

( ),xD u x t S t− ⋅ ⋅ Δ —[ ( ),xD u x x t S t− ⋅ + Δ ⋅ Δ ], 

而在 xΔ 微元内在 tΔ 内增加的质量 ( ) ( ), ,u x t t u x t S x+ Δ − Δ⎡ ⎤⎣ ⎦ ， 

所以           2 2,t xxu a u a D= = 。 

边界           ( ) ( )0, ,u t u l t A= = ， ( ),0 0u x =  

  

1 长为 L 的柱形管 一端封闭，另一端开放，管外空气中含有某种气体其浓度为 0u ，向管
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外扩散，试推导 描述该种气体向管内扩散过程的定解问题。 

解；定解问题： ( ) ( )
( )

2
2

2

00, , 0
,0 0,

x

u ua
t x

u t u u l t
u x

⎧ ∂ ∂
=⎪ ∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪ =⎪
⎪⎩

 

2 长为 L 的匀质细杆，侧面是绝热的，杆的 0x = 端按牛顿冷却定律与外界进行热交换（设

外界温度恒为零度），另一端保持为零度，已知杆的初始温度分布为 ( )xϕ ，试给出相应

的定解问题。 

定解问题：         ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
2

2 0

0, 0, 0, , 0
,0 ,

x

u ua x l
t x

u t hu t u l t
u x xϕ

⎧ ∂ ∂
= < <⎪ ∂ ∂⎪⎪ − = =⎨

⎪ =⎪
⎪⎩

 

解边值问题         

( )

( )
( )

2
2

2
0

1

1, 0 1

1 2

cos 0 3
y

x

u x y x y
x y

u x x

u y y
=

=

⎧ ∂
= > >⎪ ∂ ∂⎪⎪ = >⎨

⎪
= >⎪

⎪⎩

 

解：对（1）式两边积分得通解 ( ) ( ) ( ) ( )
3 2

1 2, 4
6

x yu x y y xϕ ϕ= + +  

其中 ( ) ( )1 2,y xϕ ϕ 为任意二阶导数。令（4）满足（2），(3) 

得                 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 2

2

1 2

,0 0

1, 1 cos
6

u x x x
yu y y y

ϕ ϕ

ϕ ϕ

⎧ = + =
⎪
⎨

= + + =⎪⎩

 

解得：             ( ) ( ) ( )
2

1 1cos 1 0 5
6
yy yϕ ϕ= − − +  

                   ( ) ( ) ( )2
2 1 0 6x xϕ ϕ= −  

将（5）（6）代入（4）得 ( )
3 2 2

2, cos 1
6 6

x y yu x y x y= − + + −  
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定解问题          

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
2

2 0 0 1

0, , 0 0 2
,0 , 0 3

x x

u ua x l t
t x

u t u l t t
u x x x lϕ

⎧∂ ∂
= < < >⎪ ∂ ∂⎪⎪ = = >⎨

⎪ = < <⎪
⎪⎩

 

解;令             ( ) ( ) ( ),u x t T t X x=               (4)    

将（4）代入（1）（2）分离变量得 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 5
0 0 6

X x X x
X X l

λ′′ + =⎧⎪
⎨ ′ ′= =⎪⎩

 

( ) ( ) ( )2 0 7T t a T tλ′′ + =  

解（5）(6)得固有值   
2 2

2 0,1,2n
n x n
l

λ = = "  

固有函数系 cos 0,1,2,n
n xx n

l
π

= = "  

将 nλ 代入（7）解得 ( ) 0
0 0 2

CT t C′− = ， ( ) ( )
2 2 2

2 1, 2,
a n t

l
n n nT t C t C e n

π
−

= = = "。 

所以(1)---(3)的形式解为 

( ) ( )
2 2 2

20

1
, cos 8

2

a n t
l

n
n

C n xu x t C e
l

π π∞ −

=

= +∑  

令（8）满足（3）得 

( ) ( ) ( )0

1
, cos 9

2 n
n

C n xu x t x C
l
πϕ

∞

=

= = +∑ 。 

（9）即为 ( )xϕ 在[ ]0, l 上的 Fourier 余弦展式 

( )0 0

2 l
C x dx

l
ϕ= ∫  

( ) ( )
0

2 cos 1,2
l

n
n xC x dx n

l l
πϕ= =∫ "  
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习题二 

1.解： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

2 2
2

2 2

0, , 0
,0

,0 0t

u ua
t x

u t u l t
u x x kx l x

u x

ϕ

∂ ∂
=

∂ ∂
= =

= = −

=

 

设 ( ) ( ) ( ), 0u x t X x T t= ≠ ，带入方程和边界条件，得 

（1）    
( ) ( )
( ) ( )

'' 0
0 0

X x X x
X X l

λ⎧ + =⎪
⎨ = =⎪⎩

   及   （2） ( ) ( )'' 2 0T t a T tλ+ =  

由（1）得  ( ) cos sinX x C x D xβ β= +  

由        ( ) ( )0 0X X l= =           

得        ( ) sin , 1,2,.......n
nX x x n
l
π

= =  

2
2

n
n
l
πλ β ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

由（2）  ( ) cos sinn n n
n a n aT t A t B t

l l
π π

= +  

得       ( ) ( ) ( ), ( cos sin )sinn n n n n
n a n a nu x t T t X t A t B t x

l l l
π π π

= = +  

根据叠加原理 

( ) ( )
1 1

, , ( cos sin )sinn n n n
n n

n a n a nu x t u x t A t B t x
l l l
π π π∞ ∞

= =

= = +∑ ∑  

在带入初始条件得 

( ) ( )
1

sinn
n

nx A x kx l x
l
πϕ

∞

=

= = −∑  

( )
1

sin 0n
n

n a nx B x
l l
π πϕ

∞

=

= =∑  
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( )

( )

2

0 0

2

0 0

2 2 2

3

2

3

2 2sin ( sin sin )

2 2sin sin

2 2 4cos cos 1 cos
( )

8 ...................... 2 1
( )

0..............................

l l

n

l l

n n nA kx l x xdx klx x kx x dx
l l l l l

kl n k nx xdx x xdx
l l l l

kl kl kln n n
n n n

kl n k
n

π π π

π π

π π π
π π π

π

= − = −

= −

= − + + −

= +
=

∫ ∫

∫ ∫

................. 0,1, 2....................
. 2 2

k
n k

⎧
⎪ =⎨
⎪ = +⎩

 

0nB =  

( )
( )

( ) ( ) ( )
2

3
0

2 1 2 18, cos sin ....... 0 , 0
2 1k

k t a k nxklu x t x l t
l lk

π

π=

+ +
=

+⎡ ⎤⎣ ⎦
∑ ≺ ≺ ;  

2.（1） 解：    ( ) ( ) ( ),u x t T t X x=  

固有值        
( ) 2
2 1

2n

n
l

π
λ

+⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

固有函数      ( ) ( )2 1
sin

2n

n x
X x

l
π+⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

从  2'' 0nT a Tλ+ = 解出 

( ) ( ) ( )2 1 2 1
cos sin

2 2n n n

n at n at
T t A B

l l
π π+ +

= +  

( ) ( ) ( ) ( )
0

2 1 2 1 2 1
, ( cos sin )sin

2 2 2n n
n

n at n at n x
u x t A B

l l l
π π π

=

+ + +
= +∑  

由初始条件  ( ),0 0u x =   得  0nA =  

由初始条件  ( ),0tu x x= ， 

( ) ( )
0

2 1 2 1
sin

2 2n
n

n a n x
B x

l l
π π

=

+ +
=∑ ， 

( )2 1
sin

2
n x

l
π+⎧ ⎫

⎨ ⎬
⎩ ⎭

在[ ]0, l 上正交 n=0,1,2,3,………. 
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( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

0 0

2

02 2

2

3 3

2 14 sin
2 1 2

2 1 2 14 2 2cos cos
2 1 2 1 2 2 1 2

2 14 4 sin
2 1 22 1

161
2 1

l

n o

ll

l

n

n x
B x dx

n a l

n x n xlx l dx
n a n x l n l

n xl
n a ln

l
n a

π
π

π π
π π π

π
π π

π

+
=

+

⎡ ⎤+ +
= − +⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

+
= ×

+ +

= −
+

∫

∫
 

所以   ( ) ( )
( )

( ) ( )2

33
0

2 1 2 116 1, 1 sin sin
2 22 1

n

n

n at n xlu x t
a l ln

π π
π =

+ +
= −

+
∑  

（2）    ( )
1

, cos sin sinn n
n

nat nat nxu x t A B
l l l
π π π

=

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  

由  ( ),0 0u x =    得 nA =0 

又由于 0ε → +，当 c l> 或 c<0 时，可认为 ( ) [ ), 0,c c lε ε− + = Φ∩ ，此时 nB =0，即方程

只有零解 

当 ( )0,c l∈ 时 ( ) ( ), 0,c c lε ε− + ⊂ ，则 

( )

( )

2

2

2 sin

2 cos

4 sin sin

c

n c

c
c

k nxB dx
na l

kl nx
ln a

kl nc n
l ln a

ε

ε

ε
ε

π
π

π
π

π πε
π

+

−

+
−

=

= −

=

∫

 

若 c l=  

 
( )

( )

2 sin

2 cos cos2 2

211 1 cos2 2

nxlB k dxln na l
n lk n

ln a
k nn

ln a

π
επ

π ε
π

π
πε

π

= ∫ −

−⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞−= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

当 c=0 时,      
( )

2 cos 12
kl nBn ln a

πε

π

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

当0 c l< < 时  ( ) 2 1, sin sin2 21

lk nat nxu x t
l la n

π π

π
= ∑  
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3.(1)        
( ) ( )

'' 0
' '0 0, 0

X X
X X l

λ⎧⎪ + =
⎨

= =⎪⎩
 

分三种情况： 
A: 0λ <  
B: 0λ =  

    ( ) ( )' '0 0, 0, 0X X l A= = → =  

( ) ,X x B= 当 0B ≠ 时，
'' 0X Xλ+ = 有非零解 

所以， 0λ = 是固有值，相应固有函数为 ( )0 1X x =  

C:  0λ >  ( ) cos sinX x A x B xλ λ= +  

由 ( )' 0 0,X = 得    B=0, ( ) cosX x A xλ=  

由 ( )' 0X l = ，得   sin 0A lλ λ− =  

若 0A ≠ ,则 sin 0lλ = ,    nl nλ π=    ( )1, 2,3......n =  

所以      
2

n
n
l
πλ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
        ( ) cosn

nxX x
l
π

=  

综合 
2

n
n
l
πλ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

     ( ) cosn
nxX x

l
π

=     ( )0,1, 2,3......n =  

(2)    
( ) ( ) ( )' '0 0, 0X X l hX l

⎧⎪
⎨ = + =⎪⎩

 

将方程两边乘 ( )X x ,并从0 到 l 积分 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 ''

0 0

2' '
0 0

2' ' '

0

22 '

0

0 0

0

l l

ll

l

l

x X x dx X x X x dx

X x X x X x dx

X l X l X X X x dx

hX l X x dx

= −

= − +

= − + − +

= + >

∫ ∫
∫

∫
∫

 

否则  从 ( )( )2'

0
0

l
X x dx =∫ 得， ( )'X x =0；从 ( ) ( ) ( )2 0, 0,h X l Z l X x c= = =  

但 ( ) 0X l =    所以 ( )0, 0c X x= = ，与 ( ) 0X x ≠ 矛盾 

从而     ( )20, , cos sinX x A x B xλ λ β β β> = = +  
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由 ( )' 0 0X =   得   ( )0, cos ;B X x A xβ= =  

由 ( ) ( )' 0X l hX l+ =  得    ctg l
h
ββ =  

将这方程的正根从小到大排成一列， 1 2, ............ ........nβ β β  

则固有值为  2 ,n nλ β= 相应的固有函数， 

( ) ( )cos ,............. 1, 2,3...............n nX x x nβ= =  

（3）   
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

22 ' '
00 0 0

22 '

0
0 0

l l ll

l

X x dx X x X x X x dx

hX X x dx

λ = − = − +

= + >

∫ ∫ ∫
∫

 

于是      ( )20, , cos sinX x A x b xλ λ β β β> = = +  

代入      ( ) ( )' 0 0 0,X hX− =  

得  

cos sin 0B l l

tg l
h

β β β
ββ

+ =

= −
 

设方程的正根从小到大排列： 

1 2, ............ ........nβ β β  

则固有值为  2 ,n nλ β= 相应的固有函数， 

( ) ( )cos sin ,............. 1, 2,3...............n
n n nX x x x n

h
β β β= + =  

或       ( ) cos sinn n n nX x x h xβ β β= +  

（4）   
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

22 ' '
00 0

22 2 '
1 2 0

0 0

l ll

l

X x dx X x X x X x dx

h X h X l X x dx

λ = − +

= + + >

∫ ∫
∫

 

判断得知  2 0λ β= >  

( ) cos sinX x A x B xβ β= + ，取 

( )
1

cos sinZ x x x
h
β β β= +  
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由    ( ) ( )'
10 0 0,X h Z− = 得    1

1

0, BB h A A
h
ββ − = =  

由     ( ) ( )
2

'
2 2 2

1 1

0, sin cos cos sin 0X l h X l l l h l h l
h h
β ββ β β β β+ = − + + + =  

2
2

2
1 1

sin 1 cos 0hh l l
h h
β β β β

⎛ ⎞
− + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( )1 2
2

1 2

h h
tg l

h h
β

β
β

+
=

−
 

将方程的正根从小到大排列： 1 2, ............ ........nβ β β  

则固有值为  2 ,n nλ β= 相应的固有函数， 

( ) ( )
1

cos sin ,............. 1, 2,3...............n
n n nX x x x n

h
β β β= + =  

或  ( ) 1cos sinn n n nX x x h xβ β β= +  

4.（1）    ( ) ( ) ( ),u x t X x T t=  

( ) ( )
'' 0
0 0, 0

X X
X X l

λ⎧⎪ + =
⎨ = =⎪⎩

    解出 

( )

2

sin ,

n

n

n
l

n xX x
l

πλ

π

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

   1, 2.............n =  

从  ' 2 0T a Tλ+ =     解出   ( )
2n a t

l
n nT t C e

π⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠=  

所以，          ( )
2

1
, sin

n a t
l

n
n

n xu x t C e
l

π π⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

= ∑  

 

由   ( ) ( ),0u x Ax l x= − ，得      ( )sinn
n xC A l x

l
π

= −∑  
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( ) ( )( ) ( )

2

3 32

3 30

8

2 12 4sin 1 1 0
l n

n

l

kn x lC A l x dx
l l n

ππ
π

⎧
⎪
⎪ +⎪= − = − − = ⎨
⎪
⎪
⎪⎩

∫  0,1,2..........k =  

( )
( )

( ) ( )
22 12

33
1

2 18 1, sin
2 1

n a
t

l

n

n xlu x t e
ln

π
π

π

+⎛ ⎞
∞ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

+
=

+
∑  

(2)      设 ( ) ( ) ( ),u x t X x T t=  

( ) ( )
''

'
0

0 0
X X
X X l

λ⎧ + =
⎨ = =⎩

    解出 

( )

( ) ( )

2
2 2 1

2

2 1
cos

2

n n

n

n
l

n n
X x x

l

π
λ β

+⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
+

=

   0,1, 2.......n =  

又从
' 2 0T a Tλ+ = 解出       

( )
( ) 22 1

2
n a

t
l

n nT t C e
π+⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠=      0,1,2.......n =  

( )
( ) ( )

22 1
2

0

2 1
, cos

2

n a
t

l
n

n

n x
u x t C e

l

π
π

+⎛ ⎞
∞ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

+
=∑  

由                ( ) 0,0 ,u x V= ( )
0

0

2 1
cos

2n
n

n
C x V

l
π

=

+
=∑  

( ) ( ) ( )
0

00

2 1 42 cos 1
2 2 1

l n
n

n x VC V dx
l l n

π
π

+
= = −

+∫  

( ) ( )
( )

( ) ( )
22 1

20

0

1 2 14, cos
2 1 2

n an t
l

n

n xVu x t e
n l

π
π

π

+⎛ ⎞
∞ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

− +
=

+∑  

4.（3）   
( ) ( ) ( )

( )
2

0,

, , cos , 0

u r a
u a hu a h
r

θ θ θ

⎧
⎪Δ = <
⎨ ∂⎪ − = >
∂⎩

 

解：在极坐标下  
2 2

2 2 2

1 1u u uu
r r r r θ
∂ ∂ ∂

Δ = + +
∂ ∂ ∂

 



 17

令     ( ) ( ) ( ),u r R rθ θ= Θ   代入
( )

( )
( )

''2 '' 'r R rR
R r

θ
λ

θ
Θ+

= − =
Θ

 

得：   ( ) ( ) ( )
'' 0 cos sin , 0,1,2........

2 n nC n D n nλ θ θ θ
θ π θ

⎧Θ + Θ = →Θ = + =⎨Θ + +Θ⎩
 

由     ( ) ( ) 22 , , , 0,1, 2......n n nθ θ π λ λΘ = Θ + = = =  

又从  
( )

2 '' ' 0
0

r R rR R
R

λ⎧⎪ + − =
⎨ < +∞⎪⎩

得,  ( )0 0 0 ln ,R r A B r= +  

( ) ( ), 1, 2,3.... , 0n n
n n n nR r A r B r n B−= + = =  

所以  ( ) n
n nR r A r=   ( )0,1, 2....n =  

( ) ( )0

1

, cos sin
2

n
n n

n

au r r a n b nθ θ θ
∞

=

= + +∑  

由     ( ) ( ) 2, , cosru a hu aθ θ θ− =  

( ) ( )1 1 20

1

cos sin cos
2

n n n n
n n

n

c h na ha C n na ha D nθ θ θ
∞

− −

=

− + − + − =∑  

比较  
( )

( )

0
0

2
2 2

1 1
2 2

1 1(2 ) , ,
2 2 2

0, 2 , 0n n

c h c
h

a ha c c
ha a

C n b

−
− = → =

− = =
−

= ≠ ≡

 

所以  ( ) ( )
21, cos 2

2 2 2
ru r

h ha
θ θ= +

−
 

5. (1)方法一: 

令  cosAv u tω
ω

= +    则  sin ,t t xx xxv u A t v uω= − = ; 

由  2 sint xxu a u A tω= +   得知  2
t xxv a v=  
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所以    ( ) ( )

( )

2

0, , 0

,0

t xx

x x

v a v
v l v l t

Av x
ω

⎧
⎪
⎪
⎪ =
⎨ = =⎪
⎪

=⎪
⎩

  ( )
2

0
, cos

na t
l

n
n

nxv x t C e
l

π π⎛ ⎞∞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

= ∑  

由     ( )
0

,0 , cosn
n

A nx Av x C
l
π

ω ω=

= =∑  

0

2 , 02 cos 0, 0
l

n

A nA n xC dx nl l
π ω

ω

⎧ =⎪
= = ⎨ ≠⎪

⎩

∫  

所以     ( ), ,Av x t
ω

= 注意 0c  

从而  ( ) ( ) ( ), , cos 1 cosA Au x t v x t t tω ω
ω ω

= − = −  

方法二：  直接设  ( ) ( )
0 0

cos , sin cosn n
n n

n x n xu F t A t f t
l l
π πω

∞ ∞

= =

= =∑ ∑  

( )
( ) ( )

{
2

'

sin .,..... 0, 0,.............. 00 0

n n n

n
n

n aF t F t f
l A t nf nF

π
ω

⎧ ⎛ ⎞+ =⎪ ⎜ ⎟⎪ =⎝ ⎠ =⎨ ≠=⎪
⎪⎩

 

（2）  ( ) ( ) ( ), ,u r R rθ ϕ= Φ        2

0

0

0
0, 0

r R

u
u u

u u
ϕ ϕ π= =

=

⎧
⎪
⎪Δ =
⎨ = =⎪
⎪ =⎩

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

'' 0
0 0 ,

2

λ
π

ϕ π ϕ

⎧ Φ + Φ =
⎪∗ Φ = Φ =⎨
⎪Φ + = Φ⎩

   ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 '' ' 0
0

r R r rR r R r
R

λ⎧ + − =⎪∗∗ ⎨ < +∞⎪⎩
 

问 题 ( )∗   当 0λ < 时 ， 无 周 期 解 ； 或 令 θ → ±∞ 时 ， ;Θ < +∞ 当 0λ ≥ 时 ，

( ) cos sinC Dϕ λϕ λϕΦ = +  

由      ( ) ( )0 0πΦ = Φ = 得 0,c =  ( ) sinϕ λϕΦ =  

由      ( ) ( )2ϕ π ϕΦ + = Φ 得 2nλ =    ( )1, 2,3,..........n =  
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得固有值
2nλ = ，固有函数 ( ) sinn nϕ ϕΦ = ,从 ( )∗∗ 中，当

2nλ = 时，得到 

( ) n n
n n nR r A r B r−= + ， 

由于 ( )0R < +∞，得 0nB = ，故
n

n nR A r=  

( )
1

, sinn

n
u r Ar nϕ ϕ

=

=∑ ，   由    0 0
1

, sinn
r R n

n
u u A r n uϕ=

=

= =∑  

( )
0

0
00

4
22 sin 1 cos

0 0

n
n n n

u
uA u n d n R n

lR lR n
π π

ϕ ϕ θ π
π

⎧
⎪= = − = ⎨= ⎪⎩

∫  

( ) ( ) ( )
2 1

0

0

4 1, sin 2 1
2 1

k

k

u ru r k
k R

ϕ ϕ
π

+

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
∑  

5.（3）   
( ) ( )

( )

2 2 2
2 , cos 2

,

u a b x y a br

u R c

θ

θ

⎧Δ = + − = +⎪
⎨

=⎪⎩
 

设 ( ) ( ) ( ) ( )( )0

1
, cos sin

2 n n
n

a r
u r a r n b r nθ θ θ

=

= + +∑ ，代入方程， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
'' ' '' '
0 0 2

1

2
'' '

2

2

1 1 1 cos
2 2

1 sin

cos 2

n n n
n

n n n

na r a r a r a r a r n
r r r

nb r b r b r n
r r

a br

θ

θ

θ

=

⎡ ⎤
+ + + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤

+ + −⎢ ⎥
⎣ ⎦

= +

∑

∑  

( ) ( )

( )

( )

'' '
0 0

'' ' 2
2 2 22

2
''

2

2
''

2

1 1
2 2

1 4

1 0, 0, 2

1 0, 1,2,.....

n n n

n n n

a r a r a
r

a a a br
r r

na a a n
r r

nb b b n
r r

+ =

+ − =

+ − = ≠

+ − = =

 

代入边界条件  ( ),u R cθ =  

( )
( )
( )

0

0, 1, 2,........

2

0, 1,2,.........

n

n

b R n

a R c

a R n

= =

=

= =
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从   
( )

'' '
0 0

0

1 2

2

a a a
r

a R c

⎧ + =⎪
⎨
⎪ =⎩

    解得   ( ) ( )2 2
0 2

2
aa r c r R= + −  

又从    
( )

'' ' 2
2 2 22

2

1 4

0

a a a br
r r
a R

⎧ + − =⎪
⎨
⎪ =⎩

 

解出     2 2 2
2

1( ) ( )
12

a r r r R= −  

所以 

( )2 2 2 2 2( , ) ( ) cos 2
4 12
a bU r C r R r r Rθ θ= + − + −  

5（4） 

( ) ( )
( )

2

1 20, ,

,0 0

t xy

t

u a u

u t T e u l t T

u x

β−

⎧ =
⎪⎪ = =⎨
⎪ =⎪⎩

　　

 

1

0

| ( )

sin ( )

2 ( )sin

2( , ) ( ) ( )sin sin

r R
n

n
n

n

n

n

u f

nA r f

nA R f d

r n nu r f d
R

π
α

π α
α

π
α

θ

πθ θ
α

πθθ θ
α α

πθ πθθ θ θ
α α α

=

=

=

=

=

=

∑

∫

∑ ∫

　

 

解：齐次化处理 u=v+B（x，t） 

B（x，t）= 1T 2 1
1 2(1 )

t
t tT T e x xe x e T T

l l l

β
β β

−
− −−

+ = − +  

定解问题化为 
         

2
1

1 2 1 2 1

1

0

0 1

t
t xx

xV a v T e
l

v O t
x x xv x T T T T T
l l l

ββ −⎧ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪⎪ =⎨
⎪
⎪ = − − = − −
⎪⎩

（ ，） 　　　　　　　ｖ（ｌ，ｔ）＝０　　　　　　　　　　　　　

（ ，）（ ） （ ）

 
令    ｖ＝Ｆ＋Ｕ 
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其中     Ｕ（ｘ，ｔ）＝

2

1 2 1 2 1

(0, ) 0, ( , ) 0

( ,0) ( 1) ( )

t xxv a v
v t v l t

x x xv x T T T T T
l l l

⎧
⎪ =
⎪

= =⎨
⎪
⎪ = − − = − −
⎩

 

Ｆ（ｘ，ｔ）＝

2
1

( ,0) 0
(0, ) ( , ) 0

(1 ) t
t xx

v x
v t v l t

xv a v T e
l

ββ −

⎧
⎪ =
⎪

= =⎨
⎪
⎪ = −
⎩

 

解出Ｕ（ｘ，ｔ） 

    
2( ) , ( , ) sinn n

n X x t
l
πλ = =

n
l
π

   （ｎ＝１，２…..） 

2( )
( )

n a t
l

n nT t C e
π

−
=  

Ｕ（ｘ，ｔ）＝
2

1
( ) sin ( ) sinn n

n

n x n a n xT t C e t
l l l
π π π

=

= −∑ ∑  

2( )

1 2 1 2 1
0

2 2( ( ) )sin (( 1) ) sin
l n a tn l

n
x n x n xC T T T dx T T e

l l l n l

ππ π
π

−
= − − = − −∫  

解出Ｆ（ｘ，ｔ），设 Ｆ（ｘ，ｔ）＝ ( )sinn
n I

n xT t
l
π

=
∑  

( )

1
1

1
1

1
0

1 sin ,

( , ) (1 ) sin ,

2 1 sin

t
n

n

t
n

n

l
t

n

x n xT e f
l l

x n xf x t T e f
l l

x n xf t T e dx
l l l

β

β

β

πβ

πβ

πβ

−

=

−

=

−

⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − =

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑

∫

 

＝ 12 tT e
n

ββ
π

−  

( ){ ( )2' _12( ) ,

(0) 0,

t
n n

n

Tn aT t T t e
l n

T

ββπ
π

+ =

=
 

2
2( )

1 1

2 2

2 2( ) , ( , ) sin
( ) ( )

n a n at tt tl l

n
T Te e e e n xT t F x tna n an n l

l l

π π
β ββ β π
π ππ πβ β

⎛ ⎞− −⎜ ⎟− −⎝ ⎠− −
= =

− −
∑  

综合之 
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( )( )
2

2

2 1 2 1

1

2

( , ) ( , )

21 1 sin

2 sin
( )

n a
nt l

n a
t l

u x t v B x t
F U B

x x n xT T e T T e
l l n l

T e e t n x
n an l

l

π
β

π
β

π
π

β π
ππ β

⎛ ⎞−⎜ ⎟− ⎝ ⎠

⎛ ⎞−⎜ ⎟− ⎝ ⎠

= +
= + +

⎛ ⎞= + − + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
+

−

∑

∑

 

5(5)  (方法一) 
          

U(x,t)=
1 0

2( )sin , ( , ) sin , sin
l

n n n
n

n x n x n xT t f x t bshx f f bshx dx
l l l l
π π π

=

= = =∑ ∑ ∫ f 

  将(1)代入定解问题 
          

" 2 '( ) ( ) ( ) sin sin , (0)sin 0, (0)sin 0n n n n n
n a na n x n x n xT t T t f T T

l l l l l
π π π π π⎡ ⎤+ + = =⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ ∑

因此得到 

( )
2

"

'

( )

(0) 0

(0) 0

n n n

n

n

n aT t T t f
l

T

T

π

⎧
⎪

⎛ ⎞⎪ + =⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎨

⎪ =⎪
⎪ =⎩

 

5(5)由(5.16)(方法二) 

( )
1 0 0

2( , ) ( , )sin sin sin ,

( , )

t l

n

na tn s n xU x t f s z dsd
n a l l l

f s bshs

π τπ πτ
π

τ

∞

=

−
=

=

∑ ∫ ∫

 

( )
0 0

2 ( , )sin sin
t l na tn sf s dsd

n a l l
π τπτ τ

π
−

∫ ∫  

( )
0 0

2 sin sin
t l na tnsbshs dsd

n a l l
π τπ τ

π
−

= ∫ ∫  

( )
0 0

2 sin sin
l t na tnsbshs ds d

n a l l
π τπ τ

π
−

= ∫ ∫
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( )
1

2
0

( 1)2 cos
1

n tn shl n a tb ll
n a n a ln

l

π
π τ

π ππ

+− −
=

⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 1

2 2 2 2 2 2

2 ( 1) 1 cos
nbl n n atshl

n a l n l
π π

π π

+− ⎛ ⎞= −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
 

( )
2 1

2 2 2 2
1

2 ( 1)( , ) 1 cos sin ,
n

i

bl shl n at n xu x t
l ln a l n
π π

π π

+∞

=

− ⎛ ⎞= −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
∑  

6 

  

2 2

2 2 2

0 2

"

1 1

| 0 | 0

| ( )

( , ) ( ) ( )

( ) ( ) 0
( ) :

( ) ( ) 0

r R

u u uu
r r r r

u u

u f

u r R r

θ θ

θ

θ

θ θ

θ θ
θ

θ α

= =

=

⎧ ∂ ∂ ∂
Δ = + ⋅ + ⋅⎪ ∂ ∂ ∂⎪⎪ = =⎨
⎪ =⎪
⎪⎩

= Θ

⎧Θ =↑ Θ =
Θ ⎨

Θ = Θ =⎩

　　

　　

 

解出 2

" 2

( ) sin 1, 2,3

( )

( ) '( ) ( ) ( ) 0
( ) :

( )

n

n

n

nR r R r R r
R r

R r

πθθ
α

π
α

π
α

Θ = =

↑ =

⎧ + − =⎪
⎨
⎪ < +∞⎩

""

２

　　　ｎ
　

ｒ
　　

 

解得：  

1 1

( )

( , ) ( ) ( ) sin

n

n n
n

n n n
n n

R r A r

nu r R r A r

π
α

π
α πθθ θ

α= =

=

= Θ =∑ ∑
 

由      
1

0

| ( )

sin ( )

2 ( )sin

2( , ) ( ) ( )sin sin

r R
n

n
n

n

n

n

u f

nA r f

nA R f d

r n nu r f d
R

π
α

π α
α

π
α

θ

πθ θ
α

πθθ θ
α α

πθ πθθ θ θ
α α α

=

=

=

=

=

=

∑

∫

∑ ∫
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7 解 

 令
vu
r

= ，则该问题化为 

      

2

0

| 0

| ( )

t rr

r R

t

v a v
v v

v r f r
=

=

⎧ =
⎪

= < ∞⎨
⎪ = ⋅⎩

　　　  

令  ( ) ( )v R r T t=   代入方程   λ

' "

2

( ) ( )
( ) ( )

T T R r
a T t R r

λ= = −
 

1
( , ) ( ) ( )

"( ) ( ) 0
( ) :

( ) 0 (0) 0

n n
n

n

v r t R r T t

R r R r
R r

R R R
λ

=

=

+ =⎧
⎨ = =⎩

∑

　　
　　　

 

可证明只有当 0λ > 时 

      ( ) cos sinR r C r D rλ λ= +  

由 R（R）=0   得 C=0 
又由 R（0）=0 得 

2

2

2

' 2

( )

( )

1

( ) sin 0

1 2

( )

( ) sin 1 2

( ) : ( ) ( ) ( ) 0

( )

( , ) sin

n

n

n

n n n

n a t
R

n n

n a t
R

n
n

R R R

R n
n
R

n rR r
R

n aT t T t T t
R

T t C e

n rv r C e
R

π

π

λ

λ π
πλ

π

π

πθ

−

−

=

= =

= =

=

= =

+ =

=

∴ ∑

""

""

　　　（ｎ ，， ）

　　（ｎ ，， ） 

1

0

( )

0
1

( , ) ( )

sin ( )

2 ( )sin

( , ) 2( , ) ( )sin sin

n
n

R

n

n aR r
R

n

v R t rf r
n rC rf r
R

n rC rf r dr
R R

v r t n r n ru r t rf r dre
r rR R R

π

π

π

π π

=

−

=

=

=

=

∴ = =

∑

∫

∑∫
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8 （1）

2 2

2 2 2

1 2

1 1

( , ) ( , )

u u u A
r r r r

u a u u b u
θ

θ θ

⎧∂ ∂ ∂
+ ⋅ + ⋅ =⎪

∂ ∂ ∂⎨
⎪ = =⎩ 　　　　　

 

  齐次化 

        

2 1 2 1
1

1 2 2 1

2 1

0

1

( , )

( , ) ( )

1 [ ( ) ]

( , ) :
( , ) 0 ( , ) 0

( )( , ) ( ( ) cos ( )sin )
2 n n

n

u v B r
u u u uB r u a r
b a b a

u b u a u u r
b a

u uv A r
v r b a

v a v b
A rv r A r n B r n

θ

θ

θ
θ θ

θ θ θ
=

= +
− −

= − +
− −

= − + −
−

−⎧Δ = +⎪
−⎨

⎪ = =⎩

= + +∑

　　　　

　　
　　　

 

代入方程 

" 2 2
" ' " '0 0 2 1

2 2

' 1 1 1( ) cos ( )sin
2 2 n n n n n n

A A u un uA A A n B B B n A
r r r r r b a r

θ θ −
+ + + − + + − = + ⋅

−∑

2
" '

2

2
" '

2

1 0

1 0

n n n

n n n

nA A A
r r

nB B B
r r

+ − =

+ − =
 

解出 

2 2 1
0 0 1ln 2

2
n n

n n n
n n

n n n

u uAA C r C r r
b a

A C r D r

B E r F r

−

−

−
= + + +

−
= +

= +

 

由 ( , ) ( , ) 0v a v bθ θ= = 可得 

( ) ( ) 0n nA a A b= =  n=0,1,2,… 

( ) ( ) 0n nB a B b= =  n=0,1,2… 

定出 

( ) ( )2 2
2 1

0

2
2

ln ln

A a b u u
C

b a

− + −
=

−
 

2 1 2
1 0 ln 2

2
u uAC C a a a
b a
−

= − − − ⋅
−
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2 01 2 1( , ) ln
4 2 2

Cu u CAu r r r r
b a

θ −
= + + +

−
 

2 01 2 2 1 1

( , ) ( , ) ( , )
2( ) ln

4 2 2

u r v r B r
Cu b u a u u CA r r

b a b a

θ θ θ= +
− −

= + + + +
− −

 

1 2
0( ) 2 u urA Ar

b a
−′ ′ = +
−

 

2 1 2
0 1

u urA Ar r C
b a
−′ = + +
−

 

1 2 1
0

u u CA Ar
b a r
−′ = + +
−

 

21
212

0 ln
2
1)( CrCr

ab
uuArrA ++

−
−

+=  

2 1 2
0 1 1 2

1( ) ln
2r a

u uA r u Aa a C a C
b a=

−
= = + + +

−
 

2 1 2
2 1

1 ln
2

u uu Aa b C b C
b a
−

= + + +
−

 

1
1

ln ln
C

a b
=

−
 

 
8(2) 

2

1( , ) , ( , ) 0

u A

u a u u b
r

θ θ

Δ =⎧
⎪
⎨ ∂

= =⎪ ∂⎩  

齐次化，令 

1

( , ) ( , ) ( , )
( , )

u r v r B r
v r u

θ θ θ
θ

= +
= +  

则 v 满足
( , ) 0, ( , ) 0r

u A
v a v bθ θ
Δ =⎧
⎨ = =⎩

 

设 ( )0

1

( )( , ) ( ) cos ( )sin
2 n n

n

A rv r A r n B r nθ θ θ
=

= + +∑  

代入定解问题 

0 0

0 0

1 1( ) ( )
2 2

( ) 0, ( ) 0,

A r A r A
r

A a A b

⎧ ′′ ′+ =⎪
⎨
⎪ ′= =⎩  

解出 2 2 2 2
0 ( ) ln ln

2 2
A AA r r Ab r Ab a a= − + −  

当 1n ≥ 时 
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( ) 0, ( ) 0,n nA a A b
⎧
⎨ ′= =⎩

…

  ( ) 0, ( ) 0,n nB a B b
⎧
⎨ ′= =⎩

…

 

解得 

( ) 0, 1, 2,....nA r n= =
 

( ) 0, 1, 2,....nB r n= =
 

所以 
2 2

2 2( , ) ln ln
4 2 2 4
A Ab Ab Av r r r a aθ = − + −  

( , )
4
Au r rθ =

 

0 0( ) ( ) 2rA r A r Ar′′ ′+ =
  

( )0 2rA Ar′′ =
 

2
0 1rA Ar C′ = +

 
1

0 ( ) CA r Ar
r

′ = +
 

2
0 1 2( ) ln

2
AA r r C r C= + +

 
2

0 1 2( ) 0 ln
2
AA a a C a C= = + +

 
1

0 ( ) CA r Ar
r

′ = +
 

1
0 ( ) 0 CA b bA

b
′ = = +

 
2

1C Ab= −
 

2 2
2 ln

2
AC a b A a= − +

 
2 2 2 2

0 ( ) ln ln
2 2
A AA r r Ab r Ab a a= − + −

 
 

9．设 ( , , ) ( ) ( ) ( )u x y t T t X x Y y=  

( )2( ) ( ) ( ) ( )X x Y y T t a T t XY X Y′′ ′′ ′′= +
 

T Y X
T Y X

π
′′ ′′ ′′
= + = −

 
2 0T na T′′ + =
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Y X
Y X

π
′′ ′′
+ = −

 
Y C
Y
′′
=

 
X C
X

π
′′
= − −

 
由边界条件 

2

0
(0) ( ) 0

Y CY
Y Y l
′′ − =⎧

⎨ = =⎩  1

( ) 0
(0) ( ) 0

X C X
X X l

π′′ + + =⎧
⎨ = =⎩  

2

2

( 1, 2,...)n
nC n
l
π⎛ ⎞

− = =⎜ ⎟
⎝ ⎠  

2

sinn
n yY
l
π

=
 

1

( 1, 2,...)mn n
mC m
l
ππ

⎛ ⎞
+ = =⎜ ⎟

⎝ ⎠  

1

sinm
m xX

l
π

=
 

2 2

1 2
mn

n m
l l
π ππ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
∴ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

2 2

1 2

cos sin ...n n n
n mT A a t B
l l
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

2 2 2 2
2 1

, 1 1 2 1 2

( , , ) cos sin ... sin sinmn n
m n

a l n l m m x n yu x y t A t B
l l l l

π π π
=

⎛ ⎞+
⎜ ⎟∴ = +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
 

由 
0

0
t

u
t =

∂
=

∂
得 (0) 0, 0nT B′ = ∴ =  

1 2
, 1 1 2

( , ,0) sin sin ( )( )mn
m n

m x n yu x y A Axy l x l y
l l
π π

=

∴ = = − −∑
 

1 2

, 1 20 0
1 2 1 2

3 3
1 2

3 3 3 3
1 2

2 2
1 2

3 3 6

2 2 ( )sin ( )sin

2 24 (1 cos ) (1 cos )

16 1 ( 1) 1 ( 1)

l l

m n

m n

m x n yA A x l x dx y l y dy
l l l l

l lA m n
l l m n

Al l
m n

π π

π π
π π

π

= − −

= − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫
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2 2
1 2

6
, 1 1 2

16 cos sin sin
m n

Al l m x n yu
l l
π π

π =

= ∑" "
 

 
 

10． 

法一  

2 2

0

20
2

(0, ) 0, ( , )

( ,0)

t xx

x

u a u b u
u t u l t u

uu x x
l

⎧
⎪ = +
⎪

= =⎨
⎪
⎪ =
⎩

 

齐次化，令 0( , )u v x t u= + ，则 v 满足 

2 2
0

2
2

2

( )
(0, ) 0, ( , ) 0

( ,0) ( 1)

t xx

x

u a u b v u
u t u l t

xu x x
l

⎧
⎪ = + +
⎪⎪ = =⎨
⎪
⎪ = −
⎪⎩

 

令
(1) (2)( , ) ( , ) ( , )v x t V x t V x t= + ,则定解问题分解为下面两个定解问题 

(1) ( , )V x t 满足

(1) 2 (1) 2 (1)

(1) (1)

2
(1)

02

( )

(0, ) 0, ( , ) 0

( ,0) ( 1)

t xx

x

V a V b v V

V t V l t

xV x u
l

⎧
⎪ = + +
⎪⎪ = =⎨
⎪
⎪ = −
⎪⎩

 

以及
(2) ( , )V x t 满足

(2) 2 (2) 2 (2)

(2) (2)

2
(2)

02

( )

(0, ) 0, ( , ) 0

( ,0) ( 1)

t xx

x

V a V b v V

V t V l t

xV x u
l

⎧
⎪ = + +
⎪⎪ = =⎨
⎪
⎪ = −
⎪⎩

 

先解
(1) ( , )V x t ，令

(1) ( , ) ( ) ( )V x t X x T t=  

2
2

2

' ''T b T X
a T X

β=
= = −  

得到下面两个 ODE 

由此     
( )' 2 2 2

" 2

0

0

T a b T

X Z

β

β

+ − =

+ =
 

由边界条件得 
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        ( ) ( )' 0 0, 0Z Z l= =  

解出固有值和固有函数 

          

( )

( ) ( )

2
2 2 1

2

2 1
cos

2n

n
l

n x
Z x

l

π
β

π

+⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

+
=

 

于是从 

     
( ) 2

' 22 1
0

2
n a

T b T
l
π⎛ ⎞+⎛ ⎞

⎜ ⎟+ − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 
 
 
所以 

  ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2
22 11

21 0
33

1 2 132, cos
22 1

n an b
l n xuV x t e

ln

π
π

π

⎡ ⎤+⎛ ⎞+ ⎢ ⎥− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
− +

= +
+

∑  

再解
( )2 ( , )V x t  

设将
( )2 ( , )V x t 按固有函数系

(2 1)cos
2

n x
l
π+⎧ ⎫

⎨ ⎬
⎩ ⎭

   （n=0，1，2。。。。。） 

展开为 

( )2 ( , )V x t = ( ) ( )2 1
cos

2n

n x
T t

l
π+

∑  

并将
2

0b u 展开为 

       2
0b u =

( ) ( )2
0

0

1 2 14 cos
2 1 2

n

n

n xb u
n l

π
π

∞

=

− +
+∑  

解得 

 ( )
2 2(2 1)[( ) ]

2
n a b t

e
n nT t C e

π+
− −

=  

于是 

   (1)

1
( , ) n

n
v x t C

=

=∑
2 2(2 1)[( ) ]

2
n a b t

ee
π+− − (2 1)cos

2
n ax

e
π+

 

由初始条件 

0

2

20

2 (2 1)( 1) cos
2

t

n
x n xC u dx

t t t
π+

= −∫ = 0

1

3 3

( 1) 32
(2 1)

n u
n π

+−

+
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所以 

  ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2
22 11

21 0
33

1 2 132, cos
22 1

n an b
l n xuV x t e

ln

π
π

π

⎡ ⎤+⎛ ⎞+ ⎢ ⎥− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
− +

= +
+

∑  

再解
( )2 ( , )V x t  

设将
( )2 ( , )V x t 按固有函数系

(2 1)cos
2

n x
l
π+⎧ ⎫

⎨ ⎬
⎩ ⎭

   （n=0，1，2。。。。。） 

展开为 

( )2 ( , )V x t = ( ) ( )2 1
cos

2n

n x
T t

l
π+

∑  

并将   ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 2
0

( , ) ( , )

, ,

u x t V x t u

V x t V x t u

= +

= + +
    展开为 

       2
0b u =

( ) ( )2
0

0

1 2 14 cos
2 1 2

n

n

n xb u
n l

π
π

∞

=

− +
+∑  

代入
2 ( , )v x t 设定解问题 

 

π
πα

)12(
4)1()(

2
)12()( 0

2
2

2
'

+
−

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
n

ubtTb
t

ntT
n

nn  

(0) 0nT =  

有此解得 ( )nT t  

[ ]{ }

2
2(2 1)

21 2 2
0

2 2 2

( 1) 16 1

( )
(2 1) (2 1) 4

n b t
tn

n

b u l e

T t
n n a b t

πα

π π

⎡ ⎤+⎛ ⎞− −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥+ ⎣ ⎦

⎧ ⎫
⎪ ⎪− −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭=

+ + −
 

从而得到
2 ( , )v x t  

[ ]{ }

2
2(2 1)

21 2 2
0

(2)
2 2 2

0

( 1) 16 1
(2 1)( , ) cos

2(2 1) (2 1) 4

n b t
tn

n

b u l e
n xv x t

ln n a b t

πα

π

π π

⎡ ⎤+⎛ ⎞− −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥+ ⎣ ⎦

∞

=

⎧ ⎫
⎪ ⎪− −⎨ ⎬
⎪ ⎪ +⎩ ⎭=

+ + −
∑  
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综合之      ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 2
0

( , ) ( , )

, ,

u x t V x t u

V x t V x t u

= +

= + +
 

10． 

法二：  

2 2

0

20
2

(0, ) 0, ( , )

( ,0)

t xx

x

u a u b u
u t u l t u

uu x x
l

⎧
⎪ = +
⎪

= =⎨
⎪
⎪ =
⎩

 

令     
2

( , ) ( , )b tu x t e v x t=  

2 22 ( , ) ( , )b t b t
t tu b e v x t e v x t= +  

22 ( , ) ( , )b t
tb u x t e v x t= +  

2

2

0

20
2

(0, ) 0, ( , )

( ,0)

t xx

b t
x

v a u

u t v l t e u
uv x x
l

−

⎧
=⎪

⎪
= =⎨

⎪
⎪ =
⎩

 

齐次化，令
2

0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) b tv x t V x t B x t V x t u e−= + = +  

则 ( , )V x t 满足 

22 2
0

2

02

( , )

(0, ) 0, ( , ) 0

( ,0) ( 1)

b t
t xx

x

V x t a V u b e

V t V l t

xV x u
l

−
⎧
⎪ = +
⎪⎪ = =⎨
⎪
⎪ = −
⎪⎩

 

设  
0

(2 1)( , ) ( ) cos
2n

n

n xV x t T t
l
π∞

=

+
= ∑  

2
2

2
0 0 0

0

( ) ( )
2

(0)

b taT t T t u b e
l

T

π −
⎧ ⎛ ⎞′ + =⎪ ⎜ ⎟⎨ ⎝ ⎠
⎪ =⎩ "

 

当 n>0 时 
2(2 1)( ) 0

2
(0)

n

n

n aT t
l

T

π⎧ +⎛ ⎞′ + =⎪ ⎜ ⎟⎨ ⎝ ⎠
⎪ =⎩
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11． 

2 0
( )

r R

u
u f θ

=

Δ =⎧⎪
⎨ =⎪⎩

 

(1) 2( ) cos sinf A y Arθ α θ θ= =  

(2) ( ) sin 2 cosf θ θ θ=  

(3) 2 2( ) sin cosf A Bθ θ θ= +  

解: 

( )
2

0

1

( , ) cos sin
2 n n

n

a ru r a n b n
R

θ θ θ
=

⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

(1)  2 2( , ) ( ) cos sin sin 2
2
Au R f AR Rθ θ θ θ θ= = =  

0 1,2,...na n≡ =  

0, 2nb n= ≠  

2
2 2

Ab R=  

所以 21( , ) sin 2
2

u r rθ θ=  

（2） ( )1( , ) ( ) cos sin 2 sin 3 sin
2

u R fθ θ θ θ θ θ= = = +  

0 1,2,...na n≡ =  

0, 1, 3nb n n= ≠ ≠  

1 3
1 1,
2 2

b b= =  

所以 
31 1( , ) sin sin 3

2 2
r ru r
R R

θ θ θ⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

（3） 2 2( ) sin cos cos 2
2 2

A B B Af A Bθ θ θ θ+ −
= + = +  

  0 2,
2 2

A B B Aa a+ −
= =  

0 1,2,...na n≡ =  

0, 1, 2,...nb n= =  
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1 3
1 1,
2 2

b b= =  

2

( , ) cos 2
2 2

A B B A ru r
R

θ θ+ − ⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

习题三 
1． 写出级数 J0(x)的前四项。 
解：由公式 

2

0

1( ) ( 1) ( )
! ( 1) 2

n n
v

n

xJ x
n n

ν

ν

∞
+

=

= −
Γ + +∑    

知     2
0

0

1( ) ( 1) ( )
! ( 1) 2

n n

n

xJ x
n n

∞

=

= −
Γ +∑  

             =1-
4
x

+
4

64
x

-
6

2304
x

+ …… 

所以，级数 J0(x)的前四项如下： 

N 0 1 2 3 

 1 -
4
x

 
4

64
x

 

-

6

2304
x

 

注： ( 1)nΓ + = !n ; (1) (2) 1Γ = Γ =  

2.当ν ≥ 0 时，讨论级数 Jν (x)的收敛范围。 
解：由达朗贝尔比值判别法： 

1n

n

u
u
+ =

2( 1)

2

1 ( )
( 1)! ( 2) 2

1 ( )
! ( 1) 2

n

n

x
n n

x
n n

ν

ν

ν

ν

+ +

+

+ Γ + +

Γ + +

=
2( 1)

( 1) ( 2) 2
n x

n n
ν

ν
Γ + +
+ Γ + +

=
2

4( 1)( 1)
x

n n ν+ + +
 

对任意的 x∈(-∞，+∞ )，只要n →∞就有 

1lim n

n

u
n u

+

→∞
=0<1 

所以级数 Jν (x)在-∞ <x<+∞上的任意点 x 皆收敛。 

3.证明当 m 为整数时， ( )mJ x− = ( 1) ( )m
nJ x− 。 

证明：当 n=1,2,3,….,(m-1)时，Γ (n-m+1) →∞  
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故    ( )mJ x− = 21( 1) ( )
! ( 1) 2

n n m

n m

x
n n m

∞
−

=

−
Γ − +∑    令 k=n-m 

则 

( )mJ x− = 2

0

1( 1) ( )
( )! ( 1) 2

m k k m

k

x
k m k

∞
+ +

=

−
+ Γ +∑  

又    ∵ ( 1)nΓ + = !n  

∴ ( 1)kΓ + = !k  , ( )k m+ != ( 1)k mΓ + +  

则 

( )mJ x− = 2

0

1( 1) ( )
! ( 1) 2

m k k m

k

x
k k m

∞
+ +

=

−
Γ + +∑  

= 2

0

1( 1) ( 1) ( )
! ( 1) 2

m k k m

k

x
k k m

∞
+

=

− −
Γ + +∑  

= ( 1) ( )m
mJ x−  

所以，当 m 为整数时， ( )mJ x− = ( 1) ( )m
nJ x− 。证毕 

4．计算 

(1) 0 ( )d J x
dx

ω  

解：  0 ( )d J x
dx

ω =
,

0 ( )J xω ω = 1( )J xω ω−  

注： 1( )J x =
,

0 ( )J x−  

(2) 0( ( ))d xJ x
dx

ω  

解： 0( ( ))d xJ x
dx

ω =
,

0 0( ) ( )J x x J xω ω ω+ = 0 1( ) ( )J x x J xω ω ω−  

注： 1( )J x =
,

0 ( )J x−  

5．计算积分： 

(1) 3
0

0

( )
x

x J x dx∫  

解： 

3
0

0

( )
x

x J x dx∫   （由 P53 知： 0 1 2
2( ) ( ) ( )J x J x J x
x

= − ） 
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= 3
1 2

0

2[ ( ) ( )]
x

x J x J x dx
x

−∫  （由 3.2 知：
2 2

1 2( ) [ ( )]dx J x x J x
dx

= 3 3
2 3( ) [ ( )]dx J x x J x

dx
= ） 

= 2 3
2 32 ( ) ( )x J x x J x−  （由 3.5 知： 2 1 0

2( ) ( ) ( )J x J x J x
x

= − 3 ( )J x = 2 1
4 ( ) ( )J x J x
x

− ) 

= 2 3
1 0 2 1

2 42 [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]x J x J x x J x J x
x x

− − −  

= 2 2 2 3
1 0 2 14 ( ) 2 ( ) 4 ( ) ( )x J x x J x x J x x J x− − + （由 P53 知： 2 1 0

2( ) ( ) ( )J x J x J x
x

= − ） 

= 2 2 2 3
1 0 1 0 1

24 ( ) 2 ( ) 4 [ ( ) ( )] ( )x J x x J x x J x J x x J x
x

− − − +  

= 2 2 2 3
1 0 1 0 14 ( ) 2 ( ) 8 ( ) 4 ( ) ( )x J x x J x xJ x x J x x J x− − + +  

= 3 2
1 0( 4 ) ( ) 2 ( )x x J x x J x− +  

(2) 3
2 ( )x J x dx−∫  

解： 

3
2 ( )x J x dx−∫  

= 4 1
2[ ( )]x x J x dx−
−∫                 (由 3.2 知：

1
2 ( )x J x−
− = 1

1[ ( )]d x J x
dx

−
− ) 

= 4 1
1[ ( )]dx x J x dx

dx
−

−∫  

= 4 1 1 4
1 1[ ( )] ( )x x J x x J x dx− −
− −− ∫  

= 3 2
1 1( ) 4 ( )x J x x J x dx− −− ∫  

= 3 2
1 0( ) 4 [ ( )]x J x x d J x− − ∫  

= 3 2
1 0 0( ) 4{ ( ) 2 ( ) }x J x x J x xJ x dx− − − ∫  

= 3 2
1 0 1( ) 4{ ( ) 2 ( )}x J x x J x xJ x− − −  

= 3 2
1 0 1( ) 4 ( ) 8 ( )x J x x J x xJ x− − +  

(3)
1

3
0

( )J x dx∫  

解： 
1

3
0

( )J x dx∫ =
,1

1 20
[ ( ) 2 ( )]J x J x dx−∫  
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=
, ,1

0 20
[ ( ) 2 ( )]J x J x dx− −∫ =

, ,1

0 20
[ ( ) 2 ( )]J x J x dx− −∫  

= 1
0 2 0[ ( ) 2 ( )]J x J x− − = 1

0 1 0 0
2[ ( ) 2( ( ) ( ))]J x J x J x
x

− − −  

= 1
0 1 0

4[ ( ) ( )]J x J x
x

− = 0 1 0(1) 4 (1) (0) 2J J J− − +  

= 0 1(1) 1 4 (1)J J+ −  

6．利用 0 ( )J x 的级数表达式证明 2
00

sin( cos )cos xJ x d
x

π

θ θ θ =∫ 。 

证明： 

0 ( )J x = 2

0

( 1) ( )
! ( 1) 2

n
n

n

x
n n

∞

=

−
Γ +∑ =

2

0

( 1)
! !2 2

n n

n n
n

x
n n

∞

=

−∑  

2
00
( cos )cosJ x d

π

θ θ θ∫ =
2

2
0

( 1) ( cos ) cos
! !2 2

n n

n n

x d
n n

π θ θ θ−
∫ =

2
2 12

0
0

( 1) cos
! !2 2

n n
n

n n
n

x d
n n

π

θ θ
∞

+

=

−∑ ∫  

=
2

2 12
0

0

( 1) cos
! !2 2

n n
n

n n
n

x d
n n

π

θ θ
∞

+

=

−∑ ∫ =
2

0

( 1) 2 2 2 4 2......
! !2 2 2 1 2 1 5 3

n n

n n
n

x n n
n n n n

∞

=

− −
+ −∑  

=
2

0

( 1)
(2 1)!

n n

n

x
n

∞

=

−
+∑ =

2 1

0

1 ( 1)
(2 1)!

n n

n

x
x n

+∞

=

−
+∑ =

sin x
x

 

7.验证：

1
2

3
2

( )y x J x= 是方程
2 ,, 2( 2) 0x y x y+ − = 的一个解。 

解法 1： 

因为 y=
3

1 2
3
2

[ ( )]x x J x−
，所以 

,y =
3 3

2 12 2
3 1
2 2

[ ( )] [ ( )]x x J x x x J x− −− + =
3 1

2 2 2
3 1
2 2

[ ( )] ( )x x J x x J x−− +  

,,y =
3 3 1

3 22 2 2
3 1 1
2 2 2

2 [ ( )] [ ( )] ( )x x J x x x J x x J x− −

−
− + =

3 1 1
2 2 2

3 1 1
2 2 2

2 ( ) ( ) ( )x J x x J x x J x
− −

−
− +  

将
,, ,y y 代入方程： 

2 ,, 2( 2)x y x y+ −  

=
1 3 5 5 1
2 2 2 2 2

3 1 1 3 3
2 2 2 2 2

2 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )x J x x J x x J x x J x x J x
−

− + + −  
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=
5 5 5 5
2 2 2 2

3 1 1 3
2 2 2 2

[ ( ) ( )] ( ) ( )x J x x J x x J x x J x
− −

− + + + =0 

故，

1
2

3
2

( )y x J x= 是方程
2 ,, 2( 2) 0x y x y+ − = 的一个解。得证 

解法 2： 

1
2

3
2

( )y x J x= =

1
2

11
2

( )x J x
+

=
2 sin( )d xx

dx xπ
− = 2

2 cos sinx x xx
xπ
−

−  

=
2 sin(cos )xx

xπ
− − =

2 sin( cos )x x
xπ

−  

∴
,y = 2

cos sin[ sin ]
2

x x x x
x

π −
+ = 2

cos sin[ sin ]
2

x x x
x x

π
− +  

,,y =
2

2 4

sin cos cos 2 sin[ cos ]
2

x x x x x x x x
x x

π − − +
− +  

= 2 3

sin 2cos 2sin[ cos ]
2

x x x x
x x x

π
− − + +  

将
,, ,y y 代入方程： 

2 ,, 2( 2)x y x y+ −  

= 2x 2 3

sin 2cos 2sin[ cos ]
2

x x x x
x x x

π
− − + + + 2( 2)x −

2 sin( cos )x x
xπ

−  

=0 

故，

1
2

3
2

( )y x J x= 是方程
2 ,, 2( 2) 0x y x y+ − = 的一个解。得证 

8．验证 ( )vy xJ xω= 是方程
2

2

, , ,1 1( ) 0vy y y
x x

ω −
− + + = 的一个解。 

证明：方法 1 

1 [( ) ( )]v v v
vy x x J xω ω ω− −=               注：

,

1[ ( )] ( )v v
v vx J x x J x−=  

∴
,

y = 1
1(1 ) [( ) ( )] [( ) ( )]v v v v v v

v vv x x J x x x J xω ω ω ω ω ω ω− − − −
−− +  

= 2 1 1
1(1 ) [( ) ( )] [( ) ( )]v v v v v v

v vv x x J x x x J xω ω ω ω ω ω ω− − − − −
−− +  
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= 1(1 ) ( ) ( )v vv J x xJ xω ω ω−− +  

= 2 2 1
1(1 ) [( ) ( )] [( ) ( )]v v v v v v

v vv x x J x x x J xω ω ω ω ω ω− − − − −
−− +  

, ,
y = 1

1(1 )( ) ( ) ( ) (1 ) [( ) ( )]v v v v v v
v vv v x x J x v x x J xω ω ω ω ω ω ω− − − − −

−− − + −  

+ 1 2 1 2 2 1
1 2(2 ) ( ) ( ) ( ) ( )v v v v v v

v vv x x J x x x J xω ω ω ω ω ω ω− − − − − −
− −− +  

= 1 2
1 1 2( 1) ( ) (1 ) ( ) (2 ) ( ) ( )v v v vv v x J x v J x v J x x J xω ω ω ω ω ω ω−
− − −− + − + − +  

1 1

2 1

2 2
2 1

2(3.5) ( ) ( )

2( 1)( ) ( ) ( )

( ) 2( 1) ( ) ( )

v v v

v v v

v v v

vJ J x J x
x

vJ x J x J x
x

xJ x v J x xJ x

ω ω
ω

ω ω ω ω ω

+ −

− −

− −

⎡ ⎤+ =⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥∴ = −⎢ ⎥
⎢ ⎥∴ = − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

又由 知

 

1
1 1 1

2

( 1) ( ) (1 ) ( ) (2 ) ( ) 2( 1) ( )

( )
v v v v

v

v v x J x v J x v J x v J x

xJ x

ω ω ω ω ω ω ω

ω ω

−
− − −= − + − + − + −

−
 

1 2
1( 1) ( ) ( ) ( )v v vv v x J x J x xJ xω ω ω ω ω−
−= − + −  

∴
2

2

, , ,1 1( )vy y y
x x

ω −
− + +  

1 2
1 1

2
2

2

1( 1) ( ) ( ) ( ) [(1 ) ( ) ( )

1( ) ( )

v v v v v

v

v v x J x J x xJ x v J x xJ x
x

v xJ x
x

ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ω

−
− −= − + − − − + +

−
+

  

1 2
1 1

2

1( 1) ( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( )

( )

v v v v v

v

v v x J x J x xJ x v J x J x
x

xJ x

ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ω

−
− −= − + − − − − +

 

= 0! 

∴ ( )vy xJ xω= 是方程
2

2

, , ,1 1( ) 0vy y y
x x

ω −
− + + = 的一个解。 

方法 2 

( )vy xJ xω=  

,
y =

,

( ) ( )v vJ x xJ xω ω ω+  
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, ,
y =

, ,,
22 ( ) ( )v vJ x xJ xω ω ω ω+  

代入方程 

, ,, ,
2 2

2

1 12 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )v v v v v
vJ x xJ x J x xJ x xJ x

x x
ω ω ω ω ω ω ω ω ω−

+ − + + +  

=
2,, ,

2 2
2( ) ( ) ( ) ( )v v v v

vxJ x J x J x xJ x
x

ω ω ω ω ω ω ω+ + − = *0  

注：将下列三式代入可知 

( )vJ x =∑  

,
2 2 1

0

( 1) 1( ) ( ) (2 )
! ( 1) 2

n
n v n v

v
n

J x n v x
n n v

+ + −

=

−
= +

Γ + +∑  

,,
2 2 2

0

( 1) 1( ) ( ) (2 )(2 1)
! ( 1) 2

n
n v n v

v
n

J x n v n v x
n n v

+ + −

=

−
= + + −

Γ + +∑  

9．证明： 00
( )

x nx J x dx∫ = 1 2 2
1 0 00
( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

xn n nx J x n x J x n x J x dx− −+ − − − ∫  

证明： 

00
( )

x nx J x dx∫  

= 1
10

[ ( )]
x nx d xJ x−∫                 (由 3.2 知) 

= 1 2
1 0 10
( ) ( 1) ( )

xn x nx xJ x n x xJ x dx− −− − ∫  

= 1
1 10
( ) ( 1) ( )

xn nx J x n x J x dx−− − ∫  

=
,

1
1 00
( ) ( 1) [ ( )]

xn nx J x n x J x dx−− − −∫              (由 3.1 知) 

=
,

1
1 00
( ) ( 1) ( )

xn nx J x n x J x dx−+ − ∫  

= 1
1 00
( ) ( 1) [ ( )]

xn nx J x n x d J x−+ − ∫  

= 1 2 2
1 0 00
( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

xn n nx J x n x J x n x J x dx− −+ − − − ∫  

得证 

10．(1) 证明： 3
2

2 1( ) [ cos( ) sin( )]
2 2

J x x x
x x

π π
π

= − + −  

证明： 
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3
2

( )J x =
32
2

0

1( 1) ( )3 2! ( 1)
2

nn x

n n

+
−

Γ + +
∑                [注：

1 (2 1)!!( )
2 2n

nn π−
Γ + = ] 

=
32
2

0
2

1( 1) ( )(2 3)!! 2!
2

nn

n

x
nn π

+

+

−
+∑  

= 2 2

0

2 1( 1)
(2 1)!(2 3)

n nx
x n nπ

+−
+ +∑                   [注：令 k-1=n] 

= 1 2

1

1 1( 1)
(2 1)!(2 1)

k kx
x k kπ

−−
− +∑  

= 1 2

1

1 2( 1)
(2 1)!

k kk x
x kπ

−−
+∑  

= 1 2

1

1 1 1( 1) [ ]
(2 )! (2 1)!

k kx
x k kπ

−− −
+∑  

= 1 2

1

2 1( 1)
(2 )!

k kx
x kπ

∞
−−∑ + 2

1

2 1( 1)
(2 1)!

k kx
x kπ

∞

−
+∑  

= 2 2 1

1 1

2 1 1 1 1[ ( 1) 1 1 ( 1) 1]
(2 )! (2 1)!

k k k k

k
x x x

x k x k xπ

∞ ∞
+

=

− − − + − − + −
+∑ ∑  

= 2 2 1

0 0

2 1 1 1[ ( 1) ( 1) ]
(2 )! (2 1)!

k k k k

k k
x x

x k x kπ

∞ ∞
+

= =

− − + −
+∑ ∑  

=
2 1[ cos sin ]x x
x xπ
− +  

=
2 1[ cos( ) sin( )]

2 2
x x

x x
π π

π
− + −  

∴ 3
2

2 1( ) [ cos( ) sin( )]
2 2

J x x x
x x

π π
π

= − + − ，证毕 

(2) 证明 5 2
2

2 3 3( ) [ cos( ) (1 )sin( )]J x x x
x x x

π π
π

= − + − −  

证明： 1 1( ) ( )v vJ x J x+ −− =
2 ( )v
v J x
x
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取
3
2

v =  

5 3 1
2 2 2

3( ) ( ) ( )
2

J x J x J x= +  

=
1 2 1 2[ cos sin ] sinx x x
x x x xπ π

− + +  

= 2

2 1 1[ cos (1 )sin ]x x
x x xπ
− + −  

= 2

2 1 1[ cos( ) (1 )sin( )]x x
x x x

π π
π

− + − −  

又 1 法： 
利用数学归纳法，证明 J(x) 
所以  

3
2

3
2

2 1 sin( ) ( )( )d xJ x x
x x dx xπ

= − =
2 sin( )d xx

dx xπ
−  

= 2

2 cos sinx x xx
xπ
−

− =
2 1[ cos( ) sin( )]

2 2
x x

x x
π π

π
− + −  

同理可证 5
2

( )J x  

P76  
5 计算下列积分 

（1） ( )
1 3

00
x J x dx∫  又递推公式 ( ) ( )1

n n
n nd x J x x j x dx−⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ，及分布积分法有 

I = ( )
1 3

00
x J x dx∫ = ( )

1 2
00

x xJ x dx∫  

= ( )
1 2

10
[ ]x d xJ x∫ = ( ) 12

1 0
x xJ x ( )

1 2
10

2 x J x dx− ∫  

= ( )3
1x J x − ( )

1 2
20

2 [ ]d x J x∫ = ( )3
1x J x − ( )2

22x J x  

由 ( ) ( ) ( )2 1 0
2J x J x J x
x

= − 得： ( ) ( ) ( )3 2
1 04 2I x x J x x J x= − +  

（2） ( )
1 3

20
x J x dx−∫  有递推公式 ( )1nJ x− − ( )1nJ x+ = ( )2

n
n J x
x

。 

( )1J x− + ( )1 0J x =  ( )2J x− + ( )0J x = ( )1
2 J x
x −−  

所以   ( )2J x− = ( )1
2 J x
x

− ( )0J x 。 
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则 I = ( )
1 3

20
x J x dx−∫  

( ) ( )
1 2 3

1 00
[2 ]x J x x dxJ x dx= −∫ =2 ( ) 12

2 0
x J x ( )

1 3
00

x J x dx−∫  

    = ( )2
22I x J x= − ( )3

1x J x + ( )2
22x J x c+  

    = ( ) ( ) ( )3 2
1 08 4x x J x x J x c− − +  

（3）计算积分 ( )
1

30
J x dx∫  

   解：应用递推公式 ( ) ( )1
n n

n nd x J x x j x dx− −
+⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ 及分部积分 

  I = ( )
1

30
J x dx∫ ( )

1 2 2
30

x x J x dx−= ∫  

= ( )
1 2 2

20
[ ]x d x J x−−∫ = ( )2 2

2

1
0

x x J x−− + ( )
1 2

10
2 xx J x dx−∫  

= ( )12 1J− + ( )0 1J ( )12 1J− + c = ( )0 1J ( )14 1J c− + 。 

11．? 
12．? 

13．设 ( 1,2,3,...)n nω = 是 1 ( ) 0J x = 的正根，将 f(x)=x,0<x<1 展开为贝塞尔函数 1( )nJ xω 的

级数。 

解：设 , 1, 2,3,n nω = Λ为 1 ( ) 0J x = 的正根, 

1
1

( ),0 1n n
n

x f J x xω
∞

=

= < <∑  

而系数 nf 为： nf =
1

12 0
1

1 ( )
( )

n
n

xxJ x dx
J x

ω
ω ∫  

因 nω 满足 1 ( ) 0J x = ，所以在第一类齐次边界条件下有： 

2
1( )nJ xω = 2

2
1 ( )
2 nJ ω  

利用递推公式： 

1 2
10
( )nx J x dxω∫ =

21 2
0

( )[ ]n

n

x J xd ω
ω∫ = 2 1

2 0
1 ( )n

n

x J xω
ω

= 2 ( )n

n

J ω
ω

 

所以 nf = 2

2
2

( )1
1 ( )
2

n

n
n

J

J

ω
ωω

=
2

2
( )n nJω ω

 

所以 
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x = 1
1 2

2 ( )
( ) n

n n n

J x
J

ω
ω ω

∞

=
∑  

14．设 ( 1,2,3,...)n nω = 是 0 ( ) 0J x = 的正根，将 0( )f x u= ,0<x<1 展开为贝塞尔函数

0 ( )nJ xω 的级数。 

解：设 , 1, 2,3,n nω = Λ为 0 ( ) 0J x = 的正根, 

0 0
1

( )n n
n

u f J xω
∞

=

=∑  

而系数 nf 为： 

nf =
1

0 02 0
0

1 ( )
( )

n
n

xu J x dx
J x

ω
ω ∫  

在第一类齐次边界条件下有： 
2

0 ( )nJ xω = 2
1

1 ( )
2 nJ ω  

利用递推公式： 

1

0 00
( )nu xJ x dxω∫ =

1 1
0 0

( )[ ]n

n

xJ xu d ω
ω∫ = 1

0 1 0
1 [ ( )]n

n

u xJ xω
ω

= 1
0

( )n

n

Ju ω
ω

 

所以 

nf = 0 1

2
1

( )1
1 ( )
2

n

n
n

u J

J

ω
ωω

= 0

1

2
( )n n

u
Jω ω

 

所以 

0u = 0
0

1 1

2 ( )
( ) n

n n n

u J x
J

ω
ω ω

∞

=
∑  

15．设 ( 1,2,3,...)n nω = 是 0 ( ) 0J x = 的正根，若 0
1

( ) ( )n n
n

f x f J xω
∞

=

=∑ ,则 

1 2

0
( )xf x dx∫ = 2 2

1
1

1 ( )
2 n n

n

f J ω
∞

=
∑ ， 

特别地，利用 1=
1 1

2 ( )
( ) v n

n n n

J x
J

ω
ω ω

∞

=
∑ 推导 2

1

1
n nω

∞

=
∑ =

1
4

 

解： 

∵ 0 ( )n J xω 是 的正根 
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∴ 0 ( )J x =0，(n=1,2,…) 

∴ 0 ( )J x 满足第一类边界条件 

∵ ( )f x = 0
1

( )n n
n

f J xω
∞

=
∑  

∴
1 2

0
( )xf x dx∫ =

1

0 00
1 1

( ) ( )n n n n
n n

x f J x f J x dxω ω
∞ ∞

= =
∑ ∑∫  

=
12 2

00
1

( )n n
n

f xJ x dxω
∞

=
∑ ∫              (因为 0 ( )nJ xω 在[0，1]上带权 x 正交) 

= 2 2
1

1

1 ( )
2 n n

n

f J xω
∞

=
∑  

∴
1 2

00
( )nxJ x dxω∫ =

2
02 0

1 ( )n

n

tJ t dt
ω

ω ∫              ( nx tω = ) 

=
,

2 2 2
0 0 0 02 0

1 1 1[ ( ) ( ) ( )
2 2

n
n

n

t J t t J t J x dx
ωω

ω
− ∫ = 1 12 0

1 1 ( ) [ ( )]
2

n

n

tJ t d tJ t
ω

ω ∫ = 2
1

1 ( )
2 nJ ω  

∵1=
1 1

2 ( )
( ) v n

n n n

J x
J

ω
ω ω

∞

=
∑  

令ν =1,1= 2
1

4
n nω

∞

=
∑  

∴ 2
1

1
n nω

∞

=
∑ =

1
4

 

16．已知整数阶贝塞尔函数 Jn(x)的母函数表达式为 

1( )
2
x z z

e
−−

= ( ) ,0n
n

n
J x z z

+∞

=−∞

< < +∞∑  

利用此式证明下列等式： 

cos( sin )x θ = 0 2 4( ) 2[ ( )cos 2 ( ) cos 4 ......]J x J x J xθ θ+ + +  

sin( cos )x θ = 1 32[ ( )sin ( ) cos3 ......]J x J xθ θ+ +  

并由此证明： 

1= 0 2
1

( ) 2 ( )n
n

J x J x
∞

=

+ ∑  
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sin x = 2 1
0

2 ( 1) ( )n
n

n

J x
∞

+
=

−∑  

cos x = 0 2
1

( ) 2 ( 1) ( )n
n

n

J x J x
∞

=

+ −∑  

证明：由欧拉公式，得： 

cos( sin ) sin( sin )x i xθ θ+ = sinixe θ =
(2 sin )

2
x x

e
θ

=
1(cos sin )

2 cos sin
x i

ie
θ θ

θ θ
+ −

+  

∵
1( )

2
x z z

e
−−

= ( ) n
n

n
J x z

+∞

=−∞
∑  

∴= ( )(cos sin )n
n

n

J x iθ θ
+∞

=−∞

+∑  

= ( )(cos sin )n
n

J x n i nθ θ
+∞

=−∞

+∑  

= ( )cos ( )sinn n
n n

J x n i J x nθ θ
+∞ +∞

=−∞ =−∞

+∑ ∑  

=
1 1

0
1 1

( ) ( ) cos ( )cos ( )sin ( )sinn n n n
n n n n

J x J x n J x n i J x n i J x nθ θ θ θ
+∞ − +∞ −

= =−∞ = =−∞

+ + + +∑ ∑ ∑ ∑  

= 0 2 2 1
1 1

( ) 2 ( ) cos 2 2 ( )sin(2 1)n n
n n

J x J x n i J x nθ θ
+∞ +∞

−
= =

+ + −∑ ∑  

所以 

cos( sin )x θ = 0 2 4( ) 2[ ( )cos 2 ( ) cos 4 ......]J x J x J xθ θ+ + +  

sin( cos )x θ = 1 32[ ( )sin ( ) cos3 ......]J x J xθ θ+ +  

当θ =0 时： 

1= 0 2
1

( ) 2 ( )n
n

J x J x
∞

=

+ ∑  

当θ =
2
π

时： 

cos x = 0 2
1

( ) 2 ( 1) ( )n
n

n

J x J x
∞

=

+ −∑  

sin x = 2 1
0

2 ( 1) ( )n
n

n

J x
∞

+
=

−∑  
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17.设有一半径为 R 的无限长均匀圆柱体，其侧面保持温度为 u0 ,柱面初始温度为 0，求圆柱

内的温度分布。   

解：

2

0

( , , ) 0

( , , , )
( , , ,0) 0

u a u r z r R
t
u R z t u u
u r z

ϕ

ϕ
ϕ

∂⎧ = Δ ≤ ≤⎪ ∂⎪
= < +∞⎨

⎪ =⎪
⎩

 

由于圆柱体无限长，边界条件关于ϕ对称，所以其解与ϕ，z 无关，所以泛定方程简化为： 

2 2 2
2

2 2 2 2

1 1( )u u u u ua
t r r r r zϕ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
=

2
2

2

1( )u ua
r r r
∂ ∂

+
∂ ∂

 

由于边界条件是非齐次的，故令 

( , )u v B r t= +  

取 0( , )B r t u= 使 ( , )v r t 满足齐次边界条件 ( , ) 0v R t =  

由分离变量法， 

令 ( , ) ( ) ( ) 0v r t R r T t= ≠ ，带入定解问题，得 

2

, , ,1( ) ( ) ( ) 0 ( )

,
( ) 0, ( ) ( ) ( ) 0

R r R r R r
r

R R R r T t a T t

λ

λ

⎧
+ + =⎪

⎪
⎨
⎪ = < +∞ ⇔ + =⎪⎩

CC C零 塞 方程

 

解得固有值
2 0λ β= ≥ ，通解 R(r)为 

R(r) = 0 0( ) ( )AJ r BN rβ β+  

但由于 ( )R r < +∞ ,所以 B=0 

R(r) = 0 ( )AJ rβ  

但由于 R(R)=0，则有 0 ( )J Rβ =0,设 Rω β= 为 0 ( )J x 得零点（注：因为 0 (0) 1J = ）, 

设他们是： 

1 20 ....... ......nω ω ω< < < < <  

或 1 20 ....... ......n

R R R
ωω ω

< < < < <  

相应的固有函数为   ？？？？？ 
 
18．求定解问题 
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1

2

0

0

( , ,0)
( , , ) 0

r

u
u u
r

u r r
u r l

ϕ
ϕ

=

Δ =⎧
⎪ ∂⎪ = < ∞⎪

∂⎨
⎪ =
⎪

=⎪⎩

 

的解。 
解： 
（参见梁 P376 例 2） 

1

0 1 2

0

0

( ), ( ),

r

z z l

u
u u
r

u f r u f r

=

= =

Δ =⎧
⎪ ∂⎪ = < ∞⎨ ∂⎪

= =⎪⎩

, 

令 u= ( ) ( ) ( )R r Z zϕΦ , 

则 
2 ,, , 2 2

,

( ) 0
(1) 0,

r R rR r m R
R R

λ⎧ + + − =⎪
⎨ = < ∞⎪⎩

 

2, ,
( ) 0mϕΦ + Φ = ， 

及
, ,

( ) ( ) 0Z z Z zλ− = ，解出 n nZ Z
u n nZ C e D eω ω−= + ， 0 0 0Z C Z D= +  

设
2

n nλ ω= , 0 10 ... ...ω ω= < < <  

相应固有函数系： 

0 1 0 21, ( ), ( ),J r J rω ω …… 

∴通解： 

0 0 0
1

( ) ( )n nZ Z
n n n

n

u C Z D C e D e J rω ω ω
∞

−

=

= + + +∑  

代入边界： 

0 0 1

0 0 0 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )n n

n n n

l l
n n n

D C D J r f r

C l D C e D e J r f rω ω

ω

ω−

⎧ + + =⎪⎪
⎨
⎪ + + + =
⎪⎩

∑

∑
 

将 1 2( ), ( )f r f r 用 0 ( )nJ rω 展开： 
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0D =
1

10
2 ( )f r rdr∫ = 10f  

0 0C l D+ =
1

20
2 ( )f r rdr∫ = 20f  

n nC D+ =
1

1 02 0
0

2 ( ) ( )
( ) n

n

f r rJ r dr
J

ω
ω ∫ = 1nf  

n nl l
n nC e D eω ω−+ =

1

2 02 0
0

1 ( ) ( )
( ) n

n

f r rJ r dr
J

ω
ω ∫ = 2nf  

解出： 

0D = 10f  

0C = 20 10f f
l
−

 

nC = 1 2
n

n n

l
n n

l l

f e f
e e

ω

ω ω

−

−

− +
−

 

nD = 2 1
n

n n

l
n n
l l

f f e
e e

ω

ω ω−

− +
−

 

当
2

1( )f r r= ， 2 ( ) 0f r =  （即本题 18）时： 

10f =
1 2

0 02 0
0 0

2 ( )
( )

J r r rdr
J

ω
ω ∫ =

1 3

0
2 r dr∫ =

1
2

 

20f = 20 10f f
l
−

=
1
2l

−  

得出： 0 0
1 1,
2 2

D C
l

= = −  

1nf =
1 2

02 0
0

2 ( )
( ) n

n

r J r rdr
J

ω
ω ∫ =

1 2 1
2 0

0

( )2 ( )
( )

n

n n

rJ rr d
J

ω
ω ω∫  

令 nr tω = = 3
02 40

0

2 1 ( )
( )

n

n n

t J t dt
J

ω

ω ω∫ = 2
12 4 0

0

2 [ ( )]
( )

n

n n

t d tJ t
J

ω

ω ω ∫  

= 2 2
1 0 14 2 0

0

2 [ ( ) 2 ( ) ]
( )

n
n

n n

t tJ t t J t dt
J

ωω

ω ω
− ∫ = 3 2

1 2 04 2
0

2 [ ( ) 2 ( ) ]
( )

n
n n

n n

J t J t
J

ωω ω
ω ω

−  

= 3 2
1 24 2

0

2 [ ( ) 2 ( )]
( ) n n n n

n n

J J
J

ω ω ω ω
ω ω

− = 1 22 2
0

2 1 1[ ( ) 2 ( )]
( ) n n

n n n

J J
J

ω ω
ω ω ω

−  

= 1 1 02 3 2
0

2 1 4 2[ ( ) ( ) ( )]
( ) n n n

n n n n

J J J
J

ω ω ω
ω ω ω ω

− +  
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= 1 02 2 2
0

2 1 4 2[ (1 ) ( ) ( )]
( ) n n

n n n n

J J
J

ω ω
ω ω ω ω

− + = 2
0

4
( )n nJω ω

 

所以 

nC = 2 1
n

n n

l
n n

l l

f f e
e e

ω

ω ω

−

−

−
−

= 2
0

4
( )

n

n n

l

l l
n n

e
J e e

ω

ω ωω ω

−

−

−
−

 

nD = 2 1
n

n n

l
n n
l l

f f e
e e

ω

ω ω−

− +
−

= 2
0

4
( )

n

n n

l

l l
n n

e
J e e

ω

ω ωω ω −−
 

∴ 0 0u C Z D= + +∑  

=
1

1 1
2 2 n

Z
l

∞

=

− +∑ 02
0

4 ( )
( )

n n n n

n n

Z l Z l

nl l
n n

e e e e J r
J e e

ω ω ω ω

ω ω ω
ω ω

− −

−

− +
−

 

 
19．设有一半径为 R 高为 H 的圆柱，其侧面在温度为零的空气中自由冷却 ,达到稳定后，

下底温度为零，上底温度为 f(r)，求柱内温度分布。 
解： 

 

0

( ) 0

( ,0) 0
( , ) ( )

r r R

u

u hu

u r
u r H f r

=

Δ =⎧
⎪

+ =⎪
⎨

=⎪
⎪ =⎩

 

与ϕ无关 

0
11

( , ) ( ) ( )
n nz z nR R

n n
n

u r z A e B e J r
R

ω ω ω∞ −

=

= +∑   ，（r<R） 

代入边界 

0
1

( ) ( ) 0n
n n

n

A B J r
R
ω∞

=

+ =∑  

0
1

( ) ( ) ( )
n nH H nR R

n n
n

A e B e J r f r
R

ω ω ω∞ −

=

+ =∑  

02 0

0

1 ( ) ( )
( )

n n

n n

RH H nR R
n n

n

A B

A e B e f r J r rdr
R

J
R

ω ω ω
ω

−

= −⎧
⎪
⎪ + =⎨
⎪
⎪⎩

∫  

∴ 02 0

0

1 1 ( ) ( )
2 ( ) ( )

R
n

n n
n n

A B f r J r rdr
Rsh H JR R

ω
ω ω

= − = ∫  
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2 2
2 2

0 02 2

1( ) (1 ) ( )
2

n
n

n

RJ R J
R H
ω ω

ω
= +  

∴ 0 02 2 0
21 0

2 2

2 1( , ) ( ) ( ) ( )
( ) 2 ( )(1 )

n nz z
R R R n n

nn n

n

e eu r z f r J r rdrJ r
R J R Rsh HR RH

ω ω

ω ω
ωω

ω

−
∞

=

+
=

+
∑ ∫  

=
0

022 20
1 0

2 2

( ) ( )2 1 ( ) ( )
( )( )1

n n
R n

nn n

n

sh H J r
R Rf r J r rdr

RR R Jsh H
RH

ω ω
ω

ω ω
ω

∞

= +
∑ ∫  

20．设 nω (n=1,2,3,Λ )是 0 (2 )J x =0 的正根，将函数 

1 0 1
1( ) 1
2
0 1 2

x

f x x

x

< <⎧
⎪⎪= =⎨
⎪

< <⎪⎩

 

展开为零阶贝塞尔函数 0 ( )nJ xω 的级数。 

解：设 nω ，n=1,2,……是 0 (2 )J x =0 的正根， nμ 是 0 ( ) 0J x = 的第 n 个正根， 

故
2

n
n

μω = ，题目要求将 ( )f x 展成 0{ ( )}
2

nJ xμ
的 Fourier 级数 

0
1

( ) ( )
2

n
n

n

f x f J xμ∞

=

=∑  

注：
1

0 00
( ) ( )n mtJ t J t dtμ μ∫  

(令 t=
2
x

) 

= 0 0
1 ( ) ( )
4 2 2

n mxJ x J x dxμ μ
 

2 2 2
0 1 0

1( ) 4 ( ) 2 1(2 )
2n n nJ J Jω μ ω= =  

nf =
2

02 0
0

1 ( ) ( )
2( )

n

n

xf x J x dx
J

μ
ω ∫  =

1

02 0
0

1 ( )
2( )

n

n

xJ x dx
J

μ
ω ∫  

=
1

02 0
0

1 ( )
( )

n
n

xJ x dx
J

ω
ω ∫ = 02 20

0

1 1 ( )
( )

n

nn

tJ t dt
J

ω

ωω ∫  
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= ( ) ( )1
1 02 22

0 0

1
( ) ( )

n n

n n n n

J
tJ t

J J
ω ω

ω ω ω ω
= =

( )1
2

12 (2 )
n

n n

J
J
ω

ω ω
 

( ) ( ) ( )1
02

1 12 (2 )
n

n
n n n

J
f x J x

J
ω

ω
ω ω

∞

=

∴ =∑  

21．证明虚宗量的贝塞尔函数 Iv(x)的递推公式 1 1
2( ) ( ) ( )v v v
vI x I x I x
x+ −+ =  

解法 1： 

( ) ( )v
v vI x i J ix−=  

对于 ( )vJ x ，有 

,

1( ) ( ) ( )v v vxJ x vJ x xJ x+− = −  

,

1( ) ( ) ( )v v vvJ x xJ x xJ x−+ =  

令 x ix→  
,

1( ) ( ) ( )v v vixJ ix vJ ix ixJ ix+− = −  

,

1( ) ( ) ( )v v vvJ ix ixJ ix ixJ ix−+ =  

两边消去含导数项 
,

( )vixJ ix  

1 12 ( ) [ ( ) ( )]v v vvJ ix ix J ix J ix− += +  

两边乘以
( 1)vi− −  

( 1) ( 1) ( 1)
1 1

2 ( ) ( ) ( )v v v
v v v

v i J ix i J ix i J ix
ix

− − − − − −
− += +  

1 1
2 ( ) ( ) ( )v v v
v I x I x I x
x − += −  

得证 
解法 2： 

1( )vI x− = 2 1

0

1 ( )
! ( ) 2

k v

k

x
k k v

∞
+ −

= Γ +∑  

2 ( )v
v I x
x

= 2 1

0
( )

! ( 1) 2
k v

k

v x
k k v

∞
+ −

= Γ + +∑  

1
2( ) ( )v v
vI x I x
x− −  

= 2 1

0

1[ ]( )
! ( ) ! ( 1) 2

k v

k

v x
k k v k k v

∞
+ −

=

−
Γ + Γ + +∑  
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= 2 1

0

1 [ ]( )
! ( 1) ( 1) 2

k v

k

k v v x
k k v k v

∞
+ −

=

+
−

Γ + + Γ + +∑ = 2 1

0

1 ( )
! ( 1) 2

k v

k

k x
k k v

∞
+ −

= Γ + +∑  

= 2 1

1

1 ( )
! ( 1) 2

k v

k

k x
k k v

∞
+ −

= Γ + +∑  

(n=k-1) 

= 2 1

0

1 1 ( )
( 1)! ( 2) 2

n v

n

n x
n n v

∞
+ +

=

+
+ Γ + +∑ = 2 1

0

1 1 ( )
! ( 2) 2

n v

n

x
n n v

∞
+ +

= Γ + +∑ = 1( )vI x+  

∴ 1 1
2( ) ( ) ( )v v v
vI x I x I x
x+ −+ = 得证 

23.设有一半径为 R 的均匀圆柱体，高为 H，柱侧有均匀分布的热流进入，强度为 q0,而上下

两底保持温度为零，求圆柱内的稳定温度分布。 
解： 

0

0

0

0
0

r r R

z

z H

u

ku q

u
u

=

=

=

Δ =⎧
⎪
⎪ =⎪
⎨
⎪ =
⎪

=⎪⎩

 

( , , ) , ( , )u r z r z u r zθ C CC只与 有 ，  

2 2

2 2

1 0u u uu
r r r z
∂ ∂ ∂

Δ = + + =
∂ ∂ ∂

                    (1) 

( ) ( )u R r Z z=令                               (2) 

,, ,
,,1 0R R z

R r R z
+ + =                            (3) 

,, ,
2 0r R rR Rλ+ − =                            (4) 

(4) C C式附加 界 件后，得： 

2( ) , ( ) sin , ( 1,2,......)n n
n n zZ z n
H H
π πλ = = =  

于是从(4)(即 0 阶 Bessel 方程) 

0 0( ) ( ) ( )n n n n nR r C I r D K rω ω= +  

0

u
R
D

< +∞
∴ < +∞
∴ =

但
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0( ) ( )n n nR r C I rω=  

从而 0
1

( , ) ( )sinn n
n

n zu r z C I r
H
πω

∞

=

=∑  

由于 0( , )r
qu R z
k

= ，故 

,

0
1

( )sinn n n
n

q n zC I R
k H

πω ω
∞

=

=∑  

∴
,

0 ( )n n nC I Rω ω  

=
0

2 sin
H q n z dz

H k H
π

∫ =
2 [1 ( 1) ]nq H
H k nπ

− −  

∴ nC = 0
,

0

2 [1 ( 1) ]

( )

n

n n

q

k n I Rω π ω

− −
 

= 0
,

0

0, 2
4 , 2 1

(2 1) ( )n n

n m
q H n m

k m I Rω π ω

=⎧
⎪
⎨ = +
⎪ +⎩

 

= 0
,

2 2

0, 2
4 , 2 1

(2 1)(2 1) [ ]

n m
q H n m

m Rk m I
R

ππ

=⎧
⎪⎪

= +⎨
+⎪ +⎪⎩

 

0
0

,2 2
0

(2 1)[ ]4 1 (2 1)( , ) sin
(2 1)(2 1) [ ]n

n rIq H n zHu r z
n Rk n HI

H

π
π

ππ

∞

=

+
+

=
++∑  

习题四 

1． 

（1）P2n(0)=(-1)n
(2 1)!!

2 !!
n

n
−

 

P2n(x) 0x=  = 2

1
2 (2 )!n n

2

2

n

n

d
dx

(x2-1) 2n 0x=
  

= 2

1
2 (2 )!n n

2

2

n

n

d
dx

2

0

n

i=
∑ (x2)i (-1)2n-i C 2

i
n 0x=

  

= 2

1
2 (2 )!n n

(2n)!(-1) n C 2
2

n
n  = 2

( 1)
2

n

n

−  C 2
n

n = ( 1) (2 1)!!
(2 )!!

n n
n

− −  
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(2)P
,

2n (0)=0 

   P
,

2n (x)= 2

1
2 (2 )!n n

2 1

2 1

n

n

d
dx

+

+ (x2-1)2n 

        = 2

1
2 (2 )!n n

2 1

2 1

n

n

d
dx

+

+

2

0

n

i=
∑  C 2

i
n  (x2)i (-1)2n-i  

x2i 项，2i<2n+1，i< 1
2

(2n+1)时的项为零 

      2i>2n+1，i> 1
2

(2n+1)时的项为 X 

所以 P
,

2n (0)=0 

2.求 P
,

l (1) 

求 P
,

l (x)= 1
2 !l l

1
2

1 ( 1)
l

l
l

d x
dx

+

+ −  

       = 1
2 !l l

1

1 ( 1) ( 1)
l

l l
l

d x x
dx

+

+ + −   

       = 1
2 !l l

1

0

l

i

+

=
∑ C 1

i
l+  ((x2-1)l )i((x2+1)l )l+1-i 1x=  

       = 1
2 !l l

C 1
l
l+ L!L2L-1 

(注：L 代替小写 l，因为与 1 难区分) 

       = 1
2

 C 1
l
l+ L 

       = ( 1)
2

L L +  

(2) 

P
,

L (x) 1x=− = 1
2 !L L

1

1

L

L

d
dx

+

+ [(x-1)L (x+1)L ] 1x=  

          = 1
2 !L L

1

0

L

L

+

=
∑  C 1

L
L+

1

1

L

L

d
dx

+

+  (x+1)L(i) [(x-1)i](L+1-i) 1x=    
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          = 1
2 !L L

(
1

0

L

i

+

=
∑ ) i L= C  C 1

L
L+ L! (-2)L-1L 

          =(-1)L-1L C 1
L
L+

1
2

 

          =(-1)L-1
( 1)

2
L L +

 

又一法 由(1-x2)P
,,

L (x)-2x P
,

L (x)+L(L+1)PL(x)=0  即勒让德

方程，令 x=1 代入，则得： P
,

L (1)= ( 1)
2

L L +  

3．由(n+1)Pn+1(x)- (2n+1)xPn(x)+ nPn-1(x)=0 

Pn(x)= n 1 n-1(n 1)P (x)  nP (x)
(2n 1)x
++ +
+

 

所以 

1

1−∫ x Pm(x) Pn(x) dx 

= 1

1−∫ [ 1
2 1
n
n
+
+

Pn+1 (x) Pm(x) +
2 1

n
n +

Pn-1 (x) Pm(x)]dx 

= 1
2 1
n
n
+
+

1

1−∫ Pn+1 (x) Pm(x) dx +
2 1

n
n +

1

1−∫ Pn-1 (x) Pm(x) dx 

m=n+1 时， 

此式= 1
2 1
n
n
+
+

1

1−∫ P 2
1n+  (x) dx= 1

2 1
n
n
+
+

2
2( 1) 1n + +

= 2 2
(2 1)(2 3)

n
n n

+
+ +

 

m=n-1 时， 

此式=
2 1

n
n +

1

1−∫ P 2
1n−  (x) dx=

2 1
n

n +
2

2( 1) 1n − +
= 2

(2 1)(2 1)
n

n n− +
 

其余情况 

此式=0 

4 
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(1) 

P1(x)=x 

P3(x)= 5
2

x3- 3
2

x 
3
5

 P1(x)+ 2
5

 P3(x)= 3
5

x+ 1
5

(5x3-3x)=x3 

(2) 
1
5

P0(x)+ 20
35

P2(x)+ 8
35

P4(x) 

= 1
5

 + 20
35

( 3
2

x2 - 1
2

) + 8
35

1
8

(35x4-30x2+3) 

= 1
5

 + 30
35

x2 - 10
35

 + 35
35

x4- 30
35

x2+ 3
35

 

=x4 

5 

由递推公式  (n+1)Pn+1(x)- (2n+1)xPn (x)+ nPn-1(x) =0 

对 x 求导   

(n+1)P
,

n 1+  (x)- (2n+1)Pn (x)- (2n+1)xP
,

n (x)+nP
,

n-1 (x) =0 

即 

(n+1)P
,

n 1+  (x) - (2n+1)xP
,

n (x)+nP
,

n-1 (x) =- (2n+1)Pn (x) 

又由递推公式 

Pn (x)=P
,

n 1+ (x)-2xP
,

n (x)+ P
,

n-1 (x) 

2x P
,

n (x)= P
,

n 1+ (x) + P
,

n-1 (x)- Pn (x) 

代入 

(n+1)P
,

n 1+ (x)-(2n+1) 1
2

(P
,

n 1+ (x)+P
,

n-1 (x)-Pn (x))+nP
,

n-1 (x) 

=(2n+1)Pn (x)       
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2(n+1)P
,

n 1+ (x)-(2n+1) P
,

n 1+ (x)- (2n+1)P
,

n-1 (x)+ (2n+1) Pn (x)+ 

2n P
,

n-1 (x)=2(2n+1)Pn (x) 

所以 

P
,

n 1+ (x) - P
,

n (x)= (2n+1)Pn (x) 

6. 

f(x)= 0, 1 0
1, 0 1

x
x

− < <⎧
⎨ < <⎩

  

C0= 1
2

1

1−∫ f(x)P0(x)dx= 1
2

1

0∫ dx= 1
2

 

Cn= 2 1
2

n + 1

1−∫ f(x)Pn(x)dx 

= 2 1
2

n + 1

0∫ Pn(x)dx     由第 5 题结论 

= 1
2

1

0∫ ( P
,

n 1+ (x) -P
,

n-1 (x))dx 

= 1
2

(Pn+1 (x) –Pn-1(x)) 1
0
 

当 n=2m 时 

C2m= 1
2

(P2m+1(1)-P2m+1(0)-P2m-1(1)+P2m-1(0))   , 

其中 P2m+1(0)=0，P2m-1(0)=0 

   = 1
2

(1-1) 

   =0 

当 n=2m+1 时 

C2m+1= 1
2

(P2m+2(1)-P2m+2(0)-P2m (1)+P2m (0))  , 

其中 P2m+2(1)=1，P2m(1)=1 
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     = 1
2

[-(-1)m+1 (2 1)!!
(2 2)!!

m
m
+
+

+(-1)m (2 1)!!
(2 )!!
m

m
− ] 

     = 1
2

 (-1)m [(2 2) (2 1)](2 1)!!
(2 2)!!

m m m
m

+ + + −
+

 

     = 1
2

 (-1)m (4 3)(2 1)!!
(2 2)!!

m m
m

+ −
+

  

f(x)=
0n

∞

=
∑ CnPn(x) 

   =
0m

∞

=
∑ 1

2
(-1)m

(4 3)(2 1)!!
(2 2)!!

m m
m

+ −
+ P2m+1(x) 

6. 

x=∑ CnPn(x) 

Cn= 2 1
2

n + 1

1−∫ f(x)Pn(x)dx 

= 2 1
2

n + 1

0∫ xPn(x)dx 

= 2 1
2

n +
0

x

∫ x 1
2 !n n

n

n

d
dx

(x2-1)n dx 

= 2 1
2

n +
0

x

∫ 2 !n

x
n

d(
1

1

n

n

d
dx

−

− (x2-1)n ) 

= 2 1
2

n + {[
2 !n

x
n

1

1

n

n

d
dx

−

− (x2-1)n ] 1
0
- 1

2 !n n 0

x

∫
1

1

n

n

d
dx

−

− (x2-1)n } 

= 2 1
2

n + [- 1
2 !n n

2

2

n

n

d
dx

−

− (x2-1)n ] 1
0
   (从此时提示 n 要大于等于 2) 

= 2 1
2

n + 1
2 !n n

[
2

2

n

n

d
dx

−

− (x2n+C1
n

x2(n-1)(-1)+....+…) 1
0
 

-
2

2

n

n

d
dx

−

− (x-1)n(x+1)n
1
0 ] 
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= 2 1
2

n + 1
2 !n n

2 2
2 2

22 2 0

2 2 2
2 2 1

2 1 02 2
0

( ) ( 1) , 2

( ) ( 1) , 2 1

k
i i k i
kk x

k k
i i k i
k xk

i

d C x n k
dx
d C x n k
dx

−
−

− =

−
+ −

+ =−
=

⎧
− =⎪⎪

⎨
⎪ − = +
⎪⎩

∑

∑
 

= 2 1
2

n + 1
2 !n n

1 1
2 (2 2)!( 1) , 2

0 , 2 1

k k
kC k n k

n k

− +⎧ − − =
⎨

= +⎩
 

= 4 1
2

k +
2

1
2 (2 )!k k

(2 )!
( 1)!( 1)!

k
k k− +

(2k-2)!(-1)k+1  

或(-1)k+1
4 1

2
n + (2 3)!!

(2 2)!!
k
k
−
+  

,n 为偶数时,即 n=2k 

又 C0= 1
4

,C1= 1
2

 

f(x)= 2 2 0 1
1

( )k k
k

C P x C C
=

+ +∑ x 

6. (补充) 
f(x)=

0

( )n nf P x∑  

f0= 1
2

1

0∫ xP0(x)dx= 1
4

 

f1= 3
2

1

0∫ xP1(x)dx= 3
2

1

0∫ x xdx = 1
2

 

fn= 2 1
2

n + 1

0∫ xPn(x)dx   

(逆推式(2n+1)xPn(x)=(n+1)Pn+1(x)Pn-1(x)) 

 = 1
2

1

0∫ [(n+1)Pn+1(x)Pn-1(x)]dx 

 {由(2n+1)Pn(x)=P
,

1n+ (x)- P
,

1n− (x), 

得 Pn+1(x)= 1
2 3n +

[ P
,

2n+ (x)- P
,

n (x) ] 
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   Pn-1(x)= 1
2 1n −

[ P
,

n (x)- P
,

2n− (x) ]} 

 = 1
2

1

0∫ [ 1
2 3
n
n
+
+

( P
,

2n+ (x)- P
,

n (x))+ 
2 1

n
n −

( P
,

n (x)- P
,

2n− (x))]dx 

 =- 1
2

[ 1
2 3
n
n
+
+

Pn+2(0)- 1
2 3
n
n
+
+

Pn(0)+ 
2 1

n
n −

Pn(0)- 
2 1

n
n −

Pn-2(0)] 

因为 P2k+1(0)=0，P2k(0)=(-1)k 2 2

(2 )!
2 ( !)k

k
k  

所以 f2k+1=0 

f2k=- 1
2

{ 2 1
4 3

k
k
+
+ 2

(2 2)(2 1)[ 1]
4( 1)

k k
k

+ +
− −

+
+ 2

4 1
k

k −
[1+

24
2 (2 1)

k
k k −

]}(-1)k 2 2

(2 )!
2 ( !)k

k
k  

 =(-1)k (4 1)(2 2)!
2(2 2)!!(2 2)!!

k k
k k
+ −
+ −

 

 =(-1)k (4 1)(2 3)!!
2(2 2)!!

k k
k

+ −
+

 

k=1,2,…. 

f(x)= 1
4

P0(x)+ 1
2

P1(x)+
1k

∞

=
∑ f2kP2k(x) 

 

8. 

uΔ =0,r<R 

u r=R=cos2θ  

 

令 r(_) = r
R

 

u=∑ (An r(_)
n+Bn r(_)

-(n+1))Pn(cosθ ) 

r<R， r(_) <1， Bn=0 

代入边界条件 
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cos2θ =
0

(cos )n n
n

A P θ
∞

=
∑  

x=cosθ  

x2= ( )n nA P x∑  

由 x2= 2
3

P2(x)+ 1
3

P0(x) 

所以 u(r,θ )= 2
3

P2(cosθ )F2+ 1
3

= 1
3

+ 2
3

( r
R

)2P2(cosθ ) 

9. 2

0 ,
cos

r R

u r R
u θ

=

Δ = <⎧
⎨ =⎩

 

令 r(_) = r
R

 

u=∑ Bn r(_)
-(n+1)Pn(cosθ ) 

代入边界条件 

cos2θ = (cos )n nB P θ∑  

令 x=cosθ  

x2= 2
3

P2(x)+ 1
0

P0(x) 

u(r,θ )= 1
3

( r
R

)-1+ 2
3

( r
R

)-3 P2(cosθ ) 

10. 

0

0

( , , ) 0
2

( , , )

u

u r

u R u

π ϕ

θ ϕ

Δ =⎧
⎪⎪ =⎨
⎪

=⎪⎩

 

因边界条件与ϕ无关，且区域对称 

0

( , , ) (cos )n
n n

n

u r A r Pθ ϕ θ
∞

=

=∑  

0

( , , ) (0) 0
2

n
n n

n

u r A r Pπ ϕ
∞

=

= =∑  
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由于 P2n(0)=(-1)n
(2 1)!!

(2 )!!
n

n
−

, P2n+1(0)=0 

所以，当 n=2k,k=1,2,3……时 

An=0 

所以 

2 1
2 1 2 1

0

( , , ) (cos )k
k k

k

u r A r Pθ ϕ θ
∞

+
+ +

=

=∑  

由 0( , , )u R uθ ϕ =  

2 1
2 1 2 1 0

0

(cos )k
k k

n

A r P uθ
∞

+
+ +

=

=∑  

由 x=cosθ  ，0<X<1 , 

2 1
2 1 2 1 0

0

( )k
k k

k

A r P x u
∞

+
+ +

=

=∑  

A2k+1R2k+1= 1

0 2 10

2(2 1) 1 ( )
2 k

k u P x dx+

+ +
∫  

        =
2

2 2 1
0 2 1 2

14 3 1 ( 1)
02 2 (2 1)!

k
k

k k

xk du x
xk dx

+
+

=+
−

=+
 

        = 0 2 1

14 3 ( 1) (2 )!
2 12 2 (2 1)!

k

k

kk u C k
kk+

++ −
++

 

        = 0
2 2

( 1) (4 3) 1 (2 1)! (2 )!
2 (2 1)! ( 1)! !

k

k

k u k k
k k k+

− + +
+ +

 

        = 0
2 2

( 1) (4 3) (2 )!
2 !( 1)!

k

k

k u k
k k+

− +
+

 

2 10
2 12 2

0

( 1) (4 3) (2 )!( , , ) ( ) (cos )
2 !( 1)!

k
k

kk
k

k u k ru r P
k k R

θ ϕ θ
∞

+
++

=

− +
=

+∑  

11.u= ( 1)

0

( ) (cos )n n
n n nA r B r P θ− ++∑  

u < +∞，r→∞ ,An=0,(n=1,2,…) 
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ur= ( 2)
0

0

( 1) (cos )n
n n

n

n B r P Aθ
∞

− +

=

− + +∑  

代入边界条件 

cosθ = ( 2)

0

[ ( 1)] (cos )n
n n

n

n B R P θ
∞

+

=

− +∑  

令 x=cosθ  

x= ( 2)
0

0

[ ( 1)] ( )n
n n

n

n B R P x A
∞

− +

=

− + +∑  

因 x 为奇函数 

所以 x=-2B1 R-3 x 

-2B1R-3=1 

B1=
3

2
R

−  

其余 Bn= =0,以及 A0=0， 

所以 u(r,θ )=
3

2 cos
2
R r θ−−  

12. 

0 ( )
( ) ( )r r a

u r a
u hu f θ=

Δ = <⎧
⎨ − =⎩

 

(1) 球内问题 

因边界与θ，ϕ无关，且是球内问题区域对称性，所以可设 
u(r, θ )=

0

(cos )n
n n

n
A r P θ

=
∑  

代入边界条件 

0

(cos )n
n n

n

A a P θ
∞

=
∑ -h 1

0

(cos )n
n n

n

A na P θ
∞

−

=
∑ =f(θ ) 
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A0+ 1

1

( ) (cos )n n
n n

n

A a nha P θ
∞

−

=

−∑ =f(θ ) 

所以 

A0= 0

1 ( )
2

f d
π

θ θ∫  

An= 1 0

2 1 1 ( ) (cos )
2 nn n

n f P d
a nha

π
θ θ θ−

+
− ∫  

u(r, θ )= 1 0
0

2 1 1 ( ) (cos ) ( ) (cos )
2 1

n
n n

n

n r P f P d
nha a

π
θ θ θ θ

∞

−
=

+
−∑ ∫  

(2) 球外问题 

u(r, θ )= ( 1)
0

0

cosn
n n

n

B r P Aθ
∞

− +

=

+∑  

代入边界条件 

A0+ ( 1)

0

(cos )n
n n

n

B a P θ
∞

− +

=
∑ + ( 2)

0

( 1) (cos )n
n n

n

h n B a P θ
∞

− +

=

+∑ =f(θ ) 

由于{Pn(cosθ )}的正交性，附加 limu
r →∞

 =0,得 A0=0，以及 

Bn= ( 1) ( 2) 0

2 1 1 ( ) (cos )
2 ( 1) nn n

n f P d
a h n a

π
θ θ θ− + − +

+
+ + ∫  

( 1)
1 0

0

2 1 1( , ) ( ) ( ) (cos ) (cos )
2 1 ( 1)

n
n n

n

n ru r f P d P
h n a a

π
θ θ θ θ θ

∞
− +

−
=

+
=

+ +∑ ∫  

14. 
1

, 2 2
1 ( ) (1 ) sinP x x θ= − =  

1
, 2 2

2
3( ) 3(1 ) sin 2
2

P x x x θ= − =  

2 2 2
2

3( ) 3(1 ) (1 cos 2 ) 3sin
2

P x x θ θ= − = − =  
2 2 2 1 cos 2sin cos sin

2
ϕθ θ θ +

= = 2 21 1sin sin cos 2
2 2

θ θ ϕ+  

= 2 2
2 2

1 1(cos ) (cos )cos 2
6 6

P Pθ θ ϕ+  
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14. 
2 2sin cosθ θ  

=
2 2(1 cos ) (1 cos )cos 0 cos 2

2 2
θ θϕ ϕ− −

+  

= 0 2

0 2

(cos )cos 0 (cos )cos 2n n n n
n n

C P D Pθ ϕ θ ϕ
∞

= =

+∑ ∑  

比较 

0

0

(cos )n n
n

C P θ
∞

=
∑ = 21 cos θ− = 0 2

1 1( ) ( )
3 3

P x P x−  

0 2
1 1,
3 3

C C= = −  
2

2 2
2

2

1 cos 1(cos ) (cos )
2 6n n

n
D P Pθθ θ

=

−
= =∑  

2
1
6

D =  
2 2sin cosθ ϕ = 2

0 2 2
1 1 1(cos ) (cos ) (cos )cos 2
3 3 6

P P Pθ θ θ ϕ− +  

第五章 行波法与积分变换法 
1 解： 

2 2
2

2 2

( ,0) 0

( ,0) ( ) ( )t

u ua
t x

u x
Iu x x x cϕ δ
ρ

⎧∂ ∂
=⎪ ∂ ∂⎪⎪ =⎨

⎪
⎪ = = −
⎪⎩

 

1 1( , ) [( ( ) ( )] ( )
2 2

x at

x at
u x t x at x at s ds

a
ϕ ϕ ϕ

+

−
= + + − + ∫  

      = 1 ( )
2

x at

x at

I x c dx
a

δ
ρ

+

−
⋅ −∫  

      = [ ( ) ( )]
2

I u x at c u x at c
aρ

+ − − − −  

2 解 
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2
2

2

2( ,0) 1

u ua
t x

u x x

⎧∂ ∂
=⎪

∂ ∂⎨
⎪ = +⎩

      

对 x 作 F 变换，  2( 1)F xϕ
−

= +   

(2 )

( ,0)

u aw u
t

u w ϕ

−
−

− −

⎧∂⎪ =⎪
∂⎨

⎪
=⎪⎩

             
2 2a w tu eϕ

− −⋅
−= ⋅  

2 2 2 21 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )a w t a w tu F u F e F F eϕ ϕ
− − −

− − − − − −= = ⋅ = ∗  

=
2 22 1( 1) ( )a w tx F e− −+ ∗  

2

2 2 21 41( )
2

x
a w t a tF e e

a tπ

−
−

− − =  

2 2 2

2 2 2
( ) ( )

2 24 4 41 1( 1) ( 1)
2 2

x x x
a t a t a tu x e e d e d

a t a t

ξ ξ

ξ ξ ξ
π π

− − − − −
− +∞ +∞

−∞ −∞
= + ∗ = + +∫ ∫  

  =
2 2

2 2
( ) ( )

2 4 41 ( 2
2

x x
a t a ta t e d e d

a t

ξ ξ

ξ ξ ξ
π

− − − −
+∞ +∞

−∞ −∞
+∫ ∫  

  =
2 2

2 2 21 ( ( 2 ) 2
2

s s

a ts x e ds a t e ds
a tπ

− −
+∞ +∞

−∞ −∞
+ +∫ ∫  

=
2 2

2 2 2 2 21 [ 2 2 2 ) 2 ]
2

s s

a ts a tsx x e ds a t e ds
π

− −
+∞ +∞

−∞ −∞
+ + +∫ ∫  

=
2 2

2 2 22 21 ( 2 ) 1
2

s s

a t s e ds x e ds
π

− −
+∞ +∞

−∞ −∞
+ +∫ ∫  

=
2 2

2 22 21 [ 2 | 2 ] 1
2

s s

a t se e ds x
π

− −
+∞+∞

−∞ −∞
− + + +∫  

=
2

22 2 1
2

a t xπ
π

⋅ + +  

= 2 22 1a t x+ +  

3 解： 
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2 2
2

2 2

( ,0) ( )
( ,0) ( )t

u ua
t x

u x x
u x x

ϕ
ψ

⎧∂ ∂
=⎪ ∂ ∂⎪⎪ =⎨

⎪ =⎪
⎪⎩

 

作 F 变换 

2
2 2

2

( ,0) ( )

( ,0) ( )t

u a w u
t

u w w

u w x

ϕ

ψ

−
−

−
−

−

⎧∂⎪ = −
⎪ ∂
⎪
⎪ =⎨
⎪

=⎪
⎪
⎪
⎩

                      

cos( )u A awt ϕ
−

= +  

带入初值   cos ( )A wθ ϕ
−

=  

           sin ( )awA wθ
−

− = Ψ  

∴ 1( ) cos ( ) sinu w awt w awt
aw

ϕ ψ
− − −

= +      

＜ cos( ) (cos cos sin sin )A aw A aw awtθ θ θ+ = −  ＞ 

1
1

1( sin ) 2
0 other

at x at
F awt a

aw
−

⎧ − < <⎪= ⎨
⎪⎩

　　　　

　　　　　　
      （计算见后） 

-1F ( ) (X)ψ ψ
−

=  

x at1 1 1

x at

1 1 1F ( (w)sinawt) F ( sinawt) F ( (w)) ( )d
aw aw 2a

ψ ψ ψ ξ ξ
−

− +− − −

−
∴ ⋅ = ∗ = ∫  

   

1

iwx

1 1 sin( sin )
2

sinawte dw
2 aw

1 at
2 a
0 at

iwxawtF awt e dw
aw awπ

π

π
π

+∞−

−∞

+∞ −

−∞

=

⎧ ⋅ <⎪
⎨
⎪ >⎩

∫

∫

　

１
　　　　　　　＝ 　

１
　　　ｘ

　　　　　　　　＝
　　　　　　ｘ
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x at1 1

x at

sinawt 1F ( (w)cosawt) F [( ( )] ( ( )d )
t aw t 2a

1 [ (x at) (x at)]
2

ϕ ϕ ϕ ξ ξ

ϕ ϕ

− − +− −

−

∂ ∂
= =

∂ ∂

= + + −

∫

　　　　　　　　
 

x at1

x at

1 1u F (u) [( (x at) (x at)] ( )d
2 2a

ϕ ϕ ϕ ξ ξ
− +−

−
∴ = = + + − + ∫  

或 

1 iwx

i(x at )w i(x at )w

1 1F (cosawt) (cosawte )dx cosawtcoswxdx
2 2

1 1 1[ cos(at x)wdw cos(x at)wdw
2 2 2

1 1 1( e dw e dw)
2 2 2
1 1(x at) (x at)
2 2

π π

π

π π

δ δ

+∞ +∞−

−∞ −∞

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞+ −

−∞ −∞

= =

+ + −

+

= + + −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

　　　　　　＝

　　　　　　　＝ 　

　　　　　　　　 　 　 　　　

 

  

1 1 1F ( cosawt) F ( ) F (cosawt)
1 [ (x at) (x at)]
2

1 1[ (x at ) (x at )]d
2 2

1 [ (x at) (x at)]
2

ϕ ϕ

ϕ δ δ

ϕ ξ δ ξ ξ ξ

ϕ ϕ

− −
− − −

+∞

−∞

∴ = ∗

= ∗ + + −

+ − + − −

+ + −

∫

　　　　　　　

　　　　　　＝ （ ）

　　　　　　＝

 

4 解： 
2

2
2

( ,0) ( )

u ua
t x
x f xϕ

⎧∂ ∂
=⎪

∂ ∂⎨
⎪ =⎩

 

( , ) ( ( , ))

( , ) ( ( , ))

u t F u x t

f t F f x t

ω

ω

−

−

=

=
 

2( )

( ,0) ( , )

u ia u
t

u f t

ω

ω ω

−

−

∂⎧ =⎪⎪ ∂
⎨
⎪

=⎪⎩

 

2 2

( , ) ( , ) a tu t f t e ωω ω −=  
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2 2

2 2

2

2

1

1

4

( , ) [ ( , )]

[ ( , ) ]

[ ( , )* ( )]

1( , )*
2

a t

a t

x
a t

u x t F u t

F f t e

F f t F e

f x t e
a t

ω

ω

ω

ω

ω

π

−

− −

−

−

=

=

=

=

　　　

　　　

　　　

 

5.解： 
2

2
2 ( , )

( ,0) ( ), ( , ) ( )t

u ua f x t
t x

u x x u x t xϕ φ

⎧∂ ∂
=⎪

∂ ∂⎨
⎪ = =⎩

２

２
＋

　　
 

2 2

( ,0) ( )

( ,0) ( )t

u a u f
t

u

u

ω

ω ϕ ω

ω φ ω

−⎧∂
= − +⎪ ∂⎪⎪ =⎨

⎪ ==⎪
⎪⎩

２

２

 

0

1 ( )( , ) ( ) cos ( ) ( , )
t a tu x t a t sima t f sim d

a a
ω τϕ ω ω φ ω ω ω τ τ

ω ω
−

== + + ∫  

2 2

( , ) ( , ) a w tu x t f w t e−=  

1

1 1 1

0

1 1 1

0

( , ) ( ( , ))
( )( ( ) cos ) ( ( ) ) [ ( , ) ]

( )( )* (cos ) ( )* ( ) ( , )* ( )

t

t

u x t F u t
sima t sima tF at F F f t d

a a
sima t sima tx F at x F f x F d

a a

ω
ω ω τϕ ω ω φ ω ω τ

ω ω
ω ω τϕ ω φ τ τ

ω ω

−

− − −

− − −

=
−

= + +

−
= + +

∫

∫

　　　

　　　

 

f(x)       F( )ω  

cos（ax ）  ↔    [ ( ) ( )]a aπ δ ω δ ω+ + −  

1 1(cos ) cos
2

i tF a t a te dωω ω ω
π

+∞−

−∞
= ∫  

ω换 ω−  

 

1 1 1( ) cos (cos )
2 2

[ x at) (x-at)]
2

i tF a t a te d F a tωω ω ω ω
π π

π δ δ
π

+∞− −

−∞
= =

+ +

∫
１

　　　　　＝ （
x 相当于原来的ω  

           = 1 [ x at) (x-at)]
2
δ δ+ +（  

1 1( ) (cos ) [ ( ) ( )]
2

x F a t x at x atϕ ω ϕ ϕ−∗ = + + −  
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6： 

2
2

2 ( 0,0 )

(0, ) 0
( ,0) ( ,0)t

u ua t x
t x

u t
u x simx u x kx

⎧∂ ∂
= > < < +∞⎪ ∂ ∂⎪⎪ =⎨

⎪ = =⎪
⎪⎩

２

２
　　　

　　

 

解：作关于时间 t的 L变换 

( , ) ( ( , ))u x s L u x t=  

2
2 2

2

(0, ) 0, lim
x

ua s u s simx kx
x

u s u
→∞

⎧ ∂
= − ⋅ −⎪ ∂⎨

⎪ =⎩ 　　加 有界
 

解出 

2 2 2( , ) ( ) ( )
s sx x
a a s kxu x s C s e D s e simx

s a s
− −

= + + +
+

 

由 lim
x

u
→∞

< +∞， ( ) 0c s∴ =  

2 2 2( , ) ( )
s x
a s kxu x s D s e simx

s a s
−

= + +
+

 

由 (0, ) 0u s = ，得 0D =  

2 2 2( , ) s kxu x s simx
s a s

∴ = +
+

 

1 1 1
2 2 2

1( , ) ( ( , )) ( ) ( )

cos

su x t L u x s simL kxL
s a s

simx at kxt

− − −= = +
+

= +　　　

    

《cosat 2 2

s
s a

↔
+

         1

!n
n

nt
s +↔ 》 

7. 

 

2
2

2

( ,0) 0
(0, ) lim

x

u ua hu
t x

u x
u t A u

→∞

⎧∂ ∂
= −⎪ ∂ ∂⎪⎪ =⎨

⎪ = = ∞⎪
⎪⎩

　 　

　　　

 

对 t的 L变换 
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2
2

2 ( )

0(0, ) , lim 0
x

ua s h u
x

u s u
As →∞

⎧ ∂
= +⎪⎪ ∂⎨

⎪ = =⎪⎩
　　

 

1 1

1 2
1 1

1 1

() ()

1

1 Ah 1A
s

h sx h sx
a a

h sx h sx
a a

h sx h sx
a a

u c e c e

A h su e A e
S s h s

e e
h s h s

−− + +

− −− + +

− −
+ +

= +

+
= = ⋅

+

+
+ +

　　＝

 

由附表公式 40    2a s1 ae erfc( )
s t

− ↔  

                 
2

1
ht

x
2a t

1 2e e d
h sx

ae
h s

τ τ
π

−
+ +∞− −↔

+ ∫  

记
2ht

x
2a t

2f (t) e e dτ τ
π

+∞− −= ∫  

由积分性质    
t

0

1( f ( )d (f (t)
s

τ τ =∫  

2

2

2

2 a

2
2

2 2 2

1 t t h
x0 0

2a

t h
x0

2a

x
tht -h 4a

x 0
2a t

hx-(
ht 4a

1
2a t

h 1 2hh f( )d e e d d
s s h

2 ( e d )de

2 x[ e e d ]| e e d( )]
2a

2 ( e e d e

h sx
ae τ ξ

τ

ξ τ

τ

ξ τ τ
τ

ξ
ξ ξ

τ τ ξ τ
π

ξ
π

ξ
π τ

ξ
π

−
+ +∞− −

+∞ − −

−+∞− −
=

++∞− −

↔ =
+

= −

= − +

− +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　＝

2
2

2 2 2

2
2

2 2

2
2

2 2

)t

0

hx-( )
ht 4a

1 x
2a t 2a t

hx-( )
4a

x
2a t

hx-( )
4a

x
2a t

d
2a

2 ( e e d e d )

2 e d

2(x, t) e d

ξ
ξ ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ ξ
τ

ξ ξ
π

ξ
π

ξ
π

++∞ +∞− −

++∞

++∞

− +

↔

=

∫

∫ ∫

∫

∫

C

－

ｘ
　　　此 令 ＝

　　　　　　　　　　　＝

故　　　　ｕ　

即　　　　　ｕ  

8 解： 
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2
2

2

x

0 x

u(x,0) 0 0
u (0, t) (t)

u ua
t x

ϕ

⎧∂ ∂
= < < +∞⎪ ∂ ∂⎪⎪ = >⎨

⎪ =⎪
⎪⎩

　　　　　　

　　　　　　　ｔ  

作傅里叶正弦变换，先尝试对 x 作奇延拓 

    

0

2

x 020 0

2
x 0 0

0

2

20

( , ) ( , ) sin

u u usin xdx sin x | cos xdx
x x x

ucos x usin xdx

x

( , t) u(x, t)cos xdx

u ucos xdx cos x |
x x

u t u x t xdxω ω

ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω ω

ω ω

− +∞

+∞ +∞+∞
=

+∞+∞

=

+∞

+∞

=

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂

−

=

∂ ∂
=

∂ ∂

∫

∫ ∫

∫

∫

∫

CC

C CC
C C CC
－

　　　　　　　　　＝－

可 ，正弦 不可行。

以下 作偶延拓，并作傅里 余弦

　　ｕ　

x 0 0

2
x 0 0

2

usin xdx
x

- (t) usin x ucos xdx

(t) u

ω ω

ϕ ω ω ω ω

ϕ ω

+∞+∞
=

+∞+∞

=

−

∂
+

∂

+ −

= − −

∫

∫　　　　　　　＝

　　　　　　　　

 

方程变为 

        
2 2 2u a u a (t)

t

u(x,0) 0

ω ϕ
−

−

−

⎧∂⎪ = − −⎪
∂⎨

⎪
=⎪⎩

 

解出 

        

2 22 2 a t

2 2

2 2

2 2

t2 a t

0

t2 -a (t- )

0

- t1 2 -a (t- )

0 0

2 t -a (t- )

0 0

u a (t)e dt e

a ( )e d

2u F (u) a ( )e d cos xd

2a ( )d e cos xd

ωω

ω τ

ω τ

ω τ

ϕ

ϕ τ τ

ϕ τ τ ω ω
π

ϕ τ τ ω ω
π

−
−

+∞−

+∞

= − ⋅

= −

= = −

= −

∫
∫

∫ ∫

∫ ∫

　　

　　　　　

 

9  

2
2

32

2

u t 0, x, y, z

u(x, y, z,0) xy yz zx (x, y, z,0) x yz

u a
t

⎧∂
= Δ > −∞ < < +∞⎪

∂⎨
⎪ = + + = +⎩ ｔ

　　　　　　　　　 　　

　　　　ｕ

 

解：由三维波动方程的泊松公式，可得 
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1 ( sin cos , sin sin , cos )( , , )
4

1 ( sin cos , sin sin , cos )
4 a

( sin cos , sin sin , cos )
( sin cos )( sin sin ) ( sin s

M
at

M
at

S

S

x at y at z atu x y z dS
a t at

x at y at z at dS
at

x at y at z at
x at y at y at

ϕ θ ϕ θ ϕ θ
π

ϕ θ ϕ θ ϕ θ
π

ϕ θ ϕ θ ϕ θ
θ ϕ θ ϕ θ

∂ + + +
=

∂

+ + +

+ + +
= + + + +

∫∫

∫∫　　　　　＋

而

　　

2 2 2 2

in )( cos )
( cos )( sin cos )

xy yz zx (x z)atsin sin (y z)atsin cos (x y)atcos
(at) sin sin cos (at) sin sin cos (at) sin cos cos

z at
z at x at

ϕ θ
θ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ θ

θ ϕ ϕ θ ϕ θ θ ϕ θ

+
+ + +

= + + + + + + + +

+ + +

　　

2sin sin dS 0 sin sin cos dS 0

sin cos dS 0 sin sin cos dS 0

cos dS 0 sin cos cos dS 0

1 ( sin cos , sin
4 a

M M
at at

M M
at at

M M
at at

S S

S S

S S

x at y at
t

θ ϕ θ ϕ ϕ

θ ϕ θ ϕ θ

θ θ ϕ θ

ϕ θ ϕ θ
π

= =

= =

= =

∂ + +
∂

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∵ 　　　　　　　　　　　　　

　　 　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　

　　 　　　　　　　　　　　　　　

2 2

2 2 3

2 2 3

sin , cos ) 1 (xy uz zx)4 a t[ ]
4 a t at

xy yz zx
1 ( sin cos , sin sin , cos ) 1(x yz)t a t

4a 3

1u x, y, z, t) xy yz zx (x yz)t a t
3

M
at

M
at

S

S

z at dS
at

x at y at z at dS
at

ϕ θ π
π

ϕ θ ϕ θ ϕ θ
π

+ ∂ + +
=

∂

= + +
+ + +

= + +

= + + + + +

∫∫

∫∫
C

同理，

上，

　　　 （

 
10 

2 2 2
2

2 2 2

2
t

( ) t 0, x, y

( , ,0) ( ) u (x, y,0) 0

u u ua
t x y

u x y x x y

⎧∂ ∂ ∂
= + > −∞ < < +∞⎪ ∂ ∂ ∂⎨

⎪ = + =⎩

　　　　 　　

　　　　

 

解： 

   
2 2 2D

1 ( , )d du(x, y, z, t)
2 a t (at) ( x) (y )

ϕ ξ η ξ η
π ξ η

∂
=

∂ − − − −
∫∫  

其中区域 D： 2 2 2( x) (y ) (at)ξ η− + − ≤  

作代换      
x rcos
y rsin

ξ θ
η θ
= +
= +
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2

2

2 2 2 2 2

2 3 3 3 2

( , ) ( )
(x rcos ) (x rcos y rsin )

x (x y) (x 2x 2y)rcos x rsin (3x y)r cos
2r xsin cos r cos r cos sin

ϕ ξ η ξ ξ η

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ θ θ

= +

= + + + +

+ + + + + + +

+ + +

　　　　

　　　　＝

　　　　　

 

而  

at 22 2

0 0
D

2 2 2

0

2 2

0

x (x y)d d rdr x (x y)d

x (x y)d 2 x (x y)

(3x y)cos d (3x y)

π

π

π

ξ η θ

θ π

θ θ π

+ = +

+ = +

+ = +

∫∫ ∫ ∫

∫
∫

 

其余各项的关于θ从 0 到 2π 的积分为零，所以 
  

2 2 2

2 2 2 2
D D

3at at 22 2

2 2 2 20 0 0

3at at2

2 2 2 20 0

1 x (x y) (3x y)r cosu(x, y,z) [ rdrd rdrd ]
2 a t (at) r (at) r

1 r r[2 x (x y) dr dr (3x y)cos d
2 a t (at) r (at) r

r r[2 x (x y) dr dr (3x
2 a t (at) r (at) r

π

θθ θ
π

π θ θ
π

π
π

∂ + +
= +

∂ − −

∂
= + + +

∂ − −

∂
+ + +

∂ − −

∫∫ ∫∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

　　　　

１
　　　　＝

2 2

0

2 3

2 2 2

y)cos d ]

22 atx (x y) (at) (3x y)]
2 a t 3
x (x y) a t (3x y)

π
θ θ

ππ
π

∂
+ + +

∂
+ + +

∫

C１
　　　　＝

　　　　＝

11 解： 
   先对上述方程的 x 作傅里叶变换， 

   [ ( , )] ( , ) ( , )ikxF u x y u x y e dx u k y
+∞ −

−∞
= =∫  

2 2
2

2 2

( , )[ ] ( ) ( , 0ikxu u x yF e dx ik u k y
x x

+∞ −

−∞

∂ ∂
= =

∂ ∂∫  

2 2 2 2

2 2 2 2

( , ) ( , )[ ] ( , )ikx ikxu u x y d d u k yF e dx u x y e dx
y y dy dy

+∞ +∞− −

−∞ −∞

∂ ∂
= = =

∂ ∂∫ ∫  

[ ( )] ( ) ( )ikxF f x f x e dx f k
+∞ −

−∞
= =∫  

∴原迪里克莱问题变为： 
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2
2

2

( , ) ( , ) 0

( ,0) ( ) (1)

( , )

lim ( , ) lim ( , ) 0kk k

d u k y k u x y
dy

u k f k

u k y

u k y u k y
→∞ →∞

⎧
⎪ − =⎪
⎪
⎪⎪ =⎨
⎪
⎪
⎪

= =⎪
⎪⎩

有限

 

在求解变换后的方程： 
由（1）可解出： 

1 2( , ) ky kyu k y c e c e−= +  

由于 ( , )u k y 有限，所以 1 0c = 。又由 ( , ) ( )u k y f k=  推出
0

2 ( )c e f k= ，所以 2 ( )c f k=  

所以 ( , ) ( ) kyu k y f k e−= . 

最后作傅立叶变换 

1 1 1 1[ ( , ] [ ( ) ] [ ( )]* [ ]ky kyF u k y F f k e F f k F e− − − − − −= =   (由卷积性质) 

由傅立叶积分变换表 

有:

1
2 2

1 ky 1 yk
2 2

1 1 1 ky

2 2 2 2

1
2 2

1( )

y y 1F [e ] F ( e )
y x y

F [u(x, y)] F [f (k)] F [e ]
y y f (t)f (x) dt

(x y ) (x t) y
y f (t)u(x, y) F [u(k, y)] dt

(x t) y

a kF e
a x a
π

π
π π

π π

π

−−

− − − −

− − − −

+∞

−∞

+∞−

−∞

=
+

∴ = =
+

= ∗

= ∗ =
+ − +

∴ = =
− +

∫

∫

　　

　　　

　　　　　　　　

　　

 

12 解：作关于 t 的 L 变换,    ( , ) ( ( , )u x s L u x t=  

         

2
2

2
2

2 2

A(0, ) 0, u(x,s)
s

us u a
x

u s
ω

⎧ ∂
=⎪⎪ ∂⎨

⎪ = =⎪ +⎩
　　　

 

  解出： 

           
sx -sx
a au(x,s) Ce De= +  

  由边界条件 
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2 2

sx -sx
a a

sl -sl2 2 2 2
a a

0

e e( , )
e e

sl sl
a a

C D

ACe De
s

sxshA A au x s sls s sh
a

ω

ω ω

−

+ =⎧
⎪
⎨

+ =⎪ +⎩

−
= = ⋅

+ +
−

 

  在再作逆变换 

      1 1 1 1
2 2( , ) ( ( , )) ( ) ( ) cos ( )

sx sxsh shA a au x t L u x s L L A t Lsl sls sh sh
a a

ω
ω

− − − −= = ∗ = ∗
+

 

 
13 解法Ⅰ: 

二维方程解为: 

   
2 2 2 2

2 2 2 2

0
2 2 2 2

( ) ( )

1
2 2 2 2

( ) ( )

( , )1( , , )
2 ( ) ( )

( , )1
2 ( ) ( )

x y a t

x y a t

d du x y t
a t a t x y

d d
a a t x y

ξ η

ξ η

ϕ ξ η ξ η
π ξ η

ϕ ξ η ξ η
π ξ η

− − − ≤

− − − ≤

∂
=

∂ − − − −

+
− − − −

∫∫

∫∫　　　　　　　 　　　　　
    

 
（1） 

当 0 1,φ φ 不 依赖于 y 时，u=u（x,y）满足的是以下定解问题： 

2 2
2

2 2

0

t 1

t 0, x

u(x,0) (x)
u (x,0) (x)

u ua
t x

ϕ
ϕ

⎧∂ ∂
= > −∞ < < ∞⎪ ∂ ∂⎪⎪ =⎨

⎪ =⎪
⎪⎩

　　　　 　　

 

下面就从（1）式推导一维方程的解 u(x,t): 

 ( , ) (i 0,1)iϕ ξ η =　　  C C C C的 分 域如 所示 域 : 
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则 ：

2 2

2 2
2 2 2 2

2 2

2 2

( ) ( )0
2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

i 2 2 2( ) ( )

i

( , ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

y( )d d(arcsin )
a t ( x)

)

x at y at x

ix at y at x
x y a t

x at y at x

x at y at x

x a

d d dd
a t x y a t x y

ξ

ξ
ξ η

ξ

ξ

ϕ ξ η ξ η ηϕ ξ ξ
ξ η ξ η

ηϕ ξ ξ
ξ

ϕ ξ

+ + − −

− − − −
− − − ≤

+ + − −

− − − −

−

=
− − − − − − − −

−

− −

=

∫∫ ∫ ∫

∫ ∫　　　＝

　　　　 （ i

t t

0 1t t

t

0 0 1t

0 0 1t

d [arcsin(1) arcsin( 1)] )d

1 1(x, t) )d )d
2 a t 2 a

1[a (x at) ( a) (x at)] )d
2a 2a

1[ (x at) (x at)] )
2 2a

x a x a

x a

x a x a

x a x a

x a

x a

x

x a

ξ π ϕ ξ ξ

π ϕ ξ ξ π ϕ ξ ξ
π π

ϕ ϕ ϕ ξ ξ

ϕ ϕ ϕ ξ

+ +

−

+ +

− −

+

−

−

− − =

∂
= +

∂

+ − − − +

+ + − +

∫ ∫

∫ ∫

∫

（

　　　　ｕ （ （

１
　　　　　　　＝ （

１
　　　　　　　　＝ （

t
d

a
ξ

+

∫
解法Ⅱ： 

2

t0 t 0

( )

(x, y, ), u | (x, y, z)
tt xx yy zz

t

u a u u u

u zϕ ψ
= =

⎧ = + +⎪
⎨

= =⎪⎩ 　　
 

一维   
2

zz

t0 t 0

u
( ), u | (z)

tt

t

u a
u zϕ ψ

= =

⎧ =⎪
⎨

= =⎪⎩ 　　
 

二维 

       
M M
at at

S S

1 1u ds ds
t 4 a r 4 a r

ϕ ϕ
π π

∂
= ⋅ +
∂ ∫∫ ∫∫  

因ϕ只与 z 有关，故 

.(x,y) (x+at,y) (x-at,y) 
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M
at

2 2

0 0
S

2

0 0

( cos )ds ( ) sin
r

d (z atcos )atsin d

z at at d d
at

π π

π π

ϕ ϕ θ θ θ ϕ

ϕ ϕ θ θ θ

+
=

+

∫∫ ∫ ∫

∫ ∫　　　　＝

 

令 z atcos atsin d dθ α θ θ α+ = − =C　　　　  

则上式 2 ( )
z at

z at
dπ ϕ α α

+

−
= ∫  

所以    

  

1 1( , ) ( ( ) ) ( )
2 2a

1 1[ (z at) (z at)] ( )
2 2a

z at z at

z at z at

z at

z at

u x t d d
t a

d

ϕ α α ϕ α α

ϕ ϕ ϕ α α

+ +

− −

+

−

∂
= +
∂

= + + − +

∫ ∫

∫　　　
 

14  证明： 

w(x,t,τ ):  ( , , ) 0
( , , ) sin

tt xx

t

w w
w x
w x x

τ τ
τ τ τ

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

 

u(x,t):     
sin

( ,0) 0
( ,0) 0

tt xx

t

u u t x
u x
u x

= +⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

 

0

0 0

( , ) ( , , )

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) sin

( , , )

sin

t

t t

t t t

xx xx

tt xx

u x t w x t d

u x t w x t d w x t t w x t d t x

u w t d

u u t x

τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ

=

= + = +

=

∴ = +

∫
∫ ∫

∫
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1 ( sin cos , sin sin , cos )( , , ) S
4

1 ( sin cos , sin sin , cos ) S
4 a

   ( sin cos , sin sin , cos )
sin cos sin sin sin s

m
AT

m
AT

S

S

x at y at z atu x y z d
a t at

x at y at z at d
at

x at y at z at
x at y at y at

ϕ θ ϕ θ ϕ θ
π

ϕ θ ϕ θ ϕ θ
π

ϕ θ ϕ θ ϕ θ
θ ϕ θ ϕ θ

∂ + + +
=

∂

+ + +

+ + +

= + + + +

∫∫

∫∫　　　　＋

而

（ ）（ ）（

2 2 2 2 2

in cos
cos sin cos

xy yz zx (x z)atsin sin (y z)atsin cos (x y)atcos
(at) sin sin cos (at) sin sin cos (at) sin cos cos

sin sin dS 0

sin cos dS

m
AT

m
AT

S

S

z at
z at x at

ϕ θ
θ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ θ

θ ϕ ϕ θ ϕ θ θ ϕ θ

θ ϕ

θ ϕ

+

+ + +
= + + + + + + + +

+ + +

=

=

∫∫

∫∫

∵

）（ ）

　　（ ）（ ）

　　 　 　 　 　　

　　 　

　　　 　0

 

 


