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中文摘要

图论的研究始于200多年前．关于图论的第一篇论文是1736年Euler发表

的。他用图的方法解决了哥尼斯堡(KSnigsberg)七桥同题．二十世纪六十年代以

来，图论在科学界异军突起，活跃非凡．图论中有很多著名的问题，如哈密尔顿同

题，四色问题，中国邮递员问题等．并且，应用图论来解决化学，生物学，信息和

计算机科学等学科问题已显示出极大的优越性．同时，图论在工程技术领域及社

会科学中也有着广泛的应用．它作为离散数学的一个重要分支，受到了各方面的

普遍重视．

我们用G表示一个图，若G的每条边都染上颜色，则称G为边染色图．给

定—个边染色图G，关联子顶点口的不同颜色的边的数日。称为顶点口的色度。记

为俨(u)．如果把一般的未染色图看作是每条边都染不同颜色的边染色图，则顶点

的色度就等于它的度．除了在图论和算法上的重要应用外，边染色中的许多问题

还出现在分子生物科学，心理学和网络通信等其它的领域中．因此，近年来，这方

面的研究变得活跃起来，主要集中在边染色图中某些特殊子图的存在性上．边染

色图中的子图，如果任意相邻的两条边的颜色都不相同，我们称之为交错子图，

或者称为边正常染色子图．进一步，如果该子图中所有边的颜色都不相同，我们称

之为彩色子图．这两类子图的研究尤其受到关注．图的匹配，路和圈是图论中的基

础研究领域，因此边染色图中的彩色的(交错的)匹配，路和圈就成了一个重要的

研究方向．

图中过每个顶点的圈，称为图的哈密尔顿圈．图的哈密尔顿圈问题。是图论中

的一个经典问题．其中一个著名的猜想是ChvAtal f20]提出的如下猜想，韧度充

分大的图有一个哈密尔顿圈．对于许多特殊的图类，例如弦图和平面图，上述猜

想被证明是成立的【11，12，231．图G的一条珏途径是指G的一条经过每个顶点

至多k次的闭支撑途径．图的—个哈密尔顿圈就是图的1一途径．作为哈密尔顿圈

的一个非常有趣的变形，图的肛．途径引起了很多人的兴趣．Jackson和Wormald
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[54】研究了缸途径，并猜想任意1-坚韧图都有一条2-途径．这个猜想仍然没有

得到证明，最好的结果是任意4-坚韧图都有一条2-途径【3 7】．自然地，我们会考

虑如下问题：确定最小的整数≈=k(A)使得对最大度为△的任意图都有一条肛

途径．对于一般图，这个问题是平凡的，因为最大度为△的任意树都有△一途径

【54]，但对于≈<A，不含任何k一途径．但如果我们考虑无桥图(2-边连通图)，情

况就不一样了．我们在第五章中。讨论了这个问题．

另一方面，图的染色理论在图论中占有很重要的地位．近年来，图的圆染色的

研究变的异常活跃，得到了一系列漂亮的结果，也产生了许多新颖的研究方法，

逐渐成为图的染色理论中的一个重要分支．图的选择数洌表色数)是图的一个很

重要的参数，其中一个著名的定理是Thomassen[811的关于平面图的5-可选择性

的证明．最近，Zhu【89】和Mohar[60】给出了圆选择数的概念，因此，对平面图

的圆选择数的研究也就成了一个非常有意义的研究方向．另外，Bokal等[691考

虑了有向图的圆染色，把色数和圆色数的概念推广到有向图．因此，许多关于无向

图中的染色和圆染色方面的问题。我们都可以在有向图中考虑．

本文研究了图论中的几个问题，具体地，我们研究了边染色图中的匹配和圈，

图的k·途径和图的圆染色．全文共分为七章．第一章。我们给出了—个简短但相

对完整的综述．首先，我们给出了一些基本的定义和术语，并且对上述三个方向的

研究进展分别做了介绍．最后，我们列出了本文的主要结果．

在第二章，我们考虑了边染色图中的彩色匹配问题．边染色图中的一个彩色

匹配是指任意两条边的颜色都不相同的一个匹配．在一般的未染色图中。最大匹

配问题(找一个边数最多的匹i己)是多项式可解的([611)．丽在边染色图中，即使

是在边染色二部图中，最大彩色匹配问题(找—个边数最多的彩色匹配)是NP-完

全的(【45】)．因此，彩色匹配的研究主要集中在边染色完全图和边染色完全二部图

中．Erd6s和PSsa[30l研究了极值图论中的一个很基本的问题，他们证明了任意

一个顶点个数至少为2枳最小度至少为k的图，都有一个k条边的匹配．我们在

边染色图中研究了类似的问题．我们证明了若G是—个边染色图，并且对任意点

口都有∥(口)≥k≥4，则G含有一个有f紫1条边的彩色匹配．我们还证明了若
G是—个边染色二部图，并且对任意顶点口，都有￡{c(")≥％≥3，则G有—个『警1
条边的彩色匹配．并且，我们给出了色邻域的概念，研究了边染色二部图中，满足

某种色邻域条件的彩色匹配问题．

在第三章，我们研究了边染色图中的彩色圈．首先，我们给出了边染色图存在

彩色圈的色度条件．并且。我们运用关于Caccetta-H＆ggkvist猜想(有向图中有向
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三角形存在往)的—个结果，得到了边染色图存在彩色三角形或者彩色四边形的色

度条件．同时，我们还研究了边染色图中的长彩色圈．

在第四章，我们讨论了边染色圉中色度和交错圈的关系，碍到了边染色图中

几类特殊交错圈存在的色度条件．同时，我们还对Bofiob6s-Erd6s猜想(边染色完

全图中的交错啥密尔顿圈的存在性)做了研究。给出了满足Bollobks-Erd68条件的

边染色完全图中，最长交错圈的圈长的一个下界．

在第五章，我们研究了图的虹途径，证明了最大度为△的任意无桥圈协边

连通图)都有一条『(△4-1)／2i一途径，并且证明了这个界是最好可能的．

在第六章，我们考虑Mohar【69】提出的关于平面图的圆选择数的一个同题，

研究了具有大围长的平面图的圆选择数．我们证明了匿长至少为!虫学的平面图
的圆选择数至多为2+：，从而改进了[581中的结果．另外。我们还讨论了几类特

殊平面图(系列平行图，外平面图，奇轮)的圆选择数．

在第七章，我们沿用【71】中的定义。对有向图的染色和圆染色做了进一步的

研究．我们证明了如果一个有向图D的补图不含有向的哈密尔顿圈。则D的圆

色数‰(D)等于它的色数]((D)．我们还得出，给定一个正常缸染色的有向图D，

％=x(D)，则D中存在有向路过这k种颜色．这些结果分别对无向图中的相应的

结果做了推广．

另外，在每一章里面，我们都提出了几个可以进一步考虑的问题和未解决的

猜想．

关键词；彩色匹配；彩色圈；交错圈；k-途径；圆选择数；圆色数
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Abstract

The study of graph theory started over two hundreds years ago．The earliest

known paper is due to Euler(1736)about the seven bridges of KSnigsberg．Since

1960s，graph theory has developed very fast and numerous results on graph theory

sprung forth．There are many nice and celebrated problems in graph theory,such

as Hamiltonian problem，four-eofor problem，Chinese postman problem，etc．More-

ovel"，graph theory is诵dely印pned in chemistry,computer science，social science，

biology and other disciplines．As a subfield in discrete mathematics，graph theory

has attracted much attention from all perspectives．

Let G be a graph．Ⅱeach edge of G is assigned a color．then G is an edge-

colored graph．Given all edge-colored graph G，let dc扣)，named the color degree of

a vertex口，be defined as the maximum number of edges incident with口，that have

distinct colors．If we regard an uncolored graph as an edge—colored graph for which

all edges have different colors，then the color degree of a vertex is the degree of it．

Recently,the problems in edge-colored grapll8 arouse an extensive interest，due to

their great importance in theory and applications in va矗ous fields．Many of them

can be described as follows：given a graphical structure(a hamiltonian cycle，for

instance)with prescribed properties，does a given edge-colored graph contain it?

A 8ubgraph in aa edge-colored graph is called alternating if any two adjacent edges

have distinct colors，sometimes caned a properly edge-colored subgraph．Moreover，

if any two edges of it have different colors，then this subgraph is said to be hete-

rochromatic，or rainbow，multicolored．These two kinds of subgraphs have received

IV
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increasing attention in the past decade．Matchings，paths and cycles are among

the basic research fields of graph theory,thus it is of special interests to study the

heteroehromatic(alternating)matchings，paths and cycles in edge-colored graphs．

Another active al'ea of graph theory is the study of Hamiltonian cycles．A

cycle that contains every vertex of G is called a Hamiltonian cycle of G．A wen

known conjecture by Chv‘tal【20】states that every sufficiently tough graph has a

hamiltoulan cycle．The above conjecture Was proved to be true for some special

graphs，such as chordal窜aphs and planar graphs(8ee，e．g．，【11，12，23】)．Another

approach to Chv矗tal’S conjecture is to show the existence of weaker substructures

than Hamilton cycles．A k-walk of G is 8 closed spanning walk visiting each vet-

tex at most南times．A Hamiltonian cycle is then a 1-walk．Being an interesting

variation on the notion of a Hamilton cycle，k-walk has received considerable at—

tention．Jackson and Wormald【54】investigated the k-walk and conjectured that

every 1-tough graph has a．q-walk．7Ihe best result in this direction is that every

4-tnugh graph has a．7．-walk【371．A natural problem is to determine the least pos-
sible k=七(△)such that every graph of maximum degree A admits a k-walk．For

general graphs．this problem is trivial since a tree of maximum degree△has a

A-walk【54]，and it dearly do髑not admit any／c-walk with七<A．ne situation

changes if we restric．t ourselves to bridgeless(i．e．，2-edge-conaected)graphs．We
consider this problem in Chapter 5．

On the other hand，the coloring theory of graphs has a central position in

graph theory．The study of circular colorings has been very active in the past

decade and the theory of circular coloring has become an important branch of

coloring theory with many．exciting results and nffw techniques，The choosabhty

of graphs is an extensively studied graph parameter．For example，we have the
Thomassen’S celebrated result，the 5-choosability of planar graphs【s1]．Zhu IS9】
and Mohar【69】gave a natural circular vemion of choosability．And the 8tudy of the

circular choosabiUty for planar graphs，proposed by Mohar【69]，is another interest-

ing topic．Further，the circular chromatic number and the chromatic number have

natural extensions in digraphs([711)．Thus many interesting problems concerning
the coloring and circular coloring of graphs can be considered in terms of digraphs．

This thesis is concerned with some problems of graph theory．More specifically,

V
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our aim is to discuss some topics on matchings，cycles in edge-colored gr印hs，缸

walks and circular coloring of graphs．Wc have constructed our work in 8cvcn

chapters．A short but relatively complete introduction is given in chapter 1．First，

we give some basic definitions and notations．Then we describe somc progrcss of

above three topics．At last，we outline the main results of this thesis．

The main foCU8 of Chapter 2 is to consider the heterocllromatic matchings

in edge-colored graphs，In uncolored graphs，the maximum matching problem

(finding a maximum matching)is Solvable in polynomial time([611)．However，the
maximum heterochromatic matching problem(finding a maximum heterochromatic

matching)in edge-colored graphs is NP-complete，eveil for edge-colored bipartite

graphs([451)．Thus most of the existing results about it deal with the edge-colored

complete graphs or edge-colored bipartite completes graph8．Erd6s and P6sa【30】
studied a fundamental question in extremal graph theory and showed that every

graph of order n土least 2k and minimum degree at least知contains a matching with
≈edges．We study the analogous problems in edge-colored graphs．In fact．we

show that ff G is an edge-colored graph and扩(秽)2 k≥4 for evei'y vertex t，of G，
then G has a heterochromatic matching with『百5k-31 edges．And we also prove that
if G is an edge-colored bipartite graph and dC(v)≥％2 3 for every vertex"of G，
then G has a heterochromatic matching with『警]edges．Moreover，we define the+
color neighborhood of a vertex set and study the large heterochromatic matehings

in edge-colored bipartite窜aphs under Some color neighborhood conditions．

In Chapter 3，we are interested in some color degree conditions that guarantee

the e2dstence of the heteroehromatic cycles in edge-colored grapll8．In particular，

we obtain the color degree conditions in which an edge-colored graph contains

one heteroehromatic triangle or one heterochromatic quadrilateral．One of our

main tools is a remit for the Caccetta-H戋ggkvist’s intriguing conjecture about

the existence of the directed triangles in digraphs．Also，we investigate the long

heterochromatic cycles in edge-colored graph8．

In Chapter 4，we discu铝the alternating cycles with prescribed len昏hs in

edge-colored graphs under the color degree conditions．1mrther，we consider a

conjecture of BollobAs-Erd6s，which involves the alternating Hamiltonian cycles in

edge-colored complete gr印Ils．We give a lower bound for the length of the longest

Ⅵ
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alternating cycles，in edge-colored complete graphs satisfying the Bollobd．s-Erd6s’S

condition．

In Chapter 5．we show that every bridgeless graph of maximum degree△has

a『(△+1)12]一walk．In addition，讹prove that the bound is best possible．
In Chapter 6．we prove that the circular choosability of planar graph with

girth at least地学is at most 2+：，which improves a result in【53】．In addition，
we give 80me results about the circular choosability of some special planar graphs．

In Chapter 7，following the definition‘in【7l】，we investigate the circular col-

oring and coloring of digraphs．We prove that，for a digraph，if it8 complement
contains nO directed Hamiltonian cycle，then its circular chromatic number equals

to its chromatic number．We also show that there exist directed paths meeting all

colors in digraphs with proper colorings．These generalize some interesting results

in undirected graphs．

In addition，We present some unsolved problems and conjectures to be consid-

ered in Chapters 2,3，4，5，7．

Keywords：heterochromatic matching；heterochromatic cycle；alternat-

ing cycle；k-walk；circular choosability；circular chromatic number．
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符号说明

设G是一个图，其顶点集为y(G)，边集为E(G)．(G，C)是一个具有边染色

C的边染色图．设D是一个有向图，其顶点集合为y(D)，弧集合为A(D)．

集合S的基数

不大于茹的最大整数

不小于$的最小整数

图G的顶点集

图G的边集

图G的最小度

图G的最大度

顶点口的在G中的度数

顶点"在G中的邻域

图G的围长

图G的由S导出的子图

VIn

●

●

G

G

习

G

扣

出

习

研

吲

M

M

郴

即

㈣

郴

撕

眦

㈣

刚
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dc(")

Ⅳ。(S)

x(C)

K(G)

xda)

x“(G)

站(”)

蛎(”)

x(O)

X。(G)

顶点w在边染色图(G，G)中的色度

顶点集合S在边染色图(G，G)中的一个最大色邻域

图G的色数

图G的圆色致

图G的选择数

图G的圆选择数

顶点口在D中的出度

顶点"在D中的入度

有向图D的色数

有向图D的圆色数

l】c
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第一章绪论

图论的研究始于200多年前．关于图论的第一篇论文是1736年Euler发表

的，他用图的方法解决了哥尼斯堡(KSnigsberg)七桥问题．=十世纪六十年代以

来，图论在科学界异军突起。活跃非凡．图论中有很多著名的问题，如哈密尔顿问

题，四色问题，中国邮递员问题等．并且，应用图论来解决化学，生物学，信息和

计算机科学等学科问题已显示出极大的优越性．同时，图论在工程技术领域及社

会科学中也有着广泛的应用．它作为离散数学的一个重要分支，受到了各方面的

普遍重视．

本文研究了图论中的如下问题，边染色图中的匹配和圈。图的肛途径和图的

圆染色．

在这一章中，我们给出了一个简短但相对完整的综述，全章共分为五节．在

1．1节。我们给出了一些基本的概念和术语．在1．2，1．3和1．4节中。我们对上述

三个方向的研究进展分别做了介绍．在1．5节，我们列出了本文的主要结果．

1．1 基本概念和术语

1．1．1 图和有向图

一个图G是指由非空点集V(C)和边集E(G)及惦构成的有序三元组

(y(G)，E(G)，妒G)，其中关联函数妒G是从边集到G的无序点对的一个映射．如

果e是一条边并且存在点t‘和口满足掣IG(e)=钍U，则称e连接点“和点叫点t‘

和口称为边B的端点．

在本文中，图G具有有限的顶点集y和有限的边集E．设S是一个集合，俐

表示集合S的基数．对图G中的顶点u，口的度就是关联于u的边的条数。我们记

为dG(口)．记6(v)=min{dc(v)：。∈y(G))，A(G)=max{dv(口)："∈y(G)，，则

6(G)和△(G)分别表示图G的最小度和最大度．对于G中的顶点子集S，S的邻

域定义为和s中的顶点相关联的所有顶点的集合。记为No(S)．若s={”}，则"

的邻域记为Ndo)．在不产生混淆的情况下，我们常用K E，d(u)，最△，Ⅳ(s)，N(v)
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分别代替y(G)，E(G)，dG(")，6(G)，ZX(G)，NtiS)，^，G(")．

若V(H)∈y(G)，E(H)∈E(G)，并且妒H一惦IF(研，其中I表示将映射掣扫

限制到边集E(H)上，则称图日是图G的子图．在图G中设子集s∈y(G)，图

G的由顶点集s导出的子图记为a[Sl，其顶点集为s，边集是∥={uv∈E(G)：

u，U∈研，并且关联函数是妒GI E，．设岛c y(G)，用G—s1表示图G的删去点

集研和与其关联的边后得到的子图．图G的支撑子图日是指图G的子图且满

足V(H)=y(G)． ．

图G的—个匹配M是由不相邻的边组成的集合．若匹配肼是G的支撵子

图，则称M为G的—个完美匹配，或者称为G的1一因子．图G的—个2_因子

是每个顶点的度都为2的支撑子图．

图G的途径是一个有限非空序列W=V0elVle21,'2⋯eI仇，它为顶点和边的

交错序列，且ei(1≤t≤k)的端点为地一1和q．若Ⅳ中e1，e．2，⋯，％都不相

同。我们称它为迹．若迹w中Vo，”l'⋯，他都不相同，我们称它为路．若路Ⅳ中

Vo=％(k≥2)，我们称它为圈．过图G中每个顶点的路(圈)，我们称它为图G的

哈密尔顿路(圈)．

有向图D是一个三元组(y(D)，A(D)，妒D)，其中y(D)是非空的顶点集合，

A(D)是弧的集合，且A(D)与V(D)无公共的元素；妒D是—个将A(D)中的每一

条弧和V(D)中的有序对(可以相同)相联系的关联函数．若a∈^(D)，u，口∈V(D)

且怕(n)=删，则称a连接u和口；u是a的尾。t，是。的头．—个有向图，若不

含环，而且有相同端点的任意两条弧的方向不相同，则称该有向图是严格的．

若V(D’)￡y(D)，A(D’)￡A(D)且妒D，是妒D在A(D，)上的一个限制，则

称D，是D的子有向图．一个有向图D，若对任意两点让，％都有一条从t‘到口的

有向路和一条从t，到u的有向路，则称D为强连通的．—个有向图D的极大强

连通子有向图，称为D的一个强连通分支．

若存在顶点u使得""∈A，则称t‘为口的—个入邻点．若存在"使得口伽∈A，

则称埘为口的一个出邻点．我们用Ⅳ云(”)，^哮(口)分别表示”的入邻点的集合
(称为”的入邻域)，和出邻点的集合(称为”的出邻域)．记蛄(”)=lⅣ5(”)I，

d刍(”)=INo+(”)l，并分别称它们为”的入度和出度． D的最小入度，最大入度，

最小出度。最大出度分别记为6-(D)，A一(D)，矿(D)，△+(D)．

在本文中，除非特别说明，“图。都表示简单图，。有向图”都是严格的有向

图．还有许多概念我们将在用到时具体给出．未作说明的概念和术语，参考【16】．
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1．1．2 几类特殊图

若一个图中的任意两点都有边相连，则称该图为完全图．我们用K。表示n

个顶点的完全图．如果图G的顶点集可以划分为两个不相交的点集(x，y)，并且

G的每条边的端点分别属于x和Y，则张图G为二部图．进一步，若lXI=IyI，

则称G为平衡二部图．若一个二部图的顶点划分为(x，y)，且x中的每一个顶点

都和y中的每个顶点相邻，则称该二部图为完全二部图．令K。表示lXI=m，

IYl=n的完全二部图．

一个图，若可以将它嵌入到平面上，使它的边只在端点上相交，则称为可平面

图．—个可平面图的平面嵌入G把平面划分成的几个区域，霾们称为图G的面，

其中无界面称为外面，其它的面称为内面．

1．2 边染色图中的匹配和圈

设G=(VE)是—个图．图G的—个边染色就是一个函数G：E—N(N是

非负整数集合)．若G中任意两条相邻的边的颜色不相同，则称边染色G为正常

的．在本文中，若不特殊说明。通常说的边染色未必是正常的．若G被赋予染色

c，则称G为一个边染色图．我们用(G，c)表示该边染色图，在不引起混淆的情

况下。有时候也简记为G．令C(e)表示边e∈E的颜色．对于图G的一个子图

何．令C(H)={C(e)：e∈E(H)}．

设(G，C)为一个边染色图．对于顶点集合S，S的色邻域是集合丁∈Ⅳ(S)，

使得存在l?I条边连接S中的点和T中不同的点，并且这些边的颜色两两不同．

S的一个最大色邻域，是S的顶点个数最多的—个色邻域。记为^，c(研．特别地，

若S={口)，则令俨(”)=IN。(")I，并称之为口的色度．如果把一般的未染色图G

看作是每条边都染不同颜色的边染色图(G，c)，则顶点的色度就等于它的度。一个

集合的最大色邻域就是它的邻域．

边染色图中的—个子图，若它的所有边都染同样的颜色，则称它为单色子图．

反之，若任意两条边的颜色都不相同，则称该子图为彩色的，或者称为彩虹的，多

色的．这两类子图已经被广泛研究，尤其是对彩色子图的研究，近年来受到了格外

重视．

例如，Suzuki[791给出了n个顶点的边染色连通图有一棵彩色支撑树的充分

3



山东大学，法国巴黎南大学(巴黎11大)博士学位论文

必要条件，对任意r(1≤r≤n一2)种颜色，去掉染这r种颜色的所有边得到的

图至多有r+1个连通分支．Chen和Li f241证明了边染色图G中，若每个顶

点口都有dC(v)≥k≥6，则G中存在一个长度为『警1+1的彩色路．Hahn和

Thomassen[501证明了存在常数c，若n≥ck3，则满足每种颜色至多用k次的边

染色完全图j厶中有一条彩色的哈密尔顿路．

反Ramsey数的概念是由Erd6s，Simonovits和S6s([33】)在1970年提出的，

用来研究边染色完全图中的彩色子图问题，他们证明了反Ramsey数与Turin数

有非常密切的关系．对于图日和正整数他，用f(n，H)表示给完全图珞边染色，
若j厶中不存在同构于日的彩色子图，我们最多可用的颜色数。并称，(礼，H)为

日的反Ramsey数．关于反lhmsey数的研究，参考【3，33，57】．

1．2．1 彩色匹配

边染色图中的—个彩色匹配是指任意两条边的颜色都不相同的—个匹配．在一

般的未染色图中，最大匹配问题(找一个边数最多的匹配)是多项式可解的(【61】)．

而在边染色图中。即使是在边染色二部图中。最大彩色匹配问题(找一个边数最多

的彩色匹配)是NP-完全的(【45】)．因此，彩色匹配的研究主要集中在边染色完全

图和边染色完全二部图中．

Schiermeyer【74]得到了边染色完全图‰(n≥3k+3)中，存在彩色k(k≥2)
条边的彩色匹配所需的颜色数．Kaneko和Suzuki[60】证明了任意正常边染色的

完全图鲍。，仃≥3，都存在—个彩色的完美匹配．

另外，彩色匹配问题和图与组合理论(如组合设计理论和超图理论)中的其它

有趣的问题都有着非常密切的关系．

假设三。是一个n×n的矩阵，每个元素都是{1，2，⋯，n}中的一个数．若

k中的同一行中的元素互不相同。同一列中的元素也互不相同，则称厶I为一个

n×n的拉丁方．拉丁方厶的横截是L。中的取自不同行不同列的n个元素组成

的集合． L。的—个部分横截是一个横截的子集合．一个(部分)横截中的任意两

个元素都不相同。则称之为拉丁的．关于拉丁方的详细介绍，参考[78】．

我们知道—个n×n拉丁方k对应着完全二部图玩．。的—个由礼种颜色染
成的正常边染色；k的一个横截对应于边染色完全二部图％．。中的一个完美匹
配；而k的一个拉丁横截对应于边染色完全二部图以。中的—个彩色的完美匹
配．
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Shor【771证明了n×n拉丁方有一个至少有n一5．53(109n)2个元素的部分横

截．也就是说，任何一个由n种颜色染色得到的正常边染色的完全二部图％。有

一个至少有n一5．53009n)2条边的彩色匹配．

另外，边染色二部图中的彩色匹配还可以转化为3-部3-～致超图中的匹配

问题，详见第二章．

1．2．2 彩色圈

关于彩色圈的研究。大多集中在边染色完全图中．例如，Erd6s，Simonovits

和s68【321，Aloa【3】和Jiang[58】研究了关于圈的反Ramsey数。特别地，三角形

的反毗吼sey数为n一1【321．

在【46】中，Giraud研究了边染色完全图中的单色三角形和彩色三角形的个

数．

Albert，Frieze和融ed f2】证明了当n充分大时。若完全图％的边染色满足

每种颜色所染的边不超过『饥1次，则j‘有一个彩色的哈密尔顿圈。其中c<1／32

是一个常数．

Broersma，Li，Woegingerr和Zhang【as]研究了一般的边染色图中彩色圈的

存在性，尤其是彩色三角形和彩色四边形的存在性．

1．2．3 交错圈

边染色图中的圈(路)，若相邻的边的颜色不相同，称为交错圈(路)．除了在图

论和算法中的重要应用外，交错路和交错圈还广泛应用在许多其它的领域中，基

因科学(【27，28，291)，社会科学(【25】)等．关于这方面的详细介绍，我们可以参考

Bang-Jensen和Gutin的综述文章【81．

边染色图G，若c(G)=c，我们称它为c-边染色图．c．边染色图中的交错圈

的存在性问题最早由Grossman和Haggkvist【47】研究的．他们解决了c=2的情

况．Yeo f86]解央了c≥3的情况．

考虑边染色完全图，我们用霹表示顶点个数为”的边染色完全图，所用的

颜色集为{1，2，⋯，c}．令△(蟛)表示磁中关联于同一个顶点相同颜色的边的最

大数目．Bollob缸和Erd6s【13】提出如下猜想．
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猜想A．(Bollob如和Erd6s[1 31)若△(K：)<【2J，则K：有—个交错的哈密尔
顿圈．

BoUobfis和Erd6s证明了若△(蟛)<嚣，则j《有一个交错的哈密尔顿圈．
这个结果被Chert和Daykin 121】改进到△(心)<嚣，又被Shearer It5】改进到

△(蟛)<}．到目前为止，最好的渐进的界是Alon和Gutin[41得到的如下结果．

定理B．(Alon和Gutin[41)对任意的e>0，存在—个正整数no=伽(E)，使得对任

意正整数n>％，满足△(J锈)≤(1一击一e)n的j《都有—个交错的哈密尔顿圈．

BoUob缸和Erd6s【13】也提出了如下猜想t若对蟛中的任意顶点口，都有
dc(”)≥I半J成立，则K：有—个交错的哈密尔顿圈．他们证明了若对任意顶点
口都有dc(口)≥警成立，则蛾有一个交错的哈密尔顿圈．后来，Shearer f75】改
进为铲(")>5学(对每个顶点口)．

1．3 图的b途径

图的哈密尔顿圈的研究是图论中的一个很活跃的研究方向，特别是关于图的

连通性和图的哈密尔顿圈的存在性的关系．其中—个著名的猜想是Chv￡ttal提出

的如下猜想t存在常数ao使得任意o／o一坚韧图含有—个哈密尔顿圈【201．若对于

任意非空顶点集合s，G—s至多有m∞x{1，粤)个连通分支，则称图G为口-坚

韧图．Bauer，Broersma和Veldman【10j构造了—个非哈密尔顿的(：一￡)-坚韧
图．

对于许多特殊的图类，例如弦图和平面图，上述猜想被证明是成立的f11，12，

231．图G的一条“途径是G的一条经过每个顶点至多k次的闭支撵途径．作

为哈密尔顿圈的一个非常有趣的变形， 缸途径受到了广泛的关注([36，37，441)．

Jackson和Wormald f541猜想任何1-坚韧图都有一条2_途径．这个猜想仍然没

有得到证明。最好的结果是任意4-坚韧图都有一条二途径【37】．

自然地，我们会考虑如下问题。确定最小的整数自=k(a)使得对最大度为△

的任意图都有一条肛途径．对于一般图，这个问题是平凡的，因为最大度为△的

任意树都有△-途径[541，但对于女<△，不含任何k．途径．但如果我们考虑无桥
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图(2-边连通图)，情况就不一样了．我们在第五章中。讨论了这个问题．

1．4 图的圆染色

图的染色理论是图论中的一个非常重要的部分．近年来，图的圆染色的研究

变得异常活跃，得到了很多漂亮的结果，也产生了许多新颖的研究方法，并逐渐成

为图的染色理论中的一个重要的分支．

图G的一个正常缸染色是甩k种颜色(1，2，⋯，％)，给图G的顶点染色，使

得相邻的顶点所染的颜色不周．事实上， G的一个正常的船染色就是把G的顶

点集y划分为k个独立集(Ⅵ，K，⋯，K)．图G的色数xCa)，是满足图G有一
个正常舫染色的最小正整数％．

设P，q(P≥2q)是正整数．图G的一个(P，q)一染色是一个映射c：V一

{o，1。．．，p—1)使对G的任意一条边删，都有口≤Jc(u)一c(")l≤P—g．图的

p，1)一染色就是图的p-染色．图的圆色数有如下定义(【9l】)：

x。(G)=inf{≤：G存在一个(p，q)一染色)．

图的匮色数有几个等价的定义，我们给出另外一种常用的定义．设r≥1是

一个实数，s(r)是平面上的周长为r的圆周．对于口，b∈s(r)，用ld一6lr表示

a，b两点在圆周上的距离较短的圆弧的长度．图G的一个圆r-染色是一个映射

f：V—Js(r)，使得对于任意相邻的两点u，”，都有If(u)一，(”)I，≥1．圆染色的

另一种定义((91】)：

‰(G)=rain{r：G有圆r-染色)

对任意图G，都有x(G)一1<x。(G)≤x(G)成立([83，91])．图的圆色数是图

的色数的一种近似，而且它比图的色数能更好地反映图的结构方面的性质．关于

圆染色的研究，我们可以参考Zhu的综述文章【9l】．

1．4．1 平面图的圆选择数

图G的一个肛列表就是一个函数L使得每一个点都分配一个有≈种颜色

的集合L图G的一个L染色就是G的一个正常染色，使得对任意点弘都有
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／(v)∈L(")．如果对于任意的缸列表厶G都存在一个L染色，则称图G是舡可

选择的．图的选择数(列表色数)xl(G)，是满足G是船可选择的最小整数k(【6】)．

图的选择数也是图的—个重要的研究参数，其中一个著名的结果是Thomassen【81】

对于平面图的5-可选择性的证明．

Zhu【89]给出了一个列表染色的如下推广．假设P，q∞≥2q)是正整数。
t 0≥1)是一个实数．图G的—个扛(p，g)-列表L是一个列表厶满足对任意顶

点口，L(v)∈{o，1，⋯，P一1}并且IL(")l≥虹图G的p(p，口)一染色是G的—个

0，q)一染色c，使得对任意顶点u，都有c(v)∈L(u)．如果对G的任意扣0，g)-列表

厶G都有—个L(p，g)．染色．则我们称G是圆￡一0，q)一可选择的．如果对于任意

正整数P，q◇≥2q)，G都是圆扣◇，q)-可选择的，我们称G是圆扣可选择的．图

G的圆选择数(圆列表色毅)的定义如下t

托．1(G)=inf(t 2 1：G是圆t-可选择的}

对任意正整数n，若G不是伽可选择的，则G也不是圆∽一1)一可选择的，

因此x。。l(G)≥Ⅺ(G)一1．但托，l(G)一船(G)却可以任意大[89】．
Mohar f69]给出了圆选择数的另一种等价定义。并提出如下问题t平面图的

圆选择数是多少?Hayer，Kang，MiiUer和Sereni【53】证明了任意平面图是圆8-

可选择的，并且对于任意正整数n≥2，都存在一个圆选择数至少为6一：的平面
图．并且，他们研究了平面图的圆选择数和围长的关系，证明了如下结果，

定理c．(Havet等【53])设G是满足g(G)≥4n+2的平面图，则x。．f(G)≤2+：

1．4．2 有向图的圆染色

最近，Bokal等人【71】把无向图的色数和圆色数的概念推广到了有向图．设

r(r21)是—个实数，s(r)表示—个周长为r的圆．对于酬r)上的两点“，t，，用

d(q口)表示从u到口沿顺时针方向的圆弧的长度．顶点集合S￡y(D)，如果点导

出子圈D【司不含有向圈，则称s是无圈集．

我们沿用【71】中的定义．有向图D的—个弱圆r一染色是—个映射，：V(D)一

S(r)，使得对D的任意弧zy，或者，(z)=／(U)或者d(，(习，，(Ⅳ))≥1．并且，对

任意点“∈s(r)，颜色集／-t(Ⅱ)是D中的一个无圈集．有向图D的圆色数定义
如下；

8
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‰(D)=min{r：D有—个弱圆r一染色)

有向图的圆色效的定义引出了有向图的色数的定义，有向图D的色数X(O)

就是使得V(D)可以划分成k个无圈集的最小正整数k．换言之，x(D)是使得

上)有弱圆r-染色的最小整数r．有向图D的一个正常b染色，就是用k种颜

色(1，2，⋯，k)给D的顶点染色，使得具有同一种颜色的顶点构成的集合是无圈

集．如果把一个无向图G的每条边用两条方向相反的弧来代替，得到有向图D，

则x。(D)和x(D)分别等于无向图G的圆色数和色数．从这个意义上讲，X。(D)

和x(D)把圆色数和色数的概念从无向图推广到有向图．因此，许多关于无向图中

的染色和圆染色方面的问题，我们都可以在有向图中考虑，参考【7l，921．

1．5 主要结果

我们列出本文的主要结果

第二章，首先，我们讨论了边染色图中满足一定色度条件下的彩色匹配问题，得

到了如下结果．

(2．1)．设G为边染色二都图，若对任意顶点口都有dc(口)2 k 2 3，则G中存在一

个有『警1条边的彩色匹配．

(2．2)．设G为边染色图，若对任意顶点u都有扩(")≥k≥4，则G中存在一个有

严5kr-r31条边的彩色匹配．

我们同时也研究了满足某些色邻域条件下，边染色二部图中的彩色匹配问题

(2．3)．设G是边染色二都图，顶点划分为(x，y)，且IXI=IYI=n．若对任意集

合s￡X或者s￡Y，都有IN。(s)I≥ISl成立，则G存在—个有『警]条边的彩
色匹配．

Aharoni f1J证明了著名的Ryscr的猜想对于3-部3-一致超图成立．利用这

个结果，我们改进了结论(2．3)中的界，得到如下结论。而且证明了这个结论是最

9
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好可能的

(2．4)．设G是边染色二部图，顶点划分为(x，y)．若对任意集合s∈x，都有

IN。(s)I≥ISl成立，则G中存在一个有『掣1条边的彩色匹配．

第三章．我们研究了边染色图中彩色圈存在的色度条件，尤其是对于最短彩色圈

和最长彩色圈．对于正整数f(f 2 3)，令Ha表示长度为z的彩色圈．我们证明了
如下结论．

(3．1)．设G是一个顶点个数为n的边染色图，n≥3．若对任意顶点"都有

扩(")≥学成立，则G中存在一个彩色圈．

(3．2)．设G是一个顶点个数为n的边染色图．n≥3．若对任意顶点口都有

dc(")2(竽一1)n+3一±乎成立，则G中或者存在—个日岛，或者存在一个HQ

(3．3)．设G是一个顶点个数为n的边染色图，n≥3．若对任意顶点"都有

dc(u)≥王弘”成立，则G中存在一个胃G．

(3．4)．设G是一个顶点个数为n的边染色图， 住≥8．若对每个顶点"，都有

扩(")≥d≥警-I-1成立，则G中存在一个彩色圈HG，；ltee f≥d一警+2．

第四章．我们介绍了关于边染色图中的交错圈的一些研究进展，并给出了几类特

殊的交错圈存在的色度条件，得到了如下结论．

(4．1)．设G是—个顶点个数为n的边染色图，n≥3．若对G中的任意顶点∥，都有

萨(")>孚，则G中存在—个交错圈。并且圈上的每种颜色在圈上至多出现两次．

(4．2)．设G是—个顶点个数为n的边染色图。n≥3．若对G的每一个顶点"，都

有dc(")≥20；产成立，则G中或者存在一个交错的三角形。或者存在一个交错
的四边形．

(4．3)．设G是顶点个数为n的边染色图．若对每一个顶点虬都有俨(口)≥d≥2

10
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则G中或者存在一条长度至少为2d的交错路，或者存在一个长度至少为『期+1
的交错圈．

另外．我们还研究了满足Bollob氲s-ErdGs条件的边染色完全图中的交错圈，

并得到了如下结论．

(4．÷)．若△(蟛)<【2J，则弼中存在一个长度至少为f丁n+21+1的交错圈．

第五章．我们研究了无桥图(各边连通图)中的％一途径，得到了如下结论，并且

证明了结论中的界是最好可能的．

(5．1)．最大度为A的任意无桥图，都有一条f(△+1)／21·途径．

第六章．我们讨论了平面图的圆选择数。得到了如下结果。改进了定理C中的

界．

(6．1)'设G是一个满足g(c)2警8的平面图。则溉l(G)≤24-：

我们也讨论了几类特殊平面图(系列平行图，外平面图和奇轮)的圆选择数

(6．2)．若G是—个系列平行图并且g(V)≥4n+1，则Xc,z(G)≤2+；1

(6．3)．若G是一个外平面图并且9(G)2 2n+2，则‰j(G)≤2 4-：

(6．4)．对任意正整数k，Xc,z(wj^+1)=4．

第七章．我们介绍了有向图D的圆色数xc(D)和色数x(O)的定义和这方面的
一些研究进展。并给出了有向图JD满足x。(D)=x(D)的一个充分条件，推广了

Fan[3研的结果．

(7．1)．若有向图D的补图不含有向的哈密尔顿圈。则瓢(D)=x(D)
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设D是一个具有正常肛染色的有向图，其中k=x(D)．设￡l—X2一

⋯一钆和五一z：一⋯一磊是D中的两条有向路，如果对于所有的正整数
t，1 s l≤k，顶点如和《的颜色为i，则称z1一⋯一Xk为一条花色前向路，

墨一⋯一。：称为一条花色后向路．我们证明了下面的两个结论，分别推广了
Fung(【42D和Li(【62】)的结论．

(7．2)．设D是—个有向图并且k—x(D)．对于D的任意正常b染色，D中都存

在一条花色前向路和一条花色后向路．

(7，3)．设D是一个强连通的有向图并且k=x(口)．对于D的任意正常虹染色和

D的任意顶点口，D中都存在两条有向路经过这k种颜色，一条以口为起点，另

一条以口为终点．
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第二章边染色图中的彩色匹配

设G是一个边染色图．图G的一个彩色匹配是任意两条边的颜色都不相同

的匹配．在本章，我们研究了边染色图中的彩色匹配．

2．1 介绍

设G=∽E)是一个图．图G的—个边染色就是一个函数C：E—N(N
是非负整数集合)．若G被赋予染色G，则称G为一个边染色图．我们用(G，c)

表示该边染色图，用c(e)表示边e∈E的颜色．对于图G的一个子图盯，令

C(H)={e(e)：e∈E(日)}．

设(G，C)为一个边染色图．对于顶点集合s，S的色邻域是集合?∈Ⅳ(s)，使

得存在ITl条边连接S中的点和T中不同的点，并且这些边的颜色两两不同．s的

一个最大色邻域Ⅳc(s)是s的顶点个数最多的一个色邻域．特别地，若S={口}，

则令扩(")=fN。(")f，并称之为t，的色度．给定集合S和s的一个色邻域r，令

c(S∞表示连接s中的顶点和T中不同的顶点的边所染的lTl种不同的颜色．

我们知道这样的颜色集合G(ST)不唯一．在本章中，若不引起混淆，c(s，T)一
旦选择，即为固定的颜色集．

边染色图中的一个匹配，若其中的任意两条边的颜色都不相同，则称之为彩

色匹配．在一般的未染色图中，最大匹配问题是多项式可解的(16l】)，而在边染色

图中，即使是边染色二部图中，最大彩色匹配同题也是NP．完全的([451)．因此。

对彩色匹配的研究大多集中在某些特殊边染色图中，如边染色完全图和边染色完

全二部图．

定理2．1．1(Shor[77】)任意—个nxn的拉丁方，都存在一个至少有n一5．53(Iogn)2

个元素的部分横截．也就是说，任意—个正常边染色的完全二部图‰。若所用颜

色为n种。则它含有一个有至少礼一5．53(109n)2条边的彩色匹配．

Kaneko和Suzuki研究了边染色完全图中的彩色匹配问题，并得到如下结果．

13
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定理2．1．2(Kaneko和Suzuki[60])任意边正常染色的完全图Jr矗，Ⅱ≥3，都有

—个彩色的完美匹配．

2．2主要结果

Erd6s和PSsa【30】研究了极值图论中的—个基本问题，得到了如下定理

定理2．2．1(Erd6s和P6sa【30】)任意顶点个数至少为2≈最小度至少为≈的图，

都毒一个k条边的匹配．

我们研究了边染色图中的彩色匹配，并得到了如下定理

定理2．2．2设G为边染色二部图，若对任意顶点"，都有dc(u)≥k 2 3，则G中

存在一个有f警1条边的彩色匹配．

我们认为定理2．2．2中的界能被进一步改进，并提出如下猜想．

猜想2．2．3设G为边染色二部图，满足对任意顶点弘都有∥(口)≥艇若k为

奇数，则G中存在—个有k条边的彩色匹配；若k为偶数，则G中存在—个有

k一1条边的彩色匹配．

上述猜想的—个特殊情况。是Ry8er和Stein提出的如下猜想．

猜想2．2．4(Ryser[73]，stein【78】)设纸。。是—个具有正常边染色的完全=部图．
若n为奇数，则％．。中存在—个彩色的1·因子(完美匹配)；若n为偶数，则％，。
中存在一个有n一1条边的彩色匹配．

我们也讨论了一般的边染色图中的彩色匹配，并得到如下结论

定理2．2．5设G为边染色图，若对任意顶点口都有扩(")≥k芝4，则G中存在

一个有『—5kI-r3]条边的彩色匹配．
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同样地，我们认为定理2．2．5中的界不是最好的，并提出如下猜想．

猜想2．2．6设G为边染色图，若对任意顶点"，都有dc(")≥k≥4，则G中存在

一个有睦1条边的彩色匹配．

对于k 2 4，具有正常边染色的完全图Kk+1，满足对任意顶点弘都有铲(u)=

k，而且凤+l的最大彩色匹配的边数不超过f11．因此若猜想2．2．6成立，则它是
最好可能的．

图的匹配理论中，有如下著名的定理．

定理2．2．7(Hall【si])设G是—个二部图，顶点划分为(x，y)．则G中存在一个

匹配包含x中的所有点，当且仅当对任意s∈x，都有lJv(s)l≥ISI成立．

相应地。我们研究了边染色二部圈中，满足色邻域条件下的彩色匹配问题。得

到了如下结论．
‘

定理2．2．8设G是边染色二都图。顶点划分为(x，y)，且JXI=IYl=n．若对任

意集合s∈X或者s∈Y，都有IN。(s)I≥ISl成立，则G中存在一个有f警1条
边的彩色匹配

Aharoni【111证明了著名的Ry8er猜想对3_部冬一致超图成立(见2．4节)．利

用这个结果，我们改进了定理2．2．8，并得到如下定理．

定理2．2．9设G是边染色二部图，顶点划分为(X，y)．若对任意集合S∈X，都

有IN。(s)l≥旧成立，则G存在一个有f掣]条边的彩色匹配．

下面的例子证明了定理2．2．9中的界是最好可能的．令G=(X，Y)是一个

二部图。其中X={z1，z1，⋯，z2。J，Y=(!，l，耽，·一，驰。)，E(G)={甄玑忙=

1，2，⋯，2s)U{翰一iY2di=1，2，⋯，J}u{％蚴一lK三1，2，⋯，s}．给出G的一个
边染色C：对于i=1，2，⋯，8，令C(zA一1螈一1)=c(％姒)=2i一1，G(％一l姚)=

G(z铋姚一1)=2i．显然(G，G)满足定理2．2，9的条件，而且(G，C)的最大彩色匹

配的边数为s=f雩]．
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2．3 定理2．2．2和2．2．5的证明

首先我们给出几个概念．设M为图G的一个彩色匹配，记％=y(M)．
对于顶点w∈v(c—Ik)，令bM(v)={c：c∈C(M)并且存在关联口的边

e∈E(V—VM)使得C(e)=c)．对于集合K￡v(a—Vk)，令bM(V1)=

{bM(V)："∈U}．为了简便，记bM=bM(V(G—V玉))。

定理2．2．2的证明

反证法．若结论不成立，我们选择一个彩色匹配M使得t

(R1)lMl=t最大}

(尼)满足(R-)的情况下。Ihf最大．

显然t≤f譬1—1，令C(M)={cl，c2，⋯，色)．为了简便，记是=x一溉f，

岛=Y1，k．设％∈＆，嘶∈品．令N。‰)，N。(％)分别为％，％的最大色邻域．
记Ⅳc、,I／；)=玲u场(Yeay。=扔，其中c池，场)nC(M)=以G池，场)∈c(M)．

同样地，记Ⅳ。(％)=坼U‰(Xpn硒=钟，其中G(％，炸)nC(M)=幽
C(vy，j∞)∈G(M)．显然I％I≤t，Ixq J≤t．

断言1．场∈YM，．昂互XM

证明．否则，存在一条边e∈E(&，岛)且C(e)≠G(M)，则肘u(e)是有￡+1

条边的彩色匹配，得到矛盾． ■

对于彩色匹配M，G的一条交错3．路APM是路z'yxy’使得xy∈E(M)，一∈

＆，∥∈岛并且e(彩)=c(x’Y)圣职M)．给定两条交错3-路A％=tm。1薪
和A嘞=磊抛。2如，若c(z：玑)≠O(x2’y2)且zl∥1≠勋妇，则我们称A功不同于
A磁．

断言2．G中存在一条A，k

证明．因为lⅣ。池)I=lYpI+J％}≥k，所以l斥I≥≈一l场J≥七一t．同样地’有

I昂f≥k-l杨I 2 k-t成立．因此lxPI+j，纠≥2(k一￡)=2k一2t>t=lx竹l=

16
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lY，M1．故存在一条边xy∈E(M)使得z和锄相邻，C(=vv)簪c(M)并且Y和如

相邻，c(如Ⅳ)隹e(M)．若G(n0)≠c(如》)，令M’=Mu{。％，％”一{吲}，则

M’是一个彩色匹配且lM’I=t+1，得到矛盾．所以我们有C(zv口)=c(％g)，故

％g￡唧是一条交错3．路J4Fk．●

假设G中顶点不相交的两两不同的AFlM最多有1个，显然1 S l≤t．假

设A岛=Yi7X‘挑《且G(zig：)=c(z：执)=c：崔c(M)，其中瓤玑∈E(^f)，

《∈&，《∈品．
令

j吒={。i，z：，⋯，z：}，圪={g：，正，⋯，薪}

XMl={zl，叻，·．．，习}∈‰，
y“={yl，y2，⋯，们}∈‰，

其中{xlm，轨北，⋯，xty,}=E(蚴)￡E(M)．我们记cI=G(M)=(c1，c2，⋯，cI)，

吼={cJi，五，⋯，c，}．显然，c(M)一c(M)=C(M一尬)．

为了简便，记《=x—XM一托，瓯=y一‰一圪．

断言3．《，蜀≠妒

证明．若岛=以则IYI=t+z≥k，因为t≤『刳一1，所以f≥【勃+1．考虑顶
点。：，Ⅳ：，我们有下面的事实．

事实1．若Y：同Xi相邻，2 si≤f，并且口@p：)薯C(M—MO，则
(I)e(z。Fi)=c：；

(2)}％(《)f≥1；

(3)劬n％(≤)=咖．

证明．若G(现Y’1)≠c，，则令

拈M U{xiy'1,x'iyi}-{ziYl}_蚺蛳，蕊摆鬻篓鬻
因此我们得到了一个有￡+1条边的彩色匹配，得到矛盾，故e国3‘)=《。
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若存在边e∈E(C—Vk)使得G(e)=q，则e=《“．否则，不妨假设e不

关联于顶点《，则M’=M U{x’iyi，e}一{以玑，是一个彩色匹配且}M’l>t，得

到矛盾．若16^f(《)l=0，令M’=MU{《玑)一{越执)，则∥是一个彩色匹配

满足IM7l=t，并且16∥l≥【bMl+16M，@)l≥lbMl+1，与M的选法矛盾．因此

16M(《)f21．

若a n h(《)≠以我们假设白∈bM(z：)，1≤J曼f．则存在边《z∈
E(G—Kf)使得c(《2)=勺．令 ·

儿雠蒜嚣
则^，是一个彩色匹配且lM’l>t，得到矛盾．_

类似地，．我们也可以得到下面的事实，为了避免重复，我们省略了证明．

事实I’．若顶点击i与致相郐，2≤i≤f，且C(z2‘y1)ga(M一磁)，则

(1)e(X’1Yi)=五；

(2)Ih(《)I≥1；
(3)Qn 6盯(截)≠庐．

设^rc(gi)为薪的一个满足。l∈N。(y1)的最大色邻域．令Ⅳ。(!，：)=噩U
弼(溉n恐=∞，其中c(yi，XI)n够(M—M)u{c1))=识c(yl，恐)￡

C(M—Mf)tJ{c1)．设研=墨n‰，I研l=tl，记砰=置＼斟．
类似地，设^声(z：)为z：的满足Yl∈N。(西)的—个最大色邻域．令NC(x：)=
M u K(K n K=纠，其中G(。i，M)n(C(M一^以)u fcI))=≯，G($i，砼)∈

C(M一尬)U{ci，．设玲=M nY缸，J矸J=81，并记印=K＼坪．

不失—般性，我们假设厨={。^。(巩。=z1)，乳扩．．，名‰’．记x}’=tz厶，⋯唬．)．
同样地。假设计={％(珈，=，-)，勘⋯，鼽。)，并记砰={吐，⋯％，)．首先，
我们假设Ⅺ’，砰’≠毋．

进一步，我们假设bM(XI’)={Q+l，Q+2，⋯，q+b’，并记'缸={虮+l'虮+2’⋯，鼽怕}

同样地。假设bM(Y}。)={％，％，⋯，q。}，并记x％={≈。，％，⋯，墨。J

18
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事实2．16Jlf(柳’)f≥tl一1，f6^f(矸’)l≥5l一1．

证明．若Jh(x跏<t,-I，则令M’=MU{4,鳓，⋯，《。弧h卜{xk2yb，⋯，zk，‰。'
显然M’是一个彩色匹配，满足IM’I=t且lbⅣ一I≥IbMl+tl—l—16肼(x}’)l>IbMI，

得到矛盾．同样地，我们有怿Ⅳ(Ⅵ’)l≥,91—1．_

事实3．

(3．1)若存在顶点u∈l，她同顶点z：相邻，则c(。：u)∈C(M—M)Uh}；

(3．2)若存在顶点口∈X地同薪相邻，则e(玩”)∈C(M—M)U{c1)．

证明．根据对称性，我们只证明(3．1)．反证法．若结论不成立，不失一般性。我

(r]ftl设t同yl+l相邻且e(矗饥+1)隹C(M一^矾)U{c1)．因为c4+l∈6Ⅳ(x}’)，

我们假设cl+1∈bMI[屹)．根据‰(z≈)的定义，存在边z乞。∈E(G—Vh)使得
c(如。)=q+1．令

儿{
MU

MU

MU

MU

z1玑+l

z1Yi+l

XlYi+1

X1Yt+l

z之z)_-协+1Yt+l}
zb疵，霉之。)～{卸+l们+l，互b蚍)
zb掣i，砬2。)一{卸+1肌+1，xk2Yka}

弓协，z：：z)一tzl+1肌q，q协}

则∥是一个彩色匹配且IM’I>￡，得到矛盾．●

事实4．x}∈‰一xM—XM,，坪冬‰一‰一‰

C(z‘ly_f+1)碧a；

c(五虮+1)=％，。≠如；
C(z：yI+I)=ck，。=Ⅳ乏；
c(矗可f+1)=cJ，2≤J≤f，J≠^z

证明．否则，若x}∈j，吖一‰一XM．不成立。则存在顶点?∈x}并且。岳
兄f—x埘一x耽．ttit：,9X}=而＼研，所以z《‰，且c(正z)聋C(M一舶)u{c1，．
根据事实3，我们有z垡XM,．故z∈X—XM．令

∥={：：{妻：毛蟛，一。巧玢，善；要耄兰未。≤，5，．
则M’是一个彩色匹配且IM’I>t，得到矛盾．因此我们有砰互XM一‰一．x缸
同样地，我们有砰∈’，村一’，吖l一}钇成立．-
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因此，我们有fx}n(XM—x吖l—x尬)I≥k—I．杨I—IxlI≥％一￡+f—tl一1

成立．类似地，I野n(YM—yⅣl一‰)l≥k—t+：一81～1．又因为t≤『警1—1，
02【§J+1，故

lX；n(XM—x^^一x帆)I+{砰n(‰一矸啦一K以)J一【20—f)一t2一s2】

≥2k一2t+2f一￡l—ol一2—2t+2l+tl-I-81—2

狲叫【卜『警]+2)一4
>0．

因此Ix}n(XM—x胁一x如)I+I昭n(％一M嗨一圪以)I>Ix2lf—x啦一XM,I+
Ihf一，％一’钇I，得到矛盾．若xl’=≯或W’=庐，容易验证上述不等式同样成

立，我们也得到矛盾，故＆≠≯．同理，《≠≯．我们完成了断言3的证明．_

取《∈《，吒∈墨．设N。(疋)、^rc(t‘)分别是疋，吒的最大色邻域．记
Ⅳ。(疋)=瑶U％(嵋n％=≯)，其中e(疋，瑶)nC(M一蚴)=破e(t，％)￡
C(M一蚴)．设拶=嘭ny赫，I硌’|_gl，并记拶=哆＼拶．
类似地，记Ⅳ。(嵋)=x二u．磁(砟n喝=≯)，其中G(吒，．砟)ne(M—M)=屯
c(4，砭)c C(M一尬)．设彤=砟nx晒，晔I=pl并记群=砟＼巧．显
然I％I st—f，I义乙I≤t—1．

断言4．彤￡XM一‰，∥∈％一‰

证明．否则。若．硌∈XM—xM不成立，则存在顶点z∈群且z聋XM—x晒
因为《=．砟＼群’，所以。隹XM,，并且c(％。)聋C(M一尬)．令

∥=MU{vⅣz}巧西，一。q协，g{宅耄兰未，≤，s。．
则A，是—个彩色匹配，并且jM’l>如得到矛盾．敌群c XM—x嘲．类似地，
我们有堆’c，k—Y缸成立．●

接下来，我们完成定理2．2．2的证明．因为IN。(疋)I=I瑶I+f嵋J≥k，则
邱’I芝☆一l吃l—l玲’I≥k—t+l—q1．类似地，我们能得到形≥k-t+l—m．
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因此，我们有

I群l+l堆卜I‰一XM,l
≥2k一2t+21一Pl—p2一(t—f)

≥21+1一p1．

故存在边XOYo∈E(M—M)使得XO∈印。，Yo∈x；，并且G(跏吒)≠aUCL．

我们有c(t珈)隹C(M一尬)． ．

若c(tYo)∈Cz，设G【疋珈)=ci，1曼{≤1．令M’=MU扛o"：，疋珈，≈班)一
{z班，XOyo}，则M’是一个彩色匹配且lM’I>t，得到矛盾．

若c(《蜘)譬q并且c(<yo)≠C(=oC，则^，=MU{锄t‘，《珈)一{如珈}
是一个彩色匹配且I肘’I>t，得到矛盾．

若c(疋!Io)=G(功也)，则路疋珈。o《满足G(畦!Jo)=e(zo‘)聋C(M)U CL，

其中xoYo∈E(M—Mr)，吒∈s：，，疋∈《，所以疋珈zo吒是图G的一条APM．因
此。G中顶点不相交的两两不同的AP^f的个数至少为f+1，得到矛盾．

定理2．2．2证毕．一

定理2．2．5的证明

我们给出定理2．1．2的一个推论，它将在我们的证明中用到

推论2．3．1具有正常边染色的完全图K。，m≥5，含有一个有f学1条边的彩色
匹配．

我们给出定理2．2．5的证明．反证法．否则，我们选择一个彩色的匹配满足一

(忌)IMI=￡最大；

(R2)在满足(岛)条件下，I‰I最大．

设C(M)={cl，c2，⋯，ct)．因为对任意顶点"，都有扩(口)≥七2 4，并

且t曼f5譬1—1，故lV(G—Vh】I≥2．取顶点％，‰∈v(c一‰)．设
N。(％)，N。(％)分别是％，％的最大色邻域．记Ⅳ。(％)=slu＆(岛n岛=纠，其

中c(％，岛)nC(M)=氟e(％，S2)￡e(M)．令N。(vv)一两uS4(岛n&=们，

其中G(％，岛)ncOO=以G(啦，s4)￡c(^，)．显然，旧I，J&I≤t．
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断言1．S1，岛∈VM

证明．否则，存在顶点口∈v(a一％)，使得e(％口)(或c(％口))譬e(M)，则
M U{如口}(或{％u})是一个有t+1条边的彩色匹配，得到矛盾． ●

图G的一条长度为3的路x'yxy’，若C(xy7)=C(x'y)叠G(M)，xy∈E(M)

并且岳’，F’∈V(G—Vk)，则称之为G的一条交错3-路，记为A尸k．给定G的

两条交错3-路A％=zig，zlY：和A瑞=z：啦z2如，若G(。：玑)≠G(连珈)且
z1Ⅳ1≠x2y2，则称A％不同于A％．

断言2．G中存在一条APM

证明．因为IN。(％)I=I&I+I岛I≥％，所以I s1I≥k—l岛I≥k—t．同样

I岛l 2七一I&J≥k—t．则I sll+I岛I≥2{k—t)=2k一2t>2t=IIk|．因此，

存在xy∈M使得$与％相邻，F同％相邻。并且e(。唧)，C(v．y)聋G(M)．

若C(：rvs,)≠a(％F)，令II∥=MU{z嘞，％订一{。暂}，则∥是一个彩色匹配且

l^厂I=t+1，得到矛盾．因此C(zv．)=G(％y)，则v．yxvv是G中的一条A尸h．-

假设G中顶点不相交的APh至多有l条．显然1≤z≤t．对于1≤i≤：，

假设A户备=《玑戤武，其中瓤纨∈E(^，)，《，《∈V(G一‰)，并且G(q班)=
G(z：鼽)=‘隹G(M)．

记圪={矗，毛，⋯，≤)u{口0蠡，⋯，《}’‰={卸，勘，⋯，魏}u{现，Y2，⋯，鼽}，
其中{xlyl，x2y2，⋯，xtyl}=E(M)￡E(M)．令Q=c(尬)={cI，c2，⋯，臼}，

优=t‘，之，⋯，c，)．显然C(M)一c(尬)=C(M一尬)．记So=V一％一圪，
我们有下面的断言．

断言3．IsoI≥2．

证明．否则，我们有ISol s 1．若lSoI=1，则我们设so={t‘}．因为对任意顶点％

都有扩(")≥k≥4，故2(t+z)+1≥k+1．若2(t+t)+1=％+1，则G是—个边染

色完全图，Jy(G)f=≈+1，并且对任意顶点"都有d'Cv)=≈2 4．也就是说，G

是—个具有正常边染色的完全图，且顶点个数至少为5，根据推论2．3．1，G有一个
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彩色匹配，边数至少为F-i1≥『5k．-．31>以得到矛盾．所以我们有2{t+z)≥≈+1
即l≥8笋一t．考虑顶点zi，斩，我们有如下事实．

事实1．若存在顶点∞∈y(脱)＼{善l}与y：相邻。并且G(p：V)隹c(M—M)，不

失一般性，我们假设口=≈(2≤{Sj)，则

(1)C(xt可：)=蠢
(2)lh(截)l≥1；

(3)an％(《)=妒．

证明．若G(戤Ⅳ：)≠茜，则令

∥。{僦就焉急蚋珊Mc(删z,y抵1)隹q翟篓麓
则我们得到了有t+1条边的彩色匹配M’，得到矛盾．故C(x{≯i)=茜．

若存在边e∈E(G—Vk)使得c(e)=臼，则e=z就．否则，不妨假设e不关

联于《，贝lJM’=Mu{《弘，e)一{z鼬}是—个彩色匹配且IM’f>t，得到矛盾．若

l翰(《)f=0，令∥=Mu{《执)一{就瓠}，则M’是一个彩色匹配，满足IM。l=￡，

lbM，I≥IbMl+JbM，∽)l≥IbMl+1，与M的选法矛盾．故1％(z：)I≥1．
若a n bjlf(《)≠≯，我们假设cJ∈bM(z：)，l≤J≤1．则存在边《。∈

E(G一‰)使得c(《力=oj．令

I Mu

∥：{Mu
I Mu

l Mu

。：名，z。班)一{zt玑}
《。忍可i}一{xiyl)

z：毛弓辨)一{勺协}
￡：毛勺以)一{％蚴}

显然J】I，是一个彩色匹配且IM’l>t，得到矛盾．一

类似地，我们能得到如下事实，为了避免重复，我们省略了证明．

事实1’．若存在顶点”∈y(她)＼{Ⅳl}与墨相邻，并且a(i。)聋O(M一％)，不
失一般性，假设"=弘(2≤i≤z)，则

(1)C(x：yi)=c，；

，玑，玑，始，勘=≠=≠

名

名

：

Z．1-1．：

ll

lf壬，≠
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(2)16^f(《)I≥1；

(3)Qn6村(《)=≯

设Ⅳc(g：)为Yi的一个满足zl∈^卜(Fi)的最大色邻域．记Ⅳ。(y1)=P1U

B(只n P2=≯)，其中G(口：，R)n(C(M一尬)U{c1})=≯，c(甜，恳)∈C(M一

尬)U{c1}．设砰=Bn(y(蚴)＼{p·))，l矸l=Pl，并记砰=只＼科．显然，

IP2I≤t—f+1． ．

设Ⅳ。(zi)为z：的一个满足Yl∈N。(zi)的最大色邻域．记Ⅳ。(￡i)=P3 U

只(Bn只=咖)，其中G($i，马)n(C(M一蚴)U{cl’)=毋，G(￡i，I"4)∈C(M一

尬)U{c1}．设露=马n(y(舰)＼fz，))，1日J=Pa，并记瑶一尼＼砖．显然
IP4I≤t—l+1．

根据墨和弘(1≤i≤2)的对称性。我们不妨假设曙={￡k。(巩，=z1)，钆，⋯，卫‰}，

记砰’={如，⋯乇，}．同样地，假设日={协，(胁，=F-)，％，⋯，％'，记
碍’={眩，⋯如)．首先，我们假设矸’，日’≠≯．

事实2．16M(瓒’)l≥pl一1，16M(瑶，)I≥pa一1．

证明．若陋M(矸’)I<m一1，则∥=Mutz毛％，⋯，岔≈。‰，卜{z乜％，⋯，￡b。％。)
是一个彩色匹配，满足IM’I=t并且IbM，I 2 IbMI+pl一1一IbM(矸’)I>Ib．1，

与M的选法矛盾．故16Jlf(研’)I≥pl一1．同样地，我们能得到IbM聪’)I≥船一1．_

不失—般性，我们假设bM(研’)={q+1，cl+2，⋯，q+∞)．记y(^‰)={∞l¨，zI+2，⋯，￡l+m)u

f鼽+1，鲫+2I．一，鼽+m)．同样地。假设bM(P：}’)={龟。，q2，⋯，Gh}．记y(M。)=

{zi，，％，⋯，z砜'u{玑l，轨2，⋯，‰)．

事实3．若玩，五都同顶点口∈y(‰)uy(％)相邻，则G(∥：口)∈C(M-M‘)U
{cl}或者G(薪")∈c(u—M)U{c1}．

证明．反证法．否则，衍，zi都同顶点”∈y(^‰)uy(^‰)相邻，并且G(wi)，c(∥z：)碧
C(M—M)U{c1}．不失--e@，我们假设口=戤，∈y(^‰)．因为臼l∈bM(碍’)，

进一步，我们假设Q，∈6jlf(眩)．根据％(吐)的定义，存在边珐=∈E(G—Vk)，
使得c(彰。z)=cf，．我们分以下三种情况讨论．



∥：雠熟巍等荔P戮‰蛐m．∥。1：艺兹：豸劣_芝等嚣’琵豢瓢矧刖鼬‘

∥：燃菝懑=枷,x如yj--[Zhy：，糍氅鲫泓．∥：{Mu协。$j，如；，哆协”， “。2’：：：：；j’2曼j sl且j≠如．
I A4 u{誓‘。矗，弓协，如：}一t2u弘t，≈协，

。。“14” ⋯

∥；浮懑三翰’嚣巍薯笔J2壹,t， l Mu(工；。矾，如z，‘协：)一tAt掘-，句27’二?嚣：：：’2<j≤l，j≠j：，且z
∥2’耐u{矗；F：，奶菇，如z)一{。h啦t，嘞辨：：：1羔：：三：2：j曼l，j≠ 且z

M!：2乏竺二塞茹≮得i嚣冀二耨一
以上三种情况，我们都得到彩色匹配^f便碍Ⅲl

7 b””1”

为了简便，我们记y7--v(Af—A矗)

嚣嚣鬈默嗌嚣黥箫譬誓描鬻
∥；僦撼m吨鲫，搿§娜t．耐。1 Mu{正z，弓蛳}一{奶鲫)G【玑。)5q≯3’3“

M，二{MMuut{妻耋≈虻，一。奶协，暑骸暑兰Qc／；,2一≤，≤z．M。。1 Ⅳi：，为虻l一{奶协’c(可1。)5
3’≥“
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以上两种情况，我们都得到了彩色M’，满足IM’l>t，得到矛盾．所以砰￡

y’u{Yt)．同样地，我们有碍￡V’u{Xl}成立．-

由事实3和4，我们得到

砰nV’l+l碍nV’I ≤2W'l—IM岛I—IM矗

≤4(t_2)一沈一P4·

另一方面，I砰nV'l≥k—lBl—l矸I—l砰n_(Yl}l≥k一(t一2+1)一pt一1，

I露l≥％一IF,I—I喏n{。1)I 2 k-t+l-p3-2．又因为t≤『百5k-31—1，f≥字-t，
所以

J砰ny’l+f碍n∥I一【40一f)一P2一P4】

≥2k一2t+2：一pl—p3—4—4t+4l+n+P3—2

≥2七一6t一6j一6

≥5七一12t一3

>0．

得到矛盾．若日’=≯或焉7=九容易验证上述两个不等式同样成立，同样得到
矛盾．

所以我们有I岛I≥2，从而完成了断言3的证明．一

取叫1，'t02∈岛．设Ⅳ。("1)为眦的一个最大色邻域．假设Ⅳ。("1)=五U

乃(n n乃=毋)，其中C(wl，孔)nC(M—M)=毋，C(wl，T2)S C(M一脱)．记

矸=毋ny(Mz)，I矸I=tl，砰=孔＼砰．显然，IT2I≤t—f．

同样地，假设N。(w2)为地的—个最大色邻域．记N。(地)=BUT4(砖nT4=

≯)，其中c(她，T3)NC(M-脑)=咖，C(w2，T4)￡G(M—M)．记露=乃ny(M)，

I露I=t2，碍=乃＼露．显然，IT4I≤t—f．

断言4．若存在顶点口∈y(M)与叫∞∈{t￡，，，地))相邻，并且C(wv)聋
c(M一尬)，不失一般性，设"=墨(1≤i≤z)，则C(wxl)=c：．
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证明．否则，假设e(啦)譬G(M—Jl西)，并且C(wz,)≠‘，令

儿㈣盏黧i慧蚺鲫，慧饕吲C(w虬z3=例q；．
则M’是--4．7ff t+1条边的彩色匹配，得到矛盾．一

断言5．砰￡V(M—M)，碍∈V(M一蚴)．

证明．若砰￡V(M—M1)不成立，则存在101Z使得e∞1：)隹C(M—A毛)，其中

z∈砰，2芒V(M一舰)．因为霹=五＼矸，所以纠!V(MO．

情形J．o∈v(a一‰一圪)．令

∥={MMuu{{柚w，1：z}，《协}一{巧蛳)善‘(叫wll2z’)隹=ccj矗,1≤J≤z．
情形2 o∈VL．不失一般性，假设z=西，令

M’={Z：{：：：)q彰，一。巧协，善{：：豸兰兽：。s，≤。．
以上两种情况，我们都得到一个彩色匹配M’满足fM，}>t，得到矛盾．■

因为lN。(”1)I=I乃l+l乃l≥≈，所以I砰I≥k一阢l—l砰I≥k一(t—z)一t1

同样地，I碍I≥≈一(t—1)一t2．
故

孵I+I霹l_Sv’I

≥2k一2t十21一tl一￡2—2(t—z)

≥2k一4t+4f—tl—t2

2 21+1．

因此，存在边xoyo∈E(M一舰)，其中知∈砰，Yo∈碍并且C(tul2"0)簪
auct．我们知道e(铆卸)，e(Ⅱ堙鲫)聋C(M—M)．

若C(w2如)∈a，设c(忱!Jo)=cf，1≤i≤f．则M’=MU{wlzo，w2yD，毛越卜
{xiYi，xoyo}是一个彩色匹配且IM’l>t，得到矛盾．
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若C(w2yo)簪a且C(w2yo)≠G(w1铷)，令∥=Mu w,xo，tc，2珈卜一{知蜘)．

M’是一个彩色匹配且I肘’|>t，得到矛盾．

若C(w2yo)=G(叫1xo)，我们得到了一个交错3-路A％="2YoZowl，其中

C(w2yo)=C(wlxo)圣e(A力Uck xeyo∈E(M一^磊)，甜l，"2∈v(c—l么)．因此

G中顶点不相交的两两不同的A尸h的数目至少为f+1，得到矛盾．

定理2．2．5证毕．●

2．4定理2．2．8，2。2．9的证明

定理2．2．8的证明

首先我们给出几个定义．设M是G的一个彩色匹配，记bM={c：c∈C(M)

并且存在边e∈E(a—Vk)满足c(e)=c}，令x^fUYM表示关联于肘中的边的

顶点集合，其中XM∈X，，0∈Y．

对于彩色匹配M，凰G的一个交错4-圈ACM，是一个圈xyZ'y'z使得

C(zy)=c(z’口’)，C(zy7)=C(x'y)薯G(^，)，其中zy∈E(肘’)，一y7∈E(G—Ik)．
现在我们给出定理2．2．8的证明．反证法．假设结论不成立。我们选择彩色匹

配M满足·

(R1)IMI=t最大；

(昆)在满足(th)的情况下，I‰I最大．

根据假设。t<警．假设图G的顶点不相交的ACM的最大个数为{1．显然
0≤11 s t．若zl≥1，假设第t个交错垂圈Ac％=如弘≈r觚s2,以，C(xy)=c(《截)=

cf∈G(肘’)，c(瓤《)=G(z：佻)=c，簪c(^f)，其中xy∈E(M)，《∈X—XM，《∈
y一‰．
记

汔。={墨，。：，⋯，五。}，圪；={F0荔，⋯，畦}，
xM，={Xl，砚，⋯，却l}∈XM，

‰．={Ⅳ1，耽，⋯，Yl。)￡％，

其中{xlyl，x2y2，⋯，司。驰，)=E(尬，)∈E(^f)．
下面我们定义一个。繁殖’过程．
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对于i≥1，若存在边xly‘∈E(M一^五。“一1)使得一同∥相邻，矿同一相

邻，且c(一，)=c(矿F‘)，其中∥∈X—XM一施。+i一1，Yo∈Y—y¨一圪，+¨；
并且，若c(∥矿’)∈C(M)，则G(∥Yo)∈e(M。“一1)，若c(∥矿)∈G(M)，则

C(xoy‘)∈c(Mt，州一I)；则我们进行如下的第{次繁殖(第i步)．

记cll+t=c(一Y‘)，霸I“=一，肌l“=Y‘，z：I+t=Xi’，“I“=矿．并且令

x肺，+t=xM州～l u{礼l“)，】缸l+t=’锄l+。一l u{虮1+t}，兢l“=XLl+i一1 u{z。)，
圪I+{=圪I扣lu{矿}，蚴l“=Ml+i-1u{x11+观“)．
我们假设经过k步后，綮殖过程停止．令{=zl+≈，记XL=XL，+k，圪=yL。+女，

‰n=弛m，YrⅣl=t砬m．并记a={ct．c2，⋯，cf}，CL={c：c∈c(A％)并
且c车西，1≤{≤f}．显然C(M)一c(J；I磊)=C(M一尬)．假设}CLf=f，．

断言1．I，≤z．

证明．在第{(i≥1)步繁殖过程中，我们有G(z‘∥)∈G(M)或者CCzi’∥)∈

G(肘)．否则。若c(∥矿’)≠G(∥’F‘)，则M1=MU{xiyi’，∥矿)'一{z‘扩)是一个含

有至少IMI+1条边的彩色匹配。得到矛盾．若C(xiy‘7)=e(∥扩)，则∥g‘z。g‘’∥

是一个A％，因此G中的顶点不相交的ACM的个数至少为f1+1，得到矛盾．故
r≤2，一

记St=X—xM—XL，S。=Y—YM—Yk

断言2．

(2．1)对任意顶点％∈最，若存在边％魄使得G(‰啪簪c(肼一蚴)，则嘶∈
I'M—yⅣJ；

(2．2)对任意顶点F∈品，若存在边xy使得C(zy)譬C(M-M1)，则z E XM—x№．

证明．根据对称性，我们只证明(2．1)．反证法．否则，存在边％％使得G(％1～)簪

C(M—M)，其中如∈＆，％簪，知一’％．我们分以下几种情况讨论。每种情况我

们都得到一个边数多于}^，I的彩色匹配， 从而得到矛盾．

情形J．c(如％)聋G(M)．令

吻∈Y一‰；
％=挑，1≤t≤f，}玑Z■

凹

，t，玑，≯吻吨％如r{●，t

U

U吖M
，Il，‘l_L

=膨
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情形2 e(％唧)∈q并且％簪’缸．设C(v=vv)=cI，1≤i≤f．若G(《玑)芒

c(M)，则M1=Mu{％嘶，z：玑}一{≈玑}．否则，根据繁殖规则，我们有e(《玑)=

勺，，其中Jl<i．若c(《，鲫。)隹e(M)，则令M1=Mu{％嘶，《雏，即。％)一
{xiyl，≈。协，)．否则，我们有e(弓。协。)=％，其中J2<J1．接着考虑G(毛％)，⋯．
最后，我们能找到靠(1≤靠<靠一1<⋯<J1<i)使得c(￡幺‰)聋G(M)，则令
M1=Mu{％％，磊矾，弓。协，，⋯，弓-一。珊。-l’弓。驺^)一{≈矾，呀。5h，⋯，‰M“)．
情形只c(％吻)∈a并且唧∈YM,．设吻i协，1≤J≤f．令∥=
M U{$；鲫’)一{巧协)，用情形2中的同样的方法，我们能得到彩色匹配M1，所含
边数大于IMl．一

若％＼Q≠≯，不失一般性，我们假设％＼a=(Q+l’c4+2'⋯，cl+d}；进一

步，我们假设G0l+t舶卅)=日+I’1≤i≤d．记x地={zl+i，司+2，⋯，购+d}，

Yk={鼽+1，铆+2，⋯，肌+d)，^白={zl+l挑+l，·一，却+d肌+d)．

断言3．若存在边％弘使得G(％执)隹C(M—M)，其中％∈＆，玑∈Y钆，则

(3．1)E(a—l，k)中具有颜色q的边都关联于顶点％；

(3．2)若存在边Xit／y，其中％∈S，则D‰％)∈C(M一尬)．

证明．因为玑∈，钆，根据，钆的定义，存在边e∈E(a一‰)使得C(e)=G‰雏)．
若e不关联于顶点％，我们分如下两种情况讨论．

情形1．G(％矾)聋c(M)．令M1=Mu{e，％肌}一{≈玑)，则M1是—个彩色

匹配且IMlI>fMI，得到矛盾．

情形幺G(％雏)∈a．假设e(％％)=白，1≤J≤1．用断言2中同样

的方法，我们找到A使得c(％彰。)(或者G(嚷‰))聋e(M)，并令M1=Mu
{e，v=yi，弓鲫(或％彰)，弓，协。(或％。谚。)，⋯，弓。鲈缸(或勺。虢)卜{墨弘，巧始，≈，鲫。，⋯，町。!I：“】
这里若e关联于《，则我们选择％F，r，其中0≤r≤k，J0=J．所以，我们得到
彩色匹配M1满足IMlI>lMJ+1，得到矛盾，从而完成了(3．1)的证明．

对于(3．2)，若结论不成立，则c‰％)崔C(M—M)．同样地。E(a—Vk)中

具有颜色G瓴纨)的边都关联于顶点％．故G他％)=e阮玑)．

若G(戤Ⅶ)，e(％玑)隹C(M)且C(zlvv)≠G(％执)，则M1=Mu{z鳓，％挑卜
{≈肌}是一个彩色匹配且IMlI>JMI，得到矛盾．

若e(戤唧)，C(％弘)隹C(M)且c(以％)=G(％挑)，则xiyiv=％xi是—卟ACM．



山东大学，法国巴黎南大学(巴黎1l大)博士学位论文

故G中的顶点不相交的A∞的个数至少为ci+1，矛盾．
因此，我们有c(z，％)∈a并且e(％玑)甓cf(肘)，或者e(％玑)∈a并且

C(xlv口)g e(肼)，或者c(矗％)，e(也骗)∈el，则我们可以继续进行我们的繁殖过

程，从而得到矛盾． (3．2)证毕．-

令YMa．={”：tI∈YMd，存在顶点％∈＆同口相邻且C(v．v)聋C(M一蚴))，

记J’钆，l=d1．设为，，=扣：u∈＆，存在顶点％∈’砘同"相邻且C(vv．)簪
C(M—M)}，l％．，I=dl‘．根据断言3，dl‘≤d1．
对于顶点v∈V(G-1，k)，令bM。(V)={c：c∈G(肘j)，存在边e∈E(G-’，h)

关联于t，使得e(e)=c}．对于H￡v(G—Vk)，记6地(M)={6忱(u)：口∈H)．

令y，表示满足6地∥)=bMa(S)，且y∈S的具有最少顶点数的集合y．显

然，ly’l≤杰记Y”=Y一场一圪一y’。
令Ⅳ。(y”)是y”的—个最大色邻域，并设|Ⅳ。(∥)=xPu)白(XvnXe=妒)，

其中G(r”，Xv)n(C(M)ucl)=妒，c(Y”，)∞)∈C(M)U既．显然，I．kI s t+l’，

因此IXvI 2 lY”l—IXQl≥n—t—l—d一(￡+l’)≥n一2￡一2l—d．

令^r?(＆)为品的一个最大色邻域．设N。(岛)=场U％(yPn％=qI)，其
中G(&，斥)nC(M一尬)=以c(岛，％)∈C(M一尬)．显然f％f S t—t故

Iyjl≥lS；I—Iy。l≥71．一t—f—O—1)≥n一2t．

断言4．dl≥2n一5t—l

证明．根据断言2，我们有Xp≤xM—XM,，硌∈’k—l乱．根据y『，的定义和

断言3，有Xvnx帆=毋．因此郑∈Xu—x柚一x地。由断言3和Y砒，的定
义，我们得到硌n(‰＼‰，)=妒．因此，昂∈‰一‰～(‰＼‰，)．
若l郑l+}昂l>Iyh—Y施一(Y耽＼’钇，)l，则存在边巧鲫∈E(M一脱一Md)
使得巧∈Xv，的∈Yp。根据定义，存在边巧码，％骆使得e(巧唧)垂G(∽u眈，
c(如协)譬C(M一^五)，其中％∈最，蜥∈y“．

若C(v，yj)∈Q，设G(tk驺)=q(1 Si≤f)．用断言2中的证明方法，我们能

找到且使得c(够“虻。)簪G(M)，并令M1=Mu{zjvy，％鲫，。氲，‘。％，⋯，，弓。蜥。}一
{％蜥，xiYi，≈，协l'．一，％％)．则M1是一个彩色匹配满足lMlI>lMI，得到矛盾

若c(％协)譬a，并且c(％蜥)≠G(q％)，则M1=MU{％协，qq}一{勺协)

是一个有IMI+1条边的彩色匹配，得到矛盾．
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所以我们有G池始)=G(巧嘶)，则M1=M U{巧％)一{xjyj}是—个彩色匹

配，并且lMlI=IMl，lbM-I>}bMI，与M的选法矛盾．

故IXpI+I硌I≤I‰一M饥一(YM。＼YM,。)l，进而n一2t一2l—d+行一2t≤
t—f一(d—d1)，即dl≥2n一5t—j．一

断言5．I％一M饥一YMdI≥n一2t—dl

证明．根据断言2，有嘭∈，缸一’％．由断言3和《的定义，我们得到

嵋nM嘞=妒．所以嵋∈，k—M峨一YMd，因此I场一y如一h缸I≥l瑶I≥n一25--d1．
■

‘

现在我们得到

t≥I％一‰一‰I+I‰I+l‰
≥竹一2t一西+d+f

≥n一2t+2n一5t—f+f

≥3n一7t．

故￡≥警，得到矛盾．定理2．2．8证毕．-

定理2．2．9的证明．

首先，我们给出几个概念．一个超图日=(K E)由有限的点集合y和超边集

合E组成。一条超边就是V的—个子集合．若超图的每条边都含r个顶点，则我们

称之为r-—致超图．—个r-一致超图日，若日的顶点集合能够划分成H，⋯，％

使得每条超边都恰好包含每个K中的一个点，我们称该r_一致超图是r．部的．

超图的—个匹配是指它的不相交的超边的集合．超图日的匹配数，p(Ⅳ)，是

指超图日的最大匹配中超边的个数．

超图日的—个覆盖，是V(H)的—个子集合，满足和每条超边都相交．日的

覆盖数，r(日)，是指日的最小覆盖的顶点个数．显然，对任意超图都有r≥p．对

于r-一致超图，有r≥rp，因为—个最大匹配的并就构成了一个覆盖．

ayser给出了下面的猜想．
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猜想2．4．1(Ryscr)任意一个r．都r_一致超图(r>1)，都有r≤(r一1)玑

上述猜想，出现在Ry8口的学生Henderson的博士论文中．对于r=3的情

况，上述猜想被广泛研究，依次得到如下结果；r≤等p【52】，f≤{Vf80j，r s{pf82}
后来，Aharoni【1】证明了上述猜想对r=3时成立，得到如下结果．

引理2．4．2(Aharoni【1])对于孓部孓一致超图。有r≤2v成立．

现在我们给出定理2．2．9的证明．设G满足定理2．2．9条件的一个边染色图．

我们用如下的方法构造一个3-部3_一致超图H．令K=X，％=Y，K=e(G)．

e={为Y，c'∈E(日)，当且仅当在图G中。g∈x，Y∈Y并且C(xy)=c．显然。

超图H的一个匹配对应着G的—个彩色匹配．设M是G的一个最大彩色匹配。

则lMI=v(何)．

若r(劈)≥lXI不成立，设D=DtUD2UD3；是H的—个覆盖且JDI≤JXJ-1，

其中D1∈Ⅵ，D2∈％，D3∈v3．在图G中考虑集合F=x＼Dl，则存在F的色

邻域Ⅳ。(F)使得lN‘(F)I≥lFI=IXI—l D1|．因此。在超图日中，存在一个超边

的集合最使得}日l≥IFI，且满足。

(0对任意超边e={写，Y，c)∈兢，都有互∈F；

(n)‘对任意两条超边e=扛，Y，c}，一；(茁。，g’，cJ}，有Y≠Y’，c≠d成立．

由(i)，我们得到Dl与妨中的所有超边都不相交．又因为D=DIUD2UD3是

H的一个覆盖，所以D2UD3与E1中的每一条超边都相交．根据(ii)和D2NDs=咖，

我们得到ID2l+lD3l≥l E1l≥lFI=Ixl一IDll．故lDll+lD2l+ID31≥1x1，得到

矛盾，所以有t(∽≥lXl成立．根据引理2．4．2，Ⅸf_7-(Ⅳ)S 2∥(Ⅳ)=eIMI．因

此IMl≥】掣，定理2．2．9证毕．■
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第三章边染色图中的彩色圈

在本章，我们考虑了边染色图中的彩色圈问题．在3．1节中，我们首先介绍了

一些概念和关于彩色圈的已有的一些结果．在3．2节，我们给出了本章的主要结果

和几个相关的猜想．主要结果的证明，我们在3．3节和3．4节中给出．

3．1 介绍

设G=(KE)是一个图．图G的一个边染色就是一个函数D：E—N(N

是非负整数集合)．若G被赋予染色a则称G为一个边染色图．令O(e)表示边

e∈E的颜色。CN(v)表示顶点"所关联的边所染的颜色的集合．对于图G的

一个子图日，令CCH)={e(e)：e∈E(日)}，c(日)=fCCH)I．

边染色图中的—个圈，若它的任意两条边都染不同的颜色，则称之为彩色圈．

对于正整数z U≥3)，令日a表示长度为z的彩色圈． Broersma，Li，Woe舀ngw

和Zhang【18l研究了彩色圈的存在性，得到了如下结果．

定理3．1．1(Broersma等f18】)设G是顶点个数为n的边染色图。若c(G)≥n，则

G有长度至少为呈!【n--堡11的彩色圈．

定理3．1．2(Broersma等【18】)设G是顶点个数为n的边染色图，n≥4．若对任

意一对顶点u，口都有ICN(u)UGⅣ(")I 2 n一1成立，则G含有—个日G或者

食奄—个Hct．

3．2主要结果

首先，我们给出几个概念．对于顶点口∈矿(G)，"的一个色邻域是集合T，

r∈Ⅳ(")，使得连接"和T中的点组成的边所染的颜色两两不同．我们用c(v，T)

表示连接"和丁中的顶点的边所染的染色的集合．顶点"的—个最大色邻域Jv。(")
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是u的一个顶点个数最多的色邻域．令d。(")=IN。(”)I，并称之为”的色度，显然

dc(")=lCN(v)I．

我们感兴趣是彩色圈存在的Dirac类型的条件(也就是最小色度条件)，尤其是

对于最短彩色圈和最长彩色圈．

我们首先研究了一下彩色圈的存在性．在定理3．1．1中，若c(v)≥仉则G存

在—个彩色的圈．在色度条件下，我们得到了下面的结果．

定理3．2．1设G是—个顶点个数为n的边染色图，n≥3．若对任意顶点口，都有

铲(")≥学成立，则G含有一个彩色圈．

并且，我们得到了关于边染色图中存在日岛或HC4的色度条件．

定理3．2．2设G是一个顶点个数为n的边染色图，n≥3．若对任意顶点"，都有

dc(")≥(竽一l加+3一竿成立。则G或者有一令He3，或者有一个HC4．

其中叁乒一1=0．515⋯，3一匀乒=1．488··

定理3．2．3设G是一个顶点个数为n的边染色图，fl≥3．若对任意顶点"都有

彦(”)≥呜竽孔成立，则G含有一个HC3．

其中％邑=0．608⋯．我们认为定理3．2．3中的界不是紧的，并提出如下猜想．

猜想3．2．4设G是—个顶点个数为n的边染色图，竹≥3．若对任意顶点"，都有

铲(口)≥警成立，则G含有一个胃白．

下面的例子说明了上述猜想若成立，则是最好可能的．对任意偶数n，令取／2。／2

是顶点个数为住的具有正常边染色的平衡完全二部图．则对每一顶点％都有

扩(")=；，而且风，2，。，2不含H岛．

关于彩色圈的存在性，我们自然地会想到如下问题：对任意顶点个数为n的边

染色图G，确定一个尽可能小的函数，(n)，使得若对任意顶点口，都有dc(”)≥，(几)，

则G中存在一个彩色圈．接下来的两个命题说明了，(n)肯定要大于l092m
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命题3．2．5对任意正整数k，都存在一个顶点个数为n=2‘的边染色二部图B

使得对任意顶点"，都有dc(口)=后=l092n，并且B不含彩色圈．

我们递归地构造下面的例子来证明命题3．2．5．令G1是一条边e，并且G(e)=

1．给定＆，i≥1，我们构造Q+1．首先令《为q的一个复制．对于G中的每

一个顶点让，连接u0，其中√是让在G：中的复制，并将新增加的边的颜色染为
i+1．

则B=Gi是顶点个数为n=∥的边染色二部图，并且对任意顶点口，都有

dc(")=t=l092n．显然B不含任何彩色圈．

命题3．2．6对任意正整数k，都存在—个顶点个数为n=2‘的边染色完全图Ⅳ

使得对任意顶点t，，都有扩(口)=k=l092n，K不含彩色圈．

：我们的构造方法和前面的例子稍微不同．令G；为一条边e构成的图，并且

c(e)=1．给定Gt，t≥1，我们用如下方法构造图G苒1．令G．．为G的一个复

制．对任意两点tI∈y(G：)，∥∈y(G’)，增加新边mI’，并令C(uu')={+1．

则K=回是顶点个数为n=2‘的边染色完全图，并且对任意顶点"，都有

dc(口)=t=l092仉显然K不含彩色圈．

关于长彩色圈，我们得到了如下结果．

定理3．2．7设G是—个顶点个数为n的边染色图，n≥8．若对任意顶点"，都有

dc(口)≥d≥警+1成立，则G含有一个彩色圈HQ，其中z≥d一警+2．

3．3定理3．2．1，3．2．2和3．2．3的证明

首先我们给出一些预备知识．Caccetta和H耗gI【vist C19】曾提出如下猜想

猜想3．3．1(Caccetta和Hiiggkvist[a9])任意—个顶点个数为m最小出度为r的

有向图D，都含有一个长度至多为『罟1的有向圈．

上述猜想的一个非常有趣的特殊情况仍然没有被解决，任意一个顶点个数为
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m最小出度至少为等的有向图，都含有一个有向的三角形．为了证明这个猜想，

我们寻找尽可能小的实数Q，使得任意顶点个数为m最小出度至少为am的有向

图，都含有一个有向三角形．Caccctta和Hiiggkvist证明了Q≤气乒=0．3819⋯．
Bondy[t41改进到／1"≤2噜=曼=0．3797⋯．Shen f76】得到了如下结果．

引理3．3．2(Shen【76】)若o=3一忻=0．3542⋯，则顶点个数为m最小出度至
少为am的任意有向图，都含有一个有向的三角形．．

下面，我们给出～个简单的结果，我们在定理的证明中要用到．

引理3,3．3最小出度至少为1的简单有向图，都含有—个有向圈

定理3．2．3的证明

反证法．假设G是一个顶点个数为n的边染色图，对任意顶点u，都有dc(”)≥

每}m且G不含彩色三角形．设u是G的任意顶点，^rc(")是"的一个最大色
邻域．假设T=N。(p)=(vl，也，⋯，％)，其中≈=dc(口)．因为G不含彩色三角

形，若e=饥％∈曰(G【卅)，1≤t，J≤k，则G(e)="吨或e(e)=tI％．

按照如下规则对图G怛1进行定向；对于边e=仉吩，若e(e)="佻，则饥％

的定向为从吩指向瓴；否则钆叼的定向为从让指向叼．经过定向后所得到的有

向图记为D．对于任意顶点让∈y(D)，令Ⅳ去(“)表示tl在D中的出邻域，记

d刍(u)=lNo+O,)1．

断言1．设q白2 3)是一正整数．若D中存在一个有向圈荔，则q是G中的
一个彩色圈．

证明．不失一般性，我们假设D中的有向圈为萄：m一忱一⋯一1k—n．
由前面的定向规则，我们知道，对于1≤i≤g一1，有e(仇t“1)=C(vvi+1)且

C(vqvl)=G(um)．因为T=Ⅳ。(口)是u的一个最大色邻域，所以若i≠J则

C(D‰)≠e扣吩)．故G是G中的一个彩色圈．一

因为G不含彩色三角形，根据断言1，D不含有向三角形．根据引理3．3．2，



山东大学，法国巴黎南大学(巴黎11大)博士学位论文

D中存在顶点让使得d+m)<aV(D)=odc(")，其中Ot=3一、／7．令Go=

GF U{")】，Ⅳ50m)表示Gb中忱的一个最大色邻域．根据前面的定向规则，

IArgo(仇)I=INE C仇)I+㈧=ld十(优)l+1<ad。(v)+1．设Ⅳ。m)是饥在G中的

一个最大色邻域．则lN。妇)＼口u如1)i 2∥慨)一l镌慨)l>拶@)一ad'(v卜1．
因此

届．1

n≥lⅣc(忱)＼(Tuf"”I+ITI+Ivl>d。(佻)+(1一a)铲(")≥(2一口)!』；尝n=n．

得到矛盾，定理3．2．3证毕．■

定理3．2．1的证明

我们运用和定理3．2．3的证明中相同的技巧．反证法．若结论不成立，令G是

一个边染色图，对任意顶点口都满足俨(口)≥2掣，且G不含彩色圈．设口是G的

任意顶点，Ⅳ。(”)为”的—个最大色邻域．因为G不含彩色圈，根据前面同样的

定向规则，我们得到一个有向图D0．同样地。我们得出玩不含有向圈．

根据引理3．3，3，Do中存在顶点吩，使得曦(％)=0．设Ⅳ。(％)是％在G中
的一个最大色邻域，则IN。(％)＼(T U{"))I≥扩(吩)一1．因此

们上1

n≥IN‘(码)＼(TUf秽))I+lTI+I训≥铲(吩)～I+dcp)+1≥2(二：—÷二)=n+1．
‘

得出矛盾，定理3．2．1证毕．●

定理3．2．2的证明

反证法．假设G是边染色图，对任意顶点口都有dc(u)2(竿一1)n+3一竿，
且G不含日巴也不含凹Q．

对G中的任意一条边“虬我们用Ⅳf(u)，^rf(w)分别表示t‘，”的满足下面条件

的最大色邻域；口∈^誓(n)，“∈^『f(u)并且l^警(u)U^『}(u)I最大．令Ⅳc(tl，口)表

示Ⅳf(u)uⅣf(")．我们选择边ut，∈E(G)使得lⅣ。(钍，口)I最大．

假设^rf(“)={％Ⅱ1，砌，⋯，‰)，^rf(口)＼^rf(¨)={社，111，v2，⋯，仇}，其中s=

dc(t‘)一1．令X={Ⅱ1，⋯，‰，口1，⋯，仇)，则IⅣ。(t‘，口)J=s+t+2．考虑图G【x】，

我们有下面的断言．
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断言1．若eEE(GⅨ】)，下面结论成立t

(i)若e=uiul(1≤{；J≤s)，则c(e)∈{G(tl啦)，G(t‘q)}；

(ii)若e=地％(1≤i，j≤￡)，则e(e)∈{e(u％)，e(”屿))；

(in)若e=％吩(1 S{≤8，1≤J≤D且C(uth)≠G(”％)，贝0 D(e)∈

{G(“m)，c(”0)，(了(m，))．

证明．若(i)或(ii)不成立，则我们得到一个Ⅳa，得到矛盾。故(i)和(ii)成立．

若(iii)不成立，则存在边e=撕q(1≤lS 8，1≤J≤t)使得C(uui)≠c(vvi)

且c(e)芒{c(uu3，c("嘶)，G(u口))．因为口．眦∈Ⅳf(u)，故C(um)≠D(仙u)．同

样地，我们得出c(vvJ)≠c(uv)．因此我们得劲一个HC4=uvviufu，得到矛盾．一

接下来，我们用如下的方法构造有向图。

(1)在图GⅨ】中，进行如下删除操作t若c(e)=C(uv)或者C(um)=c(u吩)，

其中1≤i S 8，1 S J≤t，则删除边e=仇％．删除操作完成后，所得到的图记为

GlⅨ】．

(2)给出图G1Ⅸ】的一个定向，对边xy∈E(G-【x】)，若C(xy)=C(uy)或

者C(zy)=C(vy)，则zg的定向为从霉刭“否则根据断言l，C(zy)=C(ux)或

C(zy)=C(vx)，则z!，的定向为从Ⅳ到￡．

定向操作完成后，所得到的有向图记为DI．对于点叫∈y(D1)，令^唛(")表

示叫在Dl中的出邻域。并令d+。∞)=INL(”)|．记Go=v[xu{“，”}】．

断言2．若D，中存在有向三角形兹，则岛是G中的一个彩色三角形

证明．假设荔：z—Y一：一z是Dl中的有向三角形．若z，Ⅳ，：∈gf托)，根据

定向规则，有C(zu)=c(ny)，C(yz)=C(uz)且c(zz)=e(扯z)．根据Ⅳf(t‘)的

定义，我们知道C(珏z)，C(叼)，C(uz)是两两不同的．因此，C3=xyzz是G中

的彩色三角形．同理，若善，g，。∈—峨(”)＼册(u)，则G也是G中的一个彩色三角
形．

因此，不失一般性，我们假设2，Ⅳ∈^f(u)且。∈M(口)＼^鼍(t‘)．由前面的定

向规则，我们有C(xy)=D(乱y)，C(yz)=G(口z)，且C(zx)=c(uz)．根据Ⅳf(u)

的定义和断言l(in)，G(uz)，C(uy)和C(vz)是两两不同的，故仍是G中的一个

彩色三角形．■
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令口=3一、，厅．根据断言2，Dl中不存在有向三角形．根据引理3．3．2，Dl

中存在顶点Ⅲ使得站。(")<aly(D1)f=a如+t)=o(dc(u)+t一1)．不妨假设

叫∈Ⅳf(Ⅱ)．令^‰(”)表示W在Gb中的—个最大色邻域．在删除操作中，至多

有两条关联叫的边被删除．故INbo(”)l≤Iu+,Cw)l+Ivl(或luI)+2=d刍。∞)+3．
令』v。(埘)表示tt，在G中的一个最大色邻域．因此

Ⅳ。(伽)＼(xutu，口))I≥扩(叫)一I』V＆(叫)I>dc(叫)一Q(扩(¨)+￡一1)一3

若dc(")一n(dc(u)+t—1)一3>t，考虑边t舢．我们有

Ⅳ。(t‘，tt，)I -2_I{札l，地，⋯，u。)u{"，f+IN。(脚)＼(．xU{％钿))I+It‘I

>s+t+2

=INo(u，")I，

与边一的选法矛盾．

所以我们有dc(tl，)一o(dc(u)+t—1)一3st，则t≥掣一垡l+盟at+舞．因此

为

心 _-2一IXl+It‘I+l叫+IⅣ。(叫)＼(．Yu{t‘，"})I

>dc(")+t一1+2+扩(删)一a(d。(让)+t一1)～3

冲刊卿)+m)”刊(裂一鬻+a．+-。3)+Q一2
≥1．十-。O‘det卅熹饰)+筹．
因为对G中的任意顶点％都有铲(”)≥(学一1m+3一竿．故上述不等式

n>垫l+a rr"堂7一，)n+3-竿J+筹独
得出矛盾，定理3．2．2证毕

3．4定理3．2．7的证明

40
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反证法．因为对任意顶点口，都有dc(u)≥孕+1>出2，由定理3．2．1，G存在
一个彩色圈．我们取最长的彩色圈Hq长度为1．若结论不成立，则l<d一警+2．

此时有d>孕+1．

任取边xy∈E(Ha)．令Ⅳ。(z)，Ⅳ。(可)分别为z，y的最大色邻域．我们选择

集合￡使得

(凰)＆∈N。(o)＼y(HQ)；

(jb)对任意顶点u∈S，C(xv)车C(Ha)；

(岛)在满足(R，)，(岛)的情况下，I最f最大．

同样地，选择岛满足

(研)岛∈Ne(y)＼V(HCt)；

(磁)对任意顶点"∈S，C(yv)隹C(Hq)；
(磁)在满足(磁)，(磁)的情况下，}Sf最大．

令P=足n岛，p=lPl．我们有下面的断言．

断言1．P≥2d—n+6—31>0

证明．显然f&I 2庐(z)一j一(1—3)2 d+3—21．同样地。fSi≥d+3—21．则

P≥I&l+I岛I一(n—z)2 2d一竹+6—31>0．_

断言2．若缸∈P，则C(ux)=C(uy)

证明．否则，若C(ux)≠C(uy)，因为G(“z)，C(uy)叠C(HCO，则我们能得到彩
色圈Hqt3 xu，让Ⅳ，＼{zⅣ}，长度为f+1，得到矛盾．■

断言3．若删∈E(G【P])，则C(uv)∈{G(u$)，e(叼)，C(HCt)＼C(xy)}

证明．若伽∈E(G【P】)，根据断言2，C(ux)=C(uy)且C(vx)=cO,y)．显
然， G(衄)≠GpⅣ)．若e(”")聋(G(“z)，c(t，9)，G(Ⅳa)＼e(聊)}，我们得到彩色

圈SCzU xu，“口，叼}＼{zg)，长度为f+2，得到矛盾．一

用如下的方法构造有向图．

(1)在图c[P】中，做如下删除操作：若边“口满足C(uv)∈C(Ha)＼c(z9)，

41
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则删除Ⅱ"．删除操作完成后，所得到的图记为Gl[P]．

(2)对G1【P】进行定向t对边伽∈E(Gl【P】)，若C(uv)=c(z“)，则tt,V的定

向从"指向u；否则，根据断言3，有C(uv)=c(xv)，则u口的定向为从乱指向u．

经过定向后，所得到的有向图记为D2．令啦为图D2中具有最小出度的顶

点，记噬(咖)为vo在D2中的出度．显然，d刍2(％)≤孚．令Ⅳ。(啦)为Vo在
G中的—个最大色邻域．记Ⅳ。vo)=KUKUv3UK，其中

M=和：口∈P并且C(vov)聋C(HcI))，

％一p：口∈V(Ha)并且C(vov)簪C(HCl)}，

％=如：t}∈PUV(HCl)并且c(蛳∞∈G(日a)}，

K=p：口茌PUV(Ha)}，

并且对1 s i≠J≤4，有Kn巧=≯．我们知道IKl≤d+2‰)+1 s孚+1且
1％I≤1．

断言4．JHJ+JK J墨孚+字

证明．首先，我们有lKI s譬成立．否则若IKI>孚，根据C(zvo)=C(yvo)譬
C(HCt)，则存在日a上的两个连续的顶点仉，q+l，使得G(珈地)，C(vov,+1)套

C(Hq)且C(vov,)≠C(vov,+1)．因此我们得到了一个长度为l+1的彩色圈

凹aU{砘如，tJ0t¨1)＼{执扯+l}，得到矛盾．若IMI≤‘字，则IⅥl+I％I≤孚+孚．
进一步，若IuI=2生2+1，则C0Ⅶ)∈c(tjo，虬)。又因为Ⅳ。(咖)为Vo的—个
最大色邻域，且K nK=A所以C(xvo)隹c(伽，K)．因此若lKl>字，用前面
同样的方法我们能得到—个长度为l+1的彩色圈，得到矛盾．所以有IKI≤学，

从而IⅥI+IKI≤2≠+譬．■

现在我们完成定理3．2．7的证明．因为∑：l Iv,I=dc(咖)≥d并且对于
1 s i≠j≤4有Ⅵn码=参则IKI 2 d一∑圣1Iv,I 2 d—f一学一譬．
显然睃∈y(G)＼(尸uy(日a))．所以我们有d一：一学一半s n—p—f，进而
P≤2(n—d)+z一2．根据断言1，P≥2d—n+6—31．故f≥d一警+2，得到矛
盾．定理得证．■
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第四章边染色图中的交错圈

在本章，我们讨论了边染色图中的交错圈．我们研究了几类特殊交错圈存在

的色度条件．另外。我们也考虑了边染色完全图中的长交错圈．

4．1介绍

设G=(VE)是一个图．图G的一个边染色就是一个函数C：E一Ⅳ(|Ⅳ是

非负整数集合)．若G被赋予染色G，则称G为—个边染色图．令G(e)表示边e∈E

的颜色．对于图G的一个子图Ⅳ，令e(Ⅳ)=(c(e)：e∈层(胃)}，c(H)=lc(u)1．

对于颜色{∈G(日)，令话=I{e：c(e)=i且e∈E(日)}I，我们称颜色i在日上

出观幻次．对于一个边染色图G，着c(G)=c，我们称之为争边染色图．

设"为边染色图G的一个顶点，”的—个色邻域是集合T，T≤Ⅳ(")，使得连

接”和T中的点组成的边所染的颜色两两不同．顶点”的一个最大色邻域Ⅳ。(”)

是”的—个顶点个数最多的色邻域．我们记dc(”)=l胪(”)I，并且称舻(u)为口的

色度．

若P="01也⋯嘞是一条路，令Ph，坼1表示子路ui毽+l⋯吩，令P—k，码l

表示子路啮u¨⋯仇．路的长度就是路上边的条数．

边染色图中的一条路(圈)，若它上面相邻的边所染色颜色不相同，我们称它为

交错路(圈)．除了在图论和算法中的重要应用外，交错路和交错圈还广泛应用在

许多其它的领域中t基因科学([27，28，29】)，社会科学(【25】)等．关于这方面的详

细介绍，我们可以参考Bang-Jensen和Gutin的综述文章181．

Grossman和Haggkvist f47]是最早研究c．边染色图中交错圈的存在性问题

的．他们证明了下面的定理4．1．1中c=2的情况．Yeo【88]证明了c≥3的情

况．设"是一个边染色图G中的割点，如果G一口中不存在连通分支，通过至少

两种不同颜色的边连接口，则我们称"把颜色分开．

定理4．1．1(Gross*man和H{iggkvist【47J，Yeo【86])设G是一个c-边染色图，

c≥2，并且任意顶点所关联的边至少有两种不同的颜色．则或者G有—个把颜色

分开的割点，或者G有一个交错圈．
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我们用j锈表示一个顶点数为n的边染色完全图，所用的颜色的集合为{1，2，⋯，c)

令△(j《)表示蟛中每个顶点所关联的相同颜色的边的最大数目． Bollobks和
Erd6s【13】曾提出如下猜想．

猜想4．1．2(Bouob缸和Erd6s【13】)若△(Ⅳ：)<【割，则K：有—个交错的哈密尔
顿圈．

Bollobks和Erd6s证明了若△(K：)<器，则jG含有一个交错的哈密尔顿

圈．这个界被Chen和Daykin(21】改进到△(j《c)<嚣，又被Shearer(75】改进到

△(K，c。)<等。到目前为止，最好的渐进的界是Alon和Gutin【4】得到的如下结果。

定理4．1．3(Alon和Gutin【4】)对任意的E>0，存在一个正整数no=no(E)，使得

对任意正整数n>no，满足△(蟛)≤(1一击一e)n的蟛都含有一个交错的哈密
尔顿圈．

4．2 主要结果

我们首先研究了具有某种性质的交错圈的存在性，得到了如下定理

定理4．2．1设G是—个顶点个数为竹的边染色图．tl≥3．若对G中的每—个顶

点"，都有铲(t，)>学，尉G含有一个交错圈AC,使得圈上的每种颜色在圈上至
多出现两次．

并且，对于交错圈的存在性，我们有如下的命题

命题4．2．2对任意正整数i，都存在一个边染色图氆，满足对任意顶点。都有

萨扣)≥i成立，并且q不含交错圈．

下面我们递归地构造一类图来证明上面的命胚．令Gl为一条边e且G(e)=

1．给定Gt，接下来我们构造Gi+1．首先，复制(i+1)次图戗，把它们记为

Gj，暖，⋯，q“．令(ci，吐，⋯，咯1}是满足{ci，a，⋯，矗。}nc(ot)=毋的颜色
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集．增加点址+1．对每—个图《，1≤J s{+1，连接饥+l和馥中的每一个顶点，
并把这些边的颜色染为弓．所得到的新的边染色图，记为Gt仆
则G{是一个边染色图，满足对所有的顶点"，都有d。v)2 i成立．显然G‘

不含交错圈．

关于短交错圈，我们得到了如下的结果．

定理4．2．3设G是顶点个数为佗的边染色图，扎≥3．若对G的每一个顶点”，

都有扩(”)≥2弓产成立，则G或者含有一个交错的三角形，或者含有一个交错
的四边形．

我们也考虑了长交错圈和交错路的情况．

定理4．2．4设G是顶点个数为n的边染色图，fl 2 3．若对每一个顶点t，，都有

铲(口)≥d 2 2，则G或者有一条长度至少为2d的交错路．或者含有一个长度至少

为『警]+I的交错圈．

由上述定理。我们得到如下推论

推论4．2．5设G是顶点个数为n的边染色图，fI≥4．若对每个顶点口，都有

庐(u)≥参则G含有一个长度至少为『i1+1的交错圈．

事实上，我们认为上述结果仍然可以被改进，故并提出如下猜想．

猜想4．2．6设G是顶点个数为n的边染色图，n≥3．若对每个顶点v，都有

扩(")≥詈，则G含一个交错的哈密尔顿圈．

下面的例子证明了如果上述猜想成立，它是最好可能的．对于任意正整数m，

一令K。，如+l是两个顶点个数分别为m和m+l的边正常染色的完全图．任选一点
0∈以+1．对每一顶点t‘∈‰，增加边t‘0，并令G(t√)=co，其中旬隹a(‰)．
所得到的新边染色图记为B．显然，ly(B)I=n=2m+1．对B的任意顶点口。

dc(")之m=z尹，口不含交错的哈密尔顿圈．
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我们还考虑了满足BollobSB-ErdSs条件的边染色完全图中的交错圈，得到了

如下结果．

定理4．2．7若△(耳：)<【割，则j馐包含一个长度至少为f2土呈3 1+1的交错圈

我们在4．3节中给出定理4．2．1，4．2．3的证明，定理4．2．5，4．2．7的证明分别在

4．4节和4．5节中给出．

4．3定理4．2．1，4．2．3的证明

定理4．2．3的证明

反证法．假设G是—个边染色图，对任意顶点"，都有酽(口)≥兰鸣产，且G
既不含交错的三角形。也不含交错的四边形．

对G中的任意一条边伽，我们用Ⅳ}(珏)，蟛(。)分另q表示”，v的满足下面条件
的最大色邻域t u∈^rf(“)，"∈^誓(口)并且I JI、，f(“)U^rf(口)f最大．令NC(u，口)表

示^瞥(“)uⅣf(u)．我们选择边“t，∈E(G)使得IⅣ。(u，")l最大．

不失一般性，我们假设Ⅳ}(u)={口，t‘，，u2，·一，u。}，M(”)＼Ⅳf(t‘)={u，1)1，吨，⋯，仇)

其中3=dc(u)一1．令X={ul，⋯，‰，111，⋯，巩'，则JⅣ。(t‘，")I=8+t+2．考虑

图G【x】，我们有如下的断言．

断言1．设e∈E(GⅨ】)，则下面结论成立；

(i)若e=u‘％(1≤{，J≤8)，则G(e)∈{e(u啦)，G(“脚))；

(ii)若e=耽蜥(1≤t，J≤t)，则口(0∈fe("让)，C(vvJ}；

(iii)若e=啦吩(1≤i≤8，1≤j≤t)且C(uvq)≠C(vvJ，则c(e)∈

{G(u啦)，G(”吩))．

证明．若(i)或者(ii)不成立，则我们很容易得到一个G的交错三角形。得到矛

盾，故(i)和(ii)成立．

若(iii)不成立，则存在一条边e=地q(1≤i≤8，1≤J St)使得C(uu{)≠

C(vv，)且C(e)甓{c(u啦)，c(vvJ}．因为弘地∈Ⅳf(钍)，则C(uvq)≠G(“")．同样
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地，c(vvj)≠e(”")．则uvviu{u为G中的交错四边形，得到矛盾． _

我们用如下的方法构造一个有向图．

(1)在G[X1中，进行如下删除操作t若C(uu‘)=c(v口A，1 s i s s且

1≤J≤t，则删除边e=ulvj．(若C(uut)=C(vvj)且％吩∈E(G畔】)，则

C(utvj)=C(uu{)=c("q))．进行完删除操作后，所得到的图记为G1[x1．

(2)给GlⅨ】的边进行定向；对于边xy．∈E(G1(x】)，若C(xy)=C(uy)或

C(xy)=C(vu)，则z剪的方向为从z指向y；否则，根据断言l，我们有C(xy)=

C(ux)或者c@p)=C("z)，则列的方向为从Y指向z．

定向操作后，所得到的有向图记为研．对任一顶点tl，∈V(D1)，令Ⅳ轰(Ⅲ)表

示伽在D1中的出邻域，d刍，(t￡，)=IN3(加)1．记Go=G[Xu{％"”

断言2．若Dt中存在—个有向圈群，则G是G中的交错圈，而且G(G)上的
每种颜色在G上最多出现2次．

证明．首先我们证明G是G中的交错圈．设xy和yz是G上相邻的任意两
条边。并且假设在西上，xy和yz的方向分别为从$指向Y，从Y指向z．根

据定向的规则，我们得出C(oⅣ)=e(uy)或C(xy)=CO,u)，C(yz)=C(uz)或

C(yz)=C(口2)．

若C(zy)=C(uy)且C(yz)=C(uz)，或C(xy)=u(vy)且u(Ⅳz)=u(口：)'

根据最大色邻域的定义，C(uy)≠c(uz)，C(vy)≠CO,z)．所以我们有C(xy)≠

C(Ⅳz)．

因此，不失一般性，假设C(zy)=C(uy)且C(yz)=CO,z)．根据(1)和断育

1(iii)，我们得出C(uy)≠C(vz)．故C(xy)≠C(uz)．

因此G是G中的交错圈．并且根据Ⅳ。(t‘，口)的定义，我们知道圈G上的

每种颜色在圈G上至多出现两次．■

若D是一个含有向圈的有向图， D的围长是，)中的最短有向圈的长度．因

为G不含交错的三角形和交错的四边形，所以阢的围长至少为5．

引理4．3．1(H{iggkvist【19】)若D是一个顶点个数是m围长至少为5的有向图，

则矿(D)<!皆．

47
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令口=芸．由引理4．3．1，D1中存在顶点u使得d占，细)<a(IV(D1_)l一1)=
n(s+t一1)=o(俨(u)+t一2)．不妨假设"∈Ⅳf(u)．令Ⅳ。(")，^‰(叫)分别表示

t￡，在G和Go中的最大色邻域．则I^‰(”)I=I瞄。m)I-4-I“I=d刍。∞)+1．我们
有

N。(叫)＼(．xu u，到"I≥矿(伽)一IⅣ占0(叫)I>dc(叫)一n(dc(“)+t一2)一1

若dc(")一a(dc(“)-t-t一2)一1．>t，考虑边“"，我们得到

IⅣ。(Ⅱ，叫)I ≥}{甜，U1，tt2，⋯，‰)I+lN‘∞)＼(xu{t‘，"))l+I“l

>s+t+2

=lN。(u，”)I，

与边u口的选择矛盾．

所以扩(叫)一。(dc(u)+t，2)一1≤t，也就是￡2鬟等一号警+罄芸．所以。
我们有

竹 ≥lXf+陋l+l叫+lN。(钮)＼(xu u，口))l

>扩(Ⅱ)+￡一1+2+dc(伽)一n(扩(u)+t一2)一1

≥i1+-。ad。(u)+熹卿)+等．
又因为对G中的每一个顶点口，都有dc(")≥32籍盟且口=墨，上述不等式为

3一a37佗一17 50一1．n>而——了i—一+1百≥n‘
得到矛盾，定理4．2．3证毕．一

定理4．2．1的证明

我们的证明技巧和定理4．2．3的证明一样，所以我们省略了很多细节．反证

法．假设G是—个边染色图，都任意顶点w都有俨(")>警，并且G不含满足性
质的交错圈．

同样地，我们选择边删∈E(G)使得lNC(u，u)I最大．设Ⅳ。(u，口)=Ⅳf(u)u

Ⅳf(口)=Xu{u，u)．在图G[x】上做同样的删除和定向操作，得到有向图记为D1．
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类似地，我们可以证明Di中不含有向圈．我们有下面的显然成立的引理

引理4．3．2最小出度至少为1的任意简单有向图都有一个有向圈

根据引理4．3，2，存在点t‘I使得站。(t￡，)=0．不妨假设埘∈Ⅳc(t‘)．令Ⅳ。(叫)
为W在G中的一个最大色邻域，则lN。(埘)＼∽u{u，v))I≥dc(如)一1．因此，根

据伽的选法，我们有扩∞)一l≤t．故

得裂矛盾，证毕．

n 2{XI+11正I+I训+IN。(钿)＼(xU(t‘，铆})

≥萨(Ⅱ)+t一1十2+dc(动一1

兰扩(t0+2dc(埘)一1

>3(孚)一1=n

4．4定理4．2．4的证明

口

若d=2，定理4．2．4显然成立．所以我们假设d≥3．反证法．否则，不失一

般性。设日=。l忱⋯让为G中最长的交错路，显然Z≤2d，我们选择仇的一个

最大色邻域Ⅳ。("1)使得t12∈N。(口1)．根据日的选择，我们有Ⅳ。(口I)∈y(只)．因

为IN。(u1)I=∥(")≥d，所以f≥d+1．

选择正整数5满足

(R1)％∈N。("1)；

(R2)8≥f等]+1；

(尼)在满足(R1)，(R2)的前提下，s尽可能小．

因为d≥3且d+1>『i2d1+1，所以s<f．我们有下面的断言成立．

断言1．若盹∈胪h)且i≥3，则G(ttt^+1)≠C(vlvi)

证明．否则，存在i 2 8使得c(饥咄+1)=G("l地)．因为B是一条交错路，

所以C(vi—l地)≠e(地戗十1)，因此P[vl，vi]ViVl是一个交错圈，它的长度至少为
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i≥s≥『警1+1，得到矛盾．-

我们选择砷的最大色邻域Ⅳ。m)使得仇一1∈N。m)．同样地，Ⅳ。m)∈y(最)

我们选择正整数t满足

(硒)vt∈N。m)；

(P4)tsf—f百2dl，．
(磁)在满足(硝)，(磁)的条件下，t尽可能大．

同样地，我们有t>1和下面的断言2成立，这里我们省略了证明．

断言2．若让∈N。(叻)且{≤t，则G(吨一l佻)≠e(仇q)

断言3．s<t．

证明．否则，我们有s≥￡．若8>t，则ACo=VlVsP[vs，v1]vtvtP-'．h，u1】是—个交

错圈．而且IACoI=IV(Ph，饥])I+JV(P[Vl，饥】)l≥2(d一『警1+1)=2(【勤+1)=
2【lj+2≥『警]+1，得到矛盾．
所以我们有s=￡．如果存在vj∈N。(n)使得s+1≤J≤z一1，则存在交错

圈ACl=vlvjPb，v,]vtv,P—f％，"1】，长度为IAClI≥2+IV(P[vl，％】)I≥3+『i2d]，

从而得到矛盾．同样地，若存在vs∈N。m)使得2≤J≤8—1，我们得到交错圈

口1％Ph，v,]vtv，P—h，u1】，长度为3+哮]，也得到矛盾．
故若8+1≤J≤f一1，则vj聋N。m)；若2 S J≤s一1，则％隹Ⅳcm)．

另一方面，根据(飓)，V(Pk+1，讪】)f3 N。(u1)中至少存在d一『警]=【2J≥1顶
点，故嘶∈N。(u1)．同样地。U1∈N。m)．(这时，我们有d=3)．也就是说，

c(口l协)≠C(v,v2)且c(vl地)≠Gm—l让)．则Ph，v1]vtvl是一交错圈，且长度至

少为f≥d+1>f警1+1，得到矛盾．■

断言4．

(4．1)若2≤J≤s一1，贝目吩隹N。(钆)；

(4．2)若t+1≤J≤l一1，则吩聋N。("1)

证明．根据对称性，我们只证明(4．1)．若结论不成立，则存在2 s J冬s一1，使

得码∈N。m)．显然J≤￡，根据断言2，我们有C(vj—lV，)≠e(％q)．因此我们
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得到交错圈AC。=vlv，P[vo，v,]vlvjP—h，"11，并且IAC2I≥Iy(Ph，仇1)I+2≥

L警J+2≥『警1+1，得到矛盾．一

令A=N。(”1)nv(Pk，他】)，B=N。(让)ny(尸1％，vt])

断言5．Ial+IBI 2 2【{J+1．

证明．根据(RI)，N。(V1)nV(P[v,，仇1)中的顶点数至少为d一(IP[Vl，i311—11l-1)≥

d一(f訇一1)=LiJ+1．根据断言4，我们有N。(v1)n y(Ph，vii)=N'(v1)n
(v(Ph，仇1)U{q))=Au(N。(q)n(铆})．因此lAI≥【勤+1一I^，c(F1)f3{砷)I．

同样地，我们可以得到lBl≥【gJ+1一IⅣ。∽)n{vAI．因此fAI+IBI≥2【勤+
2一(1』v。(1，1)n{她'I+IN。(q)n{口1}I)．

若fⅣ。(t『1)n{q}f+lⅣ。(tJf)n{口l}l=2，则q∈N。(口1)，仇∈N。池)．由最大色邻

域的定义，我们得出c("1q)≠c("1t12)，c("l讪)≠C(vt—I让)．因此P[vl，UI]VIl，l是一

个交错圈，长度为I≥d+l，得到矛盾．故我们有lN。h)n{忱)I+IⅣ。(研)n{"l}I≤1，

进而lAI+fBI≥2【割+1．一

接下来我们完成定理的证明．我们有Iy(Ph，q】)I≤l—Iy(Ppl，％一11)I～

IV(P[vt+1，砷1)I s l一『掣1一『警1≤2d一2f警1≤2【封．根据断言5，l^卜(饥)n
y(Pf％，吨】)I+IN。(地)n V(PIvo，吨】)I=JAl+IBI≥2曙J+1，则存在码0+
1≤J≤t)使得吩∈N。池)且吩一1∈N。m)．所以我们得到一个交错圈

vlv，P[vj，v,lvivj—xP-【％一l，饥J，长度为l 2 d+1≥吩f1+l，得到矛盾．I

4．5定理4．2．7的证明

引理4．5．1(Bang-Jensen，Gutin和Yeo[9])若蟛包含一个边正常染色的二因
子，则它含有一条交错的哈密尔顿路．

H／i|ggkvist【49】证明了满足Bollobds-ErdSs条件的边染色完全图有一个边正

常染色的2_因子．由引理4．5，1和H／iggkvist的结果，我们得出任意一个满足

Bollobks-Erd6s条件的边染色完全图都有一条交错的哈密尔顿路．

51
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定理4．2．7的证明

若n=3，结论显然成立．所以我们不妨假设n≥4．反证法．假设结论不成

立，则令P=UlY2⋯‰是竣的一条交错的哈密尔顿路．选择正整数s满足·
(R1)C(vlv．)≠e("l啦)；

(飓)s≥『丁n+2]+l；
(飓)在满足(冗1)，(疡)的情况下，s尽可能小．

断言1．

(1．1)s≤【鸶J+f孚1一l；
(1．2)对i≥8，若G("1耽)≠G("1地)，则G("1仇)≠G(吨地+1)

证明．根据(飓)，对于『孚1+1≤J≤s一1，我们有G("。吩)=G("l屹)．若
s 2【≥J+『2擎1，则至少有【2J+r!地3 1一(1+『学1)+1≥【刳条染颜色C(vlv2)
关联于"l，与△(K：)<I剖矛盾．

因为P是—条交错的啥密尔顿路。所以G(壤一t妨≠0(趣％f+1)。如果存在i≥8

使得C(vlv‘)≠G("1吨)且c(仇地)=cm地+1)，则P[vl，Vi]t)iVl是一个交错圈，长

度至少为i≥8≥『下n+21+1，从而得到矛盾．一

我们选择正整数t满足t

(磁)c(砘％)≠G(‰一1％)；

(兄)t≤扎一f警1；
(磁)在满足(硝)，(磋)的情况下。t尽可能大．
同样地，我们有下面的断言，为了避免重复，我们省略了证明

断言2．

(2．1)t≥『i1一『2±321+2；

(2．2)对i≤￡，若G(％‰)≠G(％一1‰)，则e(％％)≠c(魄一l机)

断言3．s<￡

证明．否则，我们有s≥t．若s>t，则ACo—vlvsPh，v。]vlvtP—h，"1】是一
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个交错圈，而且fACoI=}v(Ph，％】)I+IV(P[vl，仇"I≥(n一【≥J—f警1+2)+
(f郭一f字1+2)=2(『郭一『丁n+21)+4≥f孚1+1，得到矛盾．
所以我们有s=t．对于s+1≤J≤n一1，有C(VlV，)=C(vlv2)成立．

否则，我们得到一个交错圈ACl=vlv』P[vj，‰】‰％．P—k，砌，长度为IAClI≥

2+Iv(P[vl，"。】)I≥3+『警]，得到矛盾．同样地．对2≤Js s一1，有c(吩％)=
c(‰一l‰)成立．由△(K：)<【2J，考虑顶点"1和颜色G(u1忱)，则n一8<【≥J，

故s>f≥1．同样地，考虑顶点％和颜色C(％一1％)，我们得到s一1<【2 J，故

8<【；J+1，得到矛盾，●

断言4．

(4．1)若2≤J≤5—1，则c(‰吩)=c(％一tVn)；

(4．2)若t+1≤J≤n一1，则C(vtq)=c(t，l他)．

证明．根据对称性，我们只证明(4．1)．否则，存在2S Js s一1使得G(码‰)≠

C(％一1‰)．显然，j S t．根据断言2，G(吩一1％)≠c(％‰)．我们得到交错圈AC2一

vIlvop[v,，‰1‰t々P—h，口l】，并且lACal≥IV(Ph，‰】)l+2≥IV(P[vt，‰I)l+3≥

f孚1+3，得到矛盾．一

令A={"：O(vlv)≠G("1tJ2))，B={"：C(v．v)≠c(u。一l‰)’

断言5．1any(P【％，吨】)I+lBny(P【％，仉】)I≥2(『≥1一『警]+1)

证明．根据(Rt)，fAny(Ph，‰])f≥n一(【；J—1)一(f号墨卜1)≥f；1一f学1+2．
由断言4，我们得到AnY(Ply,，‰】)=An(y(Ph，地】)u{‰))=(anv(P[v,，仇】))u

(an{‰})．故IAnV(Ph，仇】)l≥鸭1一『字]+1．同样地，IBnV(P[v,，饥】)l≥
f考1～『墨竽1+1．所以IAny(P(％，嘶】)f+[Bny(Pk，吨]l≥2(f詈1一f丁n+21+1)．
一

接下来我们完成定理4．2．7的证明．我们有Iy(Ph，仇】)f≤n～J矿(Ph，％一,1)1-

Jv(／'Ivt+l，耽】)ls n一2f丁n+21．根据断言5'IAny(P【％，饥】)I+lBny(P【％，仇】)J=
I^I+IBI≥2(『21一f警1+1)>n一2f堡}1+1>lV(PIv,，仇】)l，因此存在％
(s+1≤j≤t)使得码∈A，％一l∈B．因此。我们得刭一个交错的哈密尔顿圈
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VlVjP[vj，‰】‰％一lP一[吩一l，V1]，得到矛盾．证毕．-
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第五章无桥图的％．途径

在这一章，我们证明了最大度为△的任意无桥图都有一条f(zX+I)／21一途

径，同时证明了这个界是最好可能的．

5．1 介绍

我们沿用Jackson和Wormald 1541的定义，圈G的一条舡途径就是G中过

每个顶点至多^次的闭支撑途径，其中k≥1是整数。作为图的啥密尔顿圈的一

个推广，图的k一途径的研究受到了广泛关注，参考【36，37，删．

自然地，我们会考虑如下问题·确定最小的整数k=％(△)，使得最大度为△

的任意图都有一条肛途径．对于一般图，这个问题是平凡的，因为最大度为△的

任意树都有△-途径【54】，但不含任何缸途径，对于k<A，所以我们考虑无桥图

协边连通圈)，并证明了下面的结果．

定理5．1．1最大度为△的任意无桥图，都有一条f(△+1)／2]．途径．

事实上，我们在5，2节中证明了—个比定理5．1．1更强的结果(定理5．2．4)．在

5．3节中，我们证明了定理5．1．1中的界是最好可能的．

5．2上界

在这一章中，我们考虑无环的有限图。但允许有重边出现．我们用G表示一

个图，它的顶点集合和边集合分别为y(G)和F(回．如果∥是图G的一条途

径，我们用pⅣ(z)表示W经过点z∈v(c)的次数．图G的一个边割，是一个极

小意义下的边集合日，满足G—B不连通．设u是图G的一个顶点，el，e2是

关联顶点口的两条不同的边．令婊表示边q的不同于口的端点．增加一个点矿，

用e：，e；取代el，e2，其中哼的端点为矿和仉，得到的图记为G(口，el，e2)，这个操

作称为从顶点"分离e1和e2．下面，我们给出Flcischner分离引理1401(或参考
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【88，定理A．5．21)的一个直接推论

引理5．2．1设u是无桥图G的一个顶点，而且口的度至少为4，则存在两条关联

于"的边e“82，使得G(口，el，e2)是无桥图．

弓l理5．2．2设V是图G的一个顶点，e1，e2是关联于《的两条边，H=G扣，el，兜)，

如果Ⅳ是H的一条闭支撑途径，而且满足pⅣ(矿)≤2(其中矿是前面定义的)，

则G有一条闭途径形满足，

(i)对所有的顶点z∈y(G)＼p)，p咖(z)≤pⅣ(z)，并且

(ii)1≤p帚(廿)≤pⅣ(口)+1．

证明．彤经过的顶点依次记为

W=zo￡1．．．z￡

其中如=互￡．对顶点的下标的所有操作都对￡取模。Ⅳ的一条子途径记为t

k，％】=：riXi+l⋯≈一1巧

我们记k，矧一为子途径魏翻一1⋯xj+lxl． ．

若pⅣ(矿)=1，则令谚=W即满足条件．所以，我们不妨假设pⅣ(矿)=2．

设矿在W上为甄和町，其中i<j，Vl和吨的定义同我们在前面分离操作的定

义中一样．假设甄在W上的邻点都是"1，即k一1，z件1】=lily‘”1．令

惦，=【zo，≈一1】【z件2，≈一1】口扛，+l，列

(见图la)．因为￡i+2是∞H=。{+l的邻点，故我们可以连接子途径‰，如一1】和

f铂．2，巧一，】．容易验证咖满足条件(i)一(ii)．根据对称性，我们可以假设以，％在
Ⅳ上的邻点为Yl和t】2．我们分下面两种情形．

情形j?【孔一1，墨+1】=[即一1，巧+1】=口lu’化．令

形=‰，≈一11b-2'$m】-b+l'列

(见图lb)，条件(i)一(n)满足．根据对称性，这也包括了k．1'z件1】和b一1，巧+11

都为v2v+"l的情形．
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情形2：k—l，如+1】=b—l，Zj+1]一=u1矿也．因为w是支撑子图，存在≈使

得zI=u．我们不妨假设{<≈<j，因为其它的情况似<i或≈>j)是对称的．

途径

晡，=【zo，zi—l】u k≈一1，。‘+21一【q—l，$七+l】一”扛j+1，钆】

(见图lc)满足条件

证毕．●

图的一条闭支撑途径。可以看成图的—个边权函数．设Ⅲ是一个函数。使得

对每一条边e∈E(6-I都有一个非负权叫(e)．对任意集合X C E(G)，我们定义

伽(x)=∑伽(e)．
eEX

若对G的任意一个边割C，w(C)都是—个正偶数，则称叫为欧拉权．若"是一

个欧拉权。则每个顶点口都关联一条有非负权的边。因为

包含—个边割．

踟={e：e关联于")

引理5．2．3设G是—个图。k≥1是—个正整数．图G有一条如途径当且仅当

G有一个欧拉权叫，使得对G的每一个顶点”，都有

w(av)≤2k． (1)

证明．若G有一条舡途径w，则把∥经过每条边的次数(任意方向)作为这条

边的权，我们就得到一个满足(1)的欧拉权．相反地。设tt，是G的—个任意欧拉

权，若把G的每一条边e用w(e)条平行边来代替(若”(e)=0，则去掉e)，我们

就得到了—个最大度为2％的(连通的)欧拉图．所得到的新图的任意的一条欧拉

迹就是图G的一条缸途径．●

现在我们证明本章的主要结果．

定理5．2．4任意无桥图都含有一条闭的支撑途径W，使得对任意顶点z，

肌㈤≤『半1． (2)

57
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证明．我们对s(G)进行归纳，其中

s(G)=∑d(”)
"Ev【G)

碰v)≥4

首先假设s(G)=o'则△(G)S 3．若G是—个圈，显然结论成立．因为G的

最小度至少为2，我们不妨假设G是—个无桥的3一正则图H的一个剖分．由著名

的Petcrsen定理(见【26，推论2．2．2】)，H有个1-因子F．令伽：E(G)—·{l，2)

是—个函数，若圩中e对应的边属于F，则w(e)的值为2，否则为1．容易验证2￡，

是一个G的欧拉权．根据引理5．2．3，G有一条2-途径．

接下来，假设△(G)2 4，并且对于满足s(G，)<s(G)的所有图G，，都有(2)

成立．我们证明对图G，有(2)成立．

设口为度为A(a)的任意顶点．根据引理5．2．1，存在两条边el，e2使得

G(口，el，e2)是无桥图．因为G(v，el，龟)的度为a(a)的顶点比G的要少，根据

归纳法G(u，el’e2)有一条闭的支撵途径wo满足(2)．根据引理5．2．2，我们能找到

G的一条闭的支撑途径矸，0馋得对任意顶点z∈y(G)＼扛}，p晓(￡)≤pwo(x)并
且

1≤p诚o(v)≤Pwo(v)+1．

显然1吼是G中的一条闭支撑途径，对所有的顶点。≠％(2)成立，并且瓶(岖‰∽+z≤『掣]+·=『掣1．
刚W=吼对G中所有的顶点，满足(2)．_

5．2 下界

定理5．3．1对任意偶数△≥4，存在—个2-连通图G满足A(G)=△，并且G不

含(△／2)一途径．

证明．设k=△一1．对i∈f1，⋯，9)，令风为完全二部图施南度数为k的顶

点分别记为a／和饥．
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图G由不相交的玩⋯．，凰增加两个顶点a和b，和以下的边

{nn‘：i∈{1，4，7}}U{bb,：i∈{3，6，9))u{b|‘ai+1：i∈{1，2，4，5，7，8))

构成洚=3的例子见图2)，则G的最大度为k+1=△．

我们现在证明G不含(A／2)一途径．否则，根据引理5．2．3，存在欧拉权叫，使

得对任意顶点"，都有

w(Ovl≤△．

因为w(aa)是偶数，所以存在一条关联于Ⅱ的边的权是偶数．我们不妨假设w(aal)

是偶数．因为

c={nnl，b,a2，b2a3，ba吣

中的任意一对边都构成边割，所以至多有一条边e∈G满足"(e)=0．相应地，

对某—个i∈(1，2，3}，C中关联a／或者乜的边的权，都是由删确定的正偶数．

设令a表示这两条边组成的集合．根据(3)，我们有

"(E(凰))=w(0a．‘)+伽(a魄)一"(G)≤2△一4．

对风中的度为2的任意顶点，ad是一个边割，其中w(Od)≥2．则

"(E(皿))≥2k=2A一2，

与(4)矛盾．所以G不含(a／2)一途径．-

图2：不含2一途径的最大度为4的2．连通图

我们知道图的一条迹就是一条经过每条边至多一次的途径．根据Jaeger f55，

56】的一个著名的结果，任意4-边连通图G都有一条闭的支撑迹．如果图G的最
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大度为△，则这条迹就是G的一条f△／21一途径。若△为偶数，这比定理5．1．1中

的界改进了1．在定理5．3．1的证明中。我们构造的例子多次用到2条边组成的边

割．对于3-边连通图G，上述界是否可能改进?故我们提出如下问题；

定理5．3．2最大度为△的任意3-边连通图是否都有一条fAl2]一途径?
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第六章平面图的圆选择数

这一章，我们证明了围长至少为坚2产的平面图的圆选择数至多为2+杀，从
而改进了【53】中的结果，另外，我们还讨论了几类特殊平面图(系列平行图。外平

面图，奇轮】的圆选择数．

6．1 介绍

设G=(KE)是—个图，p，q0≥2q)是正整数．图G的—个0，，g)一染色是一

个映射c：V一(O，1⋯．．，p—1)使对G的任意—条边删，都有口≤Ic(仳)一如)l≤
p—g．图G的p，1)一染色就是G的一个正常的P染色．图G的圆色数有如下定

义

xc(G)=i《{：：G存在—个扫，g)．染色l
我们知道对任意图G，有x(o)一1<xc(G)≤x(C)成立(【91J)．

图G的—个舡列表就是一个函数厶使得G中每一个顶点"都分配一个七

种颜色的集合L(∞．图G的一个L染色就是G的一个正常染色，，使得对任意

顶点"，都有，(口)∈L(")．如果对于任意的船列表厶G都存在—个L染色，图

G被称为珏可选择的．图的选择数(列表色数)躲(G)，是满足G是珏可选择的

最小整数％(【6】)．

Zhu[s01给出了列表染色的如下推广．假设nq(p≥2q)是正整数，t(t 2

1)是—个实数．图G的一个扣加，g)一列表L是一个列表厶满足对任意顶点口，

三(口)≤{0，1，⋯，p—l}并且IL(口)l≥姐图G的厶0，g)一染色是G的--'t"∞，q)-

染色c，满足对任意顶点口，都有c(v)∈L(")．如果对G的任意扣扣，口)·列表厶G

都有—个厶(p，口)一染色，则我们称G是圆乒溆曲一可选择的．如果对于任意正整

数P，q∞≥2q)，G都是圆t-(p，口)一可选择的，我们称G是圆扣可选择的．图G

的圆选择数(圆列表色数)的定义如下，

x。，l(G)=inf{t≥1：G是圆t-可选的)



山东大学，法国巴黎南大学(巴黎11大)博士学位论文

对于任意正整数k，G是b可选择的。等价于，对任意正整数P，G是圆k-(p，1)一

可选择的．因此

xz(C)=mini k：对任意正整数P，G是圆肛(p，1)一可选择的}

图的圆色数有几个等价的定义．我们给出另一个常用的定义．设G=(V E)是

一个图，r≥1是一个实数．我们用S(r)表示平面上的周长为r的圆周．对于S(r)

上的任意两点n，6'用J口一bl，表示q b在圆周上的距离．我们把S(r)看成区间【0，r)，

并且假设任意两点在区间上的位置是确定的，则Io—bl，=lnin{In一％，r—I口一6I，}．

令(o，6)定义如下t如果a<6’则(a，b)={z E【0，r)：o<z<耐(所以(D，n)=妒)；

如果口>b，则(Ⅱ，b)={o∈【0，r)：口<善<r}U扛∈[o，r)：0≤z<"．类似地。

我们可以定义闭区间【口，6】．图G的圆r-染色是一个映射，：V—s(r)，使得对

予任意相邻的两点缸，v，都有f，(t‘)一，(口)fr 2 1．圆染色的另一种定义[911：

x。(G)=nlin{r：G有圆r_染色)

上述圆色数定义也可以自然地推广到圆选择数(圆列表色数)．下述圆选择数

的定义是由Mohar【691给出的．如果U是s(r)上有限的开的圆弧的并，我们称扩

是可分配的．这些开的圆弧的长度的总和称为(【，)的长度．如果对于图G任一顶点

t，，我们都给"分配s(r)上的—个可分配的子集L(")，称L为G的一个圆列表(相

对于r的)．如果对于G的任意顶点u，L(")的长度至少为t，则称L为G的一个

t·圆列表(相对于r的)．图G的圆L染色是一个从y到s(r)的映射c’满足对于

任意顶点q c(v)∈己(口)，并且对于任意相邻的顶点n，口，有Ic(”)一如)卜≥1成立．

命题6．1．1(Zhu【sg])设G是一个图，t是正实数．如果对于任意的t-圆列表厶

G都有圆L染色，则G是圆扣可选择的．反之，如果G是圆t-可选择的。则

对任意￡>0，任意(t+E)一圆列表L，G都有圆L染色．

圆选择数的另一种定义为(【89】)：

舭．1(G)=inf{t：对任意扣圆列表己，G都有圆L染色}

由定义，我们可以得出如下两个命题．
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命题6．1．2(Zhu【89】)对任意图G，有x。(G)≤x。，l(G)

命题6．1．3(Zhu【89】)对任意图G，有xt(a)一1≤xc，l(G)

Zhu【89】证明了对任意有限舡可消去图G，‰。l(G)墨2k，并且对任意E>0，

存在b可消去图不是圆(2％一E)一可选择的．因为对任意肛可消去图G都有

Ⅺ(G)≤k+l成立，所以x。．f(G)一xI(G)可以任意大．

6．2 具有大围长的平面图的圆选择数

Mohar【69]提出如下问题；使得任意平面图都是圆“可选择的的最小实数f

是多少?Havet，Kang，MiiUer和Sereni证明了如下定理．

定理6．2．1(Havet等【531)任意平面图都是圆8-可选择的

定理6．2．2(Hayer等f53】)对于任意正整数n∽≥2)，存在平面图瓯满足

Xo,l(a。)≥6一；1．

我们自然会想到平面图的圆选择数和围长的关系。Havet等人f53】研究了具

有大围长的平面图的圆选择数，得到了如下结果．

定理6．2．3(Hayer等f53】)设G是满足9(G)≥4n+2的平面图，则xc。‘(G)≤2+；

我们证明了如下结论

定理6．2．4设G满足g(G)≥3n+1，如果G的任意子图的平均度都小于2+未了
则黼(G)≤2+罢．

推论6．2．5如果G是围长不小于12学的平面图，或者是围长大于2等缝并且能
够嵌入到圆环面或者克莱因瓶上的图，则地f(G)≤2+；．
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证明．显然，!Q乒2 3n-F I，并且图G的任意子图的围长不小于图G的围长．
因此，若我们的结论不成立，根据定理6．2．4，图G的平均度至少为2+葛黯，则我

们有lE(G)I≥洲⋯．Vt、G。I设坼e分别表示图G的顶点数和边数．令，是G到
欧拉特征值为N的表面嵌入的面数．根据欧拉公式，

z一Ⅳ～一e+，<e协5n矿+1-+志)刮(志一土5n+4)．
对于上述提及的三个面， N≤2．所以有志≥斋；．也就是说，g(c)s÷9字，
并且只有当N=2时，等号成立，得到矛盾，从而结论成立．■

从推论6．2．5和命题6．1．2，我们可以得到下面的推论，从而改进了定理6．2．3

中的结果．

推论6．2．6设G是一个满足g(G)≥骂土墨的平面图，则xo(a)s×“(G)≤2+吾

定理6．2．4的证明．

我们先介绍一下证明方法．如果结论不成立，则G不是圆(2+i)-可选择的；

我们将证明图G的平均度至少为2+矗，从而得出矛盾．我们受【l7】中的证明
方法的启发，用的方法是。放电法。． ·

首先我们给出—个【53】中的重要的引理．正如【531中一样，在下面的引理6．2．7

中，我们给定s图G，正整数P，q(p≥2q)，实数t(t≥1)和G的￡一(p，g)．列表厶

并且假设Ul，坳，⋯，‰已经有厶◇，g)一染色．我们的目的是把该L-(p，g)．染色按

照某种顺序(”l=“1’．一，讯=uk，Vk+1，⋯，vlV(a)1)推广到G上．而且，我们要求

在此顺序中，每一个未被染色的顶点至多有一个邻点的标号比它的标号大．如果

{"1，啦，⋯，％)的导出子图存在某种L(p，口)一染色c，使得c(vj)=d，o∈L(vj)，并

且C与{矾，砚，⋯，吻一1}上的染色一致，则我们称颜色口∈三(≈)是可扩展的．若

图G的每一个顶点都有一种可扩展的颜色，则G有L(p，曲．染色．

引理6．2．7(Havc扎等【53】)假设在上述序列中，吩的邻点中标号比吩的标号小

的顶点集合为F={吼，⋯，钏k}．对任意t，如果11)i至少有≈≥1种可扩展的颜

色，则吻至少有[L(vj)I一∑h．。2口(2q一戤)种可扩展的颜色．
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如果xc，l(G)>t，并且对于图G的任意真子图Ⅳ，都有xc．1(H)≤t成立，则

称图G为扛临界的．我们用L。(")表示顶点u的可扩展的颜色．在下面的证明

中，我们假设G是一个(2+：)一临界图．显然，G的最小度至少为2．
图G的一条线是内部顶点的度都为2的一条路，它的长度就是内部点的个

数．如果两个点是一条线的端点，我们称这两个点为弱相邻的，其中一个称为另一

个的弱邻域(这包括相邻的点，因为线的长度可以为o)．下面的断言1在153]中

已经证明．

断言1．(Havet等【53】)图G的每条线的长度至多为n一1

显然，由断言1我们可以得到下面的断言

断言2．图G不存在度至少为3的两两弱相邻的3个点，而且没有两条线有相同

的端点．

证明．否则，根据断言1，G有一个长度至多为3n的圈。与g(G)≥3n+l矛盾．-

若t‘和”是弱相邻的，我们用k表示连接t‘，口的最短的线的长度．(若u，”

相邻，则2。=o)．令Y={"∈V(G)：d(v)≥3}，t‘是口的一个弱邻点，若t‘∈Y，
则称“为u的一个弱y-邻点；否则称Ⅱ为"的一个弱二邻点．

对于顶点"∈y(G)，用^0(u)表示口的弱y．邻点集．对Ⅳ∈Y，令f(v)=

一n—l+∑k∈Nv(v)(n一‰)．

下面的两个断言分别给出了，(口)和∑。∈Ny∽，(u)的下界．

断言3．若"∈Y，则／(v)≥1

证明．因为x。。l(G)>2+；2，所以存在￡>0，正整数P，q(p≥2q)，和G的一个

(2+：+E卜列表己使得G不存在L-(p，曲一染色．根据G的临界性，G的每一

个真子图H都存在L-p，g)一染色，因此Xcj(H)≤2+i．令t=2+：+￡．
G中去掉顶点”和"的所有的弱2_邻点，得到的子图记为日．根据G的临

界性。H存在上广(p，g)一染色．

考虑顶点t‘∈^■(口)．对每一条连接“，"的线，我们应用引理6，2．7．如果存在
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顶点“∈Nr(o)和正整数J，1≤J s k，使得1+碎≥2玑我们假设连接Ⅱ，口的
线上的顶点依次为t￡，甜l，也，⋯，耽。v．我们选择最小的整数j满足1-4-j鲁≥2q．
令日’=G一{仇，⋯，吩)，考虑限制在日’上的L∞，g)I染色．根据引理6．2．7，

我们有lE(％一·)I≥1+0—1)鲁≥2q一警和lt(吩+1)l≥l(vt。井l=口)．所以

IL：(吩)I≥tq-(2q-1)--(2q-I一0—1)鲁)≥幻一2q+1一(2q一(2口一鲁))≥l+eq≥1．
因此日’上的上广如，q)一染色可以扩展到整个G，得到矛盾．所以我们假设对任意

J(1≤J≤max{k：让∈Ⅳy(")})，都有1+J鲁<2q成立．

根据引理6．2．7，如果哟是连接u，口的线上的u的邻点，则f厶(脚)I≥I+k鲁．
因此，

“∞l独一∑(2q一‰鲁+1))
口∈，，y扣)、

7

≥n鲁+2q。+钾一∑(n-k)鲁+∑l几 tl — n 一
《．Ⅳr(∞ uENy扣)

冽卅旷m)鲁
>1-，(u)鲁，

如果f(v)≤o，则u至少有1种可扩展的颜色；进而G存在L-(p，q)一染色，从而

得到矛盾，所以，(u)≥1．■

断言4．如果"∈Y，则∑。∈Ⅳy扣)，(Ⅱ)≥n+2

证明．类似于前面断言的证明，我们假设存在一个t-lP，口)．列表厶其中t=2+

；+E，使得G没有L-(p，口)·染色．对于顶点u∈^■(t，)，如果f(u)≤n一‰，则
我们称1l为口-自由的．去掉顶点。，以及”自由的邻点。和它们的所有的弱2．邻

点，得到的图记为日．由G的临界性可知，日存在L-(v，g)-染色．

若t‘是伊自由的，对除了连接u，。的线之外的每条从“出发的线，应用引理

6．2．7．类似于前面的证明，对于硼∈^，y(“)一{o}，我们假设对于任意J(1 S J≤

max{厶。：伽∈^■(“)，Ⅱ∈^，y(移)})，都有1+J誓≤2q．根据归纳，设哟是连接
t‘，Ⅲ的线上的私的邻点，则lk(呦)I≥1+k。鲁．所以

IL。(u)l>￡口一∑(2q一(k鲁+1))
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≥n鲁一4"eq--。。磊呻，”u争。。Ny∑(u)十，1
≥m)一l+钾+∞一k—m))鲁．

由于，(牡)≤n一‰，放IL。(t‘)I≥1．对连接Ⅱ，"的线：删}谚⋯咣。应用引理

6．2．7．根据归纳，有I厶(哼)I≥d(Ⅱ)一1+￡q+∽一k一，(Ⅱ))鲁+i鲁成立．如果存
在i(1≤i≤k)，使得d(Ⅱ)-：1+eq+m—k一，(u))鲁+i等≥2q成立，则去掉
扣)和u的(略，，⋯，吧，．)之外的弱2-邻点所得到的图记为日’．同样地，我们有
lL：(t群1)I=1．因此lL：(皑)I≥d(“)一1+￡q+(n—l一+i一，(“))鲁一(2口一1)≥
29一(2q一1)=1，所以G存在厶◇，q)一染色，得到矛盾．故我们假设对然每一个俨

自由的顶点u和i(1≤isk)，都有d(u)一1+E口+(n—k一，(Ⅱ))等+t鲁<2q
成立．所以对于口的属于上面提到的连接u，"的线上的邻点咙。有下面的式子成

立

如果二∈Nr(v)不是p自由的，则IL。(u)l≥1．对连接u，口的线应用引

理6．2．7，同样地，对"在该线上的邻点皑。，我们有f厶(吃。)I≥1+k鲁≥
1+(，l一，(“))鲁>(n一，(“))誓成立．
现在考虑顶点口．我们有

酬独一uE赢Ny，(。州州㈤)鲁)(口)、
7

≥n2qn+2nq+卵一n n
∑
ueNy(v)

m，)
m，)

m)警

2nq+e口

2口

n
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因此我们有∑循脚扣)，(t‘)≥n+2成立．否则，若∑。∈ⅣY扣)，(Ⅱ)≤n+1，则

lL。(V)I≥1，G有L∞，g)一染色，得到矛盾．-

我们用放电方法完成定理的证明．设G的每个顶点11}最初的电荷数目为d(u)．

我们将从一个顶点移动电荷到另一个顶点，从而不改变电荷的总量。这个过程称

为。放电。．通过下面的两个断言，我们要证明通过放电以后，G的每个顶点口

的电荷数目矿(t，)≥2+!尝等．从而

z瞰卅。，三、d．(蛇∑、2+等等)=。1-志)ml+熹旧吼ii蜒y(G) veV(G)
7 。，

。

因此鲁舞ly(G)I≤警嚣IE(G)I，则G的平均度至少为2+南，从而得到矛盾．

放电原则．

a．每一个y中的顶点”传给它的每个弱2-邻点的电荷是彘．
b．每—个y中的顶点”传给它的每个弱Y-邻点的电荷是蛆气舞篙《啬产丑．

断言5．每—个y中的顶点从它的弱y-邻点得到的电荷至少为盟51*+11．

证明。如果每一个顶点让∈飓(口)传给”的电荷至少为毒黠，则根据断言4，”从
Ⅳy(口)得到的电荷至少为丽1磊∑。∈Ny(。)，(u)≥毒热．
否则。存在某一顶点牡∈Ⅳy(")，ili J睦鲍芝尝篙Il等出<岳熬．也就是
(n+2)(d(tI)一3)<，(∞(d(“)一3)．这样我们得到d(u)≥4和，(“)>n+2，

所以t‘本身传给”的电荷至少为蛆气尝篙汝：}地≥堑蔓高等29}生=翌=盟5n+5．
并且，对任意顶点g∈^^，(")，有d(y)2 3且厂(g)2 l，因此y中的任意顶点Y传

给"的电荷都是非负的．从而证明了上述断言． ■

11f宣"6．放点结束后，对所有的点w∈矿(研，都有d．(t，)≥2+!髻等成立．

证明．若d(v)=2，则口传出去的电荷为零，tI从它的每个弱y-邻点中接收的电

荷为爵‰，Itt．此矿(”)=2+爵‰=2+型5雌11-i-15．
现在考虑Y中的顶点o．根据放电原则，顶点"传给它的弱参邻点的电荷为

晶葛∑。E脚扣)厶。，传给它的弱y一邻点的电荷为丝出％裂型止翌．根据断言5，口
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从它的弱Y-邻点收到的电荷至少为25n丝+5．因此

饰)>d(旷熹∑‰一地出等攀型+黑
wENy(v)

。

刊cv．)-志卜¨。￡，”¨叫一警
=黑【5n+5-3n-(n+2))+丽1【3n+3+4(n+2)】：—(n+3)d(v)—+7n+11
5n+5

又因为d(口)≥3，我们有

(礼+3)d(v)+7n+11=(d∞)一3)扎+3d(v)+3+10n+8>4d(v)+10n+8．

所以。(n+3)d5l。v)+5rn+n≥2+业5n+5．我们完成了断言6的证明，进而证明了定理
6．2．4．一

6．3几类特殊平面图的圆选择数

这一节，我们讨论了几类特殊的平面图的圆选择数．系列平行图是不含耽的

剖分的一类图．一个简单的系列平行图G，有6(G)≤2成立．系列平行图是平面

图的一种，而且它的对偶图也是系列平行图．

定理6．3．1设G是一个系列平行图并且9(G)≥4n+1，则‰j(G)s 2+；1

外平面图是指所有的顶点都出现在外面上的平面图

定理6．3．2设G是一个外平面图并且9(G)≥2n+2，则x。，‘(G)≤2-t-：

设岛k+1是—个奇圈，它的顶点为咖，缸l，⋯，U2k，边为啦“件1，i=0，1，⋯，2^

(tt'2k+l=咖)．给定孤立点t‘，连接"和Q¨1上的每一个顶点tti，得到的图记为
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l镌I+l，并称该图为奇轮

定理6．3．3对任意正整数≈，x叫(w2k+1)=4

在本节中。线和线的长度的定义和上一节一致。我们给出下面的引理

．引理6．3．4设L为图G的(2+；)一(p，q)一列表，vovlv2⋯锄件l是图G的一条

线，则G一(饥，⋯，协。’上的任意一种厶p，神一染色都可以扩展到G上．

证明．因为vo至少有1种可扩展的的颜色，根据引理6．2．7，ul至少有(2+：)g一2q+

1=1+：种可扩展的颜色．根据归纳法，顶点地0<2n)至少有i：+1种可扩展的颜

色．又因为t‰+l至少有1种可扩展的颜色，则t‰一1至少有l+(2rt—1)：=l+2q一：

种可扩展的颜色，因此t‰至少有(2+i)g一(2口一2口+：一1)一(2q一1)=2种

可扩展的颜色．故G一{一l，⋯，‰}上的任意一种L0，g)-染色都可以扩展到整
个图G上．■

根据上述引理，我们很容易得到下面的推论

推论6．3．5设L是长度为m(m≥2n+2)的圈％的一个(2+；)一∽口)一列表，
则相邻的两个顶点上的任意一种L-(V，口)一染色，都可以扩展到整个圈ck上．

定理6．3．1的证明

设G是—个系列平行图并且9(G)≥4n+l，L是G的任意一个(2+；)一(nq)一

列表．我们要证明G存在L-(p，g)一染色．我们对图G的顶点个数进行归纳．当

Iy(G)I=1，2，结论显然成立．所以我们假设Iy(G)I≥3，丽且假设结论对顶点个

数小于IV(G)I的所有图都成立．

如果G有度为0或度为1的顶点"，我们去掉顶点"对图G一{tJ)用归纳

法，则G一{u)存在一个厶◇，g)·染色，因此我们很容易得到G的一个厶p，g)一

染色．

所以，我们假设G的最小度至少为2．令口表示G的对偶图，则G．也是

一个系列平行图(可能含有重边)．令胃为G+所对应的简单图．因为Ⅳ也是一个
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系列平行图，所以日含有度不大于2的顶点口．因为口的最小度恰好为图G的

围长，所以顶点"在图口中至少有4n+1条边与它关联，但至多只有两个相邻

的顶点．因此至少有一个邻点通过至少『!譬11=2n 4-1条平行边与u相邻．这些

G．中的平行边对应着G中长度至少为2霹的一条线P．我们不妨假设P的长度

恰好为2n，P上的顶点依次为t伽，”1，⋯，V2n+1我们对G一{"1，耽，⋯，t12。}用

归纳法，得到G一{"1，地，⋯，t‰)上的一个L◇，g)一染色．由引理6．3．4，我们能

把这种染色扩展到整个图G上，从而得到了G的一个L(p，q)．染色．证毕． ■

定理6．3．2的证明

设G是一个外平面图，G的—个拟对偶图殆，是G的对偶图去掉外面所对

应的顶点，和该顶点所关联的边所得到的图．

在下面的证明中，我们只考虑G的内面．设F表示G的—个面，用v(F)表

示面F上的顶点，并且令d(F)=lV(F)I．

引理6．3．6(Chen等【22】)设，b是一个2-连通外平面图G的对偶图，贝fJ?b是

一棵树．

下面我们给出定理6．3．2的证明．设乞是G的任意—个(2 4-；)-(p，∞一列表．
我们将证明G存在厶0，g)·染色．若G有割点，我们可以依次考虑它的各个块，

所以为了简便，我们假设G是一个冬连通的外平面图．

我们任意选择一个面F，显然d(F)≥2n+2．根据推论6,3，5，我们能够得到

F的厶(p，口)一染色．接下来．我们考虑和F相邻的面，把它们记为，R，尼，．．，E．

根据引理6．3．6，G的拟对偶图殆是—棵树，所以R，尼，．．．，E都通过一条边和F

相邻．根据推论6．3．5，每一个面都有—个L∞，口)一染色．然后，我们再考虑和n

相邻的面，依次类推．根据广度优先搜索，我们能染完所有的面，进而得到G的

L(pjq卜染色．证毕．一

定理6．3．3的证明

因为x。(W2k+2)=4 f91】，根据命题6．1．2，我们有X。．dW2*+1)2 4成立．接下

来我们将证明x“(wjI+1)S 4．我们使用[89]中的方法．设L是G的4_圆列表．
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令vo=t‘．不失一般性，我们假设0∈L(u)．令c(vo)=0．我们将依次给其他顶点

染色．假设我们已经选择的顶点依次为：如，口1，⋯，q，并且吩的颜色为c(吩)’其

中J=0，1，·一，i．对任意顶点"隹{1J0，ul，⋯，他)，令

厶(”)={z∈L(”)：对所有的和"相邻的码(0≤J≤i)都满足z—c(码)≥1)

并且令

‘(t，)=inf Li(")．

设tq+l是满足

‘(t¨1)=min{／．‘(v)：口∈y(G)＼{珈，tII，·一，虢})．

的顶点．我们给顶点％．1染颜色&(q+1)，也就是说，c(vi+1)=‘(坼1)．因为L(vi+1)
是一个开集，并且c(仇+1)是L(％．1)的子集的下确界，所以可能c(盹+1)盛L(％．1)．

下面我们证明厶(")非空，进两染色c有意义．由上面的定义，我们知道

c(vo)≤c(v1)≤⋯S c(tkk“)．
’

断言。假设顶点铷，巩，⋯，％已经被染色，顶点"还未被染色，L{(口)和&(")是上

面所定义的．如果"有t(显然t≤3)个邻点在{加，111⋯，地)中，则L(f，)n【0，6(口)】

的长度至多为t≤3，因此厶(")的长度至少为4一t≥1．

证明．我们对i进行归纳．先考虑i=0的情况．我们知道vo=tI．如果口和

vo不相邻，则‰(v)=L(。)，并且b(”)=iⅡfL(”)，因此L(”)n【o，20(”)】长度为

0．若口和vo相邻，则上o(口)={o∈L(v)：o≥l}且坛(口)=infLo(口)，因此

L(v)n[o，f0(u)1长度至多为1．

设t≥1．假设"未被染色，而且有t个邻点在{Ⅶ，1)1，⋯，q)中．进一步，

我们假设t，有t1个邻点在{询，砚，⋯，vl—l'中．根据归纳假设，L(v)n f0，§一l(口)】

的长度之多为f．根据q的选法，我们有&(")≥‘一l‰)=cm)．若口和忱不相

邻，则t=t’，厶(口)=L¨(")并且％(")=‘一1(口)．因此L(v)f3【o，&(")1的长度至

多为t=f．若口和吨相邻。则t=一+1．由定义我们可以得到L(v)nfc(砜)，6(t，)1

的长度至多为1．因为cm)≤‘一1(口)并且L(v)n【0，‘一l(")】的长度至多为t’，则

L(口)n【0，‘(口)】的长度至多为f+1=t．又因为L(v)的长度至少为4，而且t≤3，

我们得出厶(口)的长度至少为4二t≥1．证毕．■



山东大学。法国巴黎南大学(巴黎11大)博士学位论文

这样我们得到了W2k+l的一种染色c，满足若z，Y相邻，则Ic(z)一c(Ⅳ)I≥1

并且c‰)≤c(v1)S⋯≤c(地k+1)S r一1(因为L2k(tJ2^+1)长度至少为1)．因此

对任意相邻的两顶点z，Y，都有lc(z)一c(y)I，≥1成立．并且，若c(口)譬L(∞，则

c(”)是L(”)上的弧的左端点(下确界的定义)．若存在c(")聋L(口)，对所有的的顶

点u，我们令c，(口)=c(")+￡．若￡≥0充分小，则c是w2I+1上的圆L-染色．_

74
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第七章有向图的圆染色

在这一章，我们讨论了有向图的圆染色．设D是—个有向图。我们证明了

若D的补囹不含有向的哈密尔顿圈，则妊(D)=x(D)．同时，我们得到了关于正

常染色的有向图中过所有颜色的有向路的请个结果．

7．1 介绍

我们用D表示有向图，用G表示无向图．无向图的圆染色理论有很多漂亮

的结果和许多新颖的技巧，它己经变成了图的染色理论的一个重要的分支，我们

可以参考zhu的综述文章f91]．最近，圆染色这一概念被推广到有向图(f711)．

我们沿用【71】中的定义．设S(r)表示一个周长为!r的圆．对于s(r)上的两

点u，o，用d(t‘，。)表示从“到口沿顺时针方向的圆弧的长度．如果D的顶点集合

s的导出子图DISl不含有向圈，则称s为D中的无圈集．

有向图D的—个弱圆r一染色是一个映射，：V(D)一S(r)，使得对D的任意

弧硼，有，(￡)=，(Ⅳ)或者d(，(z)，，(y))≥1成立；并且对任意点t‘∈s(r)，颜色

集，．1(∞是D中的无圈集．有向图D的圆色数的定义如下t

始(功=min{r：D有—个弱圊r．染色)．

有向图D的圆色数的定义引出了有向图D的色数x(D)的定义，x(D)是

满足V(D)可以划分成k个无圈集的最小正整数％．换言之，x(D)是使得D存

在弱圆r．染色的最小正整数r．有向图D的—个正常b染色，就是用％种颜色

(1，2，⋯，k)给D的顶点染色，使得具有同一种颜色的顶点构成的集合是无圈集．

对于任意有向图D，有下面的定理成立．

定理7．1．1(Bo]ml等171])x(D)～1<Xc(D)S x(D)

如果一个无向圈G的每条边用两条方向相反的弧来代替，得到的有向图记为

D，则有向图D的圆色数和色数分别等于无向图G的圆色数和色数．从这个意义

上讲，托(D)和烈D)把圆色数和色数的概念从无向图推广到有向图．
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冠，d是如下定义的有向图t顶点集y(元／2={o，⋯，k一1}，它的弧从任意

顶点ifarei+d，i+d+1，⋯，i+％一1(加法运算对k取模)．注意到丘√，12反

就是长度为n的有向圈．

定理7．1．2(【7l】)x。(最／d)=§

从D到D7的一个无圈同构是指一个映射毋：v(v)一V(D’)使得，

(1)对任意弧伽∈A(D)，或者≯(Ⅱ)=毋(")，或者≯(u)≯(口)∈A(D’)，并且

(2)对于任意顶点"∈V(D7)，≯-1(口)是D中的无圈集．

定理7．1．3(【71】)jffrellt D的圆色数不超过§当且仅当存在一个从D到反，d
的无圈同构．

容易验证无圈同构的复合也是无圈同构．因此，我们也可以有这样的定义，有

向图的圆色数就是满足存在从D到K州有无圈同构的最小的有理数§(k，d是正

整数，并且d≤k)([711)．
考虑如下判定问题；对于某一固定有向图F，任意给定有向图D，是否存在一

个从D到F的无圈同构?Feder，Hell和Mohar【15】证明了如果F是无圈的。则

这个问题是多项式可解的；否则这个同题是ⅣP-完全的．因此，对于任意的r>1，

判定—个任意有向图是否满足x。(D)≤r是ⅣP．完全的【151．

7．2 有向圈的色数等于圆色数的一个充分条件

一个有向图，若任意不同的两个顶点z，!，之间，都存在弧硝和Fz，贝d称该有

向图是完全有向图．我们用口。表示n个顶点的完全有向图．若D=(VA)是有

n个顶点的有向图，我们称巩一A为D的补图．

在无向图中，满足x。(G)=x(G)的图G具有特殊的意义．在【91】中。Zhu

列出了满足x。(G)=x(a)的许多充分条件．例如，若G的补图是不连通的，则

xc(G)=x(C)([90])．Fan【38】给出了如下的一个充分条件．

定理7．2．1(Fan【381)若图G的补图不是哈密尔顿的，则x。(G)=x(G)
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我们在有向图中考虑同样的问题，得到如下结果。从而推广了上述结论

定理7．2．2若有向图D的补图不含有向的啥密尔顿蠲，则旒(D)=x(D)

证明

用f90，定理3．1】中的同掸方法。我们能够得到下面的引理，我们这里省略了

引理7．2．3对于有向图舀d，如果9cd(南，d)=1，则对于任意顶点t，，都有xc(反犯一
{”))<5成立．

推论7．2．4假设D是—个有向图。x。CD)={，其中gcd(k，d)=1．若，：V(D)一
级(反=fo，I，⋯．女一1，)是一个从D到屈啪的无圈同构。则，是一个从以D)
到氖的满射．特别地。我们有％s lV(D)I．

证明．从D到鼠，d的无圈同构，是一个从y(D)到磊酌映射．如果，不是满
射，则，是从D到Rkl,t一{口)的一个无圈同构，其中t，是y(厩，d)中的某一顶

点．根据引理7．2．3，妊(D)≤Xc(藏脚一伽})<§，与我们的假设瓢(D)=§矛盾．·

有向图D的—个(血，d)一划分，是把顶点集V(D)划分成(％，置，⋯，．酸一z)，
使得对任意J，0≤J≤％一1，有如下结论成立t

比∈为，Ⅶ∈乃+lu⋯u为+d一1

不存在从z指向Ⅳ的弧，加法运算对k取模．(这里我们允许五=≯)．有向图D的

一个正常七．染色就是—个(k，1)一划分，也就是说把V(D)划分成㈣，％，⋯，K)，
使得每个K(1≤t≤％)都是无圈集．

引理7．2．5如果xc(D)=§并且gcd(k，d)=1，则有向图D有—个(％，d)．划分使
得对訇阶0≤iS七一1，都有墨≠妒，

证明．因为x(D)={，所以存在从D到／?kId的无圈同构，，根据推论7．2．4，．，
是—个满射．令托=i-i(i)．显然，它是D的—个(k，d)．划分，并且对于所有的

t，0≤{S々一1，都有置≠曲．■
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引理7．2．6若D是不含有向圈的有向图，则D的补图中存在一条有向的哈密尔

顿路．

证明．若D不含有向圈，则D存在一个无圈序列"1，V2，⋯，‰，使得若i>J，则

不存在弧仇码．显然，在D的补图中，‰一‰一1一⋯一t】2一”1就是一条有向
的哈密尔顿路．

我们给出定理7．2．2的证明．反证法．若x。(D)<x(D)，我们假设xo(D)=§，
其中d≥2并且gcd(k，d)=1．则存在—个从D到兄，d的无圈同构．因此，D

有一个(k，d)一划分{凰，Xi，⋯，j≮一1’，使得对于任意J，o≤J≤k一1，都有下面
的结论成立t

忱∈玛，Ⅶ∈玛+lu⋯u恐+d一1

不存在从z指向Y的弧．根据引理7．2．5，苁≠以0≤i≤k-1．又因为d≥2，对于

任意z∈X，任意Y∈五+l’0≤i≤k一1，(％=xo)，不存在从z指向y的弧．所

以，在D的补图中，对任意z∈置，任意Y∈X+l，都存在从z指向”的弧．又因

为每—个咒都是无圈集，根据引理7．2．6，在X的补图中，存在一条有向的哈密

尔顿路．因此D的补图中存在一条有向的哈密尔顿圈，得到矛盾，从而定理得证．●

由定理7．2．2，我们能得到如下两个推论

推论7．2．7若D的补图不是强连通的。则x。(D)=x(D)

推论7．2．8设D是n个顶点的有向图．如果存在顶点口满足d+(")(或d-(口))=

n一1，则x。(D)=x(D)．

7．3 具有正常染色的有向图中过所有颜色的有向路

设D是一个具有正常肛染色的有向图，其中k=x(D)．设奶一勋一

⋯一％和。：一z：一⋯一《是D中的两条有向路，如果对于所有的正整数
t，1≤i≤k，顶点觑和《的颜色为i，则称zl一⋯一Zk为一条花色前向路，
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‘一⋯一￡：称为一条花色后向路．
在无向图中，过所有颜色的路己经被广泛研究过．下面的著名的Gallai—Roy

定理是由RDy【72】和Gallai[43】独立得到的，它给出了最长路和色数的关系．

定理7．3．1(Gallai-Roy[43，721)设D是图G的一个定向。则D有一条长度是

x(c)一1的有向路．

设G是具有正常^·染色的无向图， 1：r,2⋯，。x(∞是G中的一条路．如果对
于所有的正整数i，1≤t S‰IJi,最戤的颜色为{，则称XlX2⋯善x(c)为一条花色

路．Pang[42】考虑了无向图中的花色路并得到了如下结果．

定理7．3．2(Fung【42】)若G是一个图并且％=x(G)，对于G的任意正常k染

色，G中都存在一条花色路．

“【62】也给／ti t Gallai-Roy定理的如下推广

定理7．3．3(Li 162])设G是一个连通图并且k=x(G)．对于G的任意正常缸染

色和图G的任意—个顶点q G中都存在一条以tJ为起点的路，经过这k种颜色．

Lin[681给出了定理7．3．2和7．3．3的简单证明．我们给出了这两个定理在有

向图中的如下推广．

定理7．3．4设D是一个有向图并且k=x(D)．对于D的任意正常肛染色，D

中存在一条花色前向路和一条花色后向路．

定理7．3．5设D是—个强连通的有向图并且七一x(D)．对于D的任意正常k-

染色和D中的任意顶点％D中都存在两条有向路经过这七种颜色，一条以u为

起点，另一条以”为终点．

定理7．3．4的证明

给定一个有向图D的正常肛染色．对于i=1，2，⋯，％，设G是染颜色i的



山东大学，法国巴黎南大学(巴黎11大)博士学位论文

点集．根据定义，每一个砚是非空的无圈集．令d=C1，并且对于{=2，⋯，k，

定义q={z∈G：存在弧从z指向《一1中的点}．
现在，我们证明c：非空．对于i=1，2，·一，k一1，定义Di=qu(Q+1一q+1)．

显然，每一个集合觑是无圈的，并且《也是无圈的．所以v(D)可以划分成％
个无圈集t Dl，D2，．．·，D¨，瓯．因为x(D)=k，所以瓯非空．
选择巩∈瓯’．根据每—个q的定义，我们可以依次选择$々一1∈瓯“o女一2∈

c：一2，⋯，Z2∈呸，Xl∈q，从而得到一条花色后向路}·瓤-÷$k一1_⋯_÷Z2_
Zl·

同样地，令饼=C1，并且对于t=2，⋯，k，定义g=伽∈a：存在弧从

q二1中的点指向z)，我们能得到一条花色前向路．一

定理7．3．5的证明

我们对x(D)进行归纳．如果x(O)一1，结论显然成立．设D是强连通有

向图并且X(D)=k≥2．假设结论对于色数小于k的强连通有向图成立．设z

是D中的任意顶点，C是D的一个正常染色，所用颜色为l，2，⋯，k．假设z

被染颜色i，并设U是染颜色{的点集．记D’=D—U，则x(D’)=k一1．设

D“是D，中满足X(D”)=X(D’)的一个强连通分支，则D中存在两条有向路t

z一‘一⋯_《一Yt和搬一《_⋯一《。毛其中Yl，抛∈v(D”)
并且矗，⋯，《，《，⋯，《∈v(o)一V(D”)．我们用c，记c限制在D，，上的染
色，显然d是D”上的一个正常染色，所用颜色为1，2，⋯，i一1，i+1，⋯，k，因

此X(D”)=k一1．根据归纳假设，D”中存在两条有向路Yl—Y：一⋯一如和

Y：一⋯一彰一抛都经过颜色1，2，⋯，f一1，i+1，⋯，k．因此，D中存在两条

有向路茹-÷茹：一⋯《一Yl一玩_⋯_以和嚣d⋯一彰-÷抛一茁：一

⋯_《_÷z都经过颜色1，2，⋯，k．■

7．4 相关的问题

在无向图中，平面图的色数(四色问题)是图的染色理论中的一个重要的问

题．同样地，在有向图中，Skrekovski提出如下猜想．
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猜想7．4．1(Skrekovski[71J)若D是不含有向的2-圈的平面有向图，则x(D)≤2．

也就是说，V(D)可以划分成(Ⅵ，％)，使得K，K都是无圈集．
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