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摘 要

现实世界中，存在大量的复杂系统，这些系统都可以用复杂网络来表示，例如，

Internet网络，演员合作网、新陈代谢网、航空网等。这些不同类型系统的拓扑结构有

着纷繁复杂的表现，但普通网络又表现出三大共性：连接度呈幂率分布，较高的集聚系

数以及较短的平均路径。这些共性引起了科学工作者的极大兴趣，并引起了复杂网络的

研究浪潮。本文将数学解析方法、分形理论应用到复杂网络的研究当中，通过建立一些

改进的复杂网络模型来对复杂网络的宏观拓扑结构进行研究，用来模拟真实网络的拓扑

结构和相关性质。

本文首先介绍了复杂网络研究背景和意义以及复杂网络研究的现状，并详细地解释

了复杂网络和分形所涉及的基本概念。然后针对复杂网络模型研究的现状，提出了以下

三个模型：

1、提出了谢尔宾斯基支架的具有分形和小世界特性的网络。利用数学归纳的方法

计算出了网络图的集聚系数，平均最短路径和网络图的直径，证明了网络图的小世界特

性。用盒维数和相似维数来衡量网络图的分形性，并得到该网络的集聚系数为O．53、网

络的直径为4、平均路径长度为2．5，平均度分布为7．5，证明了该网络的小世界特性；

然后测定该网络的盒维数和相似维数都约为2。

2、研究了谢尔宾斯基地毯的分形和小世界特性。利用数学归纳的方法计算出了网

络图的集聚系数，平均最短路径和网络图的直径，证明了网络图的小世界特性。用盒维

数和相似维数来衡量网络图的分形性，并得到该网络的集聚系数为0．054，网络图的直

径为6，平均路径长度小于6，测定盒维数和相似维数都约为1．8928。

3、提出了一个具有分形和小世界特性的网络图。本文利用数学归纳的方法计算出

了网络图的集聚系数，平均最短路径和网络图的直径，证明了网络图的小世界特性。用

盒维数和相似维数来衡量网络图的分形性，得到该网络的集聚系数为0．44、网络的直径

为4、平均路径长度为2．67，平均度分布为5．3，证明了该网络的小世界特性；然后测定

该网络的盒维数和相似维数都约为1．585。最后对网络图的构造方法作了进一步地拓展，

并给出了拓展的网络图的相关拓扑特性的表达式，并将其和原来的网络图可归结为一类

具有分形和小世界特性的网络图。

关键词：谢尔宾斯基图形；复杂网络；分形；小世界网络；无标度网络
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The Study on the Evolving Model of three Sierpinski Graphs

And Their Fractality

Abst ract

In the real world，there are many systems，which can be represented by complex

networks，such as Internet，movie actor collaboration network，metabolic networks，aviation

network，and SO on．Many empirical studies indicate that these various kinds of networks have

some cominon characteristics：power—law distribution of degree，hi曲clustering coefficient，

and small average path length．These characteristics receive the researchers’great interest and

considerable attention．This thesis takes mathematic analytical method，fractal，these methods

into the complex network，and builds some improved models on the complex network to

study on the character of the complex network．

This thesis first introduces the background and the significance of the complex networks

and the relevant conceptions are explained，too．Then according to the situation of complex

studying，three new better models areproposed：

1．On the basis of the Sierpinski tetra，we propose a kind of complex network in hi：gh

dimensions with fractality and small—world effect．Using mathematical induction，we obtain

that the clustering coefficient is 0．53，the diameter is 4，the average path length is 2．5，and the

average degree is 7．5．The values of these properties testify that the network is small-world．

Then we calculate the box-counting dimension and Similarity dimension as a measure of their

fractality and the value of the dimension is about 2．

2．On the basis of the Sierpinski carpet，we construct a kind of Sierpinski network．Using
mathematical induction，we obtain that the clustering coefficient is 0．054，the diameter is 6，

the average path length is less than 6，and the average degree is 4．61．The values of these

properties testify that the network iS small-world．Then we calculate the box—counting

dimension and Similarity dimension as a measure of their fractality and the value of the

dimension is about 1．8928．The similarity and elaborate structure proves the fractality of the

network．

3．A class of graphs with fractality and small-world effect is proposed．The clustering

coefficient，the average length of the graphs，and the diameter are calculated analyticaUy．

Also we calculate the box—counting dimension and Hausdorffdimension as a measure of their

fractality and the value of the dimension is 1．585．At last，the method of the constructing

graphs is expanded，and the expressions of the relevant characteristics of the expanded graphs
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are given．The expanded graphs and the graphs proposed before are considered as a class of

graphs with fractality and small-world effect．

Key Words：Sierpinski Graphs；Complex Networks；Fracality；Small-world Networks；
Scale-free Networks；
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1 绪论

1．1 复杂网络的研究背景

随着科学技术的飞速发展和社会的快速进步，越来越多的复杂事物和现象呈现在人

们的面前，例如生态、环境、计算机网络、统计方法、工程技术与人文社会相结合等诸

多社会经济问题有待解决。正是在这样的背景下，复杂性科学开始孕育、萌芽，并受到

越来越多的学者的关注，如今复杂性科学的研究方兴未艾，正如著名的物理学家霍金更

是认为“二十一世纪是复杂性的世纪”。中国科学院院士戴汝为认为，“对整个科学的

发展来讲，对于复杂系统的精确、更完整的描述，是科学最大的挑战”，并把复杂性科

学提到了这样一个高度。而复杂网络理论是借助于图论和物理的一些方法，来研究各种

看上去互不相同的复杂系统、复杂网络之间的共性和处理它们的普适方法。中国科学院

院士许雷则认为，复杂网络可以用来描述从技术到生物直至社会各类开放复杂系统的骨

架，是研究它们拓扑结构和动力学性质的有力工具14,68J。正因如此，从新世纪以来，复

杂网络开始不断蓬勃地发展。复杂网络的研究最早可以追溯到欧拉的七桥问题IlJ。欧拉

将一个小镇每周六所进行的娱乐活动——一次性走过所有七座桥的散步，画在了纸上

(将陆地抽象为节点，而桥则成为了点与点之间的连线)，并通过推理得出“不可能一

次性不重复地走完这七座桥”，从而由此开创了数学的一个分支——图论。在欧拉解决

七桥问题之后的相当长的一段时间里，图论并没有得到足够的发展。直至iJ20世纪60年代，

由两位匈牙利数学家ErdOs和R6nyi建立了随机图理论【21，并被公认为是在数学上开创了

复杂网络理论的系统性研究。他们认为两个节点是否相连不再是确定的事情，而是用由

一个概率P决定，这种网络又称随机网络，网络中的节点的连接数目大致相同，其分布

遵循泊松分布。在20世纪的后40年中，随机图理论一直是研究复杂网络的基本理论，被

认为是描述真实最适宜的网络。

随着计算机技术的高速发展，存储各种复杂系统的拓扑性数据成为了可能，人们开

始利用计算机高速计算的能力来分析这些大量的数据，来探查这些复杂系统的整体特

性。在这些大量的统计分析中发现，人们发现万维网【3】、好莱坞的演员合作网17儿引、科

学引文网【51、细胞代谢系统【61等这些各种不同类型的复杂系统、复杂网络并不是完全随

机的，但又表现出相同的统计属性。美国康奈尔大学的Watts和Strogatz在Nature杂志上

发表的((Collective Dynamics of‘Small．World’Networks))[71和美国Notre dame大学的

Barabasi和Albert在Science杂志上发表的((Emergence of Scaling in Random Networks))№J

这两篇文章开创了复杂网络的研究新纪元，它们分别揭示了复杂网络的小世界特性和无
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标度性质，并建立了相应的模型以阐述这些特性的产生机理。这两种网络的出现和大量

真实网络的实证研究成果，促使人们去探索现实网络的内在演化机制，从此掀起了研究

复杂网络的热潮。

复杂网络模型各式各样，按照不同的方式，可以分成不同的类别【211，见下图：

复

杂

网

络

按生成方式

按节点的度分布

随机性网络

确定性网络

无标度网络

小世界网络

按边是否有方向{三二二二
Fi91．1 The classi蠡cation Chart ofcomplex network

根据上面的分类，可将本文提出的具有分形和小世界的网络图是确定性的、小世界、

无向网络模型。

1．2复杂网络的研究意义

复杂网络的研究大多采用数学和统计物理学的方法，而这为研究者提供了一种复杂

性研究的新视角、新方法。通过复杂网络的研究可以对各种复杂系统网络进行比较、研

究和综合概括。正因为如此，复杂网络刚一提出，就在各个领域都呈现出广泛的应用前

景。

世界上大部分的事物都可以看成一个有各个元素组并相互联系的系统，而系统就可

以用网络图来表示，所以对网络的研究极具意义。科学家通过大量的统计分析发现大多

数实际的系统都是复杂网络，从Internet上的路由器之间连成的网络19】，电力网【1o】，科

学家之间的合作网络，演员的合作网，细胞和蛋白质系统，到人类性关系fll】，论文之间

的引用关系【1 21等，它们都构成某种复杂网络系统。在这些复杂网络系统中，如果发现一

种能够提出它们共性的观点和方法，则能够对这类网络的形成深入的认识。而复杂网络

厂●●●●J、●●L厂●●●●J、●●L
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的实证研究发现这些不同的复杂系统之间，却有着共同的特征：节点的连接度呈幂率分

布，较高的集聚系数、以及较短的平均路径[1311141。

网络的节点的连接度呈幂率分布，决定了网络由少数几个具有众多连接的节点所支

配，这一性质决定了网络的鲁棒性和脆弱性。所谓鲁棒性，即指网络移走少量节点后，

网络中的绝大部分节点仍是连通的，而脆弱性则是恰好相反。无标度性决定了现实网络

的这双重特性，对随机节点故障具有极高的鲁棒性，而对蓄意攻击却具有高度的脆弱性。

这给现实系统带来很大的启发意义。例如，在网络预防黑客攻击方面，为了更有效地保

护网络，可以主要针对保护那些大的f-jp网站[151；在疫苗注射上，可以采取措施直接或

间接地针对那些与很多人具有连结关系的人接种疫苗，这样可以达到很好的效果【161。

网络的较高的集聚系数反映了事物在小世界的情况下自发走向有序的态势，较短的

平均路径特征反映了演化速度快的特征。在疾病传播方面，科学研究者通过建立复杂网

络模型【17】发现，对于从规则网络到随机网络的所有传染概率P∈(O，1)网络，其传染病

的扩散时间刚好与最短路径一致，这很好地说明了最短路径这一几何量的作用。这使得

我们明白在控制疾病传播时，不仅仅是要提高治疗的医学问题，而且考虑如何切断网络。

目前复杂网络研究已经扩展到复杂系统的各个方面，研究网络上信息的传播，网络

上的相继故障，网络中的搜索，以及同步、控制等等，研究者都积极用复杂网络的理论

解决自己专业领域的问题，已经在经济、社会、管理各个领域中显示出强大的生命力

【18】-【201。

1．3复杂网络的研究现状及存在的问题

复杂网络演化模型作为复杂网络的重要研究方向，经历了一个从简单到复杂的过

程，由于复杂系统之间所表现的共性，使得人们积极地去建立一种通用的模型来模拟现

实网络。越来越多的复杂网络模型正在被提出来，并一步一步地接近现实网络。下面简

要讨论复杂网络模型发展中的几个关键模型。

一、规则网络和随机网络

我们把一维链、二维正方晶格等称为规则网络【23】。规则网络是指平移对称性晶格，

任何一个晶格点的近邻数目都相同。比较典型的规则网络有：全局耦合网络、最近邻耦

合网络和星形网络。全局耦合网络就是指任意两个点之间都有边直接相连，所以其平均

最短路径和集聚系数的值均为1(见图1．2(b))。最近邻耦合网络是指网络中的每个节点只

能和它周围的节点相连(见图1．2(a))。而星形耦合网络是指网络中有一个中心点，其余的

所有点都只与这个中心点相连，而它们彼此之间却不连接(见图1．2(c))。具体下图1．2：
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图1．2规则网络图

Fig 1．2 The Graph of rule network
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20世纪50年代末期，匈牙利数学家ErdOs和R6nyi首次将随机性引入网络的研究，

提出了著名的随机网络模型，简称ER模型。该模型是给定N个节点，每一对节点以相

同概率P进行连接边。如果P=1 N表示N个节点完全连接，总边数为N(N-1)／2：如果

P=0，则N个节点相互孤立；P∈(O，1)时，网络中的总边数为pN(N一1)／2。具体见下

图。

随机网络的主要特征是：1)聚集系数较小；2)网络平均距离小；3)节点度服从Poisson

分布。

r>
一＼／
r爻
一＼／

图1．3随机网络图

Fig 1．3 The Graph of random network

注1)(a)p=0，给定的8个孤立点：(b)～(d)分别以概率p=0．1、p=0．2、p=0．25生成的随机图。

二、小世界网络

规则网络模型和ER随机图模型都不能体现真实网络的一些重要特征，毕竟大部分

实际网络既不是完全规则的，也不是完全随机的。作为从完全规则网络向完全随机图的

过渡，Watts和Strogtz在1998年建立了著名的小世界网络模型[71，称为WS小世界模
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型。WS模型是从一个具有N个节点的规则网络开始，每个节点与其k个最近邻连通；

然后，以概率P重新选取随机边，也就是对每个节点的边，我们以概率P重连，保持边

的总数目不变。具体见图1．4。

◆◆◆
产《董O————————————————————————————————◆P。1

图1．4 WS模型图川．

Fig 1．4 The Graph of WS model

在WS模型中，P=0对应于随机网络，P=I则对应于完全随机网络，通过调节P

的值，就可以控制从完全规则网络到完全随机网络的过渡。WS模型结合了规则网络较

大的簇系数和随机网络较小的平均最短距离的特征，很好地描述了真实网络的小世界特

性。

但WS网络模型的随机化构成有可能破坏网络的连通性。另一个研究比较多的是

Newman和Watts提出的小世界模型【241，它是通过“随机化加边"的方式来取代WS模

型中的“随机化重连"，并且对充分小的概率P和充分大的N，该模型等价于WS模型，

同时也避免了WS模型中由于重连而可能产生孤立点的发生。

三、BA无标度网络模型

Barabfisi和Albert在对许多真实世界的网络进行研究时发现许多网络的度的分布函

数呈现出幂律分布而非钟形的泊松分布的特点181，如图1．5和图1．6。他们分析万维网的

产生机理，提出了无标度网络产生的两个基本机制：增长和择优连接。增长是指网络不

是静态不变的，而是不断演化不断增长的过程，是区别于小世界网络和随机网络的固定

节点个数的；而择优连接意味着网络中节点之间的连接不是均等的，而是有偏好的。他

们认为网络是在这两种规则下不断地生长演化的，并建立了著名的无标度网络演化模

型，简称BA模型【251。
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K

图1．5泊松度分布 图1．6幂律度分布
Fig 1．5 The Poisson distribution Fig 1．6 The power law distribution

小世界网络模型和BA无标度网络模型的提出，掀起了复杂网络的研究浪潮。在这

两个模型的基础上，许多研究者又提出了许多扩展模型和新的演化机制。Krapivsky等人

126J研究了非线性的择优连接机制，并证明线性择优连接时的幂率分布指数yE(2，oo)。

Dorogovtsev和Mendes[27】考虑了老节点之间的连接或断开的情况，用节点的连通的平均
1度的变化率来建立模型，并计算出该模型的网络幂指数，，=2+÷，其中C∈R。他

1+2c

们还将节点的老化机制加入网络的演化当中，让新节点与老节点连接的概率和老节点的

年龄相关【281。Klemm K Egufluz V M也考虑了节点的老化情况【291，提出了基于节点有限

记忆量的网络增长模型，证明了现实网络中的节点的年龄和它被连接的概率呈负相关关

系。

自从小世界网络的经典模型WS模型【7l的提出，人们对具体网络的小世界特性进行了

深入的研究，并提出了大量的小世界网络模型【3”21。在2005年的nature I-"的“Self-similarity

of complex networks”中【461，Song等人用分形理论中的分维来描述网络中的自相似性，给

人提供了研究复杂网络的新角度。他们采用盒维数的方法来计算网络的维数证明其自相

似性，并进一步通过重整化过程，证明白相似性和无标度的分布在网络的所有粗粒化过

程阶段都成立。他们在随后的研究中，又将复杂网络出现的这种分形性归因于连接度高

的节点之间的互斥性【331。Gim和Goh等人134。36】贝0从一种称为骨架(skeleton)的树结构出

发，来研究分形网络的成因，认为最初的分形网络可以看作是这种分形骨架和一些点与

点之间的捷径组成。目前关于分形网络形成原因的研究还不是太多。

从Dorogovtsev等人提出的伪分形网络模型【47】开始，研究者开始建立各种具有分形特

征的网络模型。其中以阿波罗网络【37J最为著名，章忠志等人先后建立了高维的阿波罗网
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络13剐，高维的随机阿波罗网络【621，以及阿波罗网络的一般模型1631，周涛等则建立了二

维随机阿波罗网络模型【641。古志鸣【65l则用单纯形剖分生成了一个类似阿波罗网络的模

型。在这些模型演化的网络中虽然都具有一定的分形特征，但并没有用分形的相关理论

方法证明其分形性。

在复杂网络模型以几乎每天产生一个新模型的速度产生时【39J．【451，2005年的nature上

一篇名为“Self-similarity of complex networks”文章，给人提供了研究复杂网络的新角度

I蛔。文章作者Song等创造性地用分形理论中的分维来描述网络中的自相似性，采用盒维

数的方法来计算网络的维数证明其自相似性，并进一步通过重整化过程，证明自相似性

和无标度的分布在网络的所有粗粒化过程阶段都成立。其实从2002年Dorogovtsev等人提

出的伪分形网络模型开始M，研究者开始建立各种具有分形特征的网络模型。阿波罗网

络模型就是具有明显的自相似特征的【38】。古志鸣用单纯形剖分生成了一个类似阿波罗网

络的模型【431。在song这篇文章之后，研究者逐步开始开始建立具有分形性的网络演化模

型，并用这种盒维数方法来证明其分形性【鸫】’1541。Gim和Goh等人则从一种称为骨架

(skeleton)的树结构出发来建立网络模型，并分析研究分形网络的成因，认为最初的分形

网络可以看作是这种分形骨架和一些点与点之间的捷径组成【48l。【501。Hem考tn等人则从伪

分形模型进行扩展，提出迭代的无标度网络，并证明其分形性【521。Didier Sornette等人则

提出了用边覆盖来计算复杂网络分维数15引。D．J．B．Soares建立了一个空间填充的复杂网

络模型，并用盒维数的方法证明其分形性【541。Song在随后的研究中，又将复杂网络出现

的这种分形性归因于连接度高的节点之间的互斥性【55】，并提出了计算盒维数的算法【561。

可以认为复杂网络的自相似性正在成为一个重要的研究方向。

复杂网络演化模型研究发展地很快，模型考虑的因素也越来越多，也越来越接近于

实际现实网络，但仍存在着以下问题：

1、虽然复杂网络的网络演化模型从复杂网络的兴起至今，已具有相当的数目，并

且研究了各个方面的复杂网络特性，我们发现绝大多数文章，都是在计算机的帮助下，

通过随机模拟等算法，对产生出的统计数据进行分析，这一方面有利于我们认识错综复

杂的外部世界，但另一方面的要认识复杂世界，还需要对我们定量的认识复杂网络，多

角度观察会有助于我们对复杂网络的认识。

2、复杂网络的自相似的形成原因研究还不是太多，对网络复杂性的测度没有一个

行之有效的方法，模型更多的只是用盒维数的方法去证明其分形性，而没有将分形理论

更多的内容和复杂网络结合起来考虑。
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3、模型与现实网络结合的不够紧密。尽管复杂网络有大量的实证研究，但是实证

与模型演化脱节情况尚未解决，网络模型设定的一些生成演化机制，还不能反映真实网

络的真正特性。根据实际网络来定具体机制的模型还比较少。

1．4本文的研究内容

根据1．3所述的复杂网络演化模型及自相似研究的现状和所存在的问题，研究了由

谢尔宾斯基经典图形构造的一系列网络拓扑性质，并得到这些网络的平均路经长度随着

网络规模的无限扩大趋于一个固定的常数。本文主要做了以下方面的工作：

(1)提出了谢尔宾斯基支架的具有分形和小世界特性的网络。利用数学归纳的方

法计算出了网络图的集聚系数，平均最短路径和网络图的直径，证明了网络图的小世界

特性。用盒维数和相似维数来衡量网络图的分形性，并得到该网络的集聚系数为0．53、

网络的直径为4、平均路径长度为2．5，平均度分布为7．5，证明了该网络的小世界特性；

然后测定该网络的盒维数和相似维数都约为2。

(2)研究了谢尔宾斯基地毯的分形end,世界特性。利用数学归纳的方法计算出了

网络图的集聚系数，平均最短路径和网络图的直径，证明了网络图的小世界特性。用盒

维数和相似维数来衡量网络图的分形性，并得到该网络的集聚系数为0．054，网络图的

直径为6，平均路径长度小于6，测定盒维数和相似维数都约为1．8928。

(3)提出了一个具有分形和小世界特性的网络图。本文利用数学归纳的方法计算

出了网络图的集聚系数，平均最短路径和网络图的直径，证明了网络图的小世界特性。

用盒维数和相似维数来衡量网络图的分形性，得到该网络的集聚系数为0．44、网络的直

径为4、平均路径长度为2．67，平均度分布为5．3，证明了该网络的小世界特性；然后测

定该网络的盒维数和相似维数都约为1．585。最后对网络图的构造方法作了进一步地拓

展，并给出了拓展的网络图的相关拓扑特性的表达式，并将其和原来的网络图可归结为

一类具有分形和小世界特性的网络图。

1．5本文的结构

文章剩余部分组织如下：

第2章着重介绍了复杂网络的基本理论概念。首先对图论的一些基本概念作了介绍，

描述了复杂网络了一些基本属性，然后对复杂网络的重要的特征度量参数作了介绍：然

后介绍了分形的有关背景及相关知识，最后解释了复杂网络的自相似性。

第3章分析了基于谢尔宾斯基支架的具有分形和小世界特性的网络。本章首先介绍

了基于谢尔宾斯基支架的构造过程。然后提出网络模型的演化机制，并解析计算出其网
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络的集聚系数、平均路经长度、及网络的平均度，并发现当网络的规模无限增大时网络

的平均路经长度趋于一个常数。

第4章建立并分析了基于谢尔宾斯基地毯的具有分形和小世界特性的网络。本章首

先介绍了基于谢尔宾斯基地毯的构造过程。然后提出网络模型的演化机制，并解析计算

出其网络的集聚系数、平均路经长度，并发现当网络的规模无限增大时网络的平均路经

长度在一定的区间内部。

第5章建立了具有分形和小世界特性的网络图。首先介绍谢尔宾斯基垫片的相关内

容和分形维数的基本概念。然后提出本网络图的构造法则，并解析计算出网络图的相关

拓扑特性证明其小世界和分形性。最后对网络图的进一步的拓展深化，定义了一个一般

性的分形和小世界特性的网络图。

最后，对研究结果进行总结，给出了本文的结论和不足之处，并对下一步的研究工

作进行了展望。
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2 复杂网络和分形的基本概念简述

2．1 复杂网络的定义及表示方式

自随机图理论提出至今，在复杂网络领域提出了许多概念和术语。这里介绍一些常

用的定义。

网络(Network)在数学上以图(Graph)来表示，图的研究最早起源于18世纪瑞士

著名数学家Euler的哥尼斯堡七桥问题。复杂网络可以用图论的语言和符号精确简洁地

加以描述。图论不仅为数学家和物理学家提供了描述网络的语言和研究的平台，而且其

结论和技巧已经被广泛地移植到复杂网络的研究中。为了能够方便准确地表达复杂网络

的统计性质，有必要先介绍一些网络和图论的基本知识。

网络(图)是指二元组(K聊，其中y为节点集，E为边集，矿中元素称为节点或

顶点(Vertex或Node)， E中元素称为边(Edge或Link)，且E中的每条边ff有y

的一对节点@，’，)与之对应，如果E中任意的节点对①，v)和p，比)对应同一条边，则该网络

称为无向网络，否则为有向网络；如果E中所有边的长度均为1，即Z产1，则称网络为

无权网络，否则为加权网络。y中元素个数和E中元素个数分别称为网络的阶(Order)

和边数(Size)。阶和边数都有限的图为有限图(Finite Graph)。边所连接的节点称为

端点(End．vertices)，两端点相同的边称为环(Loop)。有公共起点并且有公共终点的

两条边称为平行边(Parallel Edges)或重边(Multi．edge)。无环且无平行边的图称为简

单图(Simple Graph)。任何不同的两节点之间都有边相连的简单无向图称为完全图

(Complete Graph)。本文提到的图，若没有特别的说明，均指没有重边的无向简单图。

2．2复杂网络的基本属性

复杂网络之所以被广泛地研究，在于许多现实网络表现出相同或相似的特性，有一

些共同的属性。下面就简单介绍一下这些属性。

小世界效应。20世纪60年代，美国哈佛大学的心理学家Milgram做了一个社会调

查，发现地球上任意两个人之间的平均距离是6，即是平均只要通过5个人的传递，一

个人就能同地球上任何一个角度的另一个人建立联系。这就是著名的小世界实验，又称

为“六度分离"。它证明了现实许多网络大多数结点都可以通过一条较短的路径相连。

一个网络如果称为是小世界效应的，是指如果对于固定的网络的节点平均度，平均路径

长度的增加速度至多与网络规模N的对数成正比(度和平均路径的概念将在2．3节详

述)。小世界效应同时也表明，在现实网络中，信息的传播是十分迅速的过程。
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无标度特性。所谓无标度特性，是指网络中存在着极少数连接度特别大的点，连接

着网络中的绝大多数的连接度小的点，网络中的节点连接度分布符合幂率分布，即“无

标度"。绝大多数的现实网络的这种特性直接决定了它同时具有鲁棒性和脆弱性的双重

特性。

网络弹性。所谓网络弹性，主要是指网络节点的删除对网络连通性的影响。对于有

些节点删除，网络依然能保持良好，而有些节点删除，则对网络是致命的。

模块性。所谓模块，是指一组物理上或功能上连接在一起的、共同完成一个相对独

立功能的节点。现实网络中许多都包含模块，万维网上相似主题的网站、社会网络中一

群朋友或不同阶层，以及相对固定的蛋白质．蛋白质联合体【58】等等。这就让我们除了研

究小世界和无标度这种共同的全局结构特征之外，也要重视网络的不同的局部结构特

征。

自相似性。一个复杂系统的自相似性是指某种结构或过程的特征从不同的空间角度

或时间尺度来看都是相似的，或者某系统或结构的局域性质或局域结构与整体类似。现

实网络中，好多呈现出这种自相似性，如万维网、社会网络、蛋白质网等等I蚓。关于复

杂网络的自相似性将在2．4节详述。

当然，复杂网络的特性还有很多，随着复杂网络的逐渐深入，必然会有更多的属性

被人发现并应用起来。

2．3复杂网络的特征度量

随着对复杂网络研究的深入，研究者提出了许多特征度量参数，来描述各种不同类

型的复杂网络的共同特征，同时也用来衡量各种复杂网络演化模型的准确性和有效性。

下面只介绍几个常用到的基本概念。

2．3．1节点的度分布

度是单独节点的属性中简单而又重要的概念。节点i的度k；指的是与该节点连接的

其他节点的数目，也等价于该节点所有的邻居的数目。而度分布P(k)定义为随机地选择

一个节点，度为k的概率，或者等价地描述为网络中度为k的节点数占网络节点总数的

比例。对于有向网络，由于一个节点的度又分为出度(从该节点指向其他节点的边的树

目)和入度(从其他节点指向该节点的边的数目)，其度分布又有入度分布和出度分布

之分。

节点的度分布是网络的一个重要的统计特征。目前，主要有两种度分布：一是指数

分布(又称Poisson分布)；另一种分布是幂律分布，即P(k)OC k一，'，是度指数。近几
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年的大量实证研究表明，许多网络的度分布可以用幂律分布来更好地描述，并且度指数

)，一般介于2到3之间。幂率分布曲线要比Poisson指数分布曲线下降要缓慢得多。当

然，并不是所有的网络都服从幂率分布，如美国西部的电力网络服从指数分布；电影演

员合作网络、蛋白质相互作用网络的度分布则是一个幂律加指数截断的度分布的网络
[591

O

以下是度分布的两个实例：

①www子网，在双对数坐标系下度分布基本为直线形式，符合幂律分布，见图

2．1(a)1591：

②电力网络，在半对数坐标下度分布为直线形式，服从指数分布，见图2．1(b)[71。

(a)WWW子网的节点连接度分布图f591 (b)电力网络的节点连接度分布图川

(a)The Degree Distribution of www Co)The Degree Distribution of the Electrical network

图2．1真实网络的节点连接度分布图

Fig 2．1 The Degree Distribution of real networks

2．3．2集聚系数

集聚系数是用来描述网络中节点的聚集情况，是衡量网络集团化程度的重要参数。

比如在社会网络中，你朋友的朋友可能也是你的朋友或者你的两个朋友可能彼此也是朋

友。节点f集聚系数C，定义为，它的t个直接邻居之间实际存在的边数E占所有可能存

在的边数I(镌-1)／2的比例，即Cf=2互／【t(t-I)】。整个网络的集聚系数c指的是，

所有节点集聚系数的算术平均值。很显然，C∈f0，1】，当C=0时，所有的节点均为孤

立点，当C一1时，网络中任意两个节点都是直接相连的。如图2．2，节点1的集聚系数

为1／3，节点2的集聚系数为1／3，节点4的集聚系数为1，节点3，5只有一个邻居节

点，集聚系数可认为是0(也有些研究文献认为是1)，则整个网络的集聚系数是：
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一 1／3-I-1／3+1+0+0 1L=一叠一o5 3

2

图2．2集聚系数示意图

Fig 2．2 The Figure of Cluster Coefficient

许多现实网络都具有明显点的集聚效应，它们的集聚系数尽管远小于1但却比

o(N一1)要大得多。并且发现，你的朋友之间也是互为朋友的概率将随着网络的不断扩

大，而趋向于一个常数，而这恰恰体现了“物以类聚，人以群分"这句话的道理。

2．3．3平均路径长度

两个节点之间的路径长度是指从某一节点沿网络到达另一节点所经过的距离，又指

从一个节点到达另一个节点所经过的边的数目。最短路径长度即是指两点之间的最短的

路径长度，也就是经过的最少的边的数目，又称两点之间的距离。所有节点间的距离的

最大值称为网络的直径，记为D=Max(d，，)。网络的平均路径长度己定义为网络中任意

一对节点之间的距离的平均值，数学表达式为：

k志-1)；薹略 (2．1)
N心t氇、

、‘

由上面的定义可知，图2．2的网络直径是D=d，；=3，平均路径长度L=1．6。近期

研究发现，大多数现实网络虽然节点数巨大，但网络的平均路径长度却小得惊人。如具

有449913个节点的电影演员网络的平均路径长度为3．48，具有153727个节点的万维网

的平均路径长度为3．1。

上述三个特征度量参数是描述复杂网络的研究基础，是网络的三个基本属性，研究

者提出的大量的网络拓扑演化模型，也大多通过数学解析或者计算机模拟仿真的方法来

获取这三个参数的值或表达式，从而进一步验证模型的有效性。随着复杂网络研究的不

断深入，人们也不断地提出了其它一些特征度量参数，如网络的介数，，最大连同分支，

模块性，网络的度度相关性，网络的簇度相关性等等。
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2．4分形与复杂网络的自相似性

2．4．1分形的起源

自然界是宇宙万物的总称，是各种物质系统相互作用相互联系的总体，它包括大至

宇宙天体的形成演化，小至微观世界中基本粒子的运动，呈现在人们面前是如此的千变

万化、瑰丽多彩，又是广阔无垠、奥秘无穷。人类在认识自然改造自然的过程中，正在

一层层的揭去其面纱，来探索其“庐山真面目"。应该说，物理学家们在解析宇宙和基

本粒子方面花了极大的精力。随着牛顿经典力学的创立，爱因斯坦相对论，以及量子力

学的发展，人类在自然科学方面已经取得了辉煌的成就；随着天体物理学以及其它相关

学科的迅速发展，人类已经登上月球，进入太空；人类对微观世界由质点组成的简单系

统的运动规律也有了全面而正确的认知。

尽管如此，只要人们稍微留心一下周围环境中发生的大量非线性不可逆现象，就会

发现，人们对这些现象所知甚少，有许多问题甚至束手无策。就以天空中发生的大家习

以为常的现象为例，当你仰望蔚蓝的天空，往往可以看到一团团白云漂浮其间，一派诗

情画意，但如果用不同倍数的望远镜来观察云团时，就会发现，白云的形态似乎和望远

镜的放大倍数无关，不管放大倍数多大，它的形态几乎总是保持不变。

再看一个与天气有关的例子，那就是气象预报。事实证明，长期的气象预报是不可

能很准确的，因为随机性总是存在的，而它是无法事先预见的。另外对一个特定的地点

而言，完全相同的天气(指气温、湿度、风速、风向、阳光、雨雪等)也是绝对不会重现

的。

以上几个例子都是一些与天气相关的自然现象，其主要特点是不可逆性和随机性。

除了气象之外，还有许许多多的非线性不可逆现象在科学研究和日常生活中存在，如流

体力学中的湍流、对流、电子线路的电噪声、某些化学反应等，远离平衡的宏观体系中

自发产生时空有序状态是十分普遍的自然现象和社会现象。自然界的各种变化过程中都

包含着偶然性和必然性的统一。

1975年，曼德勃罗出版了他的法文专著《分形对象；形、机遇与维数》(Les objects

fractals：forme，hazard et dimension)，标志着分形理论正式诞生。1977年他又出版

了该书的英译本。1982年曼德勃罗的另一部历史性著作《大自然的分形几何学》与读者

见面，该书虽然是前书的增补本，但在曼德勃罗看来却是分形理论的“宣言书”，而在

分形迷的眼中，它无疑是一部“圣经”。该书旁征博引、图文并茂，从分形的角度考察

了自然界中的诸多现象，引起了学术界的广泛注意，曼德勃罗也因此一举成名。
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分形在英文中为fractal，是由美籍法国数学家曼德勃罗(Benoit Mandelbrot)创

造出来的。此词源于拉丁文形容词fractus，对应的拉丁文动词是frangere(破碎、产

生无规则碎片)。此外，它与英文的fraction(碎片、分数)及fragment(碎片)具有

相同的词根。在20世纪70年代中期以前，曼德勃罗一直使用英文fractional一词来

表示它的分形思想。因此，去拉丁词之头，撷英文之尾所合成的fractal，本意是不规则

的、破碎的、分数的。曼德勃罗是想用此词来描述自然界中传统欧氏几何学所不能描述

的一大类复杂无规的几何对象，例如，蜿蜒曲折的海岸线、起伏不定的山脉，粗糙不堪

的断面，变幻无常的浮云，九曲回肠的河流，纵横交错的血管，令人眼花缭乱的满天繁

星等。它们的特点是，极不规则或极不光滑。直观而粗略地说，这些对象都是分形。

目前，分形是非线性科学中的一个前沿课题，在不同的文献中，分形被赋予不同的

名称，如“分数维集合”、“豪斯道夫测度集合"、“S集合”、“非规整集合"、以

及“具有精细结构集合”等等。一般地可把分形看作大小碎片聚集的状态，是没有特征

长度的图形和构造以及现象的总称。由于在许多学科中的迅速发展，分形已成为一门描

述自然界中许多不规则事物的规律性的学科。

长期以来，自然科学工作者，尤其是物理学家和数学家，由于受欧几里得几何学及

纯数学方法的影响，习惯于对复杂的研究对象进行简化和抽象，建立起各种理想模型(绝

大多数是线性模型)，把问题纳入可以解决的范畴。对这种逻辑思维方法，大家都是很

熟悉的，因为从中学到大学，每个学生在课堂学习中，已经多次反复地被灌输、熏陶，

已经习以为常。应该指出的是，这种线性的近似处理方法也很有效，在许多学科中得到

了广泛的应用，解决了许多理论问题和实际问题，取得了丰硕的成果，推动了各门学科

的发展。但是在复杂的动力学系统中，简单的线性近似方法不可能认识与非线性有关的

特征，如流体中的湍流、对流等等。虽然从数学上，这种近似方法也可以对一些非线性

系统列出微分方程(组)来加以定量描述，但是除了极个别的例子可以在某一特定条件

下，求出其特解以外，大多至今都解不出来。对于复杂一些的非线性系统和过程，则连

微分方程(组)也列不出来。而分形则是直接从非线性复杂系统的本身入手，从未经简

化和抽象的研究对象本身去认识其内在的规律性，这一点就是分形理论与线性近似处理

方法本质上的区别。

需要指出的是，应用分形理论来研究非线性科学中的各种课题，丝毫也不贬低线性

近似处理方法的重要性，因为在一定的范围之内，应用线性近似处理方法可以迅速地得

到有效的结果。但是对远离平衡的非线性复杂系统(过程)来说，就只能用分形理论来

进行研究，正如对低速运动的物体，用牛顿三大定律来处理完全正确：而对微观世界中

粒子的高速运动，就只能用量子力学和相对论来加以描述。
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古希腊人创立的经典几何学一直是人们认识自然物体的有力工具。宇宙理论，宏伟

的建筑都是建立在这个基础上的。以致伟大的科学家伽利略曾经断言：大自然的语言是

数学，“它的标志是三角形、圆和其他几何图形"。然而自然界存在着大量无法用经典

几何方法准确描述的复杂图形，如自然界中长着分岔的树枝、变幻的云彩、高低不平的

山脉、弯曲的河流，生活中股市上的股票价格曲线、水文测量中的水位变化曲线、一个

地区的气候变化曲线等等。从整体上看，它们的几何图形是处处不规则的，但在不同的

尺度上图形的规则性又是相同的，也就是从整体到局部的各个层次上都有自相似的结

构，在一个花样的内部还有更小的同样的花样【删【61J。

曼德勃罗曾经为分形下过两个定义：

(1)满足条件Dim似)=dim(A)的集合A，称为分形集。其中，Dim(么)为集合

A的分维数，dim(A)为其拓扑维数。一般说来，Dim似)不是整数，而是分数。

(2)部分与整体以某种形式相似的形，称为分形。

然而，经过理论和应用的检验，人们发现这两个定义很难包括分形如此丰富的内

容。实际上，对于什么是分形，到目前为止还不能给出一个确切的定义，正如生物学中

对“生命"也没有严格明确的定义一样，人们通常是列出生命体的一系列特性来加以说

明。分形具有五个基本特性：

①分形都具有任意小尺度下的比例细节，或者说它具有精细的结构；

②分形不能用传统的几何语言来描述，它既不是满足某些条件的点的轨迹，也不是

某些简单方程的解集；

③分形具有某种自相似形式，可能是近似的自相似或者统计的自相似；

④一般，分形的“分形维数"，严格大于它相应的拓扑维数；

⑤在大多数令人感兴趣的情形下，分形由非常简单的方法定义，可能以变换的迭代

产生。

2．4．2分形的几何特征

分形作为几何对象，首先是破碎的、不规则的，但不是所有破碎的、不规则的形状

都是分形。曼德勃罗(1986年)曾经给分形写过这样一个定义：组成部分与整体以某种

方式是相似的形。也就是说，分形一般具有自相似性。但分形理论发展到今天，已经不

仅限于研究对象的自相似性质了，如果一个对象的部分与整体具有自仿射变换关系，我

们也可以称它为分形。今后，条件可能还会进一步拓宽，只要是部分与整体以某种规则
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联系起来，通过某种变换使之对应，我们都可以将其看成是分形，因为分形的本质就是

标度变换下的不变性，而这层意思是可以拓宽的。

1．自相似性

自相似便是局部与整体的相似，或者说，局部是整体的缩影等。下面举几个典型的

例子来使读者更好的理解对象的自相似性。

(1)Cantor三分集

集合论创始人，德国数学家康托(G．Cantor，1845-1918年)在1883年曾构造了一

种三分集，其几何表示如下：

取一条欧氏长度为Lo的直线段，Lo叫做初始操作长度。将这条直线段三等分之后，

保留两端的线段，将中间的一段扔掉，如图2．3所示N=I的操作；再将剩下的两条直线

段分别三等分，然后将其中间部分扔掉，如图2．3所示N=2的操作，以此类推，直至无

穷，便形成了无数个尘埃似的点，这便是Cantor三分集。它们的数目无穷多，但长度

为零。这种构造的自相矛盾性质曾使19世纪的数学家感到困惑。但我们从几何关系来

看，最终生成点的分布是局部相似的，甚至，这个过程中每一步图形之间也是局部相似

的，这便是自相似。

0 1／3 T，。 2／3 1

●————————-●————————●

N=I

N=2 ●————————-．●———————_．

图2．3康托三分集

Fig 2．3 Cantor curve

(2)Koch曲线

1904年，瑞典数学家科赫(H．von Koch，1870-1924年)构造了一种“妖魔曲线"，

被称为Koch曲线。其构造过程如下：

取一条欧氏长度为L。的直线段，将其三等分，保留两端的线段，将中间的一段改换

成夹角为600的两个等长韵直线，如图2．4中N=I的操作。将长度为Lo／3的4个直线段

分别进行三等分，并将它们中间的一段均改换成夹角为600的两段长为k／9的直线段，

得到图2．4中N=2的操作。重复上述操作直至无穷，便得到一条具有自相似结构的折线，

如右图便是Koch雪花曲线。
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图2．4科赫曲线

Fig 2．4 The Koch curve

(3)Sierpinski垫片

以上两个自相似图形都是基于一条欧氏直线段生成的，Cantor三分集是将线段删去

一部分，最终得到的是一个离散的点集，而Koch曲线是将线段增加一部分，最终得到

的是一个处处不光滑的折线集。波兰数学家谢尔宾斯基(w．Sierpinski，．1882—1969年)

于1915年给出了一个从平面上的二维图形出发做曲线的有趣例子。所构造的

Sierpinski垫片相当于将上述构造方法推广到平面上，起初始图形是一个等边三角形

面，构造过程如下：

首先，我们将这个等边三角形面四等分，得到4个小等边三角形面，去掉中间一个。

将剩下的3个小等边三角形面分别进行四等分，再分别去掉中间的一个。重复以上操作

直至无穷，可以得到如图2．5所示的图形，可以看出它的每一小部分在结构上都与整体

相同，这也是一个典型的自相似图形。

图2．5谢尔宾斯基垫片

Fig 2．5 Sierpinski gasket

2．自仿射性

自仿射性是自相似性的一种拓展。如果将自相似性看成是局部到整体在各个方向上

的等比例变换的结果的话。那么，自仿射性就是局部到整体在不同方向上的不等比例变

换的结果。前者称为自相似变换，后者称为自仿射变换。

3．精细结构

分形还有一个更重要的特征，即精细结构。在理论上，Koch曲线是按一定规则无限

变换的结果，所以，假如用一个数学放大镜来看Koch曲线的话，无论放大多少倍，都

能看到里面还有与整体相似的结构。这一点非常接近于自然界中的对象，也符合中国古

代的哲学思想：“一尺之棰，日取其半，万世不竭”(庄子《天下篇》)。在这里，我

们不打算讨论物质是否无限可分，我们只是注意到分形和自然对象都具有极多层次的结

构，这是分形体最基本的特征。但是，自然界中的对象与数学中的分形还是有所不同的。
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在自然界中，对象即使存在自相似性，也是在有限层次区间中，所以在对自然界的分形

研究中，一般我们只关心有限层次的自相似性或自仿射性结构。

4．分形与欧氏几何图形的区别
可以看出，分形与普通的欧氏几何图形有明显的区别：

①欧氏图形是规则的，而分形是不规则的，也就是说，欧氏图形一般是逐段光滑的，

而分形往往在任何区间内都不具有光滑性。

②欧氏图形层次是有限的，而分形从数学角度上讲，层次是无限的。

◎欧氏图形一般不会从局部的到整体的信息，因为它们不强调局部与整体的关系，

而分形强调这种关系，所以，分形往往可以从局部“看出"整体。

@欧氏图形越复杂，其背后的规则也必定越复杂，而对于分形图形，虽然看上去十

分复杂，但其背后的规则却是相当简单的。

因此，我们要构造、绘制的图形是与中学学到的欧氏图形完全不同的，首先必须找出分

形对象“不规则"的规则，然后在计算机的帮助下才能将其生成出来。

分形理论真正发展起来才一、二十年，并且方兴未艾，目前仍处于不断发展之中。

分形，为探讨自然界的复杂事物的客观规律及其内在联系提供了新的概念和方法，在其

发展过程中，许多传统的科学难题，由于分形的引入而取得显著进展，分形理论的应用

发展远远超过了理论的发展。分形作为一种新的概念和方法，正在许多领域开展应用探

索。美国著名物理学家惠勒说过：今后谁不熟悉分形，谁就不能被称为科学上的文化人。

2．4。3复杂网络的自相似性

现实中很多网络的部分与整体有着很明显的相似性；而局部在某种意义上与整体相

似，即自相似性。

衡量复杂网络的小世界特征一个重要特征就是网络平均路径长度￡可用网络模型

Ⅳ的对数函数来表示，即L 0C InN，或表示为
L

N oc e‰ (2．2)

其中常数厶表示特征长度。式(2．2)意味着网络规模是平均路径长度的指数函数，而

自相似性则要求满足某种幂律关系。

Song等人146J创造性地将分形理论中的盒维数的方法推广用于复杂网络，计算出复

杂网络中的分数维，从而指出，许多实际网络，包括WWW、社会网络、蛋白质交互作

用网络(PIN)和细胞网络等，在某种长度．标度下确实是自相似的。盒维数方法用于复杂

网络的主要困难是：对于大多数显示网络来说，并不存在包含这些网络的自然的欧氏空
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间，而且复杂网络上两个节点之间的距离并不是指两个节点的欧氏距离，而是连接两个

节点的最短路径所包含的边数。他们将用于覆盖复杂网络的尺寸为ZR的盒子规定为：盒

子中任意两个节点之间的距离都小于Z舟。用这些盒子覆盖网络，将网络中的节点不重复

地放在了一个个盒子里。Song等人通过计算许多现实网络发现，覆盖网络所需的最少

盒子数Ⅳ。与盒子尺寸Z。之间的关系，是服从分形所遵循的幂律标度公式，即：

％(乞)一lB卅8 (2．3)

其中d。是分形维数，从而可以证明了复杂网络的自相似性。

Song等人在此基础上又做了进一步的研究。他们把所有节点都分配到盒子中之后，

再把每个盒子用单个节点来表示，并称为重整化节点(renormalized node)，重整化结点是

否相连取决于之前两个盒子之间是否有边相连。这样就得到了一个新的重整化网络，这

种重整化过程可以一直进行下去，直到整个网络被归约为单个节点。他们通过这种重整

化过程，发现自相似和无标度的度分布在网络的所有粗粒化阶段都成立。图2．6表示出

这一重整化的过程。并且进一步发现，在一次一次的重整化中，网络的无标度分布具有

标度不变性，这也似乎证明了分形理论中局部反应整体，局部与整体相似的特征。e。一2缡白汐％一3热＼④矽
％一4⑨

·11,。
i一· ’

．～． ，
辨 ’：‘乏．r
—芒： ．·、 ：

‘：∥．。，+：
玺 ：

弓吻峥一时
屿≮量夕曲 ·

[≥∈三二3[令 ·

：荔：．爱毋》一。‘豫警’。o：二毋：≯“
图2．6复杂网络的重整化过程

：i淄!多
～。．{_=警。：一一

Fig 2．6 The renormalization of the complexwork

图2．6(a)显示了一个包含8个节点的网络在不同fB情形下的重整化。图2．6(b)显示了

www的重整化过程的各个阶段，固定盒子尺寸乞=3。Song等人这一开创举的工作，

将复杂网络的研究又提供了新的视角和方法。许多研究者开始沿着这条路开始研究复杂

20
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网络这种自相似或者说分形特征的原因是什么。Song等人在随后的研究中，将这种自

相似特性归因于连接度高的节点(又称集散节点)的互斥性造成的。Gim和Goh等人则

从一种称为骨架(skeleton)的树结构出发，认为最初的分形网络可以看作是这种分形

骨架和一些点与点之间的捷径组成。而盒维数的方法成为复杂网络演化模型又一工具，

用来验证了模型演化网络的自相似性或者分形特征。目前，关于复杂网络的分形性(自

相似性)的形成原因的研究还不是太多，更多是还是在提出模型来验证这种分形性(自

相似性)。
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3基于谢尔宾斯基支架的具有分形和小世界特性的网络

本章针对谢尔宾斯基支架的演化机制及网络拓扑性质，构造出高维的具有分形和小

世界特性的确定性网络，利用数学归纳的方法计算出了该网络的集聚系数为0．53、网络

的直径为4、平均路径长度为2．5，平均度为7．5，证明了该网络的小世界特性；然后测

定该网络的盒维数和相似维数都约为2，由网络的自相似性及其具有的精细结构证明了

该网络的分形特性。

3．1谢尔宾斯基支架

3．1．1谢尔宾斯基支架的构造

谢尔宾斯基支架的构造方法如下嘲：

a．初始一个四面体S瓦；

b．用四个四面体S瓦组成一个边长是S死边长两倍的四面体(不包括中间的小八面

体)：

c．按照上面的方法进行下去，可知ST．是用四个四面体S乙一，组成的一个边长是SLd

边长两倍的四面体(不包括中间的小八面体)，具体的过程见下面的图3．1：

STo

／ ＼，

／ K’]r’≯ ＼
＼．≤。／ ≮≥／

。。＼ ．／⋯ STl

图3．1谢尔宾斯基支架的迭代过程示意图

Fig 3．1 The recursive constructions of STn

我们之所以称之为谢尔宾斯基支架，是因为tetra在英文中是指一种叫锯脂鲤的鱼，

这种鱼生活在亚马逊河、奥利诺科河流域，以凶猛而出名。平时以吃小鱼为生，饥饿时，

陆上动物如牛、马和人等若坠落水中，会群集袭击，只数分钟便吃得只剩骨头。它那有

劲的颌肌肉，能撕裂猎物的皮并咬断肉。而我们这里介绍的谢尔宾斯基支架就像锯脂鲤

的颌骨那样结实、稳健。将四面体的顶点看作是网络中的点，四面体的边可看作网络中
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的结点之间存在着的连接，所以谢尔宾斯基支架也可以被看作是一个较复杂的网络图。

为方便讨论，我们简记第n代谢尔宾斯基支架(Sierpinski tetra)为STn。

3．1．2谢尔宾斯基支架的性质

引理1第n代谢尔宾斯基支架STn(n之0)，具有以下特性【鲫：

a．ST．具有的结点数为vn=2(4“+1)，边数为E。=6·4。。

b．ST．的直径为D。=2。。

c．sTn的集聚系数均为c。=而5"石4*F+丽16。

证明：根据STn的构造过程，当11≥1时，我们有

V。；4Vn—l一6， v0=4；

E。=4E。-1， Eo=6。

解得：Vn一2(4。+1)及E。；6·48；

同理，由D。一2D。．1，且Do=1，可得：D。I 2“；

ST,中结点度数为3的只有sT．的四个顶点，且它们具有集聚系数N1；当11≥1时，

除了上述四个结点外，剩余结点的集聚系数或是8／15或是2／5。设其中集聚系数为8／15的

结点的个数为x。，集聚系数为2／5的结点的个数为Y。，则有下面递推公式成立：

xn
I

4xⅡ-l， xl=6；

Y。；4y。．1+6， Yl=0。

解得：x。；6·4”1，Y。；2(4¨一1)，所以ST,的集聚系数为

r 2(4“-1—1)×詈+·n-1×815 5-4*+164xl+
6 42(4“-1—1)×睾+ ·“-1×．。

一 ， 1)
“

2(4。+1) 10(4“+1)
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3．2基于谢尔宾斯基支架构建的网络

图3．2定义在谢尔宾斯基支架基础上的复杂网络

Fig 3．2 The networks based 011 Sierpinski tetra

定义在谢尔宾斯基支架基础上的复杂网络如下：定义STn，为在第11代谢尔宾斯基支

架STn中加入一中心结点，然后将此中心结点与所有第一代谢尔宾斯基支架的六条边的

中点相连，形成过程如图3．2所示。

引理2由第n代谢尔宾斯基支架构成的复杂网络Sk。(n≥1)，具有以下特性：

a．SRl具有的结点数为Kl=2·4“+3，边数为E。。l一6·4“+6·4⋯。

b．ST．。1的直径为D仉l=4。

3．3基于谢尔宾斯基支架构建的网络的小世界特性

3．3．1 网络的集聚系数

集聚系数是用来描述网络中结点的聚集情况，即网络有多紧密，比如在社会网络中，

你朋友的朋友可能也是你的朋友或者你的两个朋友可能彼此也是朋友。结点i集聚系数

c；定义为：它的kf个直接邻居之间实际存在的边数Ef占所有可能存在的边数kf(屯一1)／2

的比例，即C；一2Ei／[k；@；一1)】。整个网络的集聚系数指的是，所有结点集聚系数的算

术平均值。

引理3由第n代谢尔宾斯基支架构成的网络STn．，(n苫1)，具有集聚系数为

翌．4n+堑+j4一

‰·-2——i万五一。
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证明：根据引理2及网络的构造我们知道，Sk，具有的结点数为V皿。一2·4“+3，边数为

E皿。一6·4。+6·4¨1；对于sL，而言，有下列四类结点：

(1)ST．，的四个顶点，它们的集聚系数为1；

(2)新加入的中心结点，其连接度为6·4”1，所连结的结点的之间存在的边数也为

12·4“，所以该结点的集聚系数是4／(6·4“一1)；

(3)和中心结点相连的结点，共有6·4“个结点，它们的连接度为7，每个结点的

邻居间存在的边数为12，所以此类结点的集聚系数是4／7；

(4)剩下的结点还有2(4扣1—1)个，其连接度为6，此类结点邻居之间有6条边，所

以该类结点的集聚系数是2／5。

所以对于STn，，其集聚系数为

r×+×志+6．4n。1441 1 6 4

X64 1 7 n(4n～．1)×詈× + ×———二『-+ ·

o-l

+2·(4“～一1)×三
一 ·“一 7

、

5

h’1=———————iF五—————一
罢∥+萼+赤35 5 6·4”1

2·4“+3

由上式可得，当n呻oo时，lira C。，一37／70—0．53。

3．3．2网络的平均路径长度

所谓网络的平均路径长度是指网络中所有结点对之间的平均最短距离，它描述了网

络结点之间的分离程度。这里结点间的距离指的是从一结点到另一结点所要经历的边的

最小数目。网络的直径(Diameter))白任意两点间的最大距离。平均路径长度的计算公式

APL=丙丽1 善如，其中略为结点f和歹之间的最短距离，Ⅳ为网络的规模。
由谢尔宾斯基支架构造的网络的定义我们得到Sk。的直径为D。，。一4。可知该网络

中结点之间的距离有四种情况，分别为1，2，3，4。所以对于引理4中所论述的四类结

点，这里我们将Sk。(n≥2)网络中结点对之间的距离列于下表3．1。

表3．1结点之间的距离表
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连结度为3(共4个结点) 3 7 6．44～一6 2·44～一2

连结度为6·4”1(即中心结点) 6·4”一1 2·4”一1+2 0 0

连结度为7(共6·4”1个结点) 7 6．44～一3 2．44_1—2 0

连结度为6(共2·4一一2个结
6 13 6．4“d一12 2·4“-1—5

点)

从表3．1可得：结点连结度为3的距离总和是：

4x[1x3+2×7+3×(6·4”～一6)+4×(2·44～一2)】=26-4“一36。

同理可得到，结点连结度为6·4”1的距离总和是10·4”1+4；结点连结度为7的距

离总和是27·42”1—30·4”1；结点连结度为6的距离总和是13·42”1—25·44+48。由

N一2·4“+3，根据网络的平均路径长度的计算公式可得，Sk。的平均路径长度为：

2丽1APL 可荟d玎2=——y。=
NlN一吣色o

2．5N2—17N+44．5

N。一N
————————：—————————一，

由上式易得当Ⅳ较大时有， Ⅳli_．m。APL=Ⅳli_．m。墨坠与掣=2．5 。

N_．∞ N_．∞ N‘一N

3．3．3网络的平均度

网络中结点f的度岛为结点i连接的边的总数目，所有结点f的度‰的平均值称为网

络的平均度，记为<k>。在我们构造的复杂网络中结点的度分布如下：度为6·4柚的结

点，即中心结点，只有一个；度为3的结点，只有四个顶点；度为6的结点，共有2·4”1—2

个；度为7的结点，共有6·4柚个。

所以网络的平均度为

， 1×6·4“．1+3×4+6×(2·4”一1—2)+7×(6·44_1) 15·4“

<彤>a—————————————————』L———————二_————2———o_一，“

2·44+3 2·44+3

即，当n一∞时，lira<k。>-15／2—7．5。

3．4基于谢尔宾斯基支架构建的网络的分形性

引理4第11代谢尔宾斯基支架STn的盒维数和相似维数相等，都为2，即dB=D。=2。
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证明：根据文【46】用盒维数的方法来计算网络图的维数，用长度为如的盒子来覆盖

网络图，节点对之间的距离不大于‘一1，将有可能在一个盒子里，得到所需的盒子数为

％，对于STn，示意图见图3．3，

．|。。-7。 ≮一一．．。．．
!／。’／‘&爪．-．

／。一一夕．N129< n‘酎≥形7

墨～～一．．．-＼＼÷j 圭递乏。。／

／ 。翰髫戮蔗蔑炙 ＼
—＼l么乡一，×撅殿 莶<7 每§弋 ／
、。、．．．．_＼ ∥ 。＼ ／一一一。＼ 髟／ 、、N ／＼ 厂1j

／ ＼
、

／ ‘&而＼
／

。’◇＼ 伙 |麟 刀 ＼＼、二．她之二，／ ———．．：＼

／ ‘翰影蒙蔗忒炙 ＼
—＼ ．。圣多一， 、赵霰闲Ⅳ 备≮3 ／＼∥ ＼心 ／‘＼ 配／ 、、N ／

＼I 、＼∥ ，

图3．3对n=2时，aPST：．。时，分别用弘2和忙3来覆盖网络图的示意图

Fig 3．3 Boxes in STyl with b=2 and b=3

具体结果如下表3．2。

表3．2盒维数计算结果

Table 3．2 The box-counting results

如 2 3 5 2“+1

N
B 4“ 4“一1 4“一2 1

所以可得该网络图的盒维数dB；iln4。2。
InZ

现在我们采用相似维数【67】的方法来计算网络图的维数，显然新加入的结点不影响网

络的维数。如图3．1把四面体STn的边长放大L一2倍，则得到与STn+。相似的四面体，

由于STn+。的面积是STn的K一4倍。所以，利用相似维数的计算公式：

D。；—In—K。—In—4：2，
一

lnL ln2

所以dB=Ds一2。

3．5网络图的拓展讨论

因为ST．．，是由ST．加入一个中心节点与所有第一代谢尔宾斯基支架的六条边的中点

相连而得到的，我们自然联想到，考虑加入的这个中心节点与第f代谢尔宾斯基支架的

六条边的中点相连而形成的网络图的特性，我们不妨记为ST“，其中n芑f≥2。具体可

见．图3．4。
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图3．4这是，l=2时的连接示意图·(a)是连接第1代谢尔宾斯基支架的六条边的中点·形成S{，；

(b)是连接第2代谢尔宾斯基支架的六条边的中点，形成S己

Fig 3．4 The figure of the network when忍=2．(a)s互l；(b)s民

分析发现，STy,；的网络拓扑特性存在一定的规律性，并且和ST儿，存在一定的区别。

这里从集聚系数、网络的直径和分形维数三方面进行考察。

l、集聚系数。对于STn．；(f 2 2)，(1)STn．i的四个顶点，它们的集聚系数为1；

(2)新加入的中心结点，其连接度为6·4”‘，所连结的结点的之间存在的边数也为

12·4小5，所以该结点的集聚系数是4／(6·4舭‘一D；(3)和中心结点相连的结点，共有6-4”‘

个结点，它们的连接度为7，每个结点的邻居间存在的边数为12，所以此类结点的集聚

系数是4／7； (4)剩下的结点还有2·4“一6·4“一2个，其连接度为6，此类结点邻居

之间有6条边，所以该类结点的集聚系数是2／5。

所以对于STn。，其集聚系数为

4 ． 4 ． 24×1+1×———二_+6·4“-1×二+(2·40一6·44～一21×：
一 6·4⋯一1 7

’ 。

5

k』2————————i巧■r—————一
!．4州+三．4一t+堑+ 兰：
5 35 5 6·4“一一1

=—————————————————————————————————————一o
2·4“+3

由上式可得，当n_∞时， !觋c蚶=詈+丽三可。
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2、网络的直径。很显然，随着i的增大，网络的直径必将随着增大。用数学归纳的

方法不难求解，对于Sk；，其直径为D。J一2‘+2。可以得出当i 5 log：时，

D。，s以+2=0009；)，其中Ⅳ为网络的规模，即点的个数为2·40+3。

3、网络的维数。由于只是增加了一个节点，所以其维数和ST．，一样，仍为D。一2。

从上面3个属性可以看出，拓展的网络图也是同时具有小世界和分形特性的。从而

ST．；和STn，是一类具有分形和小世界特性的网络图，并JtST。；的分形和小世界特性随着

代数i的增加而逐渐减弱。

3．6小结

经典的谢尔宾斯基支架网络并不具备小世界特性，其集聚系数较小、网络直径指数

级增长。而本章以谢尔宾斯基支架为基础，构造出了高维的具有分形和小世界特性的网

络，通过数学归纳方法推导出该网络具有较大的集聚系数0．53和较短的平均路径长度

2．5，证明了其小世界特性，并用分形理论中相似维数和盒维数两种方法计算出网络的分

维数约为2，由网络的自相似性及其具有的精细结构证明了该网络的分形特性。

本章构造的具有小世界特性的网络中，新加入的中心结点就像是网络中的路由器，

在不同的网路中，起到大量缩短网络距离的作用，使着无限扩大的网络有着相互联系；

就像Milgram的小世界实验，虽然茫茫人海中人与人之间的距离表面上看很远，但是往

往因为个别亲朋好友的存在使得表面上很远的关系并不存在。该网络图对于同时存在分

形性和小世界效应的实际网络的研究具有一定的参考价值。另外，该网络支架的演化还

为新衍架结构的设计及其系统稳定性、可靠性提供了新的启示。
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4谢尔宾斯基地毯的分形和小世界特性

本章将引入谢尔宾斯基地毯的网络拓扑性质，并在此基础上构造具有分形和小世界

特性的网络图，利用数学归纳的方法得到了该网络图的集聚系数为0．054，网络图的直

径为6，平均路径长度小于6，平均度分布为4．61，证明了该网络的小世界特性；盒维

数和相似维数都约为1．8928，由网络的自相似性及其具有的精细结构得到该网络的分形

特性，由此证明了其分形和小世界特性。

4．1谢尔宾斯基地毯

4．1。1谢尔宾斯基地毯的构造

谢尔宾斯基地毯的构造方法如下【66】：

a．初始一个正方形SCo；

b．用八个正方形SC。组成一个边长是SC。边长三倍的正方形(不包括中间的小正方

形)；

c．按照上面的方法进行下去，可知跽是用八个正方形犯柚组成的一个边长是
SC¨边长三倍的正方形(不包括中间的小正方形)，具体的过程见下面的图4．1：

厂]●—————-

SCo

口一⋯：口⋯⋯：口
口 口
口⋯⋯：口⋯⋯口
图4．1谢尔宾斯基地毯的迭代过程示意图

Fig 4．1 The recursive constructions of SC,,

将正方形的顶点看作是网络中的点，正方形的边可看作网络中的结点之间存在着的

连接，所以谢尔宾斯基地毯也可以被看作是一个较复杂的网络图。为方便讨论，我们简

记第n代谢尔宾斯基地毯(Sierpinski carpet)为SC。。

4．1．2谢尔宾斯基地毯的性质

引理5第n代谢尔宾斯基地毯SC。(n苫0)，具有以下特性I删：
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a·SC。具有的结点数为vn=711。‘8”l+85‘3。+87，边数为E。=丽3·8¨l+詈·3“
b．SC。的直径为D。=2·3“。

c．SC。的集聚系数均为零。

证明：

设SC。的边长为k，Vn、En分别代表SC。的结点数和边数，则由SC。的构造过程我

们得到如下递推公式：

L。t 3·L。-1，Lo一1；

V：=8(Vj一，一L。一，一1)Vj；4；

E。-B(E。-l—L。一1) Eo一4。，

解上面三个递推公式我们得到L。=34，Vn；‘朵，8叶l+85‘3“+号和E。一孟·8”l+85·3。；
显然，SC。的直径D。为边长Lm的两倍，故有D。。2·3。。

最后，E魄ESC。中没有任何三角形，所以SC。中任何点的集聚系数都为零，故SC。
的集聚系数均为零。

4．2基于谢尔宾斯基地毯构建的网络

图4．2定义在谢尔宾斯基地毯基础上的复杂网络

Fig 4．2 The networks based on Sierpinski carpet

定义在谢尔宾斯基地毯基础上的复杂网络如下：定义SC。，为在第n代谢尔宾斯基地

毯SC。中加入一中心结点，然后将此中心结点与所有第一代谢尔宾斯基地毯的四个内点

相连，形成过程如图4．2所示。

引理6由第n代谢尔宾斯基地毯构成的复杂网络SC。，(n≥1)，具有以下特性：

a·SC。。-具有的结点数为Vn。。z嚣‘8”1+鲁。3。+1A7，边数为E珥。=未·8”l+善·3“+4·8“。
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b．SCml的直径为D n．1—6

4．3基于谢尔宾斯基地毯构建的网络的小世界特性

4．3．1 网络的集聚系数’

集聚系数是用来描述网络中结点的聚集情况，即网络有多紧密，比如在社会网络中，

你朋友的朋友可能也是你的朋友或者你的两个朋友可能彼此也是朋友。结点i集聚系数

Ci定义为：它的kj个直接邻居之间实际存在的边数Ef占所有可能存在的边数kf(七f一1)／2

的比例，即Ci一2E；／[k。@一1)】。整个网络的集聚系数指的是，所有结点集聚系数的算

术平均值。

引理7由第n代谢尔宾斯基地毯构成的复杂网络SC。。(11 2 1)，具有的集聚系数为

Cn．1一

兰： +一4．8¨
4．8“‘1—1。5

互i了了歪。
70 5 7

证明：根据引理6及网络的构造我们知道，SC乱。具有的结点数为

Ⅵ。t品．8n“+詈．3n+萼，边数为Em。=未。8叶l+姜．3n+4·8”1；x把：sc珥。而言，有下
列两类结点：

(1)新加入的中心结点，其连接度为4·8“，所连结的结点的之间存在的边数也为

4·8“，所以该结点的集聚系数是2／(4·8”1—1)；

(2)和中心结点相连的结点，共有4·8．-1个结点，它们的连接度为5，每个结点的

邻居实际存在的边数为2，所以此类结点的集聚系数是1／5。

所以对于SC。．1，其集聚系数为

毒+兰．8n一，
h1。互i了了疆。

70 5 7

由上式可得，当n-．00时，li理Cml=7／130—0．054。



大连理工大学硕士学位论文

所谓网络的平均路径长度是指网络中所有结点对之间的平均最短距离，它描述了网

最小数目。网络的直径(Di锄eter)为任意两点间的最大距离。平均路径长度的计算公式

为州吃2丙高与荟吒，其中吒为结点f和j『之间的最短距离，Ⅳ为网络的规模。由谢
尔宾斯基地毯构造的复杂网络的定义我们得到SC血，的直径为Dm。一6。

效应正与Milgram的小世界实验f19】所得到的平均路径长度一样。

网络中结点i的度赡为结点i连接的边的总数目，所有结点i的度ki的平均值称为网

3．度为3的结点，共有等+萼3”一等个；
4．度为4的结点，共有坐．8疗一-一83一+兰个；

一4拶～2
m 3×c罢+争一争4×髻秽～一扣尹4+s×4秽d咄知———超{毒专煮}上』一

203．8n+16．3n

旦．8nn+墨．3n+堕
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!塾巴<七。>=!垒2弓妻辩70 5
”7

7”7

203 1

一等一203／44“61。
70

4．4基于谢尔宾斯基地毯构建的网络的分形性

引理8由第n代谢尔宾斯基地毯构成的复杂网络sc,，(n≥1)的盒维数和相似维数与SC。

的盒维数和相似维数相同，即dR—D。一1．8928。

证明：根据文【46】用盒维数的方法来计算网络图的维数，用长度为k的盒子来覆盖

网络图，结点对之间的距离不大于Z。一1，将有可能在一个盒子里，得到所需的盒子数为

Ⅳ。，对于SC。，，具体示意图见图4．3，

＼．＼ ＼／ ／ ／，

＼．≮＼ } ／∥／
、≮巡趁 r／

’-一 ～ __-_一

J，，一 劾蕊≮＼／(

∥／ f? | ＼沁 。＼／。
／ ／ ＼ ＼ ＼／。

／

‘ 3 7 19 2·3“+1

8“-1 8“一2 1N8 8n
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现在我们采用相似维数【67】的方法来计算网络图的维数，显然新加入的结点不影响网

络的维数。如图4．1把正方形SC。的边长放大L13倍，则得到与SC。+。相似的正方形，

由于SC。+。的面积是SC。的K；8倍。所以，利用相似维数的计算公式：

D。。—In—K：—ln—8。1．8928。
。lnL In3

所以dB-Ds一1．8928。

4．5网络图的拓展讨论

因为SC儿，是由SC。加入一个中心节点与所有第一代谢尔宾斯基地毯的四个内顶点

相连而得到的，我们自然联想到，考虑加入的这个中心节点与第i代谢尔宾斯基地毯四

个内顶点相连而形成的网络图的特性，我们不妨记为SC。；，其中n苫i≥2。具体可见图

4．4。

、＼ ＼ ＼厂 么／7一

＼．沁＼ |j ／ 么∥／
＼巡坦 ，／

——。～ ___一

／哆黝 |蕊 ≮＼

／ 7／．／ |j | ＼ 心‘＼．
／。／ ／＼ ＼ 、～

＼ ／
厂

>＼

(a) SC2．I (b)SC2．2

图4．4这是九-2时的连接示意图·(a)是连接第1代谢尔宾斯基地毯的四个内顶点，形成S￡，；

(b)是连接第2代谢尔宾斯基地毯的四个内顶点t形成S(b

Fig 4．4 The figure of the network when，l=2．(a)sql；Co)sq．2

分析发现，SC。，；的网络拓扑特性存在一定的规律性，并且和SC仉，存在一定的区别。

这里从集聚系数、网络的直径和分形维数三方面进行考察。

(1)集聚系数。对于sc。．；(f≥2)，只存在一类集聚系数非零结点，即新加入的中心

结点，其连接度为4·8“‘，所连结的结点的之间存在的边数也为4．8”‘，所以该结点的集

2

聚系数是2／(4．8”4—1)。所以对于sCn。“2 2)，其集聚系数cn，；2重_i≠鳓’
70 5 7

且!i．．m。C仉i。0。
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(2)网络的直径。很显然，随着f的增大，网络的直径必将随着增大。用数学归纳

的方法不难求解，对于sc血i，其直径为D“=4·3M+2。可以得出当f墨log；时，

见』s咒+2一。(1。g；)，其中Ⅳ为网络的规模，即点的个数为旦70·8¨1+詈‘3“+萼。
(3)网络的维数。由于只是增加了一个节点，所以其维数和SC。，一样，仍为

Ds一1．8928。
。

从上面3个属性可以看出，拓展的网络图也是同时具有小世界和分形特性的。从而

SC。，；和SC仉，是一类具有分形和小世界特性的网络图，并gsc‰；的分形和小世界特性随

着代数i的增加而逐渐减弱。

4．6 小结

本章给出了谢尔宾斯基地毯的一些网络特性，包括网络直径、集聚系数，发现其集

聚系数为零，网络直径呈指数极增长，不具有小世界效益。于是我们在这谢尔宾斯基地

毯的基础上，构造出具有小世界特性的复杂网络，研究了它们的网络拓扑特性，得到由

谢尔宾斯基地毯生成的网络具有的网络维数为1．8928、集聚系数0．054、平均路径长度

小于6和平均度4．61具有小世界网络的特性；通过计算也得到该网络的盒维数和相似维

数均约为1．8928，由其自身的自相似性和具有的精细结构，其分形特征也得到以体现。
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5一类具有分形和小世界特性的网络图

本章提出了一类具有分形和小世界特性的网络图。利用数学归纳的方法计算出了网

络图的集聚系数，平均最短路径和网络图的直径，证明了网络图的小世界特性。用盒维

数和豪斯道夫维数来衡量网络图的分形性，得到其维数均为1．585。最后对网络图的构

造方法作了进一步地拓展，并给出了拓展的网络图的相关拓扑特性的表达式，并认为其

和原来的网络图可归结为一类具有分形和小世界特性的网络图。

5．1谢尔宾斯基垫片

5．1．1谢尔宾斯基垫片的构造

谢尔宾斯基垫片是俄国数学家谢尔宾斯基早在1915年～1916年构造出的一些“病态”

图形之一(同期还提出了谢尔宾斯基地毯、谢尔宾斯基支架，将在下--／1,节中介绍)，其

构造方法如下【鲫：

a．初始一个正三角形SGo；

b．用三个正三角形SGo组成一个边长是sGo边长两倍的正三角形(不包括中间的倒

三角形)；

c．按照上面的方法进行下去，g知sc．是用三个正三角形眠d组成的一个边长是
SG剃边长两倍的正三角形(不包括中间的倒三角形)，具体的过程见下面的图5．1：

SGo

SGl

图5．1谢尔宾斯基垫片的迭代过程不意图

Fi95．1 iterative process of Sierpinski gasket

将三角形的顶点看作是网络中的点，三角形的边可看作网络中的结点之间存在着的

连接，所以谢尔宾斯基垫片也可以被看作是一个较复杂的网络图。为方便讨论，我们简

记第11代谢尔宾斯基垫片(Sierpinski gasket)为SG．。

很显然，谢尔宾斯基垫片图形具有很明显的特点：

(1)图形具有严格的自相似性。由一个正三角形，按上面的方法经过了无穷多次分

割舍弃后所形成的“空三角”，图形中每一个“空三角”其局部与整体是相似的。由图
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5,1中可以观察将虚线圈出的局部与整体对比观察可知，由于它们都按相同的方式进行

无限细分、舍弃这一操作，所以内部结构是完全相同的，只是它们之间的大小不同而已。

整体与局部是严格相似的，是很典型的自相似性，即是一个规则分形。

(2)图形的维数介于1与2之间。从图5．1四个图的变化趋势可以看出，图形的总

体轮廓可以想象为一个中间有空隙的三角形，其内部仍按上述规则将三角形进行分割、

舍弃，从而形成了众多小三角形。当分割、舍弃操作无限延续时，其中一些小三角形的

数目越来越多，空隙也越来越多。于是这些大大小小的三角形的边，其线段数目越来越

多，长度越来越短，而线段的总长度越来越长，图形的线段总长度趋于无穷大，而总面

积则趋于0。换句话说，当用一维尺寸去量度图形时，测量得到的结果是无穷大，而当

用二维的尺寸去量度图形时，测量得到的结果是0，由此可推断出图形的维数介于1与

2之间。

5．1．2谢尔宾斯基垫片的性质

引理9第n代谢尔宾斯基垫片SG。(11≥0)，具有以下特性：

a．sG。具有的结点数为V丑。半，边数为E。a 3n+1。

b．SG。的直径为D。=24。

c．sG。的集聚系数为cn墨等。
证明：

a)设在SG。中的结点数和边数分别为Vn和E。，则由SG。的构造过程我们得到下式

成立：

vn=3Vn一--1，(n乏n
E。=3E。一1

、 7

又由于vo=3，Eo s 3，根据上边的递推公式及初始条件我们得到(a)成立；

b)同理由于SG。的直径D。满足D。=2D。-l’KDo t1，所以D。i 2“；

c)关于SG。集聚系数的证明我们首先将结点分为如下三类：一类是外围大三角形的

三个顶点，它们的连接度为2，所连接的两个结点也相互连接，所以结点的集聚系数为1；

显然剩余所有结点的度数都为4，其中(n苫1)，在这些结点中又有两类，一类结点集聚

系数；xt31／2，设其个数为a。；另一类结点集聚系数为1／3，设其个数为b。：由SG。的构造

过程我们得下式成立：
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ad
Im 3a

n．1， al
t3，

b。=3b。．1+3， bl=0。

解这两个递归方程得a。一3“，b。一竺≠，所以sG。的集聚系数为

r 3小3。×j1+竿弓4"3*-1+5
cn l——’毒万u。了‘了。

5．2基于谢尔宾斯基垫片构建的网络

SGI，l SG2，I SG3，l

图5．2定义在谢尔宾斯基垫片基础上的复杂网络

Fig 5．2 The networks based Oil Sierpinski gasket

定义在谢尔宾斯基垫片基础上的复杂网络如下：定义SG。，为在第11代谢尔宾斯基垫

片SO。中加入一中心结点，然后将此中心结点与所有第一代谢尔宾斯基垫片的三条边的

中点相连，形成过程如图5．2所示。

引理10由第n代谢尔宾斯基垫片构成的复杂网络SG．．．，(n芑1)，具有以下特性：

a．sG珥。具有的结点数为K，；!安堕，边数为E晦，；3¨-+3n。
b．SG。。1的直径为D n'1—4。

5．3基于谢尔宾斯基垫片构建的网络的小世界特性

5．3．1 网络的集聚系数

集聚系数是用来描述网络中节点的聚集情况，即网络有多紧密，比如在社会网络中，

你朋友的朋友可能也是你的朋友或者你的两个朋友可能彼此也是朋友。节点i集聚系数

G定义为：它的也个直接邻居之间实际存在的边数毛占所有可能存在的边数kf@j一1)／2
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的比例，即q一丝f肚f(‰一1)】。整个网络的集聚系数指的是，所有节点集聚系数的算术

平均值。

引理11由第n代谢尔宾斯基垫片构成的复杂网络SGm，(II≥1)，具有的集聚系数为

。 4·3知一1+11·3“4—1

h，，。■声‘i歹j『-。

证明：根据引理10及网络的构造我们知道，SG呜，具有的结点数为v儿，；—3n_+l+5，边数
为En．1=3叶1+3“：对于SG。，，而言，有下列四类结点：

(1)SG。，的三个顶点，它们的集聚系数为1；

(2)和中心结点相连的结点，共有30个结点，它们的连接度为5，每个结点的邻居

间存在的边数为5，所以此类结点的集聚系数是1／2；

(3)新加入的中心结点，其连接度为3“，所连结的结点的之间存在的边数也为3“，

所以该结点的集聚系数是2／(3“一D；

(4)剩下的结点还有(3。一3)／2个，其连接度为4，此类结点邻居之间有2条边，所

以该类结点的集聚系数是1／3。

所以对于SG。．1，其集聚系数为

．． ．。 1
．

2 3n一3 1

r 3姐秽×主“×南+等茹3 4‘．3’2“+11．3州一1门 2 3n一1 2 ’⋯+11。3“‘一l

k，-2————孑‘厂—一2 1两i西‘r。
2

由上式可得，当n呻oo时，

1imCn．1=4／9留0．44。

5．3．2网络的平均路径长度

所谓网络的平均路径长度是指网络中所有节点对之间的平均最短距离，它描述了网

络节点之间的分离程度。这里节点间的距离指的是从一节点到另一节点所要经历的边的

最小数目。网络的直径(Diameter)为任意两点间的最大距离。平均路径长度的计算公式

为彳咒2而1丽酗’其州盯为节觑和J之间的最铘瞩’Ⅳ为网络的规模。
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显然该网络中结点之间的距离有四种情况，分别为1，2，3，4。所以对于引理3中

所论述的四类结点，这里我们将SG。，(n苫2)网络中结点对之间的距离列于下表5．1。

表5．1节点之间的距离表

Table 5．1 The distance between vertexes々∑宝∑ 1 2 3 4息神 ＼呙
～蕊鬲r旦上瑟，
节点的连结度为2(共有3个节点) 2 4 3“一3 ∥一3)／2

节点的连结度为4
4 7 34—6 (y一7)／2

(共有(y一3)／2个节点)

节点的连结度为5
5 y一2 (3”一3)／2 0

(共有34个节点)

节点的连结度为3“(即中心节点) y (3“-I-3)／2 0 0

从表5．1司得：

节点连结度为2的距离总和是：

3x[1x2+2x4+3’(y一3)+4’(3“-3)／2】；15·3“-15

节点连结度为4的距离总和是：

塑×f4+2x7+3(y一6)+4(3一一7)／2】：塑∑堡垒墨等×【4+ +3(3一一6)+4(3“一 】=二二——≤二=
节点连结度为5的距离总和是：

y×【5+2∥一2)+3∥一3)／2]。盟≥竺
节点连结度为3”的距离总和是：

1x[3“+2‘(3”+3)／2】=2·3“+3

由网络的平均距离的计算公式可得，SG“的平均距离为：

彳咒；上yd沪丝娄兰呈塑
N(N一1)白” 9·3孤+24·34+15

由N一(3“1+5)／2，可得3”=(2N一5)／3，代入(3)式，可得：

APL；—8—N—z—-—=．4—2N——+—一28
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由上式易得当Ⅳ较大时，APL<log(N)，且

lim觎：HIn—8N—2—--4—2N—一+28。一8．2．67。Ⅳ—·* Ⅳ-．* 3Ⅳ‘一3Ⅳ 3

5．3．3网络的平均度

网络中结点f的度岛为结点i连接的边的总数目，所有结点f的度忽的平均值称为

网络的平均度，记为<k>。在我们构造的复杂网络中结点的度分布如下：度为3“的结

点，即中心结点，只有一个；度为2的结点，只有3个顶点；度为4的结点，共有(3“一3)／2

个；度为5的结点，共有34个。

所以网络的平均度为

一 1X34+2X3+4×0”一31／2+5×3” 16·3“

<kn扭————万《畜万—一2而’
即，当n呻∞时，lim<k。>一16／3=5．3。

n—■∞

5．4基于谢尔宾斯基垫片构建的网络的分形性

引理12由第n代谢尔宾斯基垫片(Sierpinsld gasket)构成的复杂网络SG“(11≥1)的盒维数

和相似维数与SG。的盒维数和相似维数相同，即dB—Ds一1．585。

证明：根据文【46】用盒维数的方法来计算网络图的维数，用长度为‘的盒子来覆盖

网络图，节点对之间的距离不大于‘一1，将有可能在一个盒子里，得到所需的盒子数为

％，对于SG。，具体结果如下表5．2，示意图见图5．3。

图5．3对，l；3时，即G3’时，分别用k=3和‘一5来覆盖网络图的示意图

Fig 5．3 The Graph covered with different l口
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表5．2盒维数计算结果

Table 5．2 The calculation result of the box-counting dimension

lB 2 3 5 Z+1

NB 3— 3^一1 3“一2 1

所以可得该网络图的盒维数：

d舟；—ln—3。1．585口；—一_。

lIl 2

现在我们采用相似维数【明的方法来计算网络图的维数，显然新加入的结点不影响网

络的维数。如图5．1把三角形SG。的边长放大L一2倍，则得到与SGⅢ相似三角形，由

于SG。+。的面积是SG。的K一3倍。所以，利用相似维数的计算公式：

D。。—ln—K；—ln—3。1．585。
。

lnL In2

所以dB—Ds一1．585。

5．5网络图的拓展讨论

因为SG。．，是由SG。加入一个中心节点与所有最小的倒三角形的顶点相连而得到的，

我们自然联想到，加入的这个中心节点与次小的倒三角形或者是更大的倒三角的顶点相

连形成的网络图的特性，我们设中心节点选择连接的倒三角形边长是最小倒三角形的

i(i>1)倍，则形成的网络图，不妨设为SG。．Io具体可见下图5．4。

图5．4 n一3时的连接示意图

Fig 5．4 The figure of the network when厅一3

注1)左图是中心节点连接边长是最小倒三角形的2倍的倒三角形的顶点，形成SG，，：右图是

中心节点连接边长是最小倒三角形的3倍的倒三角形的顶点，形成SG，，。

分析发现，SG。；的网络拓扑特性存在一定的规律性，并且和SG。，存在一定的区别。

这里从集聚系数、网络的直径和分形维数三方面进行考察。
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(1)集聚系数。对于SG。；，也存在四类点，其中连接度为2的节点有3个，集聚

系数为1；连接度为5的节点有3州“个，集聚系数为1／5；连接度为4的节点集聚系数

有1／2和1／3两种情况，1／2的有3“个，1／3的有型一箩一以个；中心节点的连接度为3州+1
2

的集聚系数为0。

所以对于sG nIi，其集聚系数qJ一—20—"3in-曩4F"3巧“-i+厂1+75，且!鳃qJ=石4—0．44。
(2)网络的直径。很显然，随着i的增大，网络的直径必将随着增大。用数学归纳

的方法不难求解，对7：SG。’i，当f<n时，见J z 2i+2；当f=n，见』=2i。可以得出

当f s log：，l时，见J s，l+2。o(109：Ⅳ)，其中N为网络的规模，即点的个数，值为

∥“+5)／2。

(3)网络的维数。由于也是加了一个节点，所以其维数和SG。，一样，仍为

—ln—3。1．585。
ln 2

从上面3个属性可以看出，拓展的网络图也是同时具有小世界和分形特征的。从而

SG。。；和SG n．1可以看作是一类具有分形和小世界特性的网络图。

5．6 小结

本章从谢尔宾斯基垫片的构造方法出发，提出了一个同时具有分形特性和小世界特

性的网络图，计算了网络图的拓扑特性，得出其集聚系数约为0．51，平均最短路径约为

2．67，证明了它的小世界效应。同时，我们又同时用盒维数和豪斯道夫维数计算网络图

的分维，并得到共同结果，分维约为1．585，从而验证了网络图是一个分形网络。最后，

我们对模型又进行了进一步拓展，并分析了其相关拓扑属性。在网络图中加入的中心节

点相当于有些实际网络中的核心节点，所以本文构造的网络图对于实际网络同时存在的

分形性和小世界效应现象具有一定的参考价值，希望本模型能够为这方面的研究提供一

些借鉴。
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结 论

自WS模型和BA模型的提出以来，复杂网络的研究浪潮已经发展了近九年了，在

这期间，复杂网络的演化模型、实证研究以及网络的动力学方面都取得了巨大的进步。

本文针对目前复杂网络演化及自相似性研究的现状，并深入探求其存在的不足，现将本

文的研究工作做一下总结：

(1)经典的谢尔宾斯基支架网络并不具备小世界特性，其集聚系数较小、网络直径

指数级增长。而本章以谢尔宾斯基支架为基础，构造出了高维的具有分形和小世界特性

的网络，通过数学归纳方法推导出该网络具有较大的集聚系数O．53和较短的平均路径长

度2．5，证明了其小世界特性，并用分形理论中相似维数和盒维数两种方法计算出网络

的分维数约为2，由网络的自相似性及其具有的精细结构证明了该网络的分形特性。

本章构造的具有小世界特性的网络中，新加入的中心结点就像是网络中的路由器，

在不同的网路中，起到大量缩短网络距离的作用，使着无限扩大的网络有着相互联系；

就像Milgram的小世界实验，虽然茫茫人海中人与人之间的距离表面上看很远，但是往

往因为个别亲朋好友的存在使得表面上很远的关系并不存在。该网络图对于同时存在分

形性和小世界效应的实际网络的研究具有一定的参考价值。另外，该网络支架的演化还

为新衍架结构的设计及其系统稳定性、可靠性提供了新的启示。

(2)本章给出了谢尔宾斯基地毯的一些网络特性，包括网络直径、集聚系数，发

现其集聚系数为零，网络直径呈指数极增长，不具有小世界效益。于是我们在这谢尔宾

斯基地毯的基础上，构造出具有小世界特性的复杂网络，研究了它们的网络拓扑特性，

得到由谢尔宾斯基地毯生成的网络具有的网络维数为1．8928、集聚系数0．054、平均路

径长度小于6和平均度4．61具有小世界网络的特性：通过计算也得到该网络的盒维数和

相似维数均约为1．8928，由其自身的自相似性和具有的精细结构，其分形特征也得到以

体现。

(3)本章从谢尔宾斯基垫片的构造方法出发，提出了一个同时具有分形特性和小世

界特性的网络图，计算了网络图的拓扑特性，得出其集聚系数约为O．51，平均最短路径

约为2．67，证明了它的小世界效应。同时，我们又同时用盒维数和豪斯道夫维数计算网

络图的分维，并得到共同结果，分维约为1．585，从而验证了网络图是一个分形网络。

最后，我们对模型又进行了进一步拓展，并分析了其相关拓扑属性。在网络图中加入的

中心节点相当于有些实际网络中的核心节点，所以本文构造的网络图对于实际网络同时

存在的分形性和小世界效应现象具有一定的参考价值，希望本模型能够为这方面的研究

提供一些借鉴。



三种谢尔宾斯基网络演化模型及分形特征研究

本文的不足之处及进一步的工作：

复杂网络高速发展，新理论、新成果也是日新月异，本文所提出的三个模型虽然是

对目前模型做了一些改进，并将某些理论的内容加入了复杂网络的研究，但还只是某一

方面的研究，还有许多需要完善的工作，现将其总结如下：

(1)将实证研究加入演化模型的研究中来。虽然每个现实网络有着许多共性特征，

但对于某个特定网络来说，一定有其特殊性。建立一个具体现实网络的模型，并利用现

有复杂网络的特征参数，并将是一个具有挑战性的工作。目前本人已有某地区电信行业

的海量数据，着手准备研究一下电信网络的统计特性，并提出一个电信网络特有的网络

演化模型。

(2)复杂网络的自相似原因的进一步探究。nature上那篇自相似性文章给人以研究

复杂网络的新视角，研究者的复杂网络演化模型的自相似证明开始利用这篇文章说的盒

维数方法来证明。但究其自相似的原因，目前研究工作还只是起步阶段。分形理论十分

复杂和庞大，本人只是将一个计算分形维数的方法引入，还有许多东西值得探索。

(3)复杂网络的动力学研究。动力学研究是复杂网络的一个重要研究方向，本文

并没有涉及，对本文提出的模型的动力学特征的研究是一个有意义的工作。而动力学必

然和自组织现象、混沌现象相关联，而这些又和分形理论息息相关，所以将其综合起来，

必将产生新的火花。
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