
通 知

1 新教材不考内容：§3.2，§4.3, §4.4.3, 
§4.5, § 6.2.5，§7.4.4及后面章节；一般，

§5.1及§6.1的经验分布函数也不考。

2 考试时间：

3 答疑：考试头天晚上7: 00－8: 00，科技南
楼715。最后一次作业照交。

4 复习材料：教材、练习册和浙大教材；复习

技巧：先系统复习再做以前的统考题，注重

客观题。



例1 一批外形相同的产品，由6件正品和4件次品

组成，考察下面事件的概率：

E1：有放回地任取三件，A1={恰有两件次品}   P(A1)=

E2：不放回地任取三件，A2={只第1、3件为次品}    P(A2)=

E3：不放回地任取三件，A3={恰有两件为次品}   P(A3)=

10*10*10
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总结：有放回 (元素可同)：考虑可重复排列数。

无放回 (元素不同)：事件与顺序有关时，考虑不重复排列数；

事件与顺序无关时，考虑组合数。



例4 一批同类产品共有 件，其中次品

件。现从中随机抽取 件(取后不放回)，问这 件中恰

有 件次品的概率是多少？
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用组合求解，有

推广 从N=N1+N2+…+Nl类物品中任取n件，则取到

的每类物品件数分别为 n1+n2+…+nl = n 的概率是
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例5 设有 个人和 间房，每人均等可能地走进

间房的任一间内，试求 、 、 。
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（ⅰ） { }间房中各一人指定的mA =
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例7 设某吸毒人员戒毒期满后在家接受监控。监控期为L单位时间，该期

间内随时会提取尿样化验。设该人员随时可能复吸且复吸后在S(≤L)单位时

间内尿样呈阳性反应。求该人员复吸一次且检验一次能被检验出来的概率

解 设 x为复吸时间（0≤x≤L）； y为检测时间（0≤y≤L）

即 Ω={(x,y): 0≤x,y≤L}

A={复吸一次且被检测出}
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课堂练习 将一段长为L的线段截成三段，求它们能

构成三角形的概率。

解 记A={三线段能构成三角形}，则
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习题选讲

练习1 把a只白球和b只黑球随机地进行排列。

求排在后面的若干个是黑球的概率。

解 E：考虑a+b只球的不重复排列。并记A={最后剩下

的全是黑球}， B={最后一个排的是黑球}，则

即A=BBA⊂ AB⊂

故
1 1

1( ) ( )
a b

a a b
a b

a b

P P aP A P B
P a b

+ −
+ −
+
+

⋅
= = =

+



习题选讲

练习2 甲、乙约定下午1点~2点间到某车站乘车，该时间
段内有4班车，每刻钟一辆。若(1)见车就乘；(2)最多等一

班车。求二人乘同一车的概率。

解 记A={见车就乘时二人乘同一车}， B={最多等一班
车时二人乘同一车}，则
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习题选讲

练习4 n个座位依次从1号编到n号，把1号至n号的n个
号码分给n个人，每个人一个号码，这n个人随意地坐到座

位上，求至少有一个人手里的号码恰好与座位的号码相同
的概率，且当n很大时，给出这个概率的近似值。

解 记B={至少有一个人的号码恰好与座位的号码相同}，
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Bi={第i个人的号码恰好与座位的号码相同}，i=1,2,…,n，则
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练习5 (习题1.11) (蒲丰投针问题）平面上有一族平行线

。其中任何相邻的两线距离都是 a(a>0)。向平面任意投一

长为 l(l<a) 的针，试求针与一条平行线相交的概率。

解 设 x 是针的中点 M 到最近的平行线的距离， 是针

与此平行线的交角，投针问题就相当于在平面区域 D 取点

的几何概型。
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注

Ⅰ. 已知某事件已发生，此时求另一事件的概率

则为求条件概率。

Ⅱ. 已知每种原因出现的概率及每种原因导致某结

果出现的条件概率，则由全概率公式，可求得某结
果出现的概率P(B)(非条件概率)；由Bayes公式，可
求得结果B是由某原因引起的(后验, 条件)概率。

Ⅲ.应用全概率公式和Bayes公式时要注意其条件
(原因都两两不相容)。



注：互不相容与相互独立是两个不同的概念

)()()( BPAPABP =相互独立：

φ=AB互不相容： (一般二者不同时成立)

相互独立的性质：若n个事件相互独立，则其中任意m个

事件也相互独立；把其中任意m个事件换成对立事件以

后，所得的n个事件也相互独立。

练习2 讨论两事件互不相容与相互独立的关系。

练习3 一架长(zhang)机带两架僚机飞往某地进行轰炸，

只有长机能确定具体目标。在到达目标上空之前，必须经
过敌高炮防空区，这时任一架飞机被击落的概率为0.2，
到达目标上空之后，各飞机将独立地进行轰炸，炸毁目标
的概率都是0.3。试求目标被炸毁的概率。

是非题1 若P(A)=0，则A=φ；若P(A)=1，则A=Ω。(如几何概型中任一基本事件概率为0)   



练习2 讨论互不相容与相互独立的关系。

解 (1)  若P(A) •P(B)≠0, 则二者不可能同时成立. 因为

(a)  若A、B互不相容，即AB=φ，则

0=P(AB)≠ P(A) •P(B)，即A、B 不相互独立；

(b)  若A、B 相互独立，即P(AB) = P(A) •P(B)≠0，则

AB≠φ，即A、B相容。

(2)  若P(A) •P(B) =0, 则二者有可能同时成立. 因为

(a)  若A、B互不相容，即AB=φ，则

P(AB)= P(A) •P(B)=0，即 A、B独立；

(b)  若A、B相互独立，即P(AB)= P(A) •P(B)=0
AB=φ。



练习3 一架长(zhang)机带两架僚机飞往某地进行轰炸，

只有长机能确定具体目标。在到达目标上空之前，必须经
过敌高炮防空区，这时任一架飞机被击落的概率为0.2，
到达目标上空之后，各飞机将独立地进行轰炸，炸毁目标
的概率都是0.3。试求目标被炸毁的概率。(列出式子即可)

解 记Bi为长机与i架僚机到达目标上空，
i=0,1,2， A为目标被炸毁。则

P(B0)=0.8*0.22=0.032
P(B1)= 2*0.82 *0.2=0.256,
P(B2)=0.83=0.512

故 ∑
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=
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P(A/Bi)P(A/Bi)

A

P(Bi)P(Bi)

P(A/B0)=0.3

2 2 2 3 31 [0.2 0.8*0.2 *0.7 2*0.8 *0.2*0.7 0.8 *0.7 ]= − + + +

P(A/B2)=1－0.73=0.657
P(A/B1)=1－0.72=0.51

或



练习题1 设某长途汽车在起点站有20位乘客上车，每位
乘客在以后的10个车站等可能地下车。求没有三位及三位

以上的乘客在同一车站下车的概率。

解 记A＝{每个车站恰有两位乘客下车}，则
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习题讲评



随机事件随机事件 Ω⊂A

第一章小结

随
机
试
验

随
机
试
验

样本空间Ω={所
有ω}
样本空间Ω={所
有ω} 关系： ， ，关系： ， ，BA⊂ φ=AB AB =

运算： ，AB，A-B=       =A-
AB
运算： ，AB，A-B=       =A-
AB

BAU BA

独立 P(AB)=P(A)P(B)独立 P(AB)=P(A)P(B)

公式 P(AB)=P(A)P(B/A)公式 P(AB)=P(A)P(B/A)
P(A/B)=P(A)P(A/B)=P(A)

公理化定义
1.P(A)≥0
2. 
3. 

公理化定义
1.P(A)≥0
2. 
3. 
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B

X: 0     1      2       3

3 导弹问题 设某种导弹的命中率为99%，但过期后
便只有5%。又设某目标被击中三枚导弹方可摧毁。
现从混有4枚过期导弹的100枚导弹中任取3枚独立地

向目标发射，求目标被摧毁的概率。

解 记X为取出的3枚导弹中含的过期导弹数，B={目标

被摧毁}，则
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超几何分布

注 全概率公式，独立性



练习1  设有3个人4种就业机会，每人可随机选取任

一个就业机会，求各个就业机会最多有1人、2人、

3人选择的概率各是多少？

解 记X为选择人数最多的就业机会所含的人数，则
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1          2         3       x

验算：和为1。



是非题

1 泊松分布不是一个单独存在的分布.
2 取值为正整数的随机变量~P(λ).
3 f(x)为概率密度←→积分为1.

4 P(A)=0 ←→A=φ

5 连续型随机变量的分布函数处处连续.

6 若密度为
x1

0     f1 f2 0
x2 x3

, 则F(x)为

三分段函数, 且
2

2 2 3( ) ( ) , ( , ]
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= ⎨
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非负整数

及 f(x)≥0
如C.R.V.X, 有P(X=a)=0

是 , 但非

处处可导

四
2

1 2
1 2 2 3( ) ( ) ( ) , ( , ]

x x

x x
F x f x dx f x dx x x x= + ∈∫ ∫

直接积分得 F1(x)≡F2(x)，事件概率也同。

则F1(x)≠F2(x). 

一般，若
. .

1 2( ) ( ),
a s

f x f x= 则视为同一密度。



§2.3.2讨论题(广义反函数除外)
1  若X～U[a, b], 则P(c<X<d)=(d-c)/(b-a)?它描述了

几维几何概型?Ω=?

2  指数分布的分布函数是否严格单增?

3  泊松分布和指数分布的根本区别是?

4  若X~E(λ), 则P(X>t+t0/X>t0)=P(X>t)?

5  若X~N(μ,σ2), 问F(x)能否积出?转换公式为 F(x)=? 

P (a<X<b)=?

7  什么样的随机变量~正态分布?应用实例？

6  若X~N(0,1), 且P (X<x)=p已知, 如何求x?

8  试对R.V.X的n次独立观测

构造一个二项分布.

一维；Ω=[a, b]
非； F’(x) = 
f(x)不恒>0

无记忆性, 新旧一样

( )x μ
σ
−

= Φ( ) ( ) ( )P a X b F b F a< < = −

受多个微小因素的影响的C.R.V.~正态分布. 例：误差，噪声…

p>0. 5, 反查正态分布表得

x=Φ-1(p). 若p<0. 5, 则
( ) 1 ( ) 0.5x xΦ − = −Φ >例2.18, 习题2.27(4), 2.28. 



例2 设一大型设备在任何长为t时间内发生故障的次数
N(t)~P(λ t)。
(1) 求相继两次故障之间的时间间隔T的概率分布；

(2) 求在设备无故障工作7小时的条件下，再无故障工作9
小时的概率p。

解（1） ( ) ( )F t P T t= ≤

te λ−−=1tet λλ −−=
!0
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0

t <0时， 0)()( =

t≥0

= φPtF

（2） )7/16( >>= TTPp
)7(

)7,16(
>

>>
=
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即 T~E(λ )
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16
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== e
e
e

)9( >= TP 无记忆性

(3)  三台设备中至少有两台设备的寿命超过9小时的概率。

(二项分布，习题2.10，2.14，2.17(P38)

1 ( ( ) 0)P N t= − =( ( ) 1)P N t ≥＝
事件转换



例5 若F(x)为C.R.V.X的严格单增的分布函数，则R.V.Y 
=F(X) ~U[0，1]。如若X~N(0, 1), 则Φ(X) ~U[0，1]。

解 0<y<1 时，
1( ( ))P X F y−= ≤

y≤0时，

' 1, 0 1
( ) ( )

0,Y Y

y
f y F y

< <⎧
= = ⎨

⎩ 其它

1( ( ))F F y y−= = ，

FY(y) = P(Y≤y) = P(F(X) ≤y)

FY(y) = P(Y≤y) =0,

y≥1 时，FY(y) = P(Y≤y) =1,

故F(X) ~U[0，1]。



课堂练习(统考题)

设 求σ使P(1<X<e)最大。

P(1<X<e)=F(e)-F(1)=Φ (e/ σ)－Φ(1/ σ)

( )g
解

σ�

用求导的链导法则，解
2 2( / ) (1/ )

' 2 2
2 2

1 1 1( ) ( ) ( ) 0
2 2

e eg e e
σ σ

σ
σ σπ π

− −
= − − − =

得所求为
2 1.
2

eσ −
=

转换

2~ N(0, ),X σ



§2.3  连续型随机变量复习题

一、问题

2~ N( , )X μ σ ⇒ ~ ?aX b+
~ U[0, ]R r ?~2RS π=⇒

1.

2.

1  均匀分布刻画了 概型.

2  指数分布具有无后效性, 即 .

几何

P(X>t+s | X>s)=P(X>t)

4  指数和正态分布的密度都是指数形式, 二者的区别是?
5  设X: fX(x)= 2exp{ },x x A− + − 求A并指出X的分布类型.

§2.4  随机变量函数的分布

3  指数分布跟Poission分布的关系是?

泊松过程从 k变到 k +1之间所需要的时间服从指数分布

A=1/4 + (lnπ)/2,正态分布

§2.4  随机变量函数的分布

一、问题



例6 设C是以原点为圆心的单
位圆周，A为C上的任意一点，求
A的横坐标的分布。

X

Θ
o

A

解 记Θ为OA与x轴的夹角，

由题意Θ~U[-π,π]，则X=cosΘ
( ) (cos )XF x P x= Θ ≤

Θ

x

0 1
1 1

1 1

x
p x

x

≤ −⎧
⎪= − < <⎨
⎪ ≥⎩ -π π

( arccos )p P xπ= − < Θ ≤ −
(arccos )P x π+ ≤ Θ ≤

arccosx0

2( arccos )
2

xπ
π

−
= )()( xFxf XX ′= 2

1 , 1 1
1
0,

x
xπ

⎧ − < <⎪= −⎨
⎪⎩ 其它几何概率---长度比

能否用公式法？否。用分布函数法



课堂练习 设 2ln ~ ( , ),X N μ σ 求X的分布.

解 记Y=lnX, 则X=eY. 由分布函数法得:
( ) ( ) ( )Y

XF x P X x P e x= ≤ = ≤

( ln ) (ln )YP Y x F x= ≤ =

求导得: '

2

2

( ) (ln )(ln )

1 (ln )exp{ }
22

X Yf x f x x

x
x

μ
σπσ

=

−
= −可正可负？

称X服从对数正态分布.

x>0

( ) 0, 0Xf x x= ≤



例1 设整数X等可能地在1，2，3，4中取值，另一整数Y
等可能地在1~X中取值，求(X，Y)的联合及边缘分布列.

解 (1)

3
1

4
1
×

X
Y 4321

1
2
3
4

4
1

8
1

4
1

4
1
×

12
1

16
1

0 0 0

8
1

0 0

12
1 0

16
1

16
1

( , )P X i Y j= =
i
1

4
1
×=

4,3,2,11 =≤≤ ij

)/()( iXjYPiXP ====

.( ) jP Y j p= = =

.iP

4/1

4/1

4/1

4/1

jP. 48
25

48
13

48
7

48
3 1

1( )
4

1, 2,3, 4

P X i

i

= =

=

(2)  直接求

( )P Y j= =
或

(全概率公式)

4 1 , 1,2,3,4
4i j

j
i=

=∑

4 1 1
4i j i=

⋅∑
1,2,3,4j =



练习八 5. 设随机变量X的密度函数为

xx ee
xf −+

⋅=
12)(

π
+∞<<∞− x

求随机变量Y=g(X)的概率分布，其中
⎩
⎨
⎧

≥
<−

=
0,1
0,1

)(
x
x

xg

)1(解 =YP )0( ≥= XP dx
ee xx −

∞+

+
⋅= ∫

12
0 π

dx
e

e
x

x

1
2

20 +
= ∫

∞+

π 0
2 arctan xe
π

+∞=
2
1

=

2
1)1(1)1( ==−=−= YPYP Y -1        1

P 0.5     0.5



例2 设某医院一天出生的婴儿数为X，其中男婴数为
Y，已知(X,Y)的联合分布列为：

)!(
86.6

!
14.7),( 14

mnm
emYnXP

mnm

−
⋅===

−
−

nm ,,1,0 L=
L,1,0=n

求X与Y的边缘分布。

∑
=

−
−

−
==

n

m

mnm

n
e

mnm
nnXP

0

14

!
86.614.7

)!(!
!)(解 14

!
)86.614.7( −+

= e
n

n

L,1,0=n )14(~ PX即

146.86 7.14( )
( )! !

n m m

P Y m e
n m m

−
−= = ×

−∑ 14.7

!
14.7 −= e
m

m

0, 1,m = L
mn

)14.7(~ PY

=

∞

       14         n

条件分布？
( , )( | )

( )
P X n Y mP Y m X n

P X n
= =

= = =
=

7.14 6.86 , 0,1, ,
14 14

m n m
m
nC m n

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

L

二项分布



习题选讲

例3  设每次实验有l个互不相容的结果A1, A2, …, Al，一

次实验中发生的概率分别为p1, p2, …, pl 。现将该实验独立

重复地进行n次，记Xi (i=1, 2, …, l)为n次实验中事件Ai (i=1, 
2, …, l)发生的次数，求其联合分布列。

解 该实验是伯努利实验的推广，其分布是二项分布

的推广，称为多项分布 M (n；p1, p2, …, pl )

1 1 2 2( , , , )l lP X k X k X k= = =L

1
1
kp1k

nC 2

1

k
n kC − L

1 1

l

l

k
n k kC

−− − −L
2

2
kp lk

lp=

问题：Xi ~?               i =1, 2, …, n.

L

1
( 0, 1, 2, , ; )

l

i i
i

k i n k n
=

≥ = =∑L

B(n, pi),



课堂练习 设楼房有六层，每个乘电梯的人在2,3,4,5,6层
下的概率分别为0.08，0.14，0.20，0.26，0.32，试求在一

楼乘上电梯的15人中，恰好有1, 2, 3, 4, 5人分别在2, 3, 4, 5, 
6层下电梯的概率p。

解 记Xi为在第i+1层下电梯的人数，i=1,2,3,4,5，则

1 2 3 4 5( 1, 2, 3, 4, 5)P X X X X X= = = = =

108.0 214.0 320.0 426.0 532.0 = 0.0731
15C 2

14C 3
12C 4

9C 5
5C=

注：Xi ~

其联合分布为多项分布M(15; 0.08, 0.14, 0.20, 0.26,  0.32).

二项分布B(15, pi).



2、二维C.R.V.的边缘密度

∫ ∫∞−
+∞

∞−
=+∞=

x

X dudvvufxFxF ),(),()( dudvvuf
x

∫ ∫∞−

+∞

∞−
= ]),([

X的边缘密度函数
2

1

( )

( )
( ) ( , ) ( , ) ,

y x

X y x
f x f x y dy f x y dy

+∞

−∞
= =∫ ∫

Y 的边缘密度函数

�

x

y
作图、定限再计算、验证

a b

y=y1(x)

y=y2(x)

x
�

l(x)

( )g u

G 记 G ：f(x, y)≠0

2

1

( )

( )
( ) ( , ) ( , )

x y

Y x y
f y f x y dx f x y dx

+∞

−∞
= =∫ ∫

a x b

(单变量、非负和规范性)

< <



２ 解析法(等价事件分解)

例2（习题3.20）设X~B(m, p), Y~B(n, p)且相互独

立，求Z=X+Y的分布。

)( kZP =解 )( kYXP =+= ∑
=

−===
k

i
ikYPiXP

0
)()(

∑
=

=
k

i 0
(1 )i i m i

mC p p −− iknikik
n ppC +−−− − )1(

0

k
i k i
m n

i

C C −

=

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ (1 )k m n kp p + −−

(1 )k k m n k
m nC p p + −
+= − 0,1,2 ,k m n= +L

~ ( , )Z B m n p+

考虑从含m个黑球和n个白球的袋中任取

k个球的组合数，有
0

k i k i k
m n m ni

C C C−
+=

=∑



二 C.R.V. 函数的分布(概率密度)
原理：等价事件替换

１ 分布函数法

已知(X, Y)的概率密度 f (x, y), 求Z = g (X, Y)的概率密度．

1) FZ(z) = P(Z≤z)= P(g ( X, Y) ≤z)

∫∫
≤

=
IGzyxg

dxdyyxf
)),((

),(

2) f Z(z) = FZ′(z) ．

注交有几种形状，则有几个表达式

其中G： f (x, y)≠0．

作图求出积分．

2 公式法（和、最大、最小）←分布函数法



例4(常考题型) 设二维随机变量(X,Y )的联合密度函数为

解

⎩
⎨
⎧ ≤≤+

=
其他,0

1,0,
),(

yxyx
yxf

求随机变量Z=X+Y的密度函数fZ(z)。

)()()( zYXPzZPzFZ

法一 分布函数法

≤+=≤=

G

( . )
x y z

f x y dxdy
+ ≤

= ∫∫
I（ ）

3

0 0

1 1 2 3

1

( ) / 3, 0 1

1 ( ) ( 1) / 3,1 2

z z x

z z x

dx x y dy z z

dx x y dy z z z

−

− −

⎧ + = < ≤⎪= ⎨
⎪ − + = − + < ≤⎩

∫ ∫
∫ ∫

0 x

y

1

1

G



法二 (公式法)：

∫
+∞

∞−
−= dxxzxfzfZ ),()(

⎩
⎨
⎧

≤−≤
≤≤

10
10

xz
x

2

0
1

1

[ ( )] , 0 1

[ ( )] (2 ), 1 2

0,

z

z

x z x dx z z

x z x dx z z z
−

⎧ + − = ≤ <⎪
⎪

= + − = − ≤ <⎨
⎪
⎪
⎩

∫
∫

其他

2,1)()(;0,0)()( >=Ω=≤== zPzFzPzF ZZ φ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤<−
≤<

==
其它,0

21,)2(
10,

)()(

2

' zzz
zz

zFzf ZZ

( ) ( ) ( ) ?Z X Yf z f x f z x dx
+∞

−∞
= −∫能否用

注意到被积函数的非零区域G为：

x=z

x=z-1

1

10

z

x

2

G



解 ( ) ( )XF x P X x= ≤

0

0

0, 0
1 , 0

1,

x

x
e x V

x V

λ−

<⎧
⎪= − ≤ <⎨
⎪ ≥⎩

0min( , ),

练习1. 某电路的电压V~E(λ)，电压表的最大读数为V0。

求测试电压X的分布函数，并判断随机变量的类型。

因X的可能取值不止可列个，且

X V V=
0 V0

故X属于混合型随机变量，不存在分布列和密度。

0 0 0( ) ( ) ( 0)X XP X V F V F V= = − −

0( )P V V= ≥ 0Ve λ−= 0≠

0

0

( ), 0
( ), 0

( ),

P x
P V x x V

P x V

φ <⎧
⎪= ≤ ≤ <⎨
⎪ Ω ≥⎩



解 ( ) ( )ZF z P Z z= ≤
( 1, ) ( 1, )P Y X z P Y X z= = − − ≤ + = ≤

( 1) ( ) ( 1) ( )

练习 设R.V. X~N(μ,σ2)和 Y(P(Y=-1)=1/3, P(Y=1)=2/3) 
独立。求Z=XY的分布。

P Y P X z P Y P X z= = − ⋅ ≥ − + = ⋅ ≤
1 2(1 ( )) ( )
3 3X XF z F z= ⋅ − − + ⋅

'( ) ( )
ZZf z F z=故

1 2( )) ( )
3 3X Xf z f z= − + ⋅

2 2

2 2

1 1 ( ) 2 1 ( )exp exp
3 2 3 22 2

z zμ μ
σ σπσ πσ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫+ −
= − + −⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭

( )P XY z= ≤



习题选讲

练习2  设A，B是两个随机事件，定义随机变量

⎩
⎨
⎧
−

=
A
A

X
，1
,1

证明：Cov(X,Y)=0   ⇔ A与B相互独立。

证

⎩
⎨
⎧
−

=
B
B

Y
，1
,1

设P(A)=p，P(B)=q， P(AB)=p11，则(X,Y)的联合分布列为

11
11

1
11

2221

1211

qqp
ppp

ppp
p

j

i

−
−−

−

•

•
Y

X
)1()1()1(1)( −=⋅−+=⋅= XYPXYPXYE )( 2211 pp + )( 2112 pp +

1224 11 +−−= qpp

)]1()][1([)()( qqppYEXE −−−−=
1224 +−−= qppq

故 0),( =YXCov pqp =⇔ 11 ⇔ A与B独立

11pp −
11pq − )1( 1122 pqpp +−−=



习题选讲

练习 设X与Y独立，都服从N(0,1)，以f(x,y)表示(X,Y)的联合密度

函数，证明：函数

解

⎩
⎨
⎧

>+
≤++

=
1,),(
1,),(

),( 22

22

yxyxf
yxyxf

yxg 100
xy

是二维概率密度函数，若随机变量(U,V)有密度函数g(x,y)，证明：U,V
都服从N(0,1)，但(U,V)不服从二维正态分布。

=∫∫ 2
),(

R
dxdyyxg dxdyxyyxf

yx
∫∫

≤+

+
122

]
100

),([ dxdyyxf
yx
∫∫

>+

+
122

),(

0
100122

=∫∫
≤+

dxdyxy

yx∫∫=
2

),(
R

dxdyyxf

1=

当 122 ≤+ yx 时，
)(

2
1

22
2
1

),( yxeyxg +−= π 100
xy+

200

22 yx +−≥ 200
1

2
1 −

eπ≥ >0
2

2

1

1
0, 1

100
x

x

xy dy x
−

− −
= ∀ <∫Q ( , )g x y dy

+∞

−∞
∴ ≡∫ =∫

+∞

∞−
dyyxf ),( ,)(xϕ

)(),( ydxyxg ϕ=∫
+∞

∞−
),(),( yxfyxg同理 但 ≠

问题：边缘分布为正态分布，则联合分布也必为正态分布吗？

否，见本题反例



Exer1. 设R.V. (X, Y)在区域G: 0< x <1, - x < y < x 上服从均

匀分布，求边缘概率密度函数、判断独立性、求和的分布

Exer2. 设R.V. X~E(λ)和 Y~E( μ)独立。求Z=(X-Y)/2的
密度。

Exer3. 设R.V. X~N(μ,σ2)和 Y(P(Y=-1)=1/3, P(Y=1)=2/3) 
独立。求Z=X-Y的分布。

第三章测试



Exer1. 设R.V. (X, Y)在区域G: 0< x <1, - x < y < x 上服从

均匀分布，求边缘概率密度函数、判断独立性、求和的

分布。

0 1

y=-x

y=x解
⎩
⎨
⎧

∉
∈=

=
Gyx

GyxS
yxf

),(,0
),(,1/1

),(

( ) ( , )Xf x f x y dy
+∞

−∞
= ∫

( ) ( , )Yf y f x y dx
+∞

−∞
= ∫

2 , (0,1)

0,

x

x
dy x x

−

⎧ = ∈⎪= ⎨
⎪⎩

∫
其它

1

1

1 , ( 1,0)

1 , (0,1)

0,

y

y

dx y y

dx y y

−

⎧ = + ∈ −
⎪
⎪

= = − ∈⎨
⎪
⎪
⎩

∫

∫
其它

因在区域G内 ( , ) ( ) ( )X Yf x y f x f y≠ ，故不独立。

G



Exer1. 设R.V. (X, Y)在区域G: 0< x <1, - x < y < x 上服从

均匀分布，求边缘概率密度函数、判断独立性、求和的

分布。

0 1

y=-x

y=x
解

{ }
( ) ( , )X Y

x y z G

F z f x y dxdy+
+ ≤

= ∫∫
I

1

/ 2
( ) ( , ) 1 / 2, 0 2X Y z

f z f x z x dx dx z z
+∞

+ −∞
= − = = − < <∫ ∫

1 2

/ 2
2

1 1 (1 / 2)

/ 4, 0 2

x

z z x
dx dy z

z z z
−

= − = − −

= − < <

∫ ∫

x+ y=z

z≤0时，FX+Y(z)=0；z≥2时，FX+Y(z)=1. 故
'( ) ( ) 1 / 2, 0 2X Y X Yf z F z z z+ += = − < <

G

或用公式法，有



Exer2. 设R.V. X~E(λ)和 Y~E( μ)独立。求Z=(X-Y)/2的
密度。

用分布函数法。

)2)(()2/)(()( zYXPzYXPzFZ ≤−=≤−=
x-y=2z

2z

z≥0
-2z

z<0

{ 2 } G

( ) ( ) ,X Y
x y z

f x f y dxdy
− ≤

= ∫ ∫
I

)()( ' zFzf ZZ =

;
0,

0,

0 2

0

2

0

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<⋅

≥⋅
=
∫ ∫
∫ ∫

∞+ ∞+

−

−−

+∞ + −−

zx

yx

zy yx

zdyeedx

zdxeedy
μλ

μλ

μλ

μλ
2

2

2 , 0

2 , 0

z

z

e z

e z

λ

μ

λμ
λ μ
λμ

λ μ

−⎧ ≥⎪ +⎪= ⎨
⎪ <
⎪ +⎩

解1

用公式法。显然有

∫
∫

∞+

∞−

+∞

∞−

+=

−=

dyyfzyf

dxzxfxfzf

YX

YXZ

)()2(

)2()()(

解2

∫
∫

∞+

∞−

+∞

∞−

+=

−=

dyyfzyf

dxzxfxfzf

YX

YXZ

)()2(2

)2()(2)(

G

需要先推



第三章小结

↓
D.R.V.(X,Y): P(X=xi, Y=yj)=pij , i, j=1, 2, …

P(X=xi)=pi. , i=1, 2, …

P(Y=yj)=p.j , j=1, 2, …

或直接求
独立性：
pij= pi. p.j g(X,Y)的分布列

二项泊松分布
独立时可加性



第三章小结

↓

二维均匀、二维正态分布；
独立时正态分布的线性性

∫∫
∈

=∈⇒
GDyx

dxdyyxfDYXPyxfYXVRC
I),(

),(}),{(),(:),.(..

证作图、定限、计算、验

∫
∫

∞+

∞−

+∞

∞−

=

=

dxyxfyf

dyyxfxf

Y

X

),()(

),()(

)()(),(
..

yfxfyxf YX

ea
=独立性：

↑
1 2 1 2, ( , , , ), ( , , , )n nZ X Y Max X X X Min X X X= + L L公式法：

分布函数法函数的分布

↑↓



§4.1  数学期望思考题

本章重点: 定理4.1---定理4.3.
1 数字特征的直观含义、优缺点?

2 对比例4.1、例4.16(二项分布的分解技巧)

3 期望的直观意义?六种重要分布各参数的相

应含义是?实例?  

4 期望总存在? 满足可加性?可积性?单调性？

5 (1) 已知(X, Y)的f(x, y) ; (2)已知X的fX(x) 及Y
＝h(X)。求E(g(X,Y)), E(Y), E(Y2), E(g(Y))

6 例4.13中求进货量使得平均利润达到最大。

p, np, λ, (a+b)/2, 1/ λ, μ

已知一维分布，求期望用定理4.1，已知联合分布用定理4.2



习题选讲

练习12.3  在长为 l 的线段上任取两点，求两点间距离

的期望及方差。

解I 
21/ , 0 ,

( , ) ( ) ( )
0,
l x y l

f x y f x f y
⎧ ≤ ≤

= = ⎨
⎩ 其它

dxdyyxYXE
l l

l∫ ∫ −=−
0 0

1
2)(

设此两点为X和Y，则(X,Y)的联合密度函数为

dydxdxdy
l y

l
xyl x

l
yx ][][

0 00 0
22 ∫ ∫∫ ∫ −− += 3

l
=

dxdyyxYXE
l l

l∫ ∫ −=−
0 0

122
2)()(

6

2l
=

18
)

3
(

6
)(

2
2

2 lllYXD =−=−



习题选讲

练习12.3  在长为 l 的线段上任取两点，求两点间距离

的期望及方差。

解II 设此两点为X和Y，则 Z=|X－Y| 的分布函数为

)()( zYXPzFZ ≤−= dxdyyxf
Gzyx∫∫ ≤−

=
I)(

),( y

xz0 l

l

z⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
≤≤−−

<
=

1,1
0,/])([

0,0
222

z
lzlzll

z

2/)(2)()( lzlzFzf ZZ −=′= lz ≤≤0

3//)(2)(
1

0

2 ldzlzlzZE =−×= ∫
6//)(2)( 21

0

222 ldzlzlzZE =−×= ∫ 18/)( 2lZD =



例7 设(X,Y)在区域A上服从均匀分布，其中A是由直
线x=0，y=0和 x+y/2 围成的三角形区域.  求E(X)、E(Y)、
E(X+Y)、E(XY)。

1, ( , )
( , )

0,
x y A

f x y
∈⎧

= ⎨
⎩ 其它

解

x10

2
y

1
2
=+

yx

2(1 )

0
2(1 ), 0 1

( ) ( , )
0,

x

X
dy x x

f x f x y dy
−

+∞

−∞

⎧ = − < <⎪= = ⎨
⎪⎩

∫∫
其它

1

0
( ) 2(1 ) 1/ 3E X x x dx= ⋅ − =∫
( )E Y ∫ ∫

+∞

∞−

+∞

∞−
= dxdyyxyf ),( ∫ ∫

−
=

2

0
2

1

0

y

ydxdy 2 / 3=

( ) ( ) ( )E X Y E X E Y+ = +

∫ ∫
−

=
2

0
2

1

0
)(

y

xydxdyXYE ∫ =−=
2

0

2

6
1)

2
1(

2
dxyy

3
2

3
1
×≠

1/ 3 2 / 3 1= + =

G
注 已知f(x, y)求E(g(X))、E(g(Y))也用定理4.2.



解 ( ) ( )ZF z P Z z= ≤

( 1, ( 1) ) ( 1, 1 )P Y X z P Y X z= = − − − ≤ + = − ≤

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)P Y P X z P Y P X z= = − ⋅ ≤ − + = ⋅ ≤ +

Exer3. 设R.V. X~N(μ,σ2)和 Y(P(Y=-1)=1/3, P(Y=1)=2/3) 
独立。求Z=X-Y的分布。

1 2( 1)) ( 1)
3 3X XF z F z= ⋅ − + ⋅ +

'( ) ( )
ZZf z F z=故

1 2( 1)) ( 1)
3 3X Xf z f z= − + ⋅ +

2 2

2 2

1 1 ( 1) 2 1 ( 1)exp exp
3 2 3 22 2

z zμ μ
σ σπσ πσ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫− − − +
= − + −⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭

)( zYXP ≤−=



习题选讲
练习11.3  从一大批产品中逐个随机抽取检查，一旦发

现废品就认为该批产品不合格而停止检查，若抽查到第n0
件仍未发现废品就认为该批产品合格而停止检查。设产
品的废品率为p，问平均要检查多少件产品？

)( kXP =

解 设X为所检查产品的件数，则

pp k 1)1( −−= 1,,2,1 0 −= nk L

0 0 01 1
0( ) (1 ) (1 ) (1 )n n nP X n p p p p− −= = − + − = −

1
0

1

1

1 0
0

)1()1()( −
−

=

− −+−= ∑ n
n

k

k pnppkXE

+′= ∑
−

=

)(
1

1

0n

k

kqp 0 1
0 1

n

q p
n q −

= −

1
0

0
0

)1
1

1( −+′−
−
−

= n
n

qn
q

qp

p
p n0)1(1 −−

= 练习11.2，11.5，11.6？



练习3  设n 个人从n顶帽子中任取一顶，X为取到自己

帽子的人数，求E(X)．

练习1  某学生沿操场400米跑道跑步，他最多跑600米，

会在途中任一处停下来，然后再沿着跟起点最近的一侧

跑道跑回去，求其跑回来的平均距离。

练习2    设X~N(0, 1)与Y~N(0, 1)相互独立，

ξ= max(X, Y),η=min(X, Y). 求E(ξ), E (η)



练习1  某学生沿操场400米跑道跑步，他最多跑600米，

会在途中任一处停下来，然后再沿着跟起点最近的一侧

跑道跑回去，求其跑回来的平均距离。

解

, 0 200,
( ) 400 , 200 400,

400, 400 600.

X X
Y g X X X

X X

≤ <⎧
⎪= = − ≤ <⎨
⎪ − ≤ <⎩

200 400 600

0 200 400

( ( )) ( ) ( )

1 (400 ) ( 400)
600
20000 20000 20000 100.

600

XEY E g X g x f x dx

xdx x dx x dx

+∞

−∞
= =

⎡ ⎤= + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
+ +

= =

∫

∫ ∫ ∫

(定理4.1)

X~U(0，600)，且

记X为其首次跑过的路程，Y为其跑回的路程，则



练习2    设X~N(0, 1)与Y~N(0, 1)相互独立，

ξ=max(X, Y),η=min(X, Y)。求E(ξ)、E (η)。

解

X Yη ξ= + −

max( , ) ( , )E x y f x y dxdyξ
+∞ +∞

−∞ −∞
= ∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )X Y X Y
x y x y

xf x f y dy yf x f y dy
≥ <

= +∫∫ ∫∫

2 ( ) ( )X Y
x y

xf x f y dy
≥

= ∫∫

求E(ξ)用定理4.2，见教材P110。

2 2/ 2 / 22
2

y x

y
e dy xe dx

π
+∞ +∞− −

−∞
= ∫ ∫

21 1 ,ye dy
π π

+∞ −

−∞
= =∫

1/E EX EY Eη ξ π= + − = −



练习3  设n 个人从n顶帽子中任取一顶，X为取到自己

帽子的人数，求E(X)．

解
1,

, 1,2, ,
0i

i
X i n

i
⎧

= =⎨
⎩

L
第 个人取到了自己的帽子

。则
，第 个人未取到自己的帽子

从而,
1
∑
=

=
n

i
iXX

1

1

1[1 ( 1) 0 ( 0)] 1

n

i
i

n

i i
i

EX EX

P X P X n
n

=

=

=

⎛ ⎞= ⋅ = + ⋅ = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑ ＝

(定理4.3)

(非独立同0-1分布)



例1 将 r 只球随机放入 n 个盒子中, 求平均空盒子数．

解 设总的空盒子数为X

则。
个盒子不空第，

个盒子为空第
ni

i
i

X i ,,2,1,
0
,1

L=
⎩
⎨
⎧

=

从而,
1
∑
=

=
n

i
iXX

1 1

[1 ( 1) 0 ( 0)]

1( )

n n

i i i
i i

r

EX EX P X P X

nn
n

= =

= = ⋅ = + ⋅ =

−
=

∑ ∑

(非独立同0-1分布)



例2 设产品尺寸X~N (μ,1), 利润

解

求μ使销售一个零件的平均利润最大。

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−
≤≤
<−

=
X

X
X

T
12,5

1210,20
10,1

dxxfxTTE ∫
+∞

∞−
= )()()( )10(1 <⋅−= XP )1210(20 ≤≤⋅+ XP

)12(5 >⋅− XP

5)12(25)10(21 −−Φ+−Φ−= μμ

=
μd
TdE )(

0)12(25)10(21 =−−− μϕμϕ

⇒ =
−
−

)12(
)10(

μϕ
μϕ

21
25

= ⇒ 9128.10=μ])10()12[( 22
2
1 μμ −−−e

)]12(1[5)]10()12([20)10( FFFF −−−+−=

21 (10) 25 (12) 5F F= − + −



§4.2  方差

)(XEXE − 2)]([ XEXE −

定义 若E(X 2 )存在，则称 D(X)=E (X-EX )2为X 的方差。

])()(2[)( 22 EXXEXXEXD +−= 22 )()( EXXE −=

D.R.V： ∑ −=
i

ii pXExXD 2)]([)( 22 )(EXpx
i

ii −=∑

∫
+∞

∞−
−= dxxfEXxXD )()()( 2 22 )()( EXdxxfx −= ∫

+∞

∞−
C.R.V：

)(XD 称为X的均方差或标准差。

(连续型对称分布) (其它)

已知一维分布，由定理4.1求解：

已知联合分布，由定理4.2求解…



Exer1 设市场每月对某商品的需求量X(吨) ~ U[2000, 4000], 
售出3万元/吨, 未售出需保管费1万元/吨. 问应组织多少吨

货源才能使平均收益最大?

Exer2 设随机变量X ~ N(0, 0.5)与 Y ~ N(0, 0.5)相互独立。

求E X-Y  和 D X-Y  ．

Exer3 设导弹弹着点(X，Y)~ N(0, 0,σ2,σ2,0). 求弹着点到

目标(原点)的平均距离．

Exer2 提示 法1  先求得联合概率密度，再用定理4.2求解；

法2  先求得X-Y的分布，再用定理4.1求解(见P69例4.26)．
~aX bY c+ + N(                       ,                     )1 2a b cμ μ+ + 2 2 2 2

1 2a bσ σ+独立时，

第四章测试题



Exer1 设市场每月对某商品的需求量X(吨) ~ U[2000, 4000], 
售出3万元/吨, 未售出需保管费1万元/吨. 问应组织多少吨

货源才能使平均收益最大?

解 设应组织a吨货源．收益

3 ( ), 2000
( )

3 , 4000
X a X X a

Y g X
a a X

− − ≤ <⎧
= = ⎨ ≤ ≤⎩

( ) ( )XEY g x f x dx
+∞

−∞
= ∫

4000

2000

1 [ (4 ) 3 ]
2000

a

a
x a dx adx= − +∫ ∫

21 7 4000
1000

a a= − + −

令导数为0，得a=3500吨。



Exer3 设导弹弹着点(X，Y)~ N(0, 0,σ2,σ2,0). 求弹着点到

目标(原点)的平均距离．

解 因ρ=0，故X、Y独立。于是平均距离为

2 2 2 2( ) ( ) ( )X YE X Y x y f x f y dxdy
+∞ +∞

−∞ −∞
+ = +∫ ∫

2

2
22

2
20 0 2

rrd e dr
π

σθ
πσ

−+∞
= ∫ ∫

2

2
2

22
2 2

rr e drσπ
σ πσ

−+∞

−∞
= ∫

2 2( 0 )
22

π πσ σ
σ

= + =



习题 设随机变量X1 ， X2, …， Xn相互独立，且期望

和方差分别为μ,σ2≠0, XXXXX
n

X ji

n

i
i −−= ∑

=

和求记 ,1
1

的相关系数。

解

),(),(),(),(

),(

XXCovXXCovXXCovXXCov

XXXXCov

jiji

ji

+−−=

−−

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−

≠+−
=

jiXXCov
n
XXCov

jiXXCov
n
XXCov

i
i

i
i

),,(),(2

),,(),(20

2σ

2

2 2

2 10 ( ) ( ) ,

2 1( ) ( ) ,

i

i

D X D X i j
n n

nD X D X i j
n n

σ

σ σ

⎧ − + = − ≠⎪⎪= ⎨ −⎪ − + = =
⎪⎩

,

1,( , )
1 ,( ) ( ) 1

i j

i j
X X X X

i j

i jCov X X X X
i jD X X D X X n

ρ − −

=⎧− − ⎪= = ⎨
− ≠− − ⎪ −⎩

2

( ( ) )D X
n
σ

=



Exer1  设 cos( ),tX A tω= +Φ

且二者独立。求

2~ ( , ), ~ [0, 2 ],A N Uμ σ πΦ

解

( , ) ( ) ( ) ( )t s t s t sCov X X E X X E X E X= −

( ) Cov( , ).t t sE X X X和

( ) ( ) [cos( )]tE X E A E tω= +Φ�

2( ) ( ) [cos( )cos( )]t sE X X E A E t sω ω= +Φ +Φ�

2

0
cos( ) 0t d

π
μ ω ϕ ϕ= + =∫�

22 2

0
( ) cos( )cos( )t s d

π
μ σ ω ϕ ω ϕ ϕ= + + +∫�

2 2( )cos[( ( )]t sμ σ ω= + −

2 2( )cos[( ( )]t sμ σ ω= + −



第五章小结

重点：两个中心极限定理--定理5.4，定理5.5；

题型：近似求解多个随机变量和(包括二项分

布)的分布和概率问题



习题选讲

练习14.4  某地区拟建一个新停车场。统计资料表明，该
地区日平均停车n=1600辆，且估计有3/4的车将停放在新
建的停车场，问应设计多少个停车位可使空车位≥200的
概率不超过0.1？

( 200) ( 200)P X N F N≤ − = −

解 设X 为新停车场的停车数，则

1.0)200( ≤≥− XNP设计N个车位应满足：

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

××

×−−
Φ≈

4
1

4
31600

4
31600)200(N

⇒ 1.0
310

1400
≤⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
Φ

N
⇒ 2816.1)9.0(

310
1400 1 =Φ≥

−
− −N

⇒ ,8.1377≤N 1377=N

))1(,(~ pnpnpN −
近似

X~B( 1600, 3/4 )



练习 某保险公司有1万人参加寿险，每人每年付保费

120元。设一个人一年内死亡的概率为0.003，死亡时其

家属可在保险公司领取保费2万元。求保险公司亏本的

概率p1及一年内利润不少于40万元的概率p2。

解 设X为参加寿险的人中死亡的人数，则

X ～B(10000, 0.003), ~ N(30, 29.91).X
•

1 (120 2 0) ( 60)
60 301 (60) 1 ( ) 0

29.91

p P X P X

F

= − ≤ = ≥
−

= − = −Φ ≈

2 (120 2 40) ( 40)
40 30(40) ( ) (1.83) 0.9664

29.91

p P X P X

F

= − ≥ = ≤
−

= = Φ ≈ Φ =



常用统计量(已知样本)

1、样本均值 ∑
=

=
n

i
iX

n
X

1

1

2、样本方差 ∑
=

−
−

=
n

i
i XX

n
S

1

22 )(
1

1

样本标准差 2SS =

3、样本k阶原点矩 ∑
=

=
n

i

k
ik X

n
A

1

1

4、样本k阶中心矩 ∑
=

−=
n

i

k
ik XX

n
B

1
)(1

XA =1

22
2

~1 SS
n

nB =
−

=

)( kXE→

kEXXE )( −→

( )E X

2( ) ( )D X E X EX→ = −

辛钦大数定律



5、顺序统计量 **
2

*
121 ,,, nn XXXXXX ≤≤≤→ LL

注意：Xi
* 并不是 X1, X2 ,…, Xn中固定的一个。

R.V.X的α上侧分位数λα：P(X> λα)= α. 其中0< α <1.

N(0,1)分布的α上侧分位数记为uα . ．则 )1(1 αα −Φ= −u

* *
1 1 2 1 2min( , , , ), = max( , , , )n n nX X X X X X X X= L L

分别称为极小和极大统计量。 分布？

min max( ) 1 [1 ( )] , ( ) ( )n nF x F x F x F x= − − =

问题：如何估计E(g(X))和E(g(X－EX))？
答：对n个样本 g(Xi)和g(Xi－ )取算术平均值。X

因F(λα) = P(X≤λα)= 1－α, 故λα= F -1(1－α).



练 习

0.901 (25,10)F

2 设X ~ N(0,1)，则X2 ~ 
3 设T ~t (n)，则T2 ~            T -2 ~ 
4 设X ~ N(0,1)与Y ~ N(0,1) 独立，则 X2/Y2~

.)1(2χ

.),1( nF .)1,(nF
.)1,1(F

= 0.10
11/ (10,25) 0.5348

1.87
F = =

5  设X1, X2, …, X2n是来自N(0,σ2)的样本，则
2 2 2
1 3 2 1

1 2 2 2
2 4 2

(1) ~n

n

X X XY
X X X

−+ +
=

+ +
L

L

1 3 2 1
2 2 2 2

2 4 2

(2) ~n

n

X X XY
X X X

−+ +
=

+ +

L

L

( , ).F n n

( ).t n



例1
?)/( =SXE

解：

设X1，X2，…，Xn是取自总体N(0,σ2)的样本，则

2 1~ (0, / ),X N n X Sσ −与 独立

)1(~ −ntn
S
X

.0)/1()()/( == SEXESXE或

0)( =n
S
XE .0)( =

S
XE



§7.2  点估计

一、矩法

1、理论依据： 1))(1(lim
1

=<−∑
=

∞→
εXEX

n
P

n

i
in

2、基本原则：

大数定律

∑
=

=
n

i

k
ik X

n
A

1

1
)( k

k XE=α估计

lk ,,2,1 L=

k k

ˆˆ , 1,2, ,k kA k lα θ= = ⇒L

3、求解步骤：

（设总体有l个未知参数）

①

②

③

),()( 1 lk
k

k gXE θθα L==由总体分布求出

),,,( 1 lkk h ααθ L=解出由方程组①

两边取估计得： 1 1
ˆ ˆ ˆ( ,k kh hθ α= =L L

lk ,,2,1 L

, ) ( , , ),l k lA Aα
=

令



任一总体期望θ1=E(X)和方差θ2=D(X)的矩估计为

2

1

1 ( )
n

i
i

X X
n =

= −∑

注

2 总体各阶理论矩的矩估计即为其对应的样本矩，如

,)(ˆ XXE = 2~)(ˆ SXD =

1 矩估计基本原则可增加：用 ∑
=

−=
n

i

k
ik XX

n
B

1
)(1
估计

k
k EXXE )( −=β



练习1：求N(1, σ2) 分布中参数的矩估计。

解 法1  用原点矩。

X ~ N(1, σ2) , 则E(X) = 1, E(X2) = σ2+1．于是

σ 2= E(X2)－1 ．其矩估计

．22

1

2

1

222 ~1111)(ˆˆ SXX
n

X
n

XE
n

i
i

n

i
i =−≠−=−= ∑∑

==

σ

法2  用中心矩。 D(X) =E[(X-EX)2]= σ2，故

2 2

1

1ˆ ( 1)
n

i
i

X
n

σ
=

−∑= ．

注 矩估计不唯一。

( ) 0,P X μ∴ = =
2

~ ( , ).X N
n
σμQ

2 2 2

1

1ˆ ( )
n

i
i

S X X
n

σ
=

= −∑%或 = ．



极大似然原则： 参数空间中使得样本观察值出现的概

率(或概率密度)达到最大的参数作为参数的极大似然估计。

似然函数：设样本观察值为x1, x2, …, xn, 则

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
==

=

∏

∏

=

=

的密度函数为其中

的分布律为其中

Xxfxf

XxXPxXP
xxxL n

i
i

n

i
ii

n

),(),(

)()(
);,,,(

1

1
21

θθ
θ

θθ

L

θ的极大似然估计值 :),,,(ˆ 21 nxxx Lθ
ˆ( ) max ( )L L

θ
θ θ

∈Θ
=

θ的极大似然估计量 ).,,,(ˆ 21 nXXX Lθ

通常由似然方程 0)(ln
=

∂
∂

i

L
θ
θ li ,,2,1 L= 解出 îθ

(自变量θ )ˆln ( ) max ln ( )L L
θ

θ θ
∈Θ

⇔ =

注若无驻点，则在θ的不可导点或边界点处达到。



例3  设总体 X~U [a,b]，试求a 和b 的极大似然估计量

∏
=

==
n

i
i baxfbaL

1

),;(),(
1 , [ , ], 1, 2, ,

( ) in x a b i n
b a

∈ =
−

L解
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，注意自变量为下在 ),(,, 21 babxxxa n ≤≤ LQ

min , ( , ) max.b a L a b− 取 时 取

时，当 }{max},{min
11 iniini

xbxa
≤≤≤≤

==∴ max),( =baL
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ˆ,ˆ nxbxa ==即a, b的极大似然估计值为

*
1x *

2x *
nxa b

**
1

ˆ,ˆ nXbXa ==

注观测值与参数空间有关。

及a, b的极大似然估计量为

与矩估计不同。



性质：若 为θ的极大似然估计，则 为u=u(θ )

的极大似然估计。

θ̂ )ˆ(ˆ θuu =

例3   设总体X~N(μ,σ2 )，求σ的极大似然估计。

解 由 有反函数，再由例2知2,0 σσσ => 22 ~ˆ S=σ
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注意：矩法估计的原理和极大似然估计不同；矩法估计

先求估计量再求估计值，极大似然估计则相反。



例2  证明样本方差 是总体方差

D(X)=σ2 的无偏估计。
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注：直接求也可



注1

注2

注3

事实上对任何 c1, c2,..., cn ,当c1+ c2+...+ cn=1时，有

例2说明 不是σ2 的无偏估计
2~S

222 1)1()~( σ
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nESE −
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−
=Q 2σ⎯⎯ →⎯ ∞→n

为θ的无偏估计，但u(    )不一定是u(θ)的无偏估计。θ̂ θ̂

~ 渐近无偏估计

如：若D(X)>0，虽

2 2 2ˆ[( ) ] ( ) ( ) [ ( )]E E X D X E Xμ = = +Q
2μ≠

无偏估计不唯一，如X1和 均为μ=E(X)的无偏估计。X
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i ii XcE

为μ=E(X)的无偏估计，但X 2X 非μ2的

无偏估计。
2

n
σ μ+

2

＝

一般，函数的期望不等于期望的函数，即E(g(X))≠ g (E (X)).



（习题7.7：设μ已知）提示：
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练习 1   分别求总体 P (λ) 和 E (λ)中参数λ的矩估

计和极大似然估计量，并判断无偏性。

解 1 X ~ P(λ)，则 E(X)= λ，ˆ ˆ .EX Xλ = =
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由 ˆ ˆln( ( )) / 0 , .d L d x Xλ λ λ λ= ⇒ = =
由 ˆ( ) ( )E E Xλ λ= = 估计量是无偏的。

2 X ~ E(λ)，则 ˆ ˆ1/ 1/ .EX Xλ = =
ˆ ˆ( ) 1/ ,E EXλ λ= +∞ ≠ = 估计量不是无偏的。



求解置信区间的步骤如下：

1  寻找分布已知的随机变量

1 2
ˆ( ( ( , , , ), ) ) 1nP a g X X X bθ θ α< < = −L

2  构造概率为1－α的事件，使

1 1 2 2 1 2
ˆ ˆ( ( , , , ) ( , , , )) 1n nP X X X X X Xθ θ θ α< < = −L L

3  根据上式得等价事件，解出置信区间

1 2
ˆ( ( , , , ), );ng X X Xθ θL



一、N(μ,σ2)中 μ 的置信区间

1、 σ2已知
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二、 N(μ,σ2)中σ2的置信区间
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Exer1. 设X1, X2, …,  X2n为来自正态总体的样本,
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Exer2. 设X1, X2, …, X2n为来自正态总体N(μ,σ2)的样本,
μ已知，求σ2的极大似然估计并判断无偏性。

Exer4. 推导正态总体参数的双侧置信区间。
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解

Exer3. 求双参数指数分布参数的极大似然估计并判断无偏性
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