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摘要：本文主要讨论了H矩阵的一种新型判定方法和应用及一类特殊矩阵

AOR迭代法的收敛条件。众所周知，在线性代数方程组的讨论中，往往假设方程

组的系数矩阵为H矩阵，而在实际工作中的确有许多矩阵为H矩阵，早在1976

年人们研究JOR、SOR、AOR等迭代时发现这些迭代法的收敛性和H矩阵有非

常重要的关系，即：只要所讨论的矩阵是H矩阵，则0．。(G)，s。(G)等迭代矩

阵是都是收敛的。因此快速而准确的判定一个矩阵是不是H矩阵对于讨论一个迭

代矩阵的收敛性是非常重要的，本文就以此为基础来进行研究，给出了一个新型

的H矩阵的判定方法，这个方法仅与所给矩阵本身的元素有关，方便可行。并将

此方法推广应用到矩阵范数的估计上，得到了0M‘1Ⅳ0的一个新的估计式，推广

了其适用的范围。其次对于AOR迭代本文在总结已有的收敛条件的基础上，特

别对当Jacobi特征值为复数的情况进行了讨论，并给出了一个收敛条件，扩大了

AOR迭代收敛的范围。

正文的内容包括第一章、第二章、第三章及第四章。第一章是序言部分，主

要讨论了现有的H矩阵的一些判定方法、现有的矩阵范数的估计及近几年的发展

情况。第二章是重点，主要讨论了H矩阵的一个新型判定方法及推广。第三章是

应用，主要讨论了H矩阵的判定方法和结果在范数估计上的应用。第四章也是重

点，讨论了当Jacobi特征值为复数的情况下AOR迭代法收敛的范围。其内容详

细说明如下：

第二章中，首先研究了文献【2．6忡关于H矩阵的判定方法和近几年专家学者
对于H矩阵判定的探索，然后给出了一个H矩阵新的判定方法，这个方法只与所

给矩阵的本身元素有关，而且可以程序化处理，简单且容易操作，再以这个新的

判定方法为基础给出了不可约矩阵、含有非零元素链的矩阵为H矩阵的判定方法，

并通过数值例子可以看出来这种判定方法是十分方便和有效的。

第三章中，先对已有的怕。1||、lm。Ⅳ||的估计进行研究(其中M要求严格
II II∞ II II∞

对角占优)，然后利用第二章的结沦，给出了一个新的怕。1 9、||M—lⅣ1I的估计式
II ¨∞ II l-o

(其中M不要求是严格对角占优)通过数值例子比较可以看出来，这个估计不但



比已有的估计精确而且适用范围要广的多。

第四章中，首先总结了在Jacobi迭代矩阵的特征值全为零、全为实数、全为

纯虚数和为实数及纯虚数时收敛的充要条件。然后重点讨论了Jacobi迭代矩阵的

特征值为特殊复数的情况下AOR迭代法的收敛范围，并给出了一个充分条件，

通过具体的数值例子可以看出来这个收敛条件是有效的，但是由于这只是充分条

件所以对其最优参数的讨论还需要进一步研究。

关键词：非奇异H矩阵；对角占优；拟严格对角占优：AOR迭代；M矩阵；
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A New Judgement and Application ofH Matrix and the

Convergence condition ofAOR Iterative Method

Yang Yaqiang

Abstract：This Paper mainly diSCUSSeS a new iudgement and application of H

matrix and the convergence condition of AOR iterative method．As we a11 know,in the

discussion of the linear systems，the coefficient matrix of the linear systems is usually

assumed to be H matrix．There really exist many H matrices in practice．In 1976，

people did much research on iterative methods of JOR．SOR and AoR．They found that

the convergence of these iterative methods were closely related to Hmatrices，That iS，

if the discussed matrix is H matrix，the iterative matrices‘．。(G)，S。(G)arc all

converged．Thus，when we discuss the convergence of iterative methods，it is very

important to make a quick and accurate judgement on whether a matrix is H matrix or

not．On the basis of this theory,the author have done much research work and offered

the judgement about a new H matrix．This method is only related to elements of given
matrix itseff．It’S very convenient and feasible．The author applies this method to the

estimation of matrix norm and gets a new estimation formula l旧_1Ⅳ』，which
II I。。

broadens the range of its application．On the basis of the summary of existing

convergence condition，the author have mainly discussed the situation that the

eigenvalues of Jacubi are eomplex numbers，and offered a convergence
condition．which have the convergent range ofAOR iterative method．

The Main part of this paper includes 4 chapters．The first chapter is prelude，

which mainly discusses some judgement of H matrices，estimation of matrix norm and

the development in recent years．The second chapter is a major part，which mainly

discusses the new judgement and application of H matrices．The third chapter is

application，which mainly discusses the application of the judgement and the

estimation norms of H matrices．The forth chapter-is also a major part，which discusses

the convergent range of AOR iterative method when the eigenvahies of Jacobi are

complex numbers．The details are as following：
In the second part，the author firstly studies the judgement about H matrix from

the literature【2-6】and the explorations which the experts have done on the judgement

of H matrix in recent years．The author offers a new judgement about H matrix．This

method is only related to the element of existing matrix itself．Meanwhile，managed
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process call be simple and easy to operate．On the basis of this new judgement，the

author offers the judgement that irreducible matrix and matrix which contains element

chains of non-zero is Hmatrix，from the comparison of examples of numerical value．It

is clear that this judgement is very convenient and effective．

In the third part，the author firstly studies the given estimation of

”1k and ll^'。Ⅳk(M is strict diagonal dominant matrix)，secondly,the author

offers a new estimation formula of Pk andlIM一1Ⅳ忆by using the conclusion of
second part．rM is not necessarily for strict diagonal dominant matrix)．From the

comparison of numerical examples，this estimation is much more accurately than the

existing one．What is more，it hasa wider range of application．

In the fbnh part，the author firstly sums up the necessary and sufficient conditions

of convergence when the eigenvalues of Jacobi iterative matrix are all zero，real

number,pure imaginary as well aS real number and pure imaginary．Secondly,it

focuses on discussing the convergence range when the evgenvalues of Jacobi iterative

matrix are special complex number and numerical values differently．We can see that

this convergence condition is effective．However,it is merely practical condition．

Therefore we need a further discussion on the optimum parameter．

Key words：nonsingular H-matrix；diagonal dominance；generalized strictly

diagonal dominance：AOR iteration；M-matrix
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第一章引 言

在线性代数方程组的讨论中，往往假设方程组的系数矩阵为H矩阵，而在实

际工作中的确有许多矩阵为H矩阵，很早在1976年Varga和Alefeld对Jacobi、

JOR、SOR、SSOR等迭代矩阵以及Plernmon在1977年对一般的正规分裂迭代

矩阵M一1Ⅳ进行的讨论中，都得到～致的结论：这些迭代矩阵的收敛和H矩阵有

非常重要的关系，即只要所讨论的矩阵是H矩阵，则Lr．。(G)、Sr．。(G)等许多迭

代矩阵是收敛的。因此快速而准确的判定一个矩阵是不是H矩阵对于讨论一个矩

阵迭代的收敛性是非常重要的，为了解决这个问题，国内外一大批专家学者进行

了大量的讨论，也给出了许多重要的结果，如王川龙2000年给出的H矩阵的判

定方法：

p

设爿∈帆(c)'，=max矗 若
“1 Iaul

¨‘+黔⋯rlj+ri一，七∈Ⅳ2 则A为H腓这些判定方法都有
一个共同的问题就是需要进行大量繁琐的计算，本文第二章中从H矩阵的定义出

发，给出了一个新型判定方法：A=(n。)∈M。(c)，若满足

¨剖％幅等¨磊哿川咋Ⅳ1)
¨器c弘l+磊。絮茅¨磊督㈨1咋M，

其中 珥=rain{la；,l，0)i，，=1,2⋯⋯n，Ⅳ1，Ⅳ2分别为均势和劣势的行，

则A是非奇异H矩阵。这个判定方法是从矩阵本身元素出发进行判定，不需

要引入其它参数，而且可以程序化，简单易行，从实际例子也可以看出来这个新

型判定方法是非常有效的，而且判定范围明显扩大。

在此基础之上，由H矩阵的判定方法还给出了不可约矩阵、含有非零元素链

的矩阵为H矩阵的判定方法。

另外，在第三章中以H矩阵的判定方法为基础给出了一个新的矩阵无穷范数

的估计式：



忙。忆s m；ax(岛)f=1,2，3此时J∈Ⅳf

IM。苫卿而莉1其中删2酗I

其中硎小茹产Jf|+磊絮≠¨荟晋呦】．1 酗

％=r箸宁”鲈I+墓．，絮茅¨荟脊呦】-1烈

铲【寄”I鲈I+磊等I”I墓．，筲m】_1刚
从具体数值例子中可以看出来这是一个比较精确的估计。比较这个无穷范数

的估计式，结合M-1Ⅳ的估计，从而可以得到||lf。Ⅳ的一个新的估计式：

IM—lⅣ忆smllivll。，其中m=max(岛)，通过比较可以看出来这个估计比以往
给出来的估计式估计效果要好。

最后，文章的第四章中从Jacobi矩阵和AOR迭代矩阵特征值的关系出发讨

论AOR迭代矩阵‘．。；(D—rL)。1【(1一∞)D+@一r)L+硼】的收敛范围。

在Jacobi迭代矩阵的特征值全为零、全为实数、全为纯虚数和为实数及纯虚

数时讨论了收敛的充要条件。并重点讨论了当Jacobi迭代矩阵的特征值p；为特殊

复数(肛，=一，+fp：，，且jⅣ斤；口(常数)，．u2j不为零)时的收敛条件。在这个
讨论中，引入新的方法，并得到了一个AOR迭代收敛的充分条件

∞满足o。w。IIli。翌=立：
J(1-Xf)2+Yf2

(J=1，2⋯⋯n，其中Xi,YJ的含义为t，。迭代矩阵的特征值：一，。=x』+妒，的实部

与虚部)



r满足(i)O-r)2t；Ⅱ

@，舀‰c呼阿‰
这个收敛条件讨论的Jacobi特征值是复数，比以往的讨论前进了一步，但是

这个讨论仅仅是对于Jacobi特征值是特殊的复数的情况，而且给出的是收敛的充

分条件，因此无法进一步讨论最优参数的选取问题，所以对于更一般的复数的情

况和收敛的充要条件的讨论还需要我们去更迸一步研究和探讨。



第二章 H矩阵新型判定方法及其应用

在本章中，我们考虑了一类特殊矩阵一H矩阵的判定条件，并给出了一个新

型、简单的判定方法，使得判定范围明显扩大，并且这个判定方法只与给定的矩

阵本身元素有关，避免了一些判定(【文献4-5])dP要{,t算Jacobi特征值与特征向量

的繁琐过程，从而解决了H矩阵的一个判定问题。

§2．1预备知识

在矩阵分析中，H矩阵是目前研究的热门课题之一，包括数学物理在内的许

多实际问题均可归纳为大型稀疏矩阵的线性方程组的求解，而线性方程组的讨论

中往往假设系数矩阵是非奇异的H矩阵，因为在许多迭代法中的迭代矩阵对于H

矩阵都是收敛的(见文献【1】)，因而简捷、迅速地判定一个矩阵是否是H矩阵，便

成为理论和应用中～个十分有意义的问题。

自1993年以来，国内、国外有一大批专家、学者致力与H矩阵判定的研究，

也发表了数篇H矩阵判定的文章(文献【2_巧】)，近年来众多专家学者的研究大多

均以电子科技大学的黄廷祝教授于1993年发表的《非奇异H矩阵的简捷判据【J】》

为基础进行的。最近几年又有诸如冉瑞生等人发表的《非奇异H矩阵判定条件的

推广》等文章，这些都是对H矩阵的判定进行了新的探索，本文主要也是以此为

基础，对H矩阵的判定进行了研究，并给出了一个新的判定方法，这个方法对H矩

阵的范围进行了进～步的推广，并将这个判定方法推广到不可约矩阵和有非零元

素链的矩阵，从实际例子也可以看出来这是对现有的理论的进一步推广，是具有

十分重要的理论和实际作用。

§2．2主要结果及证明

2．2．1定义及预备定理

定义1t11若AGR～，且4可以表示为4；sl—B，其中，为阶单位矩阵，B20，

当s≥p(B)时称4为M矩阵，特别当S，p(B)时称A为非奇异^f矩阵。

定义2Ⅲ若4∈c“”，D=diagA，A=D—C，则称1D卜lcl为4的比较矩阵，

且记作研(爿)，若吼(4)为M矩阵，则称A为H矩阵。
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定义3‘11设爿∈C⋯，D=diagA，若4的比较矩阵为非奇异M矩阵，则称爿

为非奇异H矩阵。

定义4脚设麒～，42魄)，制苫，善n，I％㈠M2⋯叼则称爿为

对角占优矩阵，若k|>窆kf，(‘，，=1，2⋯一”)则称彳为严格对角占优矩阵。

定义5‘11试AA6C～，A=瓴)，若n>1，且存在Ⅳ={L2，⋯⋯月}的一个非空

不交的分划s，T，SUT=N，使得对Vf∈s，，∈f有口i一0，则称爿为可约的，否

则A为不可约的。

定义6咖设爿∈c～，若有正对角矩阵设Q，使得j=AQ(QA)为行(列)严

格对角占优矩阵，则称A为行(列)拟严格对角占优矩阵又称为广义对角占优矩

阵(即A为非奇异H矩阵)。

定义7旧如果矩阵4=‰)∈M。(c)满足kl芑且口)，(vf∈Ⅳ)且上式中至少

有一个严格不等式成立，以及对每一个等式成立的下标i存在非零元素链

aff,aAj2⋯·-口^。A≠0，满足k胁l>RA∽)，则称彳为具有非零元素链的对角占
优矩阵。

引理1若A为严格对角占优矩阵，则A为非奇异日矩阵。

引理2若爿为不可约对角占优矩阵，则A为非奇异H矩阵。

证明：若A为不可约对角占优矩阵，则显然％，0(i，，=1，2⋯⋯n)，(否则

若存在乇∈Ⅳ使得n嫡=o则由k怿妻k J，(f，，=1,2⋯⋯忍)可以得到

4“』=0，，=L2⋯⋯n这与A是不可约矩阵相矛盾)。为了证明A非奇异，只

需要证明AX=0只有零解即可，将AX=0改写为：



J昌l

J喾￡
记M=maxlx,Iolx。{

M=『蕾。fs骞『n；，ffz，IsM砉fn：，I，

t 2一荟≯ao 2善n咖

若A是奇异矩阵，则对肛=0的非零解有M一0，由(1)式可以推出

砉k，I；1，且k，I一。时，I_l=M，由对角占优的定义知Ix，I=M，于是由一不
可约导出对于乇，k有‘，之⋯，‘使口嫡拉骗⋯⋯‰一。从而吒《t⋯⋯aⅢF≠0，由

n乙一。导出kf=Ⅳ，再由n磊，o导出k aM，⋯⋯重复上面的步骤可以得到：

kI=M，进而得到蔫。In：，I=1，这与一为对角占优矩阵的条件相矛盾，故爿非奇
异。

又由A为不可约对角占优矩阵，取A=D—B，(D=diagA)，则比较矩阵也

为不可约对角占优且￡矩阵，从而比较矩阵为M矩阵，故A为H矩阵，综上所述

可知■为非奇异H矩阵。

引理3阴设一∈c““，且爿为具有非零元素链对角占优矩阵，则A为非奇异H

矩阵。

引理4山设爿∈M。(c)，如果存在正对角矩阵x，使得删是非奇异H矩阵，

则A也是非奇异H矩阵。

引理5Ⅲ设4为不可约矩阵，x为正对角矩阵，若有B：AX，则B也为不

可约矩阵。

2．2．2非奇异日矩阵的判定方法

1、设M。(c)为n阶复矩阵的集合， M。(尺)为n阶实矩阵的集合，

生％

m

一
、

邕
，呀中

有

其

则



A=@j)∈M。(c) R∽)=∑川f，，={1，2'2⋯·珏)
』oI

Ⅳ1-{iEN：ocla“l=母∽)}

N2={iEN：ockIc墨研))

Ⅳ3-{ieN：kI，R∽))

显然Ⅳ1nN2=庐，Ⅳ1nN3=驴，N2nⅣ3=庐，Ⅳ1UⅣ2UⅣ3；N， 规定

∑耐。一o，则显然当Ⅳ1uⅣ2；庐时，A为严格对角占优矩阵，即为非奇异H

矩阵，反之若A是非奇异H矩阵，则A至少有一个严格对角占优的行，因此

Ⅳ3一庐，由此我们总可以假设M，Ⅳ1UⅣ：非空。

定理1．设A=(4Ⅱ)∈M。(C)若

川，副％峪等¨荟背蚓畔Ⅳ1， ㈤

小箍掣+磊等¨搿⋯(vz吼) ㈣

其中Hi=man{蚓>o}f，，=1,2⋯-。n

则A是非奇异H矩阵。

证明：由假设V f∈Ⅳ1则有

厶2南蚓一到一磊等川一荟科】>0 (3)

厶2南常kj母I毒等川嚣吲】>0 (4)

当∑kl=o时，记Li=+m，显然V f∈Ⅳ1u』v： -，o ，因此一定fd，

存在充分小的s)．0，使得

0‘“Ⅻra批in Lf§+。 (5)
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构造x=diag(x，，而⋯⋯％) 如>0其中

‘=

l

墨丝2二堡
足即)

¨臀

f∈批

i∈Ⅳ．

iEⅣ，

具甲目t。m雕kf，o}i，，=1，2⋯Ⅶ

因为￡≠+∞
故‘≠+∞显然x为正对角矩阵，记曰；删。魄)，则

％2_％ f，，=1,2，⋯⋯押，下面只需要证明B严格对角占优即可。

1)Ⅵ∈Ⅳl 当磊¨o时VtEⅣ3％=o 由(1)得

㈣2毒，；t¨磊‘air J+磊葺M

。磊。川+磊鬻茅M
c蚓=㈨

当驴“}≠o时，由(3)和(5)得

足㈣≮。‘¨磊‘¨磊t川

2毒iI％1+荟等J％J+驴静kI
5酽陋+甜蝠絮≠¨荟静M

c裂啦一～副刊一，荔：絮≠k卜，乏，舒m一馕kI+
，善：焉茅㈦+磊，臀州，



2’当Ⅵ∈Ⅳ2 磊kI_0时’Ⅵ∈Ⅳ3 au=0 由Q’得

郫)2磊。喇+，篆‘¨I磊‘kI

2酽I+磊．，絮≠I％I

t絮≠阱I阪I
当磊¨o时，由‘4’和‘5爝

R阶亲一x,I nI+磊‘¨磊‘kI

。驯+毒。等kI+磊㈦静kI
=(驯"沙I+墓，；等I”I荟背『％『
c裂学蚓剖一毒。等嵫静小
驯+墓。等I叫+荟寄凇巾
=絮茅I"I I阢I

s)当删，惟Ⅳ2 m笔茅<1，
VtEN3 o。掣。1所以

la"l

驯+磊絮≠I小g，，晋”I删c。



而忖点，一I如
故

驴呃1翮‘驯+磊等㈧+奎，静～卅。
由s>0得5>m， (6)

Ⅵ∈Ⅳ3由(6)得

Ibj，[-Rj阶如I一荟地嚷如卜焉．，_叫

嘶静阱驯一箴I‘足(A㈣)-1t,¨磊，p+静M
2s(1awl一剖％慨价驴幅等㈦

t驯+磊等皆M+墓．，臀k-Rj口，

刚，一驯一磊等”磊，督帅=。
即bHf>Rjp)

综上所述，vf∈Ⅳ都有kI)．R』∞)故，B为严格对角占优矩阵，由定义6，

A为拟对角占优矩阵，即为非奇异H矩阵。

推论：设A2(％)∈％(c)，且满足定理1的条件，其中巩=miⅡ{Jail，o}，

i，，=1，2⋯⋯疗，若E=[aii J即为文献【6】的结果。

2、数值例子

恸I 1



其中Ⅳ】={1)Ⅳ2={2，3}N3 a{4，5)

la,,I小雨132等肛：I+等I”I背k。I+背kI
悱3圯82蒜瓮她|+等阱哿|424|+舒呦
阱踮j5 2稿等¨I絮≯J口32J+哿M背la．IJ
由于矩阵A满足定理1的条件，所以A为非奇异H矩阵。

但

la221玖百1822高‰№I，I+掣k小筲kI+筲kI】
所以用文【6】的定理无法判定。

10111小1札№，卜哿⋯+她lad⋯

协3<5_¨I”筲¨I臀kI
所以用文【5】的定理无法判定。

f1221永詈=铧la2zl嚆la⋯l z]％I+删la331 l”I背吲+背kIJ
所以用文【9】的定理无法判定。

由此可见定理『】1的确县对H丢Ii畦驯常青撑作了托rL

1】

o

m

o

o加

o

o加加，

0

3

8

1

0

l

3

O

O

O



例2

彳穹

O

1

0

0

10

兵甲 Ⅳ，={1，2， Ⅳ2={2， Ⅳ3={4，5}

而川小弛：卜絮≠叫+筲|口14|+舒蚓

阱s，丽21札I+篙茅帅臀帅R蚓AA)阳】

阱s，主=酉誉等帆№z卜寄”舒吲】
故它满足定理1的条件，因此这个矩阵是非奇异日矩阵，由此可以看出这个

方法只与矩阵本身元素有关，计算起来也比较简单，确实方便可行。

2．2．3不可约矩阵为日矩阵的判定方法

1、本节内容给出了一个不可约但满足--Y：4k4牛N矩阵为H矩阵的判定方法，

从而将上一节的判定方法推广到不可约的情形，其中符号规定与上一节一样。

定理2设A=(％)∈M。(c)且不可约，若

悱剖％I+荟鬻茅J％J+磊寄1％l(V酗) ㈩

k忙器掣+未等k1+荟臀kI】Ⅳz吼) ㈨

且上述两个式子中至少有一个严格不等式成立，则A是非奇异日矩阵。

证明：构造一个对角矩阵z：diag(x，，z，⋯⋯t) 城，>0其中

O

0

5

m

5

1

4

3

1

O

0

5

0

O

0

1

0

0

1

0



工=

1

R似)一只
墨似)

母∽)

蚓

iEⅣ1

iEN2其中Hi=吵n{川，0}f，J一1,2⋯Ⅷ

iEⅣ3

记B。AX 2‰)，则％2xjaq，i，J 21,2，⋯⋯，l p向只需要证明B为小司

约对角占优矩阵即可。

1)ViEⅣ1 由(1)得

R㈣2毒yx,I n嚏喇+荟喇

2剖％I+磊等¨磊寄I％I
s⋯=M

2)ViEⅣ2 由(2)得

郫)2荟喇+墓yx,I n卜，磊喇

2驯+墓。等"匆P,川t(A)j％I
s絮茅阱M

。峭刚，畦Ⅳ2叭等“惟Ⅳ3队臀d
所以R舢一驯一磊絮≠¨毒．，臀协。
则卧Ri(B)-I小一幅wI—J--i荔引％J-葛。jxj[n—fEⅣ．EⅣ，*j阢J‘



啊Rj(A)m讶圹I荟等仆毒．，背kI
=Rj(A)一驯一磊等仆茹，箐协。
综上1)，2)，3)可知，V，∈Ⅳ都有Ib自I≥尺，(曰)，=1，2⋯栉且至少有一个

严格不等式成立，则B为对角占优矩阵，而A又不可约，由引理5知道，B为不

可约对角占优矩阵，再由引理2知B为非奇异H矩阵，则由引理4，显然爿为非

奇异日矩阵。

这个定理是针对不可约矩阵提出了判别非奇异H矩阵的方法，使定理1的适

用范围更加广泛，具有十分重要的实际意义。

2、数值例子

例1

爿；

2 O f 1

0 0．75 f O

0．5．1 16 1．5f

一1 1 0 5f

其中Ⅳl={1) N：；{2)也={3，4)

而：口12=0，但是a13a32—0，a2I=O，但是口∞口31≠0，口24=O，但是口∥34≠0，

a。=0，但是a42a。*0因此这是一个不可约且不严格对角占优的矩阵，但是：

¨I z，=等2絮≠叫+背悱I筲lq·
：1-o．7__j5×o+三。1+兰。1：竺
1 16 5 80

|Ⅱ22|一o-m盯s 2可繁瓮她f+筲¨筲叫】
=丽11 075【。+三16×1+细5=三4一_

L J

故有上边的判断可以知道满足定理2的条件，所以这也是一个非奇异H矩阵。

14



2．2．4具召非零兀索链的矩阵为H矩阵的判定方法

1、本节内容是在定理1的基础之上，将其判定方法推广到具有非零元素链的

特殊矩阵，并依此推导出了具有非零元素链的矩阵为H矩阵的判定方法。其中符

号约定如第一节。

定理3设A=(a0)eM。(c)如果满足：

悱毒，I nI+磊等铲I”I磊寄1％l(V刚) ㈤

k悻箍酬+毒等k『+墨背I％l】咋也)㈣
其中Hi=lIlin{Io,,I>o>f，，=1，2⋯--·，l

且上面两个式子中至少有一个严格不等式成立，对于每一个等式成宴的明E

Ⅳ3中的f存在非零元素链4“4^L⋯8^。≠O且满足：

嘲且¨磊。I％峪等¨磊筲kI
或t∈N2且

协意瓮c驯+磊。。等孙磊臀⋯
Hi=删n{kI，o}i，，=1'2⋯Ⅶ

则A是非奇异H矩阵。

证明：构造一个对角矩阵X=diag“，z，⋯．．X) 魄i> 其中n 0

1

月。(4)一日j

R，(一)

R。似)

㈦a

i∈Nl

i∈Ⅳ． 其中q；min{川，o}f，，=1,2⋯‘n

i∈N3



1已B2AX 2【￡～)，!Ilu ％5zJ4口 l，J 21'2，。‘⋯。n

1)Ⅵ∈Ⅳ1时，由题目条件得：

R阶毒yx,I nI+磊‘吵I磊‘『％I

2磊∥I I磊絮茅I”I磊背kI
skI=M

2)Ⅵ∈Ⅳ2时，由题目己知条件得：

郫)2磊t¨I墓yx,I“I+磊‘J吼I

2驯+墓．i等I％『+磊型lull I％I
s笔茅I”I Ib,,I

。㈨刨z帅c等“睢也叭背a钉‘

R∞)
3

l。l

所以Rj(A)一驯一磊等I"I奎，臀协。
卧量阶_蚪磊‘"磊地{-葛，，XjM

。脊钋I驴I一荟等In，噱，督川
5删一驯一磊等¨磊，臀协。
由1)，2)，3)可知， VJ∈Ⅳ都有IbzfzRj∞)，；1,2⋯n，但由非零元素

娃的条件可以知道，j f0∈Ⅳ1uⅣ2，使得I‰i，气(南，因此由定义可知B为具有
非零元素钵的对角占优钷阵．V引弹3．B曲非奇异H钮陈．再I_|=1日I理4．A柏



非奇异H矩阵。

2、数值例子

例1

A=

1 1

0 1

1 ．f

-1 0

O O

-3f O

9 0

O 3i

其中Ⅳ1={1) N2 t{2)Ⅳ3：{3，4)

而：alz=o，但是q：。。一O，aI。一o，但是找不到一个非零元素链使得：

8-^8^J：⋯口^4 40，“24 20但是找不到一个非零元素链使得a2Aaj。j2·"ajr 4-0．

口，·2 o，也找不到一个非零元素链使得：a3hahj2-．-aA4—0，因此由矩阵可约的

定义知道这是一个可约矩阵且是不严格对角占优的矩阵，但是：

悱1)；2絮≠川+背㈦+晋k
：3-__21x1+三×o+1×0三
3 9 3 3

悱㈠2瑞瓮她怿17,3(，A，训)+臀⋯
=击【0+詈m；1×0】=嚣=，

且对于等式成立的f=2，存在非零元素链： a：3a31≠0而，此时女∈Ⅳ1，七；1，

且满足：

川>笔≠刚+臀叫+可R4(A)㈨
故有上边的判断可以知道满足定理3的条件，所以定理3的结果可以知道这

是一个非奇异H矩阵。



第三章一类特殊矩阵无穷范数的估计

在矩阵计算中，经常要对某个矩阵的特征值进行估计，l司此对一个矩阵范数

的估计尤为重要，在这一章里我们先讨论一类特殊矩阵逆的无穷范数的估计。在

文献【1，10—16】中对忙一1忆的讨论往往假设爿为严格对角占优矩阵，得到了许多结

果，如胡家赣在《矩阵分析》中提到的一个估计：Ip-'II。s i1，口2呼n{kI一善k1)，
其中要求爿为严格对角占优矩阵。但在实际中所讨论的矩阵往往是弱对角优势矩

阵甚至没有对角优势的矩阵，在1976年，Varga曾对A为H矩阵的情形给出了一

个忙一1忆上界的估计，但是此上界比较抽象不便于实际应用，后来胡家赣在文【1】
中也给出了两个估计：

结论一：若A=(n。)为不可约H矩阵，则：

HIA I。s
max(q,)

min(1aulq,)(1-p(IJl))
此处g。眩，口z，⋯吼)7为⋯的与特征值

p《-，I)相对应的正的特征向量a

结论二：若爿=瓴)为可约H矩阵，其法式为

p AP：

4。4：⋯A一。4。

．422⋯4H 4I

4m一1 4Ⅲ

A

此处P为一个排列矩阵，又设

Q=diag(Q。，Q2，⋯Q)7为一个块对角矩阵，其对角块Q1，Q2．．·g分别与P7胛

的对角块有相同的阶，则：llA-1ll。s将
这两个结论可以对怕一1忆作处估计，但是他们每一个都要进行大量的计算，



因为要计算出p(1．／I)及对压的特征向量与构造Q郡需费大量的计算。本币主曼利

用了矩阵范数的定义给出了一+11A一1忆的估计，并且不要求4为严格对角占优矩

阵，在估计式子中，只与矩阵本身的元素有关，因此可以说是一种比较简便和实

用的估计公式。

§3．1}IA。1k上界的估计

定理4设A；‰)∈M。(c)且满足：

协甜nI+，丕等"荟督川咋Ⅳ1)
¨揣酬+毒等¨墨背⋯(vi叫，
则JIA-I忆s峄‰) f=1,2，3 此时J∈M

其中 ％=m妒{kI)．o}f，，=1，2⋯⋯n

酬”I(磊，I％嚏等”磊督m】-1 刚
％=r絮≠I％蚓少三．，絮≠ln一嚏堂la．1 k'旷M

铲【寄卅I驯+磊等协。虿．，背帅】_1斛
证明：构造一个对角矩阵X；diag(x,，k⋯⋯工．1№；>0 其中

1

Ri似)一H，

R，∽)

R，(爿)

蚓

i∈Nl

f∈Ⅳ：
其中 Hj=min{I％I>o}f，，昌1，2⋯⋯n

i∈N3

记B=AX=‰)，则％=XjnⅡ，i，J=1，2，⋯·。n

19
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同第二章定理1的证明过程，可以知道B为严格对角占优矩阵，即为非奇异H

矩阵，由文【1】第78页定理可知：

11口-111*掣高’
而由(1)可知

％=

蚓

墨鲤二堡kI
R∽)””

背k

f∈Ⅳ1

f∈Ⅳ^

iEⅣ，

蓍阱焉。I”I磊。等茅I”I磊．；背m又口=删，则
A；BX～，即A～=XB。1故由矩阵无穷范数的定义可以z⋯10：

IfA4忆=0Ⅻ。忆sllxll。IIB。忆由x的构造可以知道0石忆=1，因此上式可以

变为：

IIA'II。一II～II。～II II-II矿1II*堋Jl～IIm‘甲矿妇一警’
i=1，2，3 时J∈M

定理证明完毕。

说明：通过这个方法得到的忙一1忆上界的估计式是精确的。

例如：取A=，一B，且B=0，则显然kI=1，x=diag(1,1，1⋯⋯1)，有

Vf茏bI；o，则由上界估计式有：HA-'忆s1。

而事实上，^似‘1)=1，而^o。)sIIA4k



故有：1s忙。1忆s1，所以有忙4忆=1。

§3．2 l-1忆下界的估计
定理sⅡ司、若A非奇异则有：

IIA-,ll。苫曾砾莉1其中墨睁孙I
定理6设爿∈z，且A。1 20，N3表示全体严格对角占优的行，则：

I陋-iII。苫留盯莉1 其中R价孙I
证明：设口；N—M，则A。的行和分别为：置，z''．．．x，

让～2呼㈡2m，i％nx川。，蓉川好口 iFⅣ- iJ‘=新。

由AX=e，(e=n1'L⋯⋯1)7，可以推出：

口日‰气一O‰‰+氏x^)芑1

2，羞k

若‰‘工J0，则上式可表示为：口编气一氏以K≥1，则f0∈Ⅳ3，与f0∈a矛

盾。故气)．。h，从而(口h。-R。∽)扛^zl，因此可以得到：

IIA-,ll。‰≥瓦用1而2卿而1
定理证毕。

1、数值例子

例1

f1 1

10 4
爿=Io o
Io o
fo o

0 O 0

4 4 0

8 10 O

1 20 0

0 1 10

其中Ⅳl={1’Ⅳ：={2，3)Ⅳj={4，5)

由定理【1】的判定条件可得



悱I bjl 2等皆I％I+等I％I+筲”I筲ks
阱I 4，而7 2意％【fⅡ21卜絮≠”背"背k

悱拈}器¨I絮≠I％i+背I¨I背In”
故A满足定理的条件。

删％l一呸等”磊筲⋯】-l
=(1—8-b4x1+0+0)一1—2

铲Ilanl等哪妒磊，：等帅I氲R川j(A)％I】_1
；cz一；一}一1=·

酬蚓等一c孙f+磊。，箸宁I％卜磊
-【8×百10-8-(0+j1×o+lxl0+0)]～=罟‘

10
、

2 11

酬％I哿一(孙峪等I％I+善R川j(A)‰I】-1
：【20×一1一(o+坐×o+10-_一．ss×1+o)】-·：1．25‘

20、8 10
’1

驯ksI筲一c孙I+磊絮茅蚓+篇，；
=【10×三一(。+o+。+丽110 ×聃丝19‘ 、

20
，J

由本节的估值定理可得：lIA-1忆s max(L／i)

即lA。峥2
现在我们采用结论二的方法对这个例子进行估计

吒巡M

坐M



爿=

1 1 0 0 0

0 4 4 4 0

O 0 8 10 O

O 0 1 20 O

0 0 0 1 10

则构造正对角矩阵Q：Q=

由j：AQ可得：j=

5 O O 0 0

0 4 0 0 0

O O 2 O 0

O O O 1 0

O O O 0 1

5 4 0

O 16 8

0 0 16

O 0 2

O 0 0

应用MATLAB计算可得到：

西一te：

0 0

4 0

10 0

20 0

1 10

且j～；

其中：e：

0 ．4 O O O

0 O 一8 ．4 O

0 O 0 —10 O

0 O 一2 0 O

0 O 0 ．1 O

O．2．O．05 0．0253

0 0．0625-0．0317

O O 0．0667

O O —O．0067

0 O 0．007

-0．0027 0

O．0033 0

—0．0333 0

0．0533 0

_0．0053 0．1

由结论二的估计式可以得到：

忙叫卜料；等=s
显然定理4的估计结果比结论二的估计结果要好。事实上通过MATLAB实

际计算可以得到：恤一1k=1_39由这个结果也可以看出来定理4的估计结果是比较

精确的。

O

0

0

0

0

o

1—4

5—8

o

1一m

o

，一：

o

，一m
o

4—5

O

O

O

O

0

0

O

O

0



例2现在我们来看对矩阵A下界的估计

爿=

1．4000加．3000-0．5000．O．5000

．0．0001 O．1000-0．0001-0．0001

．0．3000旬．1000 1．0000-0．6000

m．5000 m．5000-o．5000 1．4000

其中Ⅳ1={3} Ⅳ2={4}Ⅳ3={1，2}

显然A是一个满足定理6条件的矩阵，由定理6的结论可以知道：

IIA 111。苫m峨in阱1莉2min{志，丽1 H。
即由范数下界的估计定理6可得：IA-1忆芑10
而事实上由MATLAB计算可得：

r1．2893 9．6788 1．1152 0．9391

， 0．0029 10．0308 0．0042 0．0036

f 0．8451 10．3475 2．0044 1．1616

l 0．7633 10．7347 1．1156 1．4658

则 IIA。卜14．3586
可见这个估计也是比较精确的。

§3-3 M。1N范数的估计

1、在讨论差分方程的稳定性我收敛性、线性方程组的迭代解法的收敛性的问

题中，往往都需要估计0M．1ⅣI|，p(M。1Ⅳ)等一些量，但在以往的文献中还缺乏

这种有效的估计，Varga在1975年和1976年曾经给出过这样的估计式：

1|M‘1忙i1 此处a=miu．【lmil一丢h“》>o
更早的结果有六十年代的Douglas引理，这虽然也是一种估计，但是这种方

法对要估计的对象要求过严，而且计算复杂，不是很理想的方法。

近年来也提出了许多比较好方法，其代表是1983年胡家赣在《线性方程组的

迭代解法》中给出的结论：



结论：设肼=(％)为，l×n阶矩阵，N；魄)蔓3nxm阶矩阵，M为严格对角

忪啊忆叫嚣
格对角占优矩阵，而实际中许多这样的矩阵是弱对角占优或者不具有对角占优的

定理7设M，NEM。(C)且M满足：

¨剁％峪等皆"鸶P-㈣fC-⋯(V叫) ㈩

吣器驯+磊等¨磊筲⋯Ⅳz∈--N2，㈤
其中H，=m如{ImoI，o}i，，=1'2⋯⋯^

b如上一节所定义，且令：In|Ⅸ(岛)；m i=1’2，3 此时jEJv,

则有：忪一,一vll。s'nllgll。

IIM。1¨m

忖’1Ⅳ峪”1忆Ilgll。≤miNI。



0

0

0

O

10

， Ⅳ=

0 0 0．05 O．05 O．5

O O．05 0 O．005 0

—0．5 0．02 O．05 0 0

-o．1 O．1 O O．02 0．1

O．02 0 O _o．11 0．1

由上一节定理4的例子证明可以知道，』lf满足定理6所给的条件，并且m；2，

且lPvll。=0．6，由本节定理的结果可以得到：

忪。1Ⅳ¨忖1忆H。s mlIIvll。一2x0．6=1．2

而事实上通过MATI．,AB计算M一1Ⅳ：

M“Ⅳ；

-0．0620旬．0113 0．0563 0．0372 0．4987

0．0620 0．01 13_o．0063 0．0128 0．0013

-0．0600_o．0040 0．0067．0．0013．o．0067

-0．0020 0．0052∞．0030 0．0011 0．0053

0．0022—0．0005 0 ．0．011 1 o．0095

l肛。1Ⅳ忆=0．6655，可见这种估计是比较精确的。

说明：本节给出的估计定理去掉了严格对角占优这个条件，的确是对原有的

估计定理的一个推广，但是由于在证明的过程中采用了矩阵范数估计公式：

l肛一1Ⅳk s0M。1㈦lⅣ忆，由于应用这个公式有时会使得估计的结果失之过宽，因
此要想得到更为精确的估计结果，还需要更进一步的改进。

3、应用

定理6给出了一个满足一定条件的矩阵范数的估计公式：

忪’1Ⅳ卜忖。1㈣ⅣbmlINII。 (1)

然而通过对(1)式的研究我们发现，利用这个公式可以判断对于一个正规分

裂的迭代法是不是收敛的，因为只要(1)式的右端小于1即可，另外我们还可以

在给定M矩阵的基础之上，构造一个矩阵，使得这个矩阵的正规分裂迭代法是收

0

4加加●

0

4

8

1

0

二●例

1

4

O

O

0

值

1

0

O

O

0数●，Il刮ll

厶例

M



敛的，即有如F推论：

推论1 设M，NEM。(C)， A=M—N且M满足定理7的条件，若

lⅣ忆t去，则4的正规分裂迭代法是收敛的。
推论2设M∈M。(c)，f1．M满足定理7的条件，则存在NEM。(C)，使得

A；M—N，且A的正规分裂迭代法是收敛的。

我们只证明推论1：

证明：由TMEM。(c)，N M满足定理7的条件，则由定理7的结果知：

0M。1Ⅳ忆s 0M’1忆IINII。smlINII。 (2)

将条件ItNll。‘言代入(2)式即可得到：

IM。1Ⅳ忆‘0吖。1忆IINll。cm×i1=1
(3)

而h(Il，一lⅣ)卜』肘-1Ⅳ忆则由(3)可知：p(M一1N)<1，即4的正规分裂迭代
法是收敛的。

4、数值例子

恸I 2

巴-41
M：lo o
lo o
Io o

0 0 0

_4_4 O

8．10 O

．1 20 0

0．1 10

由例1的计算我们知道：lIM‘1忆s 2，同时若取Ⅳ为

Ⅳ=

27

如：兮晒毗n

O

O

O
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O

5
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0

2

O

O

1

O

O

0

O

0

O

4

5

0

O

0

l

O

O

O

O

O

5

2

O

1

0

0

1

O

0

O

O

O

O加m=兮吆叭

O

0

0

0

0



则显然由M触啪计算可得：H。=o．49，显然Ilgll．-0．49<o．5=i1，
再若A=M—N，则有：

一=

0．90 ．1．00 -0．04-0．05 -0．30

-0．10 3．95 —4．00-4．05 -0．05

-0．05 -0．02 7．95．10．10．o．05

Ⅲ．02 -0．10．1．00 19．98．0．01

—0．01 -0．01_o．10 ．1．00 9．89

由矩阵正规分裂的定义可知这种分裂为A的正规分裂，则由推论1的结果可

知A的这种正规分裂迭代法是收敛的。

而事实上由MATLAB计算上述A的正规分裂迭代矩阵M一1Ⅳ为：

M一1Ⅳ：

0．1344 0．0273 0．0470 0．0789 0．3207

0．0344 0．0273 0．0007 0．0289 0．0207

0．0080 0．0093 0．0067 0．0147 0．0073

0．0014 0．0055 0．0003 0．0017 0．0009

0．0011 0．0015 0．0100 0．0002 0．0110

且^∽‘1Ⅳ)=0．1527

屯(M。N)=0．0163+0．0169i ^(M一1Ⅳ)=0．0163—0．0169／

九(肼一1Ⅳ)一-0．0021+0．0050i 如(M。Ⅳ)=一0．0021—0．0050／

显然p(M一1Ⅳ)c1，即A的正规分裂迭代法是收敛的。



第四章矩阵迭代法及一类特殊矩阵的AOR迭代的收敛性

§4．1 5I言

在许多大型的实际计算中，往往需要计算一个矩阵的特征值，在现在的研究

领域，解决这类问题的方法有两种：直接法和迭代法。直接法以矩阵分解为基础，

将稀疏矩阵(阶数大于200，零元素比较多，非零元素较少)对应的线性方程组

的求解化为三角线性方程组的求解，对于阶数不太高的线性方程组，用直接法较

好，很快可以得到想要的结果。而对于一般阶数比较高的稀疏线性方程组，在进

行矩阵分解时，将引入填入元，特别是对从三维问题离散得到的稀疏线性方程组，

由于填入元的大量增加，存储需求与计算量一般相当大，直接法很难克服这个存

储的问题，因此，为了解决这个问题就引入了迭代法，迭代法可以不必存储系数

矩阵的零元素，因此可以解决这个问题。

在迭代法中单步定常线性迭代：≯=G鼙(“1’+c k=1’2，⋯扮演这个重要的角

色，该迭代法对方程组的求解是有构造出来的矩阵序列{X‘)的极限达到的，因此

迭代法一般不能得到线性方程组的精确解。

§4．2矩阵迭代法介绍

考虑一个线性方程组

AX=b (1)

这里A是n×n阶方阵，x和b是，l维向量，对于方程组(1)，当A是大型稀

疏矩阵如A为(1，1)相容次序阵，膨矩阵、日矩阵、￡矩阵等通常都采用迭代

法求解。

对于A的任意一个分裂爿=M一Ⅳ，M非奇异的，求解线性方程组(1)的基

本迭代格式是：

工‘+1=M一1Nx‘+M—lb k；1．2．⋯

其中M一1Ⅳ称为迭代矩阵。我们在求解过程中，通常假设A⋯D L U，其
中D，一上，一u分别是矩阵A的对角矩阵、严格下三角矩阵和严格上三角矩阵。

Jacobi在1846年，首先提出了求解对称矩阵的近似特征值的2个迭代法，也

就是我们所熟悉的Jacobi方法和Gauss．Seidel方法。



Jacobi方法的基本迭代矩阵为：J；D。1∞+u)，

Gauss．Scidel方法的基本迭代矩阵为：G=(D—L)～U，

由迭代法收敛的定义可以知道上述迭代法收敛的充要条件是p(C)c1，而且

p(G)越接近1，收敛速度越慢，事实上，Jacobi方法和Gauss—seidel方法的收敛

速度是比较慢的，为了改进这种收敛效果，，许多数学工作者不断的探询更好的收

敛方法，在此基础之上，人们通过引入松弛因子∞以加快收敛速度，即逐次超松

弛迭代法，

其基本迭代矩阵为：Lw=(I—oJL)。1【(1一w)l+n，【，】

这就是SOR方法。在文献【1，18—19]qh已经对这种方法的收敛性作了详细的

讨论，也给出了许多重要的结果。

在人们不断探索的同时，1978年由AHadjidimos提出了双参数的快速超松弛

迭代法(简称AOR方法见文献【20】)

其基本迭代矩阵为：Lr。=(D—rL)4【(1一co)D+(o)-r汪+n盯】

此后，国内外学者对这个方法进行了大量的研究，1989年全国数值代数会议

上也有许多文章专门讨论AOR方法的收敛问题，然而在许多给出的收敛条件中，

都假设Jacobi矩阵的特征值是实数，这在实际中是不够的，本章就以这种方法为

出发点进行讨论，在讨论中，Jacobi矩阵的特征值可以是实数、纯虚数、零和一

些特殊的复数，不但总结了现有的一些结果，也推导了一些新的收敛理论，对原

来的收敛条件进行了扩充。

§4．3主要引理

引理ltq设AOR方法的迭代矩阵为

L⋯；(D—rL)。1【(1一w)D+(甜一r)L+n肜】，贝0当m=1时有：

0．1=(D—rL)。1[(1-r)L+wU】

即：Lr．。=(1一w)l+越r1



引理2口11若丁为一迭代矩阵，其特征值‘J(『=1，2⋯，，1)的实部为z，，虚部为

y，，即f，=膏，+／y，，i=4-i，J=1,2⋯，，l，抖为矩阵T的阶。又设

瓯=(1一∞)，+wT

为r的外插矩阵，此处，为单位矩阵，∞为一实参数，则存在∞使G：收敛

(p(瓯)c1)的充分必要条件是：

xJ<1 或 z，>1， 其中(『=1，2⋯，n)

引理3伫11在引理2的条件下，若z，<1(『=1，2⋯，n)，则p(吒)<1的充分必

要条件是： 。c甜c呼nt者簖，
xj>1(『=1，2⋯，H)，则p(瓯)c1的充分必要条件是

吣一甲高去，
引理4刚设4为(1，1)相容次序矩阵，其对角元素全不为零，则它的AOR

迭代矩阵‘．。的特征值A和Jacobi迭代矩阵的特征值芦有以下关系：

(A一1+∞)2=吐JⅣ2【n，+(A-1)7】 (1)

引理51221对于二次方程z2一bx+c=0，6，c都是复常数，其根X1，X2满足

max(蚓，Ix：1)<1，当且仅当 1b-6-cl<l-Icl2

而 max(kI，x2I)--1，当且仅当 p一品I=1一盯
§4．4主要结果

本章的讨论都是假设矩阵A为对角元非零的相容次序矩阵，并且在公式(1)

的前提下进行的，其中对∞一0我们不做讨论，因为在∞=0时，AOR方法即为SOR

方法。

1、讨论Jacobi迭代矩阵的特征值全为零时的收敛条件



定理l哪设爿为对角元非零的(1，1)相容次序矩阵，若其Jacobi迭代矩阵

的特征值p』=O，，=1，2⋯n，则爿的40R迭代法收敛的充分必要条件是：

0<(11‘2，y为任意实数

证明：由引理4知爿0R迭代矩阵t．。的特征值A和Jacobi迭代矩阵的特征值

脚有以下关系：

(A一1+∞)2=nw2【甜+(A一9r】 (2)

又u』=0，，=1，2⋯n，则代入(2)可得：

A一1+埘=0，即A；1一∞，

则一DR迭代收敛等价于：川t1一11-09ltl，

即0《∞<2，y为任意。

2、讨论Jacobi迭代矩阵的特征值全为实数的收敛条件

定理2【1羽设爿为对角元非零的(1，1)相容次序矩阵，若其Jacobi迭代矩阵

的特征值心∈R，，=1’2⋯n，且不含零特征值，则4的AOR迭代法收敛的充分必

要条件是：0<ⅣJ2 c1，且∞和y满足下面二者之一：(其中J：1,2⋯n)

(ii)

乎礴№枷
乎(m+等h c呼n(生2错)’

卢j‘
J 2哪li‘。

oc棚。击
√1一Ⅳj2

甲(争鬻h c呼呼≯
证明：由引理4知爿DR迭代矩阵t．。的特征值A和Jacobi迭代矩阵的特征值



Ⅳ有以下关系：

(A一1+∞)2=珊p2【脚+(A一1)r】

(3)式可变形为：A2“2∞一1)一rn社2p+【(∞一1)2一@一y)掣2】-o

由引理5可知：川c1即二次方程的系数满足：

叫<l+c

ticic·

解之得：

由(4)式即：

fl(1一珊)2一(m—r)co弘21c1
112(∞一1)一心w2ltl+【(m一1)2一(∞一y)nw2】

上式等价：

∞，弘2<to(2一∞)+∞2肛2

∞彬2>∞2p2一(∞一1)2—1

耐，华一了(2-to)2即
弘2<1

『肛2<1

珊2“2

∞2n一

而(6)式等价于

或者
0<“2《1

0<埘<2

(3)

(4)

(5)

toy／12(∞(2一∞)+∞2肛2

∞彤2>珊2p2一(∞一1)2—1

—toi2u一2一—(2—--to)2．<t02#2+w(2w(z-w、)丁一—i一‘
口2《1

0《“2<1

三! ‘∞‘o而～‘
一2。-：aJ⋯兰2一等2 U乒Ⅱ‘ ∞‘

生2坠2to毕⋯m+等,u z “‘

(7．2)或者

(6)

(7．1)

0<“2<1

z⋯而2 ‘7·3’

争警⋯m+了2-：o

箸



计算可知道(7．1)等价于：

(7．2)等价于：

(7．3)等价于：

0<“2《1

m峰1』鲁<∞<0 (8．1)
’ √1一岸，2

、 。

甲cm+等h c呼嗤一拳
0<“2<1

0<∞<2 (8．2)

m≯c争簪⋯叩@+斧
0<“2<1

’

2s∞<min7兰彳 (8．3)
’

√1一一，2

峄c争簪叩乎(m+争
综合(8．1)，(8．2)，(8．3)即得定理的结果。

推论：在定理2的条件下，如果存在f0∈Ⅳ，使得心=O，则A的ADR迭

代法收敛的充分必要条件是：0<p，2 c1，且∞和y满足的条件(其中J=1，2⋯n)

IU<n，<2

{甲c争皆⋯啷珊+斧
3、讨论Jacobi迭代矩阵的特征值全为纯虚数的收敛条件

定理3嗍设A为对角元非零的(1，1)相容次序矩阵，若其Jacobi迭代矩阵

的特征值肛，为纯虚数(肛；=一口j2，aER)，且不含零特征值，贝,IJA的爿∞迭代法

收敛的充分必要条件是∞和y满足下面二者之一：(其中，=1，2⋯n)



(ii)

max—i：≥<∞《0
i扭+d?乎t警h呷t学，
0<∞<rain—．；=二

’√1+口』2甲t警⋯叫警，
证明：由题目所给的条件，Jacobi迭代矩阵的特征值卢j为纯虚数，则可以设

肛；—一口，2，aER，且不含零特征值，则将其代入(1)式，可以得到Jacobi

迭代矩阵的特征值Ⅳ关系式可以变形为：

A2+【2(∞一1)+yeoa2】A+【(∞一1)2+(∞一y)∞口2】；0

则由引理5可知A的AOR迭代法收敛等价于：

fI(1-∞2+@一7)coa2lcl
112(∞一1)+yore2Icl+【(珊一1)2+(m—y)o。a21

(10)式等价于：

(9)

(10)

酢叫一⋯2 c孚+华 ㈨，
m2a2州z刊c竿+华

解(11)式则可等价于

1

_：．<∞<0
√1+口2

—(to
1-2)磊z+rw2一a2

c y t—w2a_2+磊够r(eo-一2)

(12)



『0。。。；垒
或者J，，以+a (13)l丝等塑叩譬 。

即：

‘0m

甲jax。丽甓笋<eo<0H呼。瓮竽，．『=1，2_·甲{警Hc中学}一‘
0《∞(miⅡ．1

7√1+Ⅱ，2 ，：1’2⋯n (15，峄t垡等玛⋯掣警}
这即为即定理3的结果。

推论：在定理3的条件下，如果存在乇∈Ⅳ，使得心=0，则彳的40R迭

代法收敛的充分必要条件是：且m和y满足的条件(其中J=1，2⋯胛)

0<∞<rain—，：兰二
√1+口；

峄cm～≯⋯叫争簪
4、讨论Jacobi迭代矩阵的特征值为实数和纯虚数的收敛条件

定理4设A为对角元非零的(1，1)相容次序矩阵，若其Jacobi迭代矩阵

的特征值儿只有实数和纯虚数，且不含零特征值，则爿的爿DR迭代法收敛的充

分必要条件是m和y满足下面的条件：

o<g cl J∈M

⋯拶丽2}
‘16’

甲t晋噔一鬻、懈(m一等肛”m。in{m。in(co+2一--。W)，曾《+群，，



其中

jENI时，Ⅳ』ER，jEN2时，p，EC，且Re／t，=0，Ⅳ1UⅣ2=N，Ⅳ1NN2=妒

证明：由定理的条件可以假设：若u，ER，则，∈Ⅳ1，

若一EC，且Reu，=O，则jEN2，且．NIUN2=Ⅳ，ⅣlnⅣ2；庐，

由前面定理2的讨论知道，当pJER时，对于^，屯，乇，⋯t，(J∈Ⅳ1)，

要使得

IZjIcl则有oc肛；c1，且m和y满足下面两个条件之一：

(ii)

掣哼■。“～、： 刚 m，

甲(∞+等h c乎(争鬻)

叭州乎‘帝’ 删 ㈣，

m?x(2一错h c唧n@+等)
而当J∈Ⅳ2时，要使得IlIcl，由定理3的讨论有

。0max；<oJ<O
m二警⋯中竽，诈Ⅳ2(19)峄{警⋯呼n{竽)一

㈤{O甲<c。o蚤<min⋯叫一(10-2)2+O．)2tXi2，M㈤，I甲{学⋯叫可’一
故当，∈Ⅳ1UN：时，AOR迭代法收敛的充分必要条件是∞和y满足下面的条



ot詹c1 J叫

崤、峨寿k“。 (21)

I瞻∞+≯鹾+笔》叩乎喇一篆势妙一争，
或者

f0。霹。。 ，刚

卜‘嗦褂 ㈣，

峰一面(2-to旷'秽了2-taH叩呼瞥+≯鹾十(码2-oj)：2，、}
解(21)：竺+1(2-o))2。。～三半 ：即竺垫±盟)．o，而w<O这明显是矛

2 2toa；2 a|2 ∞
’ ⋯～’

盾的。

即在定理4的条件下A的AOR迭代法收敛的充分必要条件是∞和y满足下面

Ioc霹c1 ，∈^i

P‘妁孝I甲啭{》妒争叩神鹾等，，
5、讨论特Jacobi迭代矩阵的特征值为复数时的收敛条件
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(其中J的特征值为pJ(Ⅳ』=以』+fp：J)，且l肛斤=口(常数)，,u2j不为零)

注：当∥：j=0时即为定理2的结果，一j=O时即为定理3的结果。

定理5 AEC⋯为(1，1)相容次序矩阵，且对角线元素均不为零，肌为Jacobi

迭代矩阵J的复数特征值，且Ip斤=n(常数)，则AoR迭代矩阵t，收敛的一个

充分条件是：(m，r为实数， )

∞满足。cw<m，in-∽2(1-)。x+，)孑‘J=抄⋯，l，其中Ⅵ的含义为b迭
代矩阵的特征值：4J=。J+／y』的实部与虚部)

r满足(i)(1-r)2 c≯1

(ti)揣c呼n阿1诵
证明：由引理4知40四迭代矩阵0．。的特征值A和Jacobi迭代矩阵的特征值

“有以下关系：

价于

12+【2(Ⅳ一1)一rw／t2】A+【(w一1)2一(w一，)’雌12】=O (24)

由引理1 jI[INAOR的迭代矩阵Lr．。=(D一儿)。【(1一叻D+(w—r皿+wU】等

0．。=(1一w)／+wL,J

其中t．。=(D一儿)。1【(1一r)L+u】

由这个关系我可以通过以下两步来研究AOR迭代的收敛情况。

第一步我们首先讨论迭代矩阵t。的收敛情况。

(25)

在(24)式中W=1的情形，此时(24)式可变为：

A2一r／t2A一(1一r)口2=O (26)



对于这个方程我们分以F三种情况来讨论：

1)若，：1，则AOR方法就退化为G—S方法，并且(26)变为A2一p2A=O故

此时爿。尺方法收敛的充要条件为p以，。)=k2lcl即Jacobi迭代法收敛即可。
2)若rcl，此时(25)式可变为：

岳卜岳击∥=。 ㈣，

令^，：，竺则上式可变为：
、，l—r

n而r／z2 A’一肛2=o (28)

考虑满足∽Icm及(4)的条件且取—≠一=n(m为正常数，玎为常
、，上一，

A，：眦，则(28)式变为：z：一生z一乓：0
m m一

将引理5应用到(29)式则可得到： I生+nil2，#2 l<1一妥
m m。 m

即酬。而Iral3(1-ma--24)
若记哗(祟亲C／2一一m⋯订 贿H。。若记乎‘赫一一m⋯订贿忡

(29)

(30)

由引理5知道方程(26)的根^，如满足max0^I，I九1)cmI√五I的充要条件
为：

(i)a2<m4



(：ii)峄型尝。，。叩坐等生j：墟．．n (31)
J Z 』 Z

特别如果取卅=f了苦i 则得到r c 1时‘，。收敛的一个充要条件：
定理5．1 AEC～为(1，1)相容次序矩阵，其对角线元素均不为零，儿为

Jacobi迭代矩阵的复数特征值，且Ip斤=口(常数)，则当r t1，迭代矩阵‘J收敛
的充分必要条件是：

(i)(1-r)2 t了1

(ii)志c呼阿1碉
3)若r>1，将(25)式改为A2一rp2A+(r一1)／z2=O，用相同的方法我们可

以得到，，1时0．。收敛的一个的充分必要条件：

定理5．2 AEC～为(1，1)相容次序矩阵，其对角线元素均不为零，pj为Jacobi

迭代矩阵的复数特征值，且lp斤=a(常数)，则当r，1，迭代矩阵‘，收敛的充
分必要条件是：

(i)(1-r)2 c砉

伽，志c呼n而钿 (33)

综合1)，2)，3)的情况发引理3，引理4可以得到。

定理5．3爿∈c⋯为(1，1)相容次序矩阵，其对角线元素均不为零，Ⅳ，为Jacobi

迭代矩阵的复数特征值，且I∥斤=口(常数)，则迭代矩阵‘，。收敛的充分必要条
件是：

(i)(1-r)2。11



件

@，高‰c乎而钿 Hz⋯n ㈦，

到此我们已经将‘。的收敛情况研究清楚，即其中的参数r满足(34)式的条

现在我们进行第二步通过(24)式讨论AOR迭代矩阵Lr．。的收敛范围。

设‘。迭代矩阵的特征值为

-l=xi+译i j=1,2⋯⋯n， (35)

则对任意满足定理5．3条件的矩阵，及r均有p以。)t1，此时记爿D尺迭代矩

阵的特征值为一∥则由(25)式可知4，。与一．。之间有如下关系：

4，。=1一w+¨吨J=(1一W)+WX』+H哆， ，=1，2·-⋯’H

故AOR迭代矩阵收敛只需要：

-，。I=11一w+峨。I=I{1一w)+眦』+w／y小1 即可 (36)

由I以。I c1知道IXjl cLI_)，jl c1，故(36)式等价于：

w2@』-1)2+2w(x』-1)+w2Y』2<O解之可得：

。twt呼者0尚Y， 一zj)。+ ，2

(37)

显然(37)式的右端是大于1的。即只要给定的矩阵满足定理1的条件，并

且r的取值满足(34)式，∞的取值满足(37)式，则AOR迭代矩阵‘．。就是收

敛的，即综合第一步、第二步的结果便可得定理5的内容，定理证明完毕。

2、数值例子

例I A

1

0．3333

0

0

0 0．125 0．25

0．5 0 0

0．375 0．25 0

O．75 ．O．25 1
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L=

O O O 0

0．3333 0 0 0

O ．0．375 0 0

O —O．75 0．25 0

D一1C=

0 O -0．125 0．25

-0．667 0 0 0

0 1．5 0 0

O _0．75 0．25 0

O O

O O

O O

0 O

一0．125 0．25

O O

O 0

O 0

则可以计算Jacobi的特征值为：

^=一0．5i 九=0．5i ～=一0．5 ^=0．5

满足定理5的条件，由(33)可以计算出r的范围，并由(36)计算∞的范

围。我们取r=j1， ¨，=三4则

‘．。

0．75

0．0833

-o．0625

-0．0391

0 -0．0625

O．75 0．0208

0．1875 0．7344

O．1172．0．0410

．0．125

O．0417

．0．0312

0．7305

由MATLAB计算可以知道0．。的特征值为：

^=O．5488 凡=O．8193+0．0790／

九=0．7775

显然AOR迭代矩阵Ip犯，)l c1，即AoR迭代矩阵是收敛的a

例2爿=

1 0 -0．125．0．25

-0．6667 0．5 0 0

O 0．375 0．25 0

O _0．75-0．5 1

O 0 0 0

0．6667 0 0 0

O -0．375 O O

0 0．75 O．5 O

U=

0 O

0 O

0 0

0 0

0．125 0125

0 O

0 0

0 O



D一1C=

0 0 0．125 o．25

1．3333 0 0 0

0 —1．5 0 0

O 0．75 O．25 0

则可以计算Jaeobi的特征值为：

入=0．5一O．5i ^=0．5+0．5i

～=一0．5—0．5i ^=一0．5+0．5i

满足定理5的条件，由(33)可以计算出，的范围，并由(36)计算∞的范

围。我们仍取，=五1， ¨，=三则

‘．。=

0．75 0 0．0625

-0．1667 0．75 0．0417

0．125 0．1875 0．7187

-0．0313∞．0469_0．0547

0．125

0．0833

-0．0625

0．7656

由MATLAB计算可以知道t．。的特征值为：

^=0．5585 沁=0．7931+0．1112／

凡=0．7931一O．1112／ 九=O．8396

显然AoR迭代矩阵k阻，。)J c1，即AOR迭代矩阵是收敛的。



总结

本文的内容主要包括H矩阵的判定方法、矩阵范数的估计、一类特殊矩阵的

AOR迭代收敛条件等三个部分。文章主要包括以下几个方面：

(1)在第一章的引言部分，主要介绍了与H矩阵的判定和矩阵范数估计及

AOR迭代收敛相关的情况，并提出了本文的主要内容。

(2)第二章是正文的重点，在研究已有的H矩阵的判定基础上给出了新的

H矩阵的判定方法：第二章定理1，这个方法只与所给矩阵的本身元素有关，而

且可以程序化处理，简单且容易操作。再以这个新的判定方法为基础给出了不可

约矩阵、含有非零元素链的矩阵为H矩阵的判定方法，分别见第二章定理2、定

理3，通过数值例子可以看出来这种判定方法是十分方便和有效的。

(3)第三章是H矩阵判定方法的一个应用。利用第二章的结论，给出了一

个新的怕‘1 0、l旧一1Ⅳ』的估计式(其中M不要求是严格对角占优)见第三章定
理4、6、7，通过数值例子比较可以看出来，这个估计不但比已有的估计精确而

且适用范围要广的多。

(4)第四章总结了在Jacobi迭代矩阵的特征值全为零、全为实数、全为纯

虚数和为实数及纯虚数时收敛的充要条件(第四章定理1、2、3、4)，然后重点讨

论了Jacobi迭代矩阵的特征值为特殊复数的情况下AOR迭代法的收敛范围，并

给出了一个充分条件(第四章定理5)，通过具体的数值例子可以看出来这个收敛

条件是有效的。
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