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众所周知，保险公司的成功运营不仅依赖于其保险业务，而且依赖于其投资

业务。这样保险公司既面临着金融市场潜在损失的风险，还面临着高额保险索赔

的风险。结果，综合考虑金融市场的动态变化以及保险过程还有两者相互作用的

聚合风险模型是十分必要的。本文把破产概率做为保险公司的风险度量。假设保

险公司有机会在市场上进行投资，而且索赔过程服从复合泊松过程。研究了保险

公司总资产过程的随机模型。

首先，把利率加入到经典的Lundberg-Cram&模型中。应用排队模型，在考虑

常数利率因素的前提下，研究了未决赔款准备金的折现值。 并得到了其分布函数

以及特征函数，讨论了针对未来某一时间段内保险公司所需计提的未决赔款准备

金现值的分布函数的上界，而且给出了未决赔款准备金折现值的矩。进一步地，

研究了保险公司的带有常数利率的最终破产概率。通过鞅方法得到了最终破产概

率的指数型上界，从而经典的Cram6r-Lundberg模型得到了推广。同时研究了保险

公司的有限时间破产概率。在利率为不确定的情形下，其中利率用随机过程描述，

对保险公司的盈余用经典更新风险模型建模。假设索赔额具有正则变化尾的分布，

不同于传统的方法，利用随机权和的结果得到了有限时间破产概率的尾等价式。

为精确估计破产概率提供了有效的途径，推广了经典的结果。

其次，在全部资产分别投资于股票市场和无风险债券的情形下，研究了保险

公司的最终破产概率和组合投资策略。假设风险投资现值为常数族，利用鞅方法

得到了最终破产概率的指数型上界，并且解出了最优组合投资策略。给保险公司

提供了可以控制风险的合理投资策略。并且给出了算例阐述了其结果。同时考虑

了二元风险模型下保险公司的投资问题。

市场上投资，且投资策略都属于常数族，

界，给控制保险公司的风险提供了可能。

略可以使破产概率的上界最小。

假设保险公司的两个子公司分别在风险

利用鞅方法得到了破产概率的指数型上

并且得到了最优的常数投资策略，该策

再者，假设保险公司投资一部分到股票市场，剩下的购买无风险债券，索赔

额过程服从复合泊松过程，风险资产价格服从指数L6vy过程。如果投资过程为常

数可以得到破产概率的指数型上界，该常数策略可以被精确计算，一些例子阐述

了上述结果。而且，证明了该常数投资策略是一致最优的。在Value-at-Risk的风
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险限制下，得到了最优的混合投资策略。该策略可以使保险公司的期望总财富最

大。

最后，就保险公司投资一部分资金到股票市场，余下的一部分投资到利率为

常数的无风险债券的情形下，研究了最终破产概率。在投资为常数策略的条件下，

分别就股票价格服从几何布朗运动和更广泛的L6vy过程两种情况，利用布朗运动

的分布性质和离散化嵌入等方法，得到了破产概率和惩罚函数的积分方程，从而

给出了更精确地计算破产概率和惩罚函数的方法。

关键词：Lundberg-Cram6r模型，破产概率，几何布朗运动，指数L6vy过程，惩罚

函数

Ⅱ
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It iS well known that the SUCCESS of ail insurance company depends not only on its

insurance business，but also on how well the company invests its reserve．The risk such

a company faces arises both from ponential losses on the financial market and from

unexpectedly high insurance claims．Consequently,an integrated risk model

incorporating the dynamics of the financial markets and the insurance portfolio as well

as the interaction between them is needed．Ruin probability is used in this paper as a

risk measure of an insurance company．We consider a stochastic model for the wealth of

an insurance company which has the possibility to invest into a market，and the total

insurance claim amount is modeled by a compound Poisson process．

Firstly,we add the interest rate into the classical Lundberg—Cram&model．The

discounted value of outstanding claims reserve is studied by the queuing model with

constant interest．The distribution function and characteristic function of the discounted

value of outstanding claims reserve in a given period of time are obtained．Furthermore，

we give all upper bound of distribution function，the moments of the discounted value of

outstanding claims reserve are given as well．We further investigate the infinite time

ruin probability of the Cramer-Lundberg model with constant interest force．Exponential

type upper bounds for the ruin probability are derived by martingale techniques．

Classical Lundberg-Cram&model is generalised．Under the condition that the interest

rate is uncertain,which is described by stochastic process，the surplus of insurance

company is modeled by classical renewal risk model．Provided that the claims have

regular varying—tailed distributions，the tail equivalence is obtained by the method of

randomly weighted SU／Ils．The method is different from traditional ways．An effective

approach to estimate the ruin probability is obtained and the classical results are

generalized．

Secondly,under the condition that all the assets are invested in stock and risk—free

bond markets respectively,this paper investigates the infinite time ruin probability and

portfolio investment of insurance company．Provided that the discounted value of risky

investments is a constant family,all exponential type upper bound for the ultimate ruin
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probability can be obtained by
the martingale approach，the optimal portfolio

investment strategy can be derived as well．The aim of this paper is to provide a rational

strategy which Can control the risk of insurers．An example is employed to illustrate the

results．Provided that two subsidiary companies of an insurance company are allowed to

invest certain amount of money in some risky market and the value of risky investments

is a constant family．An exponential type upper bound for the ultimate ruin probability
Can be obtained by the martingale approach，which call control the risk of insurance

company．The optimal portfolio investment strategy Can be derived， which Call

minimize the upper bound of ruin probability．

Thirdly,we investigates the infinite time ruin probability under the condition that the

company is allowed to invest certain amount of money in some stock market，and the

remaining reserve in the bond with constant interest force．The total insurance claim

amount is modeled by a compound Poisson process and the price of me risky asset

follows a general exponential LAvy process．Exponential type upper bounds for the

ultimate ruin probability are derived when the investment is a fixed constant，which call

be calculated explicitly．This constant investment strategy yields the optimal asymptotic

decay of the ruin probability．Some examples are applied to illustrate the results．We

provide an approximation of the optimal inveslanent strategy,which maximizes the

expected wealth ofthe insurance company under a risk constraint on the Value-at—IUsk．

Lastly,we investigate the infinite time min probability under the condition that the

company is allowed to invest certain amount of money in some stock market and the

remaining reserve in the bond wi．th constant interest force．Through the properties of

Brownian motion and discrete embedded method，the integral equations for ruin

probability are derived under the assumptions that the stock price f0Uows geometric

Brownian motion or L6vy process．The method for explicitly computing the ruin

probability and penalty function is obtained．

Key words：Lundberg-Cram&model，Ruin Probability,Geometric Brownian Mofio玛

Exponential LAvy process，Penalty function

IV
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第一章概述

1．1引言

第一章 概述弟一早 ff；；c迎

传统的保险公司是指销售保险合约、对被保险人提供风险保障的公司。保险

公司的保险业务的盈利模式为：一个客户一定时期缴纳一次或数次保险费，保险

公司将大量客户缴纳的保险费收集起来，一发生保险事故，保险公司就支付约定

的赔款。如果自始至终保险公司的赔款支出小于保险费收入，差额就成为保险公

司的“承保赢利"。例如，大量分散的房屋所有者购买了保险单并且向保险公司支

付了保险费，如果保险事故发生，保险人根据保险条款兑现保险责任。对于一些

保单的持有者来说，他们因为保险事故的发生而获取的保险金比他所缴纳的保险

费高得多，而其他一些人可能因为整个保险期间都没有发生保险事故而根本没有

获得赔款。合计下来，保险公司所支付的总赔款要比他们获得的保险费收入少。

二者的差额形成费用和利润。

当购买保险时，保险公司财务的稳定和健康可能是主要应考虑的问题。保险

费支出通常是为了给未来多年的损失做准备。正因为如此，保险公司的生存能力

是非常重要的。近年来，许多保险公司陷入破产(比如亚洲金融危机后的日本保

险业，911事件后的美国保险业等)，使它们的客户失去了保障(或者依赖政府保

险保障基金在事故发生时获得很少的保险金)。国外许多独立的评级机构提供保险

公司的财务信息并对保险公司评定等级(如慕尼黑再保险)。既然如此，保险公司

的风险控制就变得非常重要。保险精算中的风险理论就是对风险进行定量分析和

预测，进行决策、控制和管理的一般理论。其研究过程大致可分为风险识别、建立

风险模型、风险分析、风险决策、风险控制等。

在保险数学，也称为精算数学的范畴内，风险理论的核心内容是破产理论。

瑞典精算师Filip Lundberg在1903年发表的博士论文，开创了破产理论研究的起

源，聚合风险模型被首次提出。之后，Lundberg(1903)[1】的模型受到了越来越多的

学者和保险从业人员的关注。大约50年之后，Cram讯1955)【2】又将Lundberg的工

作奠立在坚实的数学基础之上，从而与Lundberg一道建立了破产论研究的基本模

型并得到了经典破产论的基本定理。

本章首先介绍本文的核心模型，通常被称为Cram6r-Lundberg模型，该模型
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是破产论的经典模型；然后介绍经典模型的推广，即把投资问题考虑进去，并对

相关文献进行综述和评介，进而提出本文的研究问题；最后，是本文的研究内容

及结构安排。

1．2经典的破产模型

经典的破产模型，也称为Cram&-Lundberg模型，其用随机过程进行描述，该

过程称为承保盈余过程。承保盈余过程分为三个部分： (1)保险公司的保费收入

过程。(2)保险公司的索赔过程，通常用点过程描述。 (3)在初始时刻，保险

公司拥有初始资本金。

通过以上分析，现在对承保盈余过程数学建模如下，在一个完备的概率空间

(Q，厂，P)上，定义盈余过程

N．．．．—(O—

R(t)毫R(t，甜)=“+Ct一∑Z， (1．1)
n=l

Nft、

其中，{∑鼍)，卸为索赔过程，用复合泊松过程描述。“≥o为保险公司的初始
n=l

资本金，c∈R是单位时间保费收入，第聆次的索赔额大小用随机变量X。描述，

以=l，2，．．．。t时刻索赔到达个数为一个点过程，记为N=(Ⅳ(f))。卸。

该模型满足假设如下：

(1)假设点过程N=(Ⅳ(f))，卸是一个强度为兄的泊松过程。

(2)索赔额的大小{鼍>。封是-YU独立同分布的随机变量列，且与随机变-ix

同分布，其分布函数为最(功，石≥O。

(3)点过程N=(Ⅳ(f))脚和随机变量列{鼍)。乱相互独立。

(4)保费收益过程为确定性的过程，且瞬时保费收益率为常数。

以上描述的承保盈余过程有以下两个显著特点：第一，承保盈余过程是平稳

独立增量过程，由模型(1．1)的独立性假设(3)和Poisson过程的平稳独立增量性【3】

可知；第二，承保盈余过程是右连左极(右连续左极限存在)过程。保费收益和

平均索赔之差称为安全负荷(safety loading)。如果安全负荷严格为正，称安全负荷

条件成立，用公式表示为：

!幽

ct一研∑五】>o。 (1．3)

2
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根据上面假设(3)，可以进一步计算研∑置】-研Ⅳ(f)归[x。]=2E[X]t。所以，
i=1

安全负荷条件可以简化为c>2E[X】。

针对上述模型，一个重要的研究对象就是破产概率。破产概率作为保险公司

衡量风险的重要指标，并不是真正意义上的保险公司破产的可能性，因为盈余为

负，保险公司可以追加资金来维持运营。破产概率实际上是指保险公司的盈余出

现赤字的概率，是重要的风险预警指标。在给出破产概率之前，首先给出破产时

间的定义，以下恒记f为保险公司首次盈余为负的时刻，简称破产时刻。

f=inf{t：R(t，U)<0)，iIlfa=00。 (1．3)

如若关注保险公司在某一特定时期内的运营状况，还可以定义保险公司在时刻丁之

前破产的概率，简称有限时间破产概率，定义为：

甲(“，乃=P(f≤TI尺(O)=甜)。 (1．4)

破产概率还可以表示为：

甲(“，D=P{R(t，“)<0，3t∈[0，刀)。 (1，5)

进一步地，可以定义最终破产概率：

甲(“)=烈f<oo)=P{R(t，“)<0，3t≥0)。 (1．6)

图1．1给出了盈余过程的一条轨道。

R(f)

J

／
／i

缮／／＼／
· ／ ‘

I／／
7

图1．1盈余过程的轨道

破产概率可以作为评估保险公司偿付能力的一个重要的数量指标。

Lundberg-Cram&经典结果可以直观地表述为：当初始准备金充分大，保险公司在

经营“小额索赔"1情形的保险业务时，破产是不易发生的。对于上述结果，

Cram&(1955)t21给出了严格的数学推导，但是其分析方法比较复杂。Feller的更新

1“小额索赔”的确切含义参考第二章中的详细讨论。
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论证和Gerber的鞅方法给了上述结果以简洁的证明，参考严颖等(1995)【31，Gerber

et．a1．(1997)【4】，Grandell(1991)151，Feller(1971)t61。由于这两种方法非常有代表性，更

新论证技巧和鞅方法技巧已经成为研究经典破产理论最有用的工具，近期虽然很

多研究对经典模型进行了推广，但所用到的方法无非这两种，其已经成为当代研

究破产理论的主要途径。下一节，将对这两种方法进行详细介绍。

1．3破产理论的研究方法

针对1．1中介绍的破产模型，比较常用的分析技巧就是更新论证方法和鞅方

法。本节分别介绍这两种方法。

1．3．1更新论证技巧

更新论证技巧最早由Feller(1971)【61提出，首先介绍关于更新理论的必要的数

学知识，详见文献严颖等(1995)【31第三章。

随机变量序列饿)。翻为非负，独立同分布随机变量序列，记

疋=X+艺+⋯+砭，

Ⅳ(f)=sup{k：瓦≤f)，sup#=0。

称{N(t)：f≥0)为更新过程，其中佤：k≥1)被称为更新间隔时间的序列，定义

m(f)=研Ⅳ(f)】，Vt≥0，

则re(t)为更新函数。

记G(曲=1,ff,≤对，Vt≥0，q(z)，O≥1)，为分布函数G(x)的n重卷积，即

q(功=G水G幸-．·幸G(x)
n置

命题1．1

re(t)--∑q(f)<oo，Vt>O,
n=l

考虑一种特殊的情形，当G(力=l-e～<oo，x≥0，也就是说所有的更新间隔K

服从以五(五>0)为参数的指数分布时，更新过程{N(t)：f≥O)便是以免为参数的

Poisson过程，这时m(t)=At。可见更新过程是泊松过程的推广。

下面给出一类关于函数G(x)的积分方程：

4
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A(t)=口(f)+彳幸GO)=a(t)+I：A(t—x)dG(x)，Vt≥0， (1．7)

称上述类型的积分方程为适定(Proper)更新方程，其中口(f)为在任意区间上有界的

已知函数。今后，简称适定更新方程为更新方程。

定理1．1更新方程(1．7)存在解，其解的形式为气(f)=a(t)+口丰优(f)，且在任

意有限区间上有界；此外，在有限支撑上有界的函数族中，更新方程(1．7)的解4(f)

是唯一的。

对于非负随机变量Y(或相应的分布)，若存在d>0，使得

∑P(Y=nd)=1
n=l

成立，则称Y(或相应的分布)服从格点分布。
有了以上定义，可以给出下面的定理。

定理1．2设更新间隔K，k≥1，服从非格点分布，且一阶矩存在，即研I]<oO，

如果函数a(t)在[O，00)上黎曼直接可积，则有

1 ．∞

l，一im"m(垆高J。∞)m。fⅢ 一l y l■U

定理1．2也被成为关键更新定理(Key Renewal Theorem)。

注1定理1．2中提到了a(x)在[O，∞)上黎曼直接可积，黎曼直接可积的定义

和普通意义下黎曼可积的定义是不同的。关于黎曼直接可积的确切定义见严颖等

(1995)[31。以下仅介绍关于函数黎曼直接可积的一个充分条件与一个必要条件，可

以用来判断函数是否黎曼直接可积。

1．若函数a(x)在【o，呦上单调递减，且在通常意义下黎曼可积，则在【OroO)上

黎曼直接可积。

2．若a(x)在[O，∞)上黎曼直接可积，则在【O，00)上有界，且lim。．。口(功=O；

注2在证明函数的极限行为时，更新论证技巧是十分有用的。

下面的部分给出更新论证技巧的一般思路。更新论证方法主要用来探索函数

彳(f)当自变量t趋于无穷的极限行为。在具体应用中，首先要建立形如(1．7)的

更新过程。其次，当分布函数a(x)为非格点分布，且函数口(f)在[0，00)上黎曼直接

可积时，由定理1．1、定理1．2与注2即知

1 ．出

姆删2高聃‘)出。

5
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下面用更新论证的方法证明Lundberg．Cram&近似等价式，从中可以体会到更

新论证方法的强大之处。

有时候，为了研究的方便，也把保险公司的生存概率(survival probability)作

为研究对象，它表示初始盈余U时，保险公司一直不破产的概率。定义为：

少(甜)=l一甲(“)=P(U(t)≥0’f≥0 I U(O)=“)。

根据首次索赔发生的时刻蜀服从指数分布，对生存概率运用全概率公式，可

得

吣)=r胗_rg／(u+ct-z)担(z)h
作换元积分，把z=U+ct代入上面的式子，得

吣)=爹p讯吣叫卿)k
上式表明y(“)是可微的。上式两端对变量U求导，可得

北咖詈吣)上C r吣_担(zx (1．8)

对(1．8)式两端从0到t不定积分，可得

巾)叫o)=言r吣)也+昙肌吣叫加卅z))幽。 (1．9)

接下来对(1．9)式应用分步积分，有

log／(u-z)d(1一，Q))=y(o)[1一，@)卜缈(“)+r∥’(U--Z)【l一，o)】出。
代入(1．9)式，有下面的式子成立。

少o)一y(o)=詈少(o)J：：【l一，@)】如+鲁r ry’@一z)【l—Fo)]dzdu0 0 0

。 (1．10)
，’ ■ ，'一 J

(1．10)式中，对二重积分改变积分的次序，有

r C{f，’(“一z)[1一F(z)]dzdu

=￡{f沙’(甜一z)[1一F(z)】咖扭=f[沙。一z)一少(o)】[1一F(z)】如
再将上式代入(1．10)式，可以得

杪(f)=y(o)+詈r以f—z)[1一F(z)弦。 (1．11)

在上式两端令f专oo，再根据l⋯im。∥(”)=l，即得

6
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1-卿)+A-。-j'o[1廿(z)]出=卿)+詈∥。
0初始值的破产概率满足

甲(0)_1一则)=芸∥=南，
把上式代入(1．11)，可得

帅)=1一言r[1-即)忱+兰C【帅．z)【1_即)】出
=1一詈，t。[1-即)】出一瓢0[1州㈠)][1卅Z)]如，，’， 一一

从而得

唧)=詈r[1_心)】虮昙【帅屹)[1廿(z)肛 (1-12)

由于

昙n，川别出=害∥=南<·，
即知方程(1．12)为瑕疵(defective)更新方程。为此在(1．12)式两端同乘以e甩

(R为调节系数)，并令

彳(f)：eR'T(t)，口(f)：兰P甩Vii—F(z)]出，／(z)：兰P尼[1一F(z)】，

即得

么o)=口o)+王oA(t—z)厂(z)矗乙 (1·13)

由r厂(z)dz=1，从而方程(1．13)即为适应更新方程，显然函数口(f)单调递减，
且可算得

f∞)班=i1·南：Cl，
故根据注2可以知道，口(f)在【0，∞)上黎曼直接可积。这样，由定理1．2即知

lime'S(f)：limA(f)：#C，H。 H。
J。zf(z)dz

这表明

ti⋯m=器-1't啼∞ C矿蜘
‘

从而Lundberg-Cramer近似式得以证明。

7
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其中

注3可进一步算得Lundberg-Cram&近似式中常数

c： 丝 ，

g·(尺)～{
以

1．3．2鞅方法

g(，．)=r矿aF(x)一1。

本小节首先介绍鞅的定义和一些重要的性质。然后用鞅方法给出Lundberg不

等式的证明，该证明的成果是属于Gerber(1973)17]1拘。先介绍有关鞅的一些概念和

知识如下，详细的论述参考Elliot(1982)【81。

定义1．1称随机过程{X(f)：f≥0)为一鞅(martingale)，若有

(1)研fX(f)i】<00，Vt≥0；

(2)对0≤s st，恒有

e[x(t)lX(，)：厂≤s】=彳0)a．s．

若随机过程{x(t)：t≥o)为一鞅，则对t>0，恒有

EIX(t)】．E[E[X(t)l z(0)】】-皿x(O)】。 (1．14)

如果一个过程是齐次独立增量的随机过程，可以在此基础上构造出一个鞅过

程。下面的例子给出了建立鞅过程的一个重要方法。

例1设随机过程{y(f)：t≥O)是齐次独立增量过程，且Y(t)=Y(O)。定义

X(t)=X(O)er‘¨，X(o)为一常数。

如果g[e7‘1’】--1，则{x(t)：f≥0)为一鞅。首先，

E[1彳(f)口=l x(o)I E[em’】=|x(o)l{E[87‘1’】)‘=l x(o)I<oo，

再对任意的0≤s≤t，恒有

E[X(t)lX(r)：，．≤s】=E[X(s)e7‘‘’一r‘5’IX(r)：，．≤s】

=X(s)水y‘‘’一y‘’’】-X(s)研ey‘心’]-X(s)a．s．

下面给出随机时间和停时的定义。

定义1．2称非负随机变量f是关于随机过程{X(f)}的随机时间，若对一切

t≥0。

p≤f}∈仃Ⅸ(J)：J≤f)，

其中仃{工(s)：s At}表示包含一切形如{X(s)≤畸p≤f，z∈R1)的事件的最小or一代
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数。

特别地，称随机时间t是关于随机过程Ⅸ(f))的停时，若

P(f<o。)=l。

不难验证，若f是关于随机过程{x(t)：t≥0)的随机时间，则对任意固定的时

刻t，

fAt=min(r，f)

也是关于随机过程的停时，而且是有界停时。

可选抽样定理(optional sampling theorem)是鞅论中最重要的结果之一，即在适

当的条件之下，使得将(1．14)式中的t置换成随机时间时，仍然成立。

定理1．3假设f是关于鞅{X(f)：t≥0)的有界停时，则有

研Z(f)】_研石(0)】

对于一个鞅过程在无穷远点的收敛性质，由下面的定理给出。

定理1．4设{x(t)：t≥0)是一非负鞅，则存在几乎处处收敛的有限极限，即有

limX(t)=X(∞)<∞ a．s．

接下来给出Lundberg不等式的鞅方法证明，令

x(t)=P—Ru‘‘’=X(O)exp{一Ry(f)>，

其中X(O)=e靠“，R为调节系数，V(t)=ct—s(t)，现在令

y(f)=-RV(t)，t≥0。

注意到{r(t)：f≥0)为零初值，且具有齐次独立增量的随机过程。下面有

E{ey‘1’)=E{e制‘1’)=以(”(-R)=l，
根据例一中的构造方法易知{x(s)：s≥0)为一正鞅。于是，由非负鞅的收敛性定理

便知

limX(t)=X(∞)<∞a．s．

现设f是破产时间，易知f是停时。对于任意给定的时间t，f^f为有界的停时，

故由可选抽样定理可得

E弘(f^f))=E{X(O))--e一砌，

对上式利用全期望公式，可以推知

e-gU=研x0人f)If≤f】尸(f≤f)+研x(『^f)Ir>f】P(f>f)
(1．15)

=研X(r)lf≤t]P(T≤f)+研Z(f)lf>t]P(r>f)。

9
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当t<f时，意味着破产发生之前，显然有u(t)≥0，从而

x(t1=e—Ru‘‘’≤t，

这样，在(1．15)式两端令，专oO，由Lebesgue控制收敛定理与单调收敛定理，即

得

e柚“=g[x(t)I f<oo]尸(r<oo)+研x(oo)l r=oo]尸(r=oo)。

再因为limU(t)=+o。a⋯s故知X(oo)=O a⋯S从而有

e～=E[X(t)lr<oo]P(r<co)，

由此即知

甲@)=—E[—e-二RU(L')—[r一<oo]。
再注意到U(f)<0，e-Re(7’>1，由上式即知

甲@)≤P也，

从而Lundberg不等式得证。

注4上述Lundberg不等式的鞅证明的过程明显地显示了鞅论中的可选抽样

定理与收敛性定理的重要性。当然，构造一个鞅过程是证明的关键，例1提供了

构造鞅过程的具体方法。在将这一方法运用于破产论中的盈余过程时，调节系数R

所起到非常关键的作用。

Cram&"之后破产论研究中最令人瞩目的是方法论的改进。Feller和Gerber引

入的更新论证技巧和鞅证明技巧已成为研究经典破产论的主要数学工具。近期大

量研究文献所研究的模型虽较经典的破产模型有不同程度的推广，但所使的方法

却基本上不外乎本节介绍的两种。

1．4经典模型的推广

1．4．1 索赔总额过程的推广

经典破产论中的盈余过程的一般形式为

U(f)=U+ct一彳(f)。 (1．16)

其中，{彳(f))脚为索赔过程，在经典破产理论中用复合泊松过程描述。Gerber针对

上述模型做了一系列的改进，推广了经典破产理论的结果。应该注意到的是，复

10
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合泊松过程的平稳独立增量性在经典结果的推导中起到了重要的作用，而Gerber

在推广经典模型的过程中同样保持了这个性质。其中，最主要的推广有两个：

(1)广义复合Possion过程

暂且假定索赔总额过程{么(f))为经典破产论中的复合Poisson过程，其中

么(f)=∑墨。

记A(t；x)为时刻t2．前的个体索赔额大于工的索赔总额。这样，么(f)=limA(t；x)

成立。虽然索赔额的分布发生变化，但是没有影响索赔到达的结构，所以

{彳(￡工)：t≥0)仍是一个复合Poisson过程，这时索赔额的分布函数为

f0， y≤x；

F(y；x卜t x,．，y>z．
‘1·17’

L 1—1～^，

。 。

而由Poisson过程的稀化，则知索赔计数过程Ⅳ(f；x)是以211一F(x)】为参数的

Poisson过程。

若记

Q(功=名{l—F(x))，

则由(1．17)式知

f0， y≤石；

以”功211一梨，y>‰ n-8’

【 Q(x)’
。

根据上述分析，可以启发我们构造更具一般性的索赔总额过程{A(t)：t≥0)，

先假定Q(x)是x的非负递减函数，且满足

l。i—mQ(x)=0，．I-o Q(x)dx<蛾工—'∞ ’

其次，假定{A(t；x)：t≥O>是这样的复合Poisson过程：其索赔计数过程N(t；x)是以

Q(x)为参数的Poisson过程，而个体索赔额的分布函数则由(1．18)式给出。最后，

假定{A(t)：t≥0)为复合Poisson过程{A(t；x)：t≥0)当x趋于0时的极限。以下称这

样的极限过程为广义复合Poisson过程。

特别地，当Q(O)<oo时，它确是一复合Poisson过程。因此有兴趣的是研究

Q(O)-=-00的情形。区别于复合Poisson过程，这时在任一区间上的索赔次数是无限

的。Dufi；esne等(1991)t9】和Dufresne等(1993)1101研究了其中的两类过程：Gamma

过程的逆高斯过程，即{A(t)：t≥0)是具有齐次正增量的随机过程，它们的增量分
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别服从Gamma分布和逆高斯分布，这可分别借助先定两类特殊的函数Q(x)办到。

研究的主要内容仍为破产概率甲(“)，可利用经典破产论的结果直接导出。

另外，还必须指出的是，J．Grandell(1991)[111在点过程框架中也研究了索赔总

额过程的推广，着重讨论了索赔计数过程为更新过程和Cox过程(亦称为双重随

机Poisson过程)的情形。在下一节，我们给出更新过程的定义。不过，Cox过程

的研究难度要远甚于Gerber的方法。

(2)带扩散扰动项的复合Poisson过程

设盈余过程由下式给出：

U(f)=“+ct一彳(f)+矿(f)， Vt≥0

其中U，c和S(t)如上文中所述，扰动项w(t)则是一无穷小方差为2D(D>0)的

Brownian运动。此外，假定{W(t)：f≥0>和帮(f)：f≥o)相互独立。

显然，破产概率甲(甜)可分解为两个部分：

甲(“)=甲s(“)4-甲d(“)，

其中甲s@)则表示由索赔导致的破产；甲。@)表示因随机扰动而引起时破产。

显然，甲d(O)=1，从而

甲o(O)=0， 甲(O)=1

现设R’为方程

gx(厂)+了D厂：：1+导r。 (1．19)

的唯一正根，并称其为新模型的调节系数。

注5类似于前文所述，上述方程有解，表明个体索赔额在某种意义下是“小

索赔"。此外，不难验证，方程(1．19)若有正解，则必唯一，又当D=0时，R‘即

为经典破产模型中的调节系数R。

现设

x(t)=e一胄’u‘‘’=X(o)，‘n，

其中

X(0)=e—F。，r(t)=一R+[yO)+形O)】。

显然，{r(t)：t≥0)是齐次独立增量过程。再因为

12
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E[e7‘’’]=必川)(-R4)研e一詹It(0]

=ex附必朋卜A—CR+}exP{2(2D)(n2}
=exp{2Mx(尺’)+D(R+)2一旯一CR‘)=1。

这表明{X(t)：t≥0)为一正鞅，故类似于经典破产模型，仍可证得

H∞2面斋而面q娟～。
一一^“

此外，Dufresne&Gerber(1991)[12】中直观地导出了生存概率∥(“)和破产概率甲d似)

满足的瑕疵更新方程，由此也可导出甲。(“)与V似)满足的瑕疵更新方程，若再利

用调节系数R‘将这些瑕疵更新方程化为适定更新方程，由关键更新定理便可分别

导出甲d@)与甲，似)(从而也就导出了甲似))的Lundberg-Cramer近似。

1．4．2经典破产理论的扩展和深入

前一小节讨论的是经典破产模型的推广，本小节维持经典破产模型不变，但

以多种视角再次对其作深入的探讨。

(1)破产前瞬时盈余和破产时赤字

本节中盈余过程的模型和有关假定仍如前文中所述。以往研究的问题大都集

中在最终破产概率：

W(u)=P{r<oo U(o)=“)；

Gerber et．a1．(1997)【4】对于经典破产论研究的另一贡献是引入了另外两个刻画保险公

司破产情形的随机变量：

X=v(r-)与Y={U(f)|一-U(r)

其中】，表示破产时赤字(deficit ofruin)，X表示破产前瞬时盈余(surplus immediately

beforeruin)。这样，除了破产概率V(u)外，刻画保险公司风险的概率规律尚有

G@；y)=尸(U(D≥-y；T<oOIu(o)=“)， (1．20)

F(材；曲=P(U(T-)≤墨T<oOIu(o)=“)， (1．21)

其中"，x和Y皆为非负实数。

显然，

Y(“)=G(u；oo)=F(u；oo)。

若从数学的观点考虑，f，l u(r)l与u(r一)这三个随机变量中，U(r一)是更为关键的
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随机变量。事实上只要知道U(r-)的概率规律，便可求出l U(r)I和彳的概率规律。

以下约定

E[4；A]=E[4I,]，

其中IA表示集合A的示性函数，即

帕，={箍≥
现考虑下述形式泛函：

甲@；形)=研形(U(r))；f<00 l u(o)=“)】， (1．22)

其中形(·)是任一有界函数。显然，若在(1．22)式中取

眦M∽={L，麓
即得

F(u；x)=tF(u；暇)．

而若在(1．22)式中，取

僻哪)=等，
便得

G(u；y)=甲(弘；影)a
采用更新论证方法，可得下述瑕疵更新方程

甲@；矽)=詈j-形(z)【l一，o)】龙+姜J：：f缈(u-z；形)[1一，(z)坛。 (1．23)
C
o“

C。u

比较方程(1．12)与(1．23)，会发现两者是非常相似的。与证明(1．12)式一样，

在证得方程(1．23)以前，事实上还可获得初始盈余为0时的确切解

w(o；矿)=鲁r阶)【1廿o)Fz。 (1．24)

若将吸(z)与％(z)分别代入上式，即得

F(0；曲=姜e[1一F(z)】如，
和

a(0；加鲁肌1-即)‰
这表明，(O；z)对z可导，G(0；y)对Y可导，且有

14
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f(0；x)：_dF(O；x)：备1-F(石)】，
g(o；y)：_dG(O；y)：墨[1一F(y)】。 (1．25)

ay c

事实上借助暇疵更新方程解的表示性定理(对瑕疵更交换机方程而言，定理

1．1也成立)，尚可证明对任何U>0，F(u；x)与G(u；y)也分别存在(瑕疵)密度函数

厂(“；工)与g(“；y)(关于G(“；y)gCIy的可微性参见Gerber et．a1．(1987)t1 31，p．160)。

不过，当U>0时，一般而言难于求出f(u；x)和g(u；y)的显式，这时可在方程(1．24)

两边同乘以e黜(尺为调节函数)，而将瑕疵更新方程化为适定更新方程，从而分别

求出它们的渐近解

厂(“；曲～Cxe一，U—oo，Vx>O；

g(u；y)～aye一肋， u专oo，Vy≥0．

(2)Beekman卷积公式

(1．25)式是一个很重要的公式，由它可导出许多有趣的结论。首先，由(1．20)

式和(1．25)式知

P(y蚓】，(r)l<Y+dy；f<oOlu(o)=0)≈g(O；y)dy=2【1一F(y)]dy。 (1．26)

这样，g(O；y)dy可理解为盈余过程首次低于初始盈余U(不论U为何值)的同

时，首次落差(记为厶)介于J，与y+咖之间的概率。于是，若以首次落差为条件，

对破产概率应用全概率方式，由盈余过程的齐次独立增量性即得

甲(“)=P(r<oolU(0)=“)

2 Jo Pp<oo U(O)=“，厶=z)g(O；z)dz

+l P(r<oOlu(o)=“，厶=z)g(O；z)dz

=-a。rosa,(炉z)【1-心)】虮詈r【1-心姚
这便是关于破产概率甲(“)的瑕疵更新方程(1．12)。

其次，因

g(o，加等·丢【1_砌)】咖=南!／．t【1-砌)mC “ l十∥

另由概率乘法定理知
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P(y q U(f)I≤Y+ay；r<ool U(O)=o)

=南P(y≤I u(r)I≤y+dy l u(o)=o，f<oo)，

这样，由(1．26)式即知

P(yqU(r)I<y+砂lu(o)=O)，T<00)≈h(y)dy。 (1．27)

其中

Jil(y)：![1一，(y)】。
p

这表明JIz()，)咖可理解为盈余过程在首次低于初始盈余U(不论U为何值)的条

件下，首次落差厶介于y与y+ay之间的概率。

现记N为盈余过程发生的落差次数，厶为第，1次落差，则由盈余过程的齐次

独立增量性知{匕：刀21)为非负、独立同分布的随机变量序列，且与Ⅳ相互独立。

显然，N服从以再0万为参数的几何分布，即有

删刊=南(南)“m。。
现以L表示盈余过程的最大落差，即令

L=max{S(t)-ct)，
t>o

则有

L=∑‘，‘_一”

这样便有

肌Ⅳc￡驯=P睡乓≤“)
=薹PcⅣ=，z炉(窆kffil厶≤甜IⅣ=以)^神 ＼ ／

=羔n=O旦1+0(南丁啪，。 ㈠28，
‘一
L1+p／
”7

其中

聃，={糍主
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而当，z≥1时，以(“)为分布函数日(“)=f’矗(z)出的咒重卷积。(1．28)式便是著名
的Beekman卷积公式，是经典破产论的又一重要结果，

1．4．3破产论研究中若干其他有代表性的研究方向

前面我们重点介绍了Lundberg-Cramer关于经典破产论的研究结果，Feller和

Gerber在研究方法上的改进，并综述了Gerber及其合作者近期的研究工作。本节

将简要介绍当代破产论若干其他的有代表性的研究方向。

1完全离散的经典风险模型

经典风险模型大部分的研究是关于连续时间的，但是从实际上来看，不管是

保费过程还是索赔过程都应该是离散的。近期也有一些作者对完全离散的经典风

险模型展开了研究。离散模型的盈余过程由下式给出

幽∞

己，(，z)=zf+刀一≥：置，，z≥0，
i=1

其中初始盈余“为非负整数，保险公司在每单位时间区间的始端征收1个货币单

位的保险费。个体索赔额t是仅取正整数值的随机变量，假定{以：，z≥1)是相互

独立同分布的随机变量序列。Ⅳ(玎)表示前刀个时段发生的索赔次数。假定

{N(n)：，z≥1)是以p(O<P<1)为参数的二项序列，且与{以：，z≥1)相互独立。

另外，假定

p∥<1 (∥=研一】)，

这相应于连续时间模型中的相对安全负荷假定。

关于破产时刻r有两种定义

T=inf{n≥l：【厂(刀)<O)，

T=inf{n≥1：U(刀)≤1)。

破产前一刻的盈余定义为X=u(r一1)，破产时赤字为Y=|u(r)I。原则上说，

几乎可以平行地得到和连续时间经典破产模型相对应的全部结果。区别于连续时

间模型的是，对任意初始盈余”和任意的个体索赔额分布，均可得到刻画保险公

司风险的诸概率规律的显式解。

2重尾分布的破产论

经典破产论研究的是关于“小索赔’’情形的破产论，一个很强的约束是要求

调节系数存在，如果调节系数不存在，则更新论证和鞅途径都无法奏效，这样，

对于“大索赔’’情形的破产论，更确切地说，是对于重尾分布的破产论研究就必
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须启用新的数学工具，如亚指数分布，这样的研究适用于火险、风暴险与洪水险

等灾难性保险。Paul Embrechts与Claudia Kli．ippelberg等在这方面丌展了较系统的

研究。

5．3具有复合资产的破产论

迄今为止，绝大部分破产论的研究不计利率；保费收入一成不变，即不随瞬

时盈余的多寡而有所调整；同时也不涉及投资收益。直至最近，对具投资收益的

破产论的兴趣才猛增。不过，现在主要的研究工作还仅集中在确定性的投资收益

问题上，对涉及随机投资收益的破产论的研究工作还不多。这方面的研究工作需

要随机分析的知识，难度较大，且不易得到经典破产论中那样漂亮的结果。

1．5重尾分布的概念及更新过程定义

上述介绍的破产理论的经典模型以及推广模型里一个最重要的假设就是索赔

额分布服从轻尾分布，也就是说矩母函数存在，即随机变量彳或它的分布F(x)使

E[e崩】<oO对任何，>0都成立。实际上使得上式成立的分布族十分有限，比如指

数族分布。在保险实务中，真实的索赔分布往往不满足轻尾的特征，保险索赔的

特点是很小的概率下发生非常大额的索赔。比如地震，海啸等极端自然灾害的来

临，或者是恐怖袭击等。这就需要考虑所谓重尾索赔的分布，如果矩母函数不存

在，即E[eⅨ】_OO，则称它是重尾分布。由于这一概念所包括的情形非常大，目前

也无法在整个重尾族上得到满意的结论。所以在实际的研究工作中，人们总是从

它的-d,部分，即子族上着手来得出良好的性质，然后再逐步扩大它成立的范围，

常见的子族有：

L：F满足lim型：l对任何固定的y(或者等价地说，对)，：1)；
。”，。(功

D：F满足limSup笔要<∞对任何固定的o<Y<1(或者等价地说，对y=1／2)
；蛐’Ft心

‘

ERV(以，移)：对某1<a．'Sfl<oo，F满足

y-P_<liminf冬婴≤limsup冬婴≤J，w对任何J，>l。

J一，(工_)H。 F(x)
。 。

s：F满足1油墨掣"-'rl对任意的甩≥2(或等价地，对于某咒≥2)
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近年来，随着研究的深入，先后又引入了许多新的于族：

，：，满足f芦(工一f)≯(f)出会2／『』F(x)，当工--->oo，其中∥表示分布F的有限期
望

m：F满足lim≠盟=0；
一j F(u)du

c：，满足1，tliml‘警雨F(1x)=l。
在这些不同的子族集合中，也存在一些基本的关系， 这些关系都可以用初等

概率论的知识得到，下面只作列举，具体可参考相关资料Tang(2001)[14】

(￡nD)cScLcM

S‘c S c L cM．

此外，人们又建立了各种新模型，其中最主要的是普通更新模型，Lundberg·

Cram&"模型是它的特殊情况。

更新模型的基本结构如下：

(a)索赔额{％，七≥1)构成一个独立的同分布非负随机变量序列，具有共同

的分布，和有限的期望∥；

(b)索赔到来的时间间隔俄(f≥1)是独立同分布的非负随机变量，具有有

限的期望m>0且与序列{忍，七≥1>独立；

(c)时间区间[o，l】中索赔次数N(t)=sup{n≥1‘≤f)，(f≥o)为一更新计数过

程，这里Z=∑包；
i=l

Nft)

(d)损失过程为s(t)=∑Zf—ct，t≥0。
i=1

如果(b)中时间间隔岛(f≥2)具有共同的分布F而口l的分布局与F不同，

则上述模型称为延迟更新模型。如果n恰为F的平衡分布，即E(x)=∥～[ff(t)dt，

则该模型就是所谓的平稳更新模型。特别地，如果(b)中的时间间隔是独立同分

布的指数分布，则即为前述的Lundberg．Cram&模型。

1．6经典模型的推广

实际上，从保险公司收入保险费到保险公司支付赔款之间的时间，保险公司
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可以将保险基金进行投资赚取赢利。投资回报是保险公司利润的重要来源，可以

这样说，对于大多数保险公司来讲，投资回报是其利润的唯一来源。例如，保险

公司必须支付的赔款超出保费收入的10％，而保险公司通过投资获得的回报是保

费收入的20％，那么保险公司将赚取10％的利润。但是，由于许多保险公司认为

投资无风险的政府债券或者其他低风险低回报的投资项目是谨慎的选择，那么控

制赔款支出比保险费收入超出的百分比低于投资收益率是非常重要的，因为这样

保险公司才不会赔本。

目前我国的保险公司决策机制薄弱，许多保险公司尚未建立一套规范有效的

决策机制，人保财险公司直到2003年下半年才成立了专门的保险投资公司。决策

的盲目性、被动性、随意性十分突出，在仅能投资债券的时期，这类决策机制不

会体现任何危机，对于资产规模迅速壮大的保险公司来说，更是掩盖了其决策的

弊端。决策机制落后，决策反馈机制尚未建立，在保险公司进入基金市场后会充

分暴露出来。以前，我国的保险投资渠道狭窄1998年以前，保险公司的资金运用

渠道限于：银行存款、买卖政府债券、金融债券和国务院规定的其他资金运用形

式。2000年3月1日起实行的《保险公司管理规定》，保险公司的资金运用，限于

银行存款、买卖政府债券、金融债券、买卖中国保监会指定的中央企业债券和国

务院规定的其他资金运用形式。现在，保险公司可以直接进入股市，在拓宽投资

渠道之后，保险公司需要寻找有效的投资策略和增强风险评估能力。而且在我国，

保险资金的利用率，在我国还不到50％。有限的保险资金主要用于银行存款。据统

计，1998年人保、平保和太保三大保险公司保险资金的4096_-60％局限于现金和银

行存款，保险资金基本上无“运用”可言。截止到1999年底，中国人民保险公司

的资金运用率还不到20％。为了保证保险资金的安全，保险公司将大量资金存于银

行，由银行进行专业的资金运用，而保险公司只能获得固定的较低的存款利息，

银行存款的利息已经远远不能使保险资金保值、增值了。

综上所述，允许保险公司投资风险市场是十分必要的。实际上，通过承保赢

利赚钱这种情况在大多数国家的保险行业是非常稀有的，在美国，财产和意外伤

害保险公司的保险业务在2003年以前的五年中亏损了23亿元。但是在此期间的

总利润却是4亿元，就是由于有投资收益。一些保险业内人事指出保险公司不可

能永远靠保险业务而不靠投资收益支撑下去。实际上国外的保险基金往往大规模

地在市场上进行风险投资，获得风险收益。中国在2001年之后进入WTO后，国

内保险公司的金融环境也在发生巨大的改变，境外的保险公司将进入中国，与中

国的保险公司竞争，所以，研究保险公司的投资行为和风险是十分必要的。而且
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自从2004年保监会允许保险公司投资股市以来，保险公司投资于股市的比例还在

不断上升，甚至中小型的保险公司也被鼓励入市投资。

由于我国长期实行计划经济体制，管理体制落后，投资缺乏科学决策，许多

公司在科学决策、内部约束机制方面比较薄弱，影响了投资收益。在上述的宏观

背景之下，自然提出了以下的问题：如果保险公司除了保费收入之外，还把保险

基金在市场上进行投资，破产概率应该怎么估计?相应地，保险公司如果要控制

风险，怎么样安排合理地投资策略?一种简单而自然的推广途径就是考虑保险公

司把保费盈余用来投资无风险债券，最简单的情况是考虑债券利率为常数的情形，

Kliippelberg&Stadtmiille(1998)t15】考虑了这种模型，得到了当索赔额大小具有规则

变化尾的情形下，随着初始资本金的增大，破产概率和索赔额的尾部有着同样的

衰减速度；Sundt＆Teugels(1995)t泊】得到了破产概率对于初始资本金的一致上界；

Tang(2005)[t7】讨论了索赔到达过程为一复合泊松过程时有限时间破产概率问题；

w抽g(2008)[18】将Tang(2005)[17】的结果推广到索赔到达过程为更新过程的情形。

另外一个重要的推广就是考虑投资组合。即考虑下述问题：如果保险公司把

其盈余的一部分投资到风险资产，余下的部分投资到无风险债券，应该选择怎样

的投资策略，在这种投资策略下破产的风险为多少?Paulsen和Gjessing(1997)[19】

首先研究了这个问题，但只是考虑了将所有的盈余投资到风险资产上，而没有考

虑投资组合问题；Browne(1995)[20】考虑了保险公司的承保盈余过程是带漂移的布

朗运动，风险资产是几何布朗运动的模型，得到了风险资产的投资应该与初始资

本金无关，并且恒为常数，但是显然模型不满足聚合风险模型通常的假设，即复

合泊松过程的假设；Hipp和Plum(2000)[2I】研究了保险公司的承保盈余过程为复合

泊松过程的模型，得到了最大化生存概率的HJB(Hamilton-jacobi—Bellman)方程，

但是没有去估计破产概率的上界。Gaier et．a(2002)[22】在索赔额具有一致指数矩的假

设下，得到了一种常数的投资策略，在这种常数投资下，最终破产概率拥有指数

型上界，而且可以证明，该常数投资策略是渐进最优的策略。

基于以上的讨论，本论文在聚合风险模型的基础上，讨论了保险公司的进行

投资的情形。回答了以下主要问题：如果加入了利率因素的影响，破产概率会有

什么样的影响?破产概率的上界是多少?破产概率的等价式是多少?如果保险公

司购买投资组合，怎么样安排合理的投资策略?在合理的投资策略下破产概率为

多大?除了破产概率之外，保险公司的其它破产量如何估计?
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1．7本文的研究内容和结构

本文基于随机数学中的数理模型，对保险公司的破产问题进行深入系统地研

究，该破产问题同时考虑了投资的影响。研究的重点包括：利率和市场上的不确

定性对保险公司的影响，揭示其作用机理，并进行算例的分析，综合考虑保费过

程，索赔过程，投资过程对保险公司最终的盈利和风险的影响，并分析其内在关

系。在此基础上探究保险公司盈余的变化机制，为进行投资的保险公司提供有益

的管理策略与方法并能及时给出风险预警。同时，还将从不同的模型入手对保险

公司的各个风险过程进行建模，然后比较不同模型的精确程度。比如股票价格分

别用几何布朗运动和指数L6vy过程；索赔到达过程用Poisson过程和一般的更新

过程；给保险公司分析风险提供了可参考的依据。

第一章在经典的Lundberg-Cram&模型的基础上，考虑了利率的影响。首先

从索赔额的角度开始研究，在考虑常数利率因素的前提下，研究了未决赔款准备

金的折现值。得到了其分布函数以及特征函数，讨论了针对未来某一时间段内保险

公司所需计提的未决赔款准备金现值的分布函数的上界，而且给出了未决赔款准

备金折现值的矩；接着研究了保险公司的带有常数利率的最终破产概率。通过鞅

方法和随机权和技巧得到了最终破产概率的指数型上界。第一章的最后在研究了

保险公司的有限时间破产概率。在利率为不确定的情形下，其中利率用随机过程

描述，对保险公司的盈余用经典更新风险模型建模，得到了有限时间破产概率的

尾等价式。

第三章首先介绍投资组合理论的基础知识，在全部资产分别投资于股票市场

和无风险债券的情形下，研究了保险公司的最终破产概率和组合投资策略。假设

风险投资现值为常数族，利用鞅方法得到了最终破产概率的指数型上界，并且解

出了最优组合投资策略；然后考虑一个保险总公司下面有两个子公司，两个子公

司分别由不同的承保盈余过程刻画。该模型称为二元保险风险模型，给出了该模

型下破产概率的指数型上界。在此基础上，本文讨论了保险公司的投资问题：即

两个子公司投资于不同的市场，或者同一市场的两种不同的风险证券。两个子公

司如何安排合理的投资策略可以使总公司的破产风险最小；针对几何布朗运动模

型刻画风险资产的不足，选择指数L6vy对风险资产进行建模，得到了渐近最优的

投资策略；最后在股票价格服从指数tZwy过程的假设下，得到了保险公司的最优
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混合投资策略，该投资策略限制在一个固定的Value．at．Risk水平下，可以使投资

组合期望收益最大。

第四章回答了以下的问题，即在投资为常数策略的条件下，分别就股票价格

服从几何布朗运动和更广泛的L6vy过程两种情况，利用布朗运动的分布性质和离

散化嵌入等方法，得到了破产概率的积分方程。并且考虑了包括破产概率但是比

破产概率更加广泛的破产量一惩罚函数，得到了其破产概率。假设索赔额的分布

是phase-type的。研究了带有随机扰动项的破产概率和惩罚函数，其中随机扰动项

用IAvy过程表示，且L6vy过程具有Wiener-Hopf分解，得到了类似的积分方程。

第五章总结了全文，给出了创新点和展望。
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2．1 引言

第二章带有利率的风险模型的研究

到目前为止，绝大多数的破产论的研究不计利率的影响，保费收入一成不变，

即不随瞬时盈余的多少进行调整，同时不涉及投资收益，直到最近，对具有投资

收益的破产理论的兴趣才猛增。如果考虑保险公司的投资问题，一个最自然的推

广就是假设保险公司把保险基金购买债券或在市场上进行投资，就是考虑带有利

率或投资收益率的破产模型。现在的研究主要在确定性的投资收益上面，对于随

机投资收益的破产论的研究还不多，这方面的工作需要随机分析方面的知识，难

度比较大，而且很难得到经典破产论中那样漂亮的结果。还有一个重要的推广，

就是考虑重尾分布族的索赔，这适用于火险，风保险，洪水险等灾难型保险。在

重尾索赔下，传统的鞅方法和更新方法都失效，需要用极值理论等方法去研究。

本章将针对以上几个方面推广经典的破产论。

本章结构如下，第二节首先从索赔额的角度开始研究，在考虑常数利率因素

的前提下，研究了未决赔款准备金的折现值。得到了其分布函数以及特征函数，讨

论了针对未来某一时间段内保险公司所需计提的未决赔款准备金现值的分布函数

的上界，而且给出了未决赔款准备金折现值的矩；第三节研究了保险公司的带有

常数利率的最终破产概率。通过鞅方法和随机权和技巧得到了最终破产概率的指

数型上界。第四节研究了保险公司的有限时间破产概率。在利率为不确定的情形

下，其中利率用随机过程描述，对保险公司的盈余用经典更新风险模型建模，得

到了有限时间破产概率的尾等价式。

2．2利率因素下的未决赔款准备金折现值的估计

未决赔款准备金(Outstanding Claims Reserve，也称为Outstanding Loss

Reserve)，是指保险公司在会计年度决算以前发生保险责任而未赔偿或未给付保险

金，在当年收入的保险费中提取的资金。未决赔款准备金也称作赔款准备金。提

取未决赔款准备金的目的在于保证保险公司承担将来的赔偿责任或给付责任，切

实保护被保险人及其受益人的权益。未决赔款准备金不是保险公司的营业收入而
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是保险公司的负债。未决赔款准备金具有以下三个特点：一是未决赔款一般是以

保险金形式支付被保险人或受益人，是确定的，因为未决赔款准备金提取时保险

事故已经发生，其支付只是时间迟早的问题。二是未决赔款准备金一般全部转化

为保险金。三是未决赔款准备金的提取方法比较单一，即按照已经提出的保险赔

偿或者给付金额，以及已经发生保险事故但尚未提出的保险赔偿或者给付金额，

从当年的自留保险费中足额或者基本足额提取。

需要提存未决赔款准备金的情形有两种。一是已经提出保险赔偿或者给付请

求。也就是说，投保人或者被保险人或者其受益人已经依据保险合同的约定，对

保险事故导致的经济损失提出来索赔。对于索赔要求，保险公司往往要经过核查

手续，如勘定该损失是否在保险责任内、审核损失金额是多少等等。在处理理赔

之前，可以先从保险费中扣除一部分资金，转入未决赔款准备金中。该种未决赔

款准备金被称为Reported Claims；另外一种是已经发生保险事故但尚未提出保险

赔偿或者给付请求。也就是说，保险公司已知保险事故发生，但被保险人或其受

益人因种种原因未提出赔付要求，且在索赔时效内对于保险责任范围内的损失，

保险公司有义务支付，因而保险公司需提留资金准备，被称为Insurance But Not

Reported，简称IBNR，参考卡尔斯等(2005)[231。总之，无论如何，保险公司对未决

赔款在核算时应事先提存储备，以备赔偿或给付时支用。未决赔款准备金在准备

金中占很大的比重，也是保险公司主要的负债项目，而且它将直接影响利润和偿

付能力的估计，参考解辉(2003)【24】。特别是在我国，保险制度还不太健全，未决

赔款准备金的计提比例明显偏低，见吴清华(2000)[25】和张伟(2005)[26】，所以对未决

赔款准备金的研究已渐渐成为精算界和保险界关注的焦点之一。

未决赔款准备金对非寿险公司来说是最为重要的负债项目之一，如何科学准

确地对其进行估算具有非常重要的意义。现今常用的计提未决赔款准备金的方法

基本分为两大类(Goovaerts&Redant(1999)[2。7】)。第一大类是逐案估计法(Individual

Claim Approach或Case Estimates)，即对已报告索赔案件逐案估计总索赔额的方

法，但逐案估计法的缺点较多，而且在承保数量很大、赔案较多时，使用逐案估

计法也将消耗大量的人力物力和时间。另一大类就是统计方法，其基本模式是估

计过去赔案发生发展的流量模式(Run-offPattern)，并假设未来赔案仍然按照这种

模式发生发展以至最终结案，以该流量模式来估计未决赔款准备金。常用的统计

方法有链梯法(Chain Ladder)， 每案赔付额法(Payments Per Claim)，准备金进

展法(Reserve Development)，修正IBNR法(Budgeted IBN)，和年金法(Annuity

Methods)等。
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上述几个方法所得到的都是未决赔款准备会的～个估计值，或者进一步估计

其标准差，并不能从实质上对未决赔款准备金的具体分布情况做详细的分析和研

究。所以不能得到估计值与实际状况相比是合理、偏低还是偏高，也很难得到估

计值与实际需计提的未决赔款准备金之间的缺口。而且在保险的实务中，根据经

营者的风险偏好和经营方针的不同，也不仅仅需要未决赔款准备金的一个估计值，

它的分布情况和界值也是实务经营和保监会的监管工作中急需的指标。著名精算

学家Marc J．Goovaerts在1999和2003年陆续发表了两篇关于IBNR准备金的文章，

Goovaerts&Redant(1999)1271Yftl Goovaerts et．a1．(2003)[28】针对这种不足提出了研究未

决赔款准备金分布函数的思想，并使用未来索赔额折现的方法分析IBNR准备金的

分布函数与未来索赔额的关系。国内许多学者也都对此做了研究，在《中国精算

进展——《精算通讯》文萃：2001．2004)(2005)‘291非寿险专题中，收录的11篇论

文中就有5篇论述有关未决赔款准备金的研究。袁卫等(2002)[8】对未决赔款准备金

的估计方法作了详细的论述和对比，并给出具体的计算实例分析了这些方法的特

点。吴清华(20001[25】从未决赔款准备金估算和管理中存在的问题出发，提出了加

强未决赔款管理工作的具体措施。张徐和闰建军(2000)【30】对我国常用的几种估算方

法进行了较系统的评价。下一节给出未决赔款准备金的模型。

2．2．1未决赔款准备金的建模

假设第k个保单组合的损失到达的时间为瓦，k≥0，To暑0，保单组合之间

的时间间隔为rk垒瓦一瓦巾k≥1，且独立、服从任意分布函数H(y)，Y≥0；当损

失发生后，报告至保险公司的服务时间独立、服从任意分布函数GI(y)，Y≥0；在

报告至保险公司后，保险公司进行核保和赔付的服务时间独立、服从任意分布函

数G2(y)，Y≥0。记第k次损失的报告和赔付服务的时间之和为随机变量K，k≥0，

则砭独立且与y同分布，y服从分布函数G(y)，Y≥0，

G(y)=Gl(y)奉G2(J，)垒l：Gl(y—v)dGz(v)。 (2．1)

并假设随机变量鼍表示第k次损失的赔付额的大小，噩独立且与X同分布，其共

同的分布函数为F(功，且i∽=卜F(曲，工≥0。根据未决赔款准备金的定义，可

知在(fl，t：)时间段内所需计提未决赔款准备金的分布函数为：

I(x，‘，乞)暑∑P{在f1以前发生的损失在(1，f2)内有七个赔付完成}F‘七’(x)。 (2．2)
k---0

其中F(‘’(功为F(x)的k重卷积，即
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FCk)(z)=F‘。一1’(x-u)dF(“)，i>l，，‘。’(x)=1，石≥O。 (2．3)

Yan Liu(2005)[3q建立排队数学模型方法，定量讨论了未决赔款准备金的分

布函数问题，即把保单组合的损失发生看作排队系统的到达过程，而损失的报告

时间和服务时间看作是排队系统的服务过程，当这样一个排队模型满足M／G／oo

排队系统的假设时，在时间段(t．，t，)内所需计提的未决赔款准备金的分布函数为

地一，t2)=∑oO掣e-,ttxpF(k)(晓 (2．4)
k=0 几：

其中P=[1[G(乞-y)-G(tl—y)]dH(y)。

前面介绍的未决赔款准备金的文献都没有考虑利率因素的影响。由于未决赔

款准备金是未来一段时间内需要的赔款额，利率的影响在这段时期内就比较敏感，

实际上，保险公司事先在银行存款，以便于针对未来一段时间段内的未决赔款准

备金进行计提，因此，讨论未来一段时间段内的未决赔款准备金的折现值就很重

要。下一节主要对未决赔款准备金折现值的分布函数进行讨论。

2．2．2未决赔款准备金现值的分布函数及其界值

设万>0为无风险利率，即初始存款为l，t时刻的现金值为e厨。保单组合的损

失发生的个数{Ⅳ(f)，t≥0)是参数为见(兄>0)的Poisson流，即t服从参数为

旯(力>O)的负指数分布函数，可视其对应一个到达过程为Poisson流的排队系统的

到达过程，而当损失的报告服务时间和赔付服务时间为一般分布G。(y)和G’(y)时，

可视其对应于这个排队系统的服务过程，其服务时间等于损失的报告服务时间与

赔付服务时间之和，因此可以构成一个排队模型。又由于在保险实务中，保单组

合的损失的报告由被保险人报告至保险公司，所以可视损失报告的服务过程不受

服务人员个数的影响。而对于损失的赔付，由于赔付的评估可以由保险公司进行

也可以委托公估人进行，所以也可视为赔付的服务过程不受服务人员个数的影响。

因此，在这个排队模型中，可以把服务人员的个数看成足够多的情形。这样，当

保单组合的损失发生的个数是参数为允(名>0)的Poisson流，而且损失的报告服务

时间和赔付服务时间为一般分布Gl(J，)和G2(y)时，我们此时可以构成这样一个排

队数学模型：排队系统的到达过程是参数为A(名>0)的Poisson流，服务时间具有

一般分布G(f)=17 Gl()，一1，)崛(力，而服务人员的个数是足够多的M／G／oo排队系
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统(参考唐应辉和唐小我(2006)㈣)。专m记为在(fl，t：)时问段内所需计提的未决赔

款准备金的折现值。根据未决赔款准备金的定义，可知在(tI,t：)时间段内所需计提

的未决赔款准备会的折现值为

氧如=∑X。e-trk+r’8I(瓦钏<瓦+y吨)， (2．5)

其中lj表示指标函数。未决赔款准备金折现值的分布函数为：

IAx；t,，乞)全P(戋．如≤x)，z≥O。 (2．6)

首先给出引理如下：

引理2．1设(Ⅳ(f)，t≥0)为强度五的Poisson过程，在N(t)=，l的条件下，n个

到达时间互<互<⋯<Z和厅个相互独立同服从[o，t】上均匀分布的随机变量

Ut，％，．．．，U的顺序统计量q。)<U：)<⋯<q。)有相同的分布。

引理2．1的证明见毛用材和胡奇英(1999)【33】

定理2．1当满足M／G／oo排队系统的假设时，则对于任意的O<‘<t2一tl，在

时间段(乞，f1)内未决赔款准备金折现值的分布为：

厶(x；‘，乞)

=÷[r(‘一y)粥(y)+e^(‘一乞+y)阳(y)+r Cy以(x；“，y)audG(y)
+r r％(训，y)dudG(y)+eh-y％(圳，y)dudG(y)]。 (2．7)

而对于任意的0<乞-t,≤‘，在时间段(乞，‘)内未决赔款准备金折现值的分布为：

厶(工；fI，乞)

=}fI(^训掰(小e。(fl一乞圳似y)+r f1．y以(圳，y)dudG(y)
+L髟％(删，y)dudG(y)+f f2¨％(训，y)dudG(y)]。 (2．8)

其中％k“，y)=÷-(--允g’vye． 一弛F‘^’(澎(帅弦)，工≥。。

证明．首先考虑‘<乞一‘的情形。当毛<乞一‘时，由于互≥0，口&，所以可以进

行推导如下：
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Ia(x；t1，t2)兰P(氧』2≤x)=P(
V(，1)

∑五P叫耵¨艿‘确椭帆，2】

=n等驴"归k邵。； ≤x)dG(y)

+e。P(N荟(tj)五P也圳占乇小乓咿门
N(tI)

尸(∑五P一聊’占气小删
七=l

≤x)dG(y)

≤x)dG(y)

+f21 P(N善(t1)Ke咆训J【乇小露<。，“椰毛铂，】≤xyG(y)

+e。P(警Vm∥‰邻以峨咿一≤棚(y)
=r尸(警毕m∥‘q-y<瓦<6}--<X蚓y)
+p(等V呱训万‘O<Tk<tt}-<X坝y)
+e。P(N荟(ti)％P也训J‘峨吨州≤x矽G(y)
叁Il+12+I铲

其中由于损失到达的时间瓦为正的随机变量，所以气7。疋如}=o。

接下来首先来计算厶

‘誊 rP(警五P柏训气码≯z№(y)
=r姜尸c喜

≤x1

Xke一‘毛+，■^小露q)≤x lN(tI)=刀炉(Ⅳ(‘)=，1)dG(y)。

由于每次损失的赔付额的大小丑独立同分布，又根据引理2．1，可得

(2．9)

(2．10)
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≤xlN(t。)=咒)

一(UlI，+，)J r
』{tl-y<v{女<11 j

≤x)=

=i挂f尸(砉v∽彬气小。x协

墨e一‘u+7■忏吲

2拶’即≤x协+p(喜矿即"≤捌
‘一y．1一‘t_一 fI F㈤(船(胂y)5肌也I一)，

其中U服从[0，‘】上的均匀分布。

卜娶

把(2．11)代入(2．10)，可得

毒业．(Atel)"e_a,,dGt (y)
怠t n!

“7

同样的方法，可以计算出厶，厶

类似地，

厶兰 r

r

掣e-a',dG(y)
n!

～

以(x；扰，y)dudG(y)]。

一‘珏+，’5J{o妄瓦《^)≤x)dG(y)1(O妄瓦q)一

也e一‘U+y’5，{删q)≤x) P一她dG(y)

丢j[：tz-tl孥c喜矿训‰，警e呐咖，
={}j_Ifl I-IA础，y№(y)。

厶暑L P(詈Vm彬％吼叫≤工膨(y)

e。善。o P(荟n置e-(V+y)aI。。。、训<_X)等芋P确I扔(y)

≤石)

(2．11)

(2．12)

(2．13)

q瑶<1
，
5+瓦

～

P瓦
。∑捌

，●～P

。∑心
Ⅸer

。∑捌
，-、Pll

f

协如力，●山

肿

+

髓

力

订

G

烈

k

少

y￡一。∑脚0F唾

1一，1

1一‘

∥Z窆胤，●～P

广一
以i

，L一

。∑胤
H

。∑脚
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2托旺n=O嗉矿州‰，等P础捌G∽+即Ⅳy网州
2丢[¨1‘驰池y顺卅即-‘训咖)]o (2．14)

综合(2．9)一(2．14)，则当对于任意的0<tI<f2-t,成立时，有(2．7)式成立。

而当0<岛一fl≤‘成立时

Ia(x；tl，乞)兰尸(氧，f2≤x)

：厂尸(芝五8氓训占‘tl-y<r。％}<-X矽∞)

+￡-tl尸(掣k=l tP啪)艿‘tt_y<Tk<t2_y}≤X矽G(y) (2．15)

+f P(芝五8伽)占‘o<-rk<t2-y}<X矽G(y)
=，’l+，’2+，。3。

同理可以计算出1’．，I’，，I’， ，分别为

t=私1“刊粥(小2叫1 C，以(删，y删G(州； (2．16)

t 2扭。”棚∽ (2．17)

+e。髟以(墨％y)dudG(y)+e^(‘一乞+J，)dG()，)】；

t=W(¨圳粥(J，)+jcD Jc2_也(删，y幽(y)】o (2．18)

把(2．16)-(2．17)代入(2．15)，可得，当0<乞一‘<tI时，有(2．18)成立。定
理证毕。

定理2．1给出了未决赔款准备金折现值的分布，实际上，界值也是实务经营

和保监会的监管工作中比较重要的指标，下面定理给出了未决赔款准备金现值的

上界。

定理2．2当满足_MIGIoo排队系统的假设时，当O<tl<乞一fl，在时间段(乞，‘)

内未决赔款准各金现值的匕界为
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L(x；f1，t2)

≤丢[．c。(‘一y)dG(少)+e．(‘一乞+J，)dG(y)+exp{2．tI[，(就2^占)一1])f’ydG(y)
+exp{2．f。[，(xet28)一1])I：2～‘掘(y)+eXp{2f。[F(xe≯)一1】)e^(t2一y)dG(y)】。

(2．19)

当0<f2一t。≤‘，其上界为

一y)dG(y)+eh(卜乞+y)dG(y)+expⅢ，(xet28)一1]}ffl ydG(y)

+exp{2tl[F(xe'：)一1】)e一^(岛一‘)dG(y)
+exp{2t,[F(xd：)一1]}f(t2一J，)dG(y)】。 (2·20)

证明：对于卷积有不等式，‘“’(力≤[F(x)]”，由归纳法易得。接下来估计凰(工；“，Y)一川2委学川默妒1≤薹毕～ 包2。)_e-和艺盟掣：exp{2“F(扩训，1])
一n=O 聆!

”‘ ‘

当0<‘<乞一f。时，将(2．21)代入(2．7)，得

厶(x；‘，乞)

≤批(¨狮(y)+小时y顺y)
+(fl C，+r r)exp{2t,[F(xe似吖芦)一1]}dudG(y)
+e。f2-Y exp{)．tI[F(xe“"妒)一1]}dudG(y)

Xp池[F(xe‘^+y’艿)-1]tflG(y)

+exp{At,[F(xe21：)一11}【'ydG(y)

)

●

乞

O
。1严●如∽h‘

厶

<一

撇憎蚴佃

∽

蜘
圳
申

㈣

州黔”

y

鸲

少，

(

～
一彬
一心烈平孓永唧鼹。皤
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+exp{2tl[，(xP≯)一l】)r叫’‘dG(y)+exp{2,tl[尸(肥矽)一l】)I：『：，(t2一y)dG(y)】。

将(2．21)代入(2．8)，同理可以得到0<t2一t。≤t．的情形，证明完毕。

注2．1．根据定理2．2的结果，保险公司能模拟出索赔额的分稀，就可以根据

(2．19)和(2．20)估计出未决赔款准备金的分布的上界。

2．2．3 未决赔款准备金现值的特征函数及其矩

前面的一部分给出了未决赔款准备金折现值的分布函数，并且定理2．2给出了

其分布函数的上界值。但是由定理2．1给出的分布函数形式相对比较复杂，毕竟在

实际中计算一个卷积分布并不容易。而且界值的估计相对是一个粗糙的估计，有

时为了更精确的信息，还需要知道矩的大小。根据特征函数的唯一性与逆转性，

一个分布函数与其特征函数一一对应，而且知道了特征函数，其各阶矩就可确定。

接下来的部分主要就未决赔款准备金现值的特征函数和矩展开讨论。

记①，(，．)为未决赔款准备金现值的特征函数，即①，r)兰Eeir磊q，其中f为虚数

单位。．厂r(，．)暑＆硝为赔款额X的特征函数。

定理2．3当定理2．1中的假设满足时，对于任意的0<‘<乞一‘，在时间段

(f2，f1)内未决赔款准备金现值的特征函数为：

叫，)=}r(‘刊据(卅e。(fl‘训据(y)
+(f1 fI_y+r fI)exp{2t。[fx(re巾"M)一1]}dudG(y)

+e自[：'exp{2tl[fx(re巾训艿)一1]}dudG(y)】。
当0<乞一fl≤‘时，

叫垆{}[fI(仰堋y)+e^(‘一乞训阳(y)
+(r Cy+e。髟)exp{Atl[fx(re电叫矽)一1]}dudG(y)
+f f：'exp{2t。[fx(re一(“+y)占)一1]}dudG(y)]。

证明．当0<‘<厶一厶时，

(2．22)

(2．23)
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①；(，)暑屁％lJ2=Eexp{ir∑x女e-(Tk+rM，{瓦。小‘1‘气+yq：；)

=弘exp{护芝鼍e-(rk+r)6L．小酬)dG(y)
Nf^，

+r1 Eexp缈芝五e也"’占k。砷．1)据(J，)

+e。EeXp砂芝置e也㈣占k。瓦。w；)搬(y)全①．+①：+①，。
矮-F来分别计算①。，①2，①3，由于独立随机燹量和的特征函数等于兵特，仕函数

的乘积，再由引理2．1，仿照定理2．1中的证明，可得

①。=瞎脚{嘻矿⋯一矿删q，)等P嘞娜)
=Ⅻ㈣姗)+豫姜鲻等塑g嘞幽蜘)](2．24)
=‘}[￡。(fl一少)dG(y)+r'exp{2‘[fx(rel¨力J)一1]}dudG(y)]，

同样可以把①：，①，计算出来

司p：=；1一』：2一‘j：'exp{At。[fx(re一(“+，)艿)一1]}dudG(y)， (2．25)

卟丢[e。f2叫exp{2tl[fx(re-(u+y)6)-l】渺粥(小私”y脚(m(2．26)
由(2．24)．(2．26)，可得(2．22)成立，同理可以证明(2．23)成立。定理得证。

推论若E(彳2)<∞，且氙，如的前两阶矩存在，对于任意的o<‘<f2，有

E(气如)=学[e-tt,’G㈨一f2-h e_(tt+y)$咖)+jcoe-y8dG(yh叫(1．G(¨))】，
(2．27)粥2扩巡学旷2叼瓴)一P‘例Ⅷ川 (2．28)

+fe-2y8dG(y)--e-2t2'’(1一G(乞一‘))】。
证明：由特征函数的性质，即随机变量的，l阶矩存在，则它的特征函数k次可

导．对k<n，有
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杀①；(o)=f‘E(菇．f2)以及杀^(o)=产E(X‘)成立。因此要计算蒜，2的一阶矩和二
阶矩，只要计算特征函数①f(r)在原点的前两阶倒数。当O<‘<t2一t。时，由定理

2．3，对(2．22)式两端求一阶和二阶导数，利用厶(O)=1，可得

①’f(o)=五厶(o)[fI j：一，e-(U+V)8dudG(y)
+2—1 e_(U+y)8dudG(y)+efI

2-y

e_(U+y)6dudG(y)】

=学[e-t=8G㈨一卜‘“一妒dG(y)+fe-y8奶(y)--e-t28(1_G(∽。))]
再由公式中‘f(o)=匠(氧也)，(2．27)成立。继续计算①。f(o)，得到

①”f(O)：垫鲨掣P护G㈨一2-t,e-2(q+Y)t’2 粥(y) (2．29)
万

。 、” ⋯

+r e-2y'’dG(y)一P吨够(1一G(乞一例。

当O<f2-tI≤‘时，同样的方法对(2．23)式，整理后有同样的结果。

例若赔付额X服从参数为口的负指数分布，等待服务时间】，服从参数为∥的

负指数分布。其分布函数为G(y)=l—P一励，Y≥0。由推论把G(y)和

EX：1，EX2：12代入(2．27)，(2．28)，得到
CZ CZ’聪'12)=乏[筹+譬+等一邮)可电·沙fI))】．
哦H刍+象，c笨 +壁竺竺竺!．8’26

+《竿一e-t,(2a+#)_e-2t2a(1矽㈣))】。8+6
“

该节在考虑利率的情形下，针对未决赔款准备金折现值进行研究，得到了未

决赔款准备金折现值的分布函数和特征函数，在此基础上给出了未决赔款准备金

现值的上界和矩。弥补了以往常用方法只能得到未决赔款准备金的一个估计值、

而很难对其分布函数进行分析和描述的不足，也可以给保监会的监督工作提供新

的分析技术和思想。这一节只是针对经典的保险模型一Cram&-Lundberg模型中的

索赔额的部分进行了研究。在下一节，考虑常数利率的前提下，研究

Cram&-Lundberg模型的破产问题。

35
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2．3带有常数利率的最终破产概率的研究

2．3．1 带有利率的盈余过程的模型

在第一章，我们介绍了保险公司的承保盈余过程，其可以表示为：

尺(f)=U+ct一彳(f)， (2．30)

并且给出了模型的基本假设。在2．2节中，针对(2．30)中的索赔部分

A(t)-∑以，考虑了无风险利率，得到了索赔额准备金的折现值的分布以及矩。

本节综合考虑整个承保盈余过程，假设保险公司把盈余投资到无风险债券上，无

风险债券的利率为常数万>0，那么保险公司的盈余过程可以表示成：

RA归e由”p％(cv-A(v))]=e占tu+cp卜¨咖一兰以矿瓦。 (2．31)

定义折现值过程为忌(f)会e-&R8(f)，我们有

R—At)=U-I-Cfe-S,,dv—J∑v。1)EP。‘， (2．32)

保险公司破产时间为f会inf{t：％(f)<O)，保险公司的最终破产概率为：

W(u)=以r<oO)=P{Ra(t)<q对于某个t≥0)。过程Rs(t)生成的0"--代数流记为

厂=(五)脚。

假设索赔额的矩母函数存在，记为必r(，．)=研∥】。定义函数h：R+一R，

h(o)=0，h(r)=Mz(，．)一1，满足经典的假设，即存在一个名∈(O，00】，当，<名时，

有M工(，)<oO，以及limM工(，．)=00。

在该模型假定下，这一节得到了如下的结果：即如果保险公司的盈余过程为

(2．32)的表示，存在常数，．‘使得破产概率具有指数型上界。注意到如果万=0，

那么(2．32)式就变成了(1．1)，从而推广了经典的Cramer-Lundberg模型。

2．3．2鞅方法下破产概率的上界

与经典的Cramer-Lundberg模型不同，(2．32)不再是平稳独立增量过程，从而

对于任意的，．>o，指数过程exp{-愿(f))不再是鞅过程(参见Brekelmans

&Waegenaere(2001)[341)。但是，我们可以找到一个常数厂‘>o，使得exp{一，．’忌(f))
为一上鞅，而且常数，．‘是唯一的。因此应用经典的破产理论中的鞅证明方法
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(Gerber(1979){35】)，我们可以得到最终破产概率的指数型上界。

首先给出两条重要引理：

N(t)

引理2．2对于任意的，．>o，随机过程彳(f)=∑X．e一矾的矩母函数为
月=l

Ee嘶)=exp(2 fh(re面‘)咖)。 (2．33)

证：根据引理2．1，在给定N(t)=咒的条件下，(五，．．．，乙)的联合分布函数与n个

取值于(O，t]上的均匀分布的次序统计量同分布，又因为{以)捌是独立同分布的随

机序列，我们可以得到：

研eXp(，．∑以P弗‘)lⅣ(f)=以】=Etexp(r∑以P一砜)】， (2．34)

其中U，％，．．．，q为玎个独立同分布且服从均匀分布的随机变量。有了(2．34)，

我们可以计算＆心(‘’如下：

研exp(r∑以P。瓦)]_∑E[exp(r∑X．e巧瓦)IⅣ(f)=，z]P(Ⅳ(f)=甩)

=喜畦f研erXe-6"】如]”尸(Ⅳ(D=刀)=喜[{f研erXe-au]幽]”P(Ⅳ(r)=以)
=exp(2．fE 1-。I：ELrerXe-au]du一1】)=exp(2 f h(re一如)也)。

上面的推导中第一个等式用到了全概率公式。这样，引理得证。

引理2．3假设安全负荷条件满足，即C>旭[Z]，那么存在唯一的，．+满足方程

G(r)全2h(r)一cr=0。 (2．35)

证明参考Asmussen(2000)[36】。

易知，G(O)=0，G’(0)=0，G’(，．)>0，所以C(r)的图像由图2．1所示。

图2．1函数G(，．)的图像
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根据以上两个引理，我们有引理2．4如F。

引理2．4假设安全负荷条件满足，即C>五研x]，则过程eXp{一，．‘瓦(f))为关于

仃．代数流厂的上鞅。 ，．‘为方程(2．35)的唯一解。

证：首先对于任意的0≤s≤f，由(2．32)式得到

E[exp{-r‘R(f))l五】

=P。’露(f)(j)E[exp{r+[么(f)一么(s)卜，．+c C P一函‘如)I正】

=P一，’再(f)E[exp{r‘e一如[彳(f—s)卜，．‘c f P一如如)】，

其中第二个等式成立是因为疋(f)具有独立增量，而且尼(f)一足(s)和
e —s)有相同分布(参见Brekelmans&Waegenaere(2001)13卅)。

由引理2．2，我们可得

Eexp{r‘e一西[4(f—J)])=exp(2[～庇(r‘e一6(“+j’)如)=exp(2 Ch(r'e-S,,)如)。(2．36)
因此我们可以计算出

E[exp{r‘P一曲[彳(f—J)卜，．‘c f e一托幽)】

=exp{[[2h(r*e-s“)_cr*e-8,,]如)

=eXp{eG(r'e-如)如)。

由图l可以看出，当r*e嘞s，．。，可得G(r‘e也)≤G(r’)，于是由引理2．3和方

程(2．35)得

exp{[G(，．+e墙)如)≤exp{G(r+)o—s))=1。 (2．37)

综上可得

E[exp{一r+瓦(f))1正】≤exp{一，．’不(J))。 (2．38)

(2．38)成立说明过程exp{一，．‘尼(f))为关于盯一代数流厂的上鞅。
事实上，引理2．4中给出的，’就是破产概率的调节系数。下面给出本节的主要

定理。

定理2．4设引理2．4的条件满足，则破产概率Y(甜)≤e”“，其中，．‘是方程(2．35)

的唯一解。

证明：为了证明的方便，我们定义M(t，U，，．‘)全exp{一，．‘忌(f))。根据引理2．3，

M(t，U，，．‘)为关于盯．代数流户的上鞅，其关于破产时间f的停止过程M(t^r，U，，．‘)

同样是上鞅。因此，对于t≥0，由于因为M(t，U，，．‘)总是非负，于是我们有
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e”“=M(O，U，厂’)≥E[M(tAf，“，，‘)】

=E[M(t^r，“，厂‘)』}，。，j]+EIM(t^r，甜，，’)，l，美j]

=E[M(r，“，，．+)，{，。，j]+E[M(f，“，，．‘)，(，五j】

≥E[M(r，U，一乇；，)】，

其中I㈤代表集合A的示性函数。根据单调收敛定理有，

lira E[M(r，U，，。)t。，)】=E[M(r，“，，．’)L。。l】。
f—}∞

’

由于在集合{r<oo)上破产时刻盈余总为负值，也就是M(r，U，厂’)≥1，因此有

e一^≥E[M(r，“，K+，r’)If<∞]，，[f<00】≥尸l[f<oO]。

综上可得，破产概率的指数型上界为P”“，破产概率满足丫似)≤P。“。定理得

证。

在这一节，利用改进了的鞅方法，对于带有常数利率的最终破产概率，给出

了其上界。得到上界的一个前提就是调节系数，-’是存在的，对应到索赔额的指数

矩必须存在，而对于指数矩不存在的情况，鞅方法就失效了，在下一节，对该问

题展开讨论。

2．4经典更新风险模型中带有随机利率的破产概率

2．4．1重尾分布及模型介绍

上一节只是考虑“小索赔”情形的破产论，一个很强的约束条件就是调解系

数存在。如果调节系数不存在，则鞅方法和更新方法都失效。这样，对于“大索

赔’’情形下的破产论，更确切说对于重尾分布的破产理论就必须用新的数学工具。

近些年来，重尾索赔额情形下的破产概率一直是保险风险理论中十分活跃的研究

方向。具有正则变化尾的分布就是一种重要的重尾分布，对分布函数F，如存在

川<0和一个慢变化函数￡(．)，满足

，(工)=1一F(力=z一。三(工)， 工>0，

我们就说分布函数，为一有正则变化尾的分布，具有尾指标一口<0，记为

F∈恧。。很多著名的重尾分布都具有正则变化尾，如帕累托分布，逆Gamma分

布等。重尾分布下破产理论的研究适用于火险，风保险，洪水险等灾难型保险，

关于重尾分布及其在保险风险理论中的意义及其应用，参考Embrecht&

Klfippelberg(1 997)[371。
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由于未来利率对保险公司的偿付能力和准备会影响很大，在某些情况下影响

了保险公司未来的投资方针，以及准备金的提取等。基于上述想法，有必要把利

率因素尤其是随机利率考虑进去。最近，已有许多学者研究了经典更新风险模型

中具有重尾索赔额和利率为常数情形下的最终破产概率，已有的文献有K1／ippelberg

&Stadtmiiller(1998)[3s】，Asmussen(1998)【39】Kalashnikov&Konstrantinides(1999)[401

和Konstrantinides et．a1．(2002)[4¨，而Cai(2003)[421针对轻尾索赔额分布，考虑了随

机利率的情形，假设随机利率过程为L6vy过程，对最终破产概率建立了递推方程，

但是最终破产概率毕竟离现实较远。本文在经典更新风险模型中具有正则变化尾

索赔额的假设下，研究了随机利率情形下的最终破产概率和有限时间破产概率，

建立了破产概率的尾渐近等价式。现在建模如下：

假定本文所有随机变量都定义在同一概率空间(Q，厂，尸)上。我们假定索赔额，

x。，以≥l，为一独立同分布(i．i．d．)非负随机变量列，具有共同分布函数F，满足

对所有x>0，F(x)>0。同时，假定时刻t时索赔发生次数Ⅳ(O为一具有参数名的

Poisson过程且独立于索赔额序列{X。；n≥1)。于是到时间t≥0时的总索赔额可写为

^，(，)

s(f)=∑咒， (2．38)
n=l

并且规定Ⅳ(f)=0时，S(f)=0。这显然是一个合理的规定。

记索赔发生的时间为{r，，f≥O>，其中％=0。由Poisson过程的性质知：索赔

到达间隔时间纯一r州；，z≥1)为一独立同分布的随机变量列，其共同的分布为指数

分布，具有参数A。假定保险费率为常数c>o，到时刻t≥0时所收保费为o。设

8(co，f)>0为时刻t时的利率并为一随机过程，且力∈Q。显然，利率与索赔额及

索赔发生的时间和次数是独立的，因此我们合理地假定8(co，t)，索赔额序列

{Z；万≥1)和索赔发生次数N(t)之间两两独立。在实际中，利率应当为一阶梯函数

并且有正的上下界，因此我们可以合理的假定：存在正数磊，满足对所有t≥0和

几乎所有的样本点彩，

磊≤万(缈，t)， (2．39)

并且对几乎每一个样本国，8(co，f)为右连续且左极限存在或左连续且右极限存

在的关于时间t的函数。因而对几乎所有的样本点和所有t>0，f 8(oJ，z)出都存在。
40，fJ

于是f=0时刻的资本“在时刻f时变为xeJm，烈蛾力出。在上述假设下，时刻f时的资

本R(t)应满足方程
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R(归Jl，】烈姑肚+c L^l以虻肚砂^】^J】烈雌肚s(砂)，f≥0， (2．40)

其中U>0为保险公司初始资本。此时最终破产概率和时间丁内破产的概率可

分别定义为

甲@)=e{u(t)<0，对某一f>O)；甲(“，T)=P{U(t)<0，对某一r≥t>0)．(2．41)

今后我们规定：当T=00时，甲(甜，T)记为甲(“)。

事实上，就上述经典更新风险模型，对具有正则变化尾索赔额的情形，即

，∈殛。，这里一口>0，Kliippelberg&Stadtmiiller(1998)138]讨论了J(缈，f)恒为一常

数万时的最终破产概率并获得了如下的结果：

甲似)一之F(“)。 (2．42)

以后，均就U—oO考虑极限关系。对两个正函数口(．)和6(·)，如满足

lim。一警=1，则记为口(工)～6(x)。
口L工J

此外，Tang(2002)[171就更大的重尾分布族在常数利率下得到了与(2．42)类似

的结果。

但是，上述文献所用方法难于用来研究经典更新风险模型中随机利率情形下

的最终破产概率。上述文献都研究的是利率为常数时的最终破产概率。事实上，

有限时间内的破产概率应该是更值得研究的问题。另一方面，在实际中利率是不

可能保持不变的，合理的情况应当是利率为一随机过程，因此应当研究利率为随

机过程情形下的有限时间内的破产概率及最终破产概率。本节的目的就在于此。

利用Resnick and Willekens(1991)【43】关于随机权和的结果来研究这一问题。对于随

机权和的进一步研究及其在保险风险理论中的应用，请看参考文献Tang et．al

(2003)t441，Wang&Tang(2006)【451和Wang et．a1(2004)【461。基于Resnick and

Willekens(19911【431，在一定条件下就上述经典更新风险模型，对具有正则变化尾

的索赔额，即F∈7t。，这儿一口>0，讨论了随机利率情形下最终破产概率和时间

r内的破产概率并得到了：对T∈(O，00】，

lim sup
Ⅳ_。O<r§o

甲(甜，r)

r--～M，^。t五eT c-a1．I占(m'：№出)

一1 I-0。 (2．43)

显然， 我们的结果表明对T∈(0，叫，甲(“，乃一致收敛于
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户(“)五E{f g．口圹“”’：肚如)。至于一致收敛的意义，请见下面的定理2．5。如在(2．43)
椰

中取8(t)三万，则对于T∈(o，oo]范围内Y(“，丁)一致收敛于户@)之1一P一柳)。取
“O

。

T=00，则有(2．42)成立。

注．(2．43)式的经济涵义如下：当保险公司的初始资本很大的情形下，我们

可以用一个尾等价式去近似地代替有限时间破产概率。从而为难于计算的破产概

率找到了可行的计算方法，因为户(zf)兄E{fe唧j。舢’：’出dt)是相对容易计算的。

2．4．2破产概率的渐近等价式

在前面我们已经约定W(u，oO)=甲(“)并约定T=∞时，

E{r e一口j。5‘国’：’出出)=E{f P一口j。占‘甜’：’出a酝)。
定理2．5．在第一部分引入的经典更新模型中，如果索赔额的分布，具有正则变

化的尾，即对某一口>O，F∈亿吐，那么(2．43)成立。

在实际中，资本往往是时间r的函数。事实上，保险公司的资本会随着时间

而增长，于是一个合理的情况为：U=u(T)且当r寸00时，u(T)专00。从定理2．5

中的一致收敛性我们直接可得到下面的推论。

推论．在定理2．5中，如U=“(r)且当r—oo时，u(T)专00，那么我们有：当

丁_oo时，

帅(D刃也咿m刮P小㈦二)出出}。 (2㈣

在证明定理2．5之前，我们介绍二个引理。

引理2．5．假设随机变量{墨；咒≥1)为一独立同分布非负随机变量序列，有共同的

分布函数F∈厦。且一口>0。设随机变量列{q；，l≥1)独立于{E；刀≥l}。更进一步假

定如口<1，存在一个77(0<r／<口且a+r／<1)，满足

∑E I C．r叩<oo和ZE c．P<oo； (2．45)

如口≥1，存在一个rl>0，满足

∞ I ∞ I一

∑(EIC．P)伽<oo和∑(Ele r)卅口<oo。 (2．46)
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那么，

r∞ 、 ∞

P{E c。x．>“}～户(“)∑E e|口。 (2．47)
L n=l J n=l

证明：见Resnick and Willekens(1 991)【43】中定理2．1。

引理2．6：假设当t-->oo时，分布函数序列∽；t≥O)收敛到某一连续函数F，

那么∽；f≥0)一致收敛到，，即

lira sup Jf@)-F(u)}0。

证明：Wang et．a1(2006)1451中定理1．11对{C(功；，z=l，2，⋯)证明了本引理，对

{C；t≥o}同样可证本引理成立。

定理2．5．对o<丁<oo，前3f．(co，丁)=P—k-即’：肚‘。圳，这几厶记事件彳的示性

函数；XCT：∞，令Z(国，丁)：e—l㈨跏一如。记f时刻的资本R(f)的现值为灵(f)。于

是从(2．40)可得：对t>0，

R(t)一叫烈站砧R(f)=“+cL,t]e-k，烈雌肚dz一芝_z(叫)。
于是，时间丁之前的破产概率为

甲(“，乃=P{R(t)<oN某一r≥t>O)。

下面我们首先证明(2．42)。由Ⅳ(f)为具有参数兄的Possion过程知：索赔到达

间隔时间{吒一‘一。；疗≥l}为一独立同分布的随机变量列，其共同的分布为指数分布，

具有参数2。再注意到(2．39)和对任何p>O和q>0，E9e”p铂<1。故对T∈(O，00】

有：

妻Fr，(国，D≤艺∥芹，(co，∞)≤至酽e-a‰：羔Eqe-口PCZ：．‘勺一啊’
n=l n=l n=l n=l

=∑l兀Ee吨刚卿’I=∑∥P叫咖=
∞／，n 、叮 ∞

n=l＼j=l ／ n=l

Eqe-a厕ort
(2．48)

因而如取引理2．5中e=Z(co，D，则由上式知：对任何固定的T仨(o，o。】，引

理4．5中(2．45)和(2．46)成立。于是对任何固定的T∈(O，叫，按照引理2．5有：

对任意s>0，存在Uo>0满足对所有U>Uo，
m r∞ 、 ∞

(1一s)F@)2Ef：(co，乃≤P{∑zz(国，r)>Z／}≤(1+占)户@)∑句≯(缈，D， (2．49)

43



Ll=l子科技人学博十学何论文

注意到对任何r≥f>o，Jfi(f)>-u-Z：o。x。Z(彩，r)，于是结合(2．49)可得：对

所有U>Uo，

／，00 、 o

W(u，乃≤尸l Y．X．L，丁)>"印+s)户(“)∑昕(缈，丁)。 (2．50)
＼月=l ／ 月=l

另一方面，记

0(co)=C lo川e—lo,．vlS(m,--)d--咖．
显然， 按照 (2．39)可得： 对几乎所有样本点有，

o<o(缈)≤c L,,。)e-S。YdY=Co<∞。既然F∈亿口，于是按照正则变化尾的定义知：
存在一个五>Xo>0，满足对所有x>五，

—F(u+—Co)≥1一s． (2．51)

对任何固定的Te(o，叫，结合上式和(2．49)可得：对所有U>“。，

甲(“，乃≥P(喜鼍z(织力>C0+“对某一r≥r>。)
≥P(艺n=l以zc国，r，>c；+扰) 。2．52，＼ ／ ／，'c，’、

≥(卜占)户(“+Co)∑Ef／(oD，r)

≥(1一s)2F(“)∑zf／(a,，n

因而结合(2．50)和(2．52)有：对任何丁∈(0，00】，

W(u，D～户(“)∑E，。Ot(缈，D。 (2．53)
n=l

下面我们计算∑二。E，。of(缈，r)。因Ⅳ(f)为具有参数五的Poisson过程，因而％的

分布函数为具有参数(露一1，允)的r分布，即％具有密度函数为丽Antn-I P一。因而
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姐--E黔二藩高 ㈦㈣

护叱∥㈦触陲羔卜协}
：兄E{cre叫t。Jla(m'：)d：dtt。
I由

脚(D，即币(功兄刮p《a(m,：)a--dt}。 (2．55)

⋯lim P(“)(f(“)≥丁)_。li—m W甲(u(“,T))，=“—}∞ Ⅳ—瑚、●7If，l

E驴L¨烈郇肚q伊’习。
既然对每一个样本点，re-口j【”，J‘雌’出以为一关于T的单调增加的函数，于是W

E{广P叫【O，la(e,=)d：dt}

由关于数学期望的单调收敛定理知：—}二一—_——一为一关于r的连续分布E{广P叫to，la(m,=)d：dt}
【句 J

函数，于是按照引理2．6有(2．43)成立。

重尾分布下的破产概率，作为破产论的一个重要分支，越来越引起人们的重

视。因为它在突发性事件，如火险，风暴险和洪水险上有着很大的应用价值。本

文考虑了随机因素的影响，对衡量保险公司风险的重要指标——有限时间破产概

率进行了研究，定理2．5的结果为计算破产提供了可行的方法。然而还有很多问题

有待解决。比如尾等价式能否在更广泛的厚尾分布族上成立，需要进一步地研究。
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第三章带有投资组合的破产概率和最优投资策略

3．1 引言

第二章实际上考虑的是保险公司把承保盈余用来投资债券，债券的利率可以

是确定性的常数也可以是随机的。在这种情况下，分别得到了破产概率的上界和

渐近等价式。现在，一个新的问题正在受到越来越多的关注，即保险公司把盈余

用来购买投资组合。也就是说，允许保险公司投资风险市场，比如购买股票，股

票价格通常用几何布朗运动描述。Frolova et．a1(2002)[47】得出了这样的结论：保险

公司投资常数比例的盈余到风险资产，同时索赔服从指数分布，根据模型的参数，

破产对于任意的初始资本概率或者为1或者随着初始资本按照负幂函数衰减。

Paulsen＆Gjessing(1997)[19】和Kalashnikov&Norberg(2002)[48】把上述结果推广到

索赔额是轻尾分布的情况，同样的研究也可以参考Paulsen(1998)【49】。对于索赔额

是正则变化尾的情形，Gaier&Grandits(2002)poJ进行了分析。

既然保险公司在市场上购买投资组合，那么一个最优化问题就被自然提出，

即保险公司的最小破产概率能多小?Browne(1995)[20】首先研究了这个问题，但是

假设保险索赔过程彳(f)为布朗运动，也被称为扩散近似。在这种相对简单的模型

下，最优的投资策略为投资风险资产的数量恒为常数，简称常数投资策略。最小

破产概率可以由指数方程解出。Hipp&Plum(2000)[21】研究了更加一般的问题，即

用复合泊松过程描述索赔过程。风险资产价格过程用几何布朗运动描述。得到了

最大的生存概率(survival probability)的Hamilton．Jacobi—Belman(HJB)方程。

这个方程是一个二阶偏微分方程，相对比较难解。Hipp&Plum(2000)Ⅲj给出了一

个特别的例子，索赔额服从指数分布，方程可以找到解析解。值得注意的是，在

这个例子里，解做为一个指数方程随着初始资本递减，但是递减速度要大于没有

投资的经典Lundberg指数，也就是调节系数。

Gaier et．a1(2003)阱】指出在轻尾的索赔下，保险公司的最小破产概率存在着上

界和下界，可以用指数函数表示，该上界要比没有投资的破产概率的Lundberg上

界小。而且，给出了一个惊人的结果，渐近最优的投资策略是常数投资策略，而

且该投资策略可以被精确计算出来。对于索赔额是重尾分布，特别是正则变化尾

分布族的时候，Gaier&Grandits(2002)[sl】指出，最小破产概率同样是关于初始资本
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的J下则变化函数。Gaier et．a1(2003)[22J的讨论中，总是把无风险利率假设为0，实际

上这与现实不符，这样假设的原因是为了绕开总资产过程非平稳的难题，本文在

下一节解决了这样一个问题，推广了Gaier et．a1(2003)[22】的结果。

本章的结构如下，第2节，首先介绍投资组合理论的基础知识，在全部资产

分别投资于股票市场和无风险债券的情形下，研究了保险公司的最终破产概率和

组合投资策略。假设风险投资现值为常数族，利用鞅方法得到了最终破产概率的

指数型上界，并且解出了最优组合投资策略；第3节考虑一个保险总公司下面有

两个子公司，两个子公司分别由不同的承保盈余过程刻画。该模型称为二元保险

风险模型，给出了该模型下破产概率的指数型上界。在此基础上，本文讨论了保

险公司的投资问题：即两个子公司投资于不同的市场，或者同一市场的两种不同

的风险证券，两个子公司如何安排合理的投资策略可以使总公司的破产风险最小；

第4节针对几何布朗运动模型刻画风险资产的不足，选择指数L6w对风险资产进

行建模，得到了渐进最优的投资策略；最后一节在股票价格服从指数L6vy过程的

假设下，得到了保险公司的最优混合投资策略，该投资策略限制在一个固定的

Value．at．Risk水平下，可以使投资组合期望收益最大。

3．2组合投资下破产概率和最优投资策略

3．2．1投资组合理论简介

大约40年来，现代投资组合理论(modem portfolio theory)，一直作为最重要

的投资组合管理的工具被金融机构广泛应用。用一句话说，现代投资组合理论可

以被描述成一系列的可以量化的方法，该方法可以被设计用来帮助投资者找到最

优的交易策略，该交易策略限制在给定的投资组合的风险上，同时可以使投资组

合的期望回报最高。对该问题和方法的最早研究的是Markowitz(1959)[52J，相应的

工作使得其获得1990年的Nobd经济学奖。风险资产的风险是非常难以度量的，

为了方便起见，他把风险定义为投资组合收益的方差。直到今天，均值．方差投资

组合最优化的结果还在银行的风险部门中广泛应用。因为该方法并不深奥，是建

立在随机数学的基础知识上。

最普遍的随机模型用来描述金融投资组合的发展的就是经典的Black．scholes

模型，在这个模型里，投资者有机会投资无风险资产，比如无风险债券，同时可

以投资风险资产，比如股票。同时要满足以下假设。
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1．股票的价格过程服从几何布朗运动，同时债券的利率为确定性的常数。

2．投资组合是自融资的，即投资者在每一期把上一期的资产用来安排投资，

在此过程中不消费同时没有外部资本注入。

3．投资者的投资策略为混合投资策略，即在每一个时刻，投资者持有总资产

的常数比例的股票，剩下的为债券。

4．卖空是被禁止的。

显然，风险资产的期望投资收益要高于债券的投资收益，所以投资者必须要

在高风险高回报的风险资产和低回报的无风险资产之间选择最优的交易策略。最

优化还要根据一些风险厌恶准则。一个经典的风险厌恶准则就是设置一个投资组

合方差的上界，比如Kom(1997)[53】，那么投资者可以找到一个投资策略在该风险

约束下最大化投资组合的期望收益。另外一种常用的准则就是在当今风险管理中

盛行的下方风险度量一Value．at-Risk，参考Fishbum(1991)[54】。本章的第5节将对这

种模型展开讨论。

3．2．2带有投资组合的破产模型

经典的风险模型不考虑保险公司的风险投资，实际上国外的保险基金往往大

规模地在市场上进行风险投资，获得风险收益。现代保险公司的经营业务一般包

含两个方面，一方面是保险业务，其是拓宽资金来源的重要渠道；另一方面是投

资业务，是保险公司的主要盈利途径。目前我国保险公司投资渠道主要有银行存

款，债券以及证券投资基金。如何加强保险公司的风险控制能力，成为提高保险

公司竞争力的关键所在。2001年之后，中国加入WTO，将会有更多的外国的保险

公司进军中国市场，从而保险市场将逐步和国际接轨，中国的保险公司将与国际

保险行业在同一环境中竞争与发展。2004年，保监会与证监会联合发布《保险机

构投资者股票投资管理暂行办法》，意味着保险资金可以合法地直接投资股市。自

2005以来，保险公司入市的热情不断上升，保监会不断提高入市资金的比例。而

最近中小保险公司入市也提到了日程上。于是自然提出了这样的问题：如果保险

公司把其盈余的一部分投资到风险资产，余下的部分投资到无风险债券，应该选

择怎样的投资策略，在这种投资策略下破产的风险为多少?这一节的研究力图回

答以上问题。

首先对保险公司的承保盈余过程用经典方法进行建模：考虑索赔到达个数为

一个强度为五的齐次Poisson过程，记为N=(Ⅳ(f))，如，则保险公司的承保盈余过
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程为R(t，U)司表不成：

R(t，甜)=“+ct一∑以， (3．1)

其中，U≥0为保险公司的初始资本金，C∈R是单位时间保费收入，第刀次的

索赔额Z，刀=1，2，．．．构成一非负独立同分稚随机变量序列且与非负随机变量X同

分布，其分布函数为E(x)，而第r／一1次和第，1次索赔时间之间的间隔为

f。，以=1，2，．．．，构成另一相互独立的非负随机变量序列且具有相同的指数分布函数，

其密度函数为恐～，t≥o。记Z=∑rk为第，z次索赔到达的时间，规定不=o。进

一步假设{咒)蹦与Ⅳ独立。那么上述模型(3．1)就是经典的Sparre Andersen模型。

下面对经典的模型进行推广。假设保险公司允许投资股票或者是市场指数，

S(f)表示股票的价格过程，用几何布朗运动描述：

dS(t)=S(t)(adt+bdW(t))， (3．2)

常数a为漂移率，b为扩散系数。W(t)为标准布朗运动，与盈余过程R(t，U)独立。

过程R(t，x)和s(t)生成的口一代数流记为厂=(Z)，加。

如果在时刻t，保险公司拥有资产U8(f)三U8(f，石，K)，投资K(t)份额的资金到

股票市场，余下的％(f)一K(t)投资到无风险债券，其利率为常数万>0。当万>0时，

Gaieret．ai(2003)[22】没有详细的讨论，只是给出了一个关于盈余过程的微分方程式，

即保险公司的盈余过程％(f)满足的随机微分方程为：

d％O)=(ce毋+(万(％(f)一KO))+口KO)))出+bK(t)dW(t)一e历又．Ⅳ(，)dN(t)。(3．3)

如果定义盈余的折现值(按固定利率万折现)过程为

％(力暑％(f，U，K)全e。‘％(f，U，K)，

则有

dV万(t)=e一所((cP新+(a-8)K(t))dt+bK(t)dW(t)一P所j，Ⅳ“)矗Ⅳ(f))。(3．4)

事实上，(3．3)和(3．4)是不合理的。既然c为瞬时的保费收入，并不是初始

时刻收的保费，于是在It，f+出】时间段内，线性收益的瞬间增量应该为cdt，而非

ce由dt。同理(3．3)中的扩“(f)dN(t)应该为瓦∽dN(t)。另一方面，如果(3．4)

成立，两边积分可得：

K(f)=u+ct-兰五+。一万)fK。弦一西出+6fK。)P一如drr(s)。

如果保险公司不在风险市场上投资，也就是说把所有的盈余购买无风险债券，
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即令上式中K(f)--0，得到的式子为Va(t)=u+ct-∑五，与利率无关，这显然与
i=l

实际情况不符， 也与以往关于无风险投资的模型不符合，如文献Cai&

Dickson(2003)[42】的模型。综上，合理的模型应该是：

dUs0)=(c+(万(U60)一KO))+口．KO)))出+bK(t)dW(t)-XⅣ⋯dN(t)。 (3．3’)

而折现值过程为VAt)三％(f，U，K)全e-8'UJ(t，U，K)。于是我们有：

dYs(t)=e-&((c+(口-8)K(t))dt+bK(t)dW(t)-Xmt)dN(t))。 (3．4’)

由K(0)=U，对(3．4’)积分得：

Vs(tm+cP出一警V～(口卅f邵矿出出+6￡邵矿出例m(3．5)
为了接下来叙述的方便，定义彳(f)全∑以P一矾。令(3．5)式中K(f)=-0，就

n=l

与Cai&Dickson(2003)[421的模型一致。事实上，模型(3．5)是各种经典模型的推

广，具体的阐述在后文给出。

K记为可行策略的集合，定义为：

K全{K=(K(f))，功：K可测适应于厂，尸([K2(S)e-2aSd$<oo)，t∈[o，oo))，(3．6)

实际上足∈K是随机积分[K,e-占'dW(s)存在的充分必要条件。

Browne(1995)t201以及Gaier et．a1(2003)[冽在无利率的情况下，针对不同的盈余

过程都得到了最优投资策略为常数投资策略的结果。事实上，风险投资带来较好

的收益同时也带来较大的投资风险，而无风险投资带来稳定的但较小的收益。于

是风险投资和无风险投资的组合投资策略才可能成为最佳投资策略。本节考虑了

这样的组合问题。

以下都考虑风险投资折现值为常数的情形，即K(t)e嘶羞k，k为常数，显然

K∈K。

由于布朗运动∥(f)具有平稳独立增量。由Brekelmans&Waegenaere(1991)[12】

中的引理4可知过程x(t)具有独立增量，而且A(t)一x(s)与e-SS[x(t-s)】有相同的

分布。因此，％(f)满足以下的式子，

vat)=％(J)+c[e一缸du一[么(f)一il(s)】+(a-6)k(t-s)+bk[W(t)-W(s)】
J I (3．7)

=VAs)+c[P一却du—e一西【彳(f—s)】+(口一万)尼。一s)+挑矽。一s)，
d

其中，=表示依分布相等。与(3．7)相似的表示方法出现在Sundt&Teugels(1995)
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f16】以及Cai&Dickson(2003)[42】的无风险投资模型中。下面给出保险公司破产概率

的定义：

W(u，K)=P{V6(t，U，K)<o’对于某个t≥0)， (3．8)

定义破产时间为T(u，K)垒inf{t：Vs(t，“，K)<0)，以后简记为丁。破产概率还可

以表示为：W(u，K)=P(T<00)。接下来定义最小破产概率为：

甲’(“)=i触nf甲(u，K)。

假设索赔额的矩母函数存在，记为Mr(，．)=E[e饼】。定义函数h：R+专R，

h(O)=0，h(r)=MⅣ(厂)一1，满足经典的假设，即存在一个名∈(0，oO】，当，．<名时，

有Mz(，．)<oo，以及lim蚝(，．)=∞。

3．2．3带有投资组合的破产概率的上界

如果令模型(3．5)中的占=0，同时K(t)兰0，就得到了经典的SparreAndersen

模型，根据Asmusse(2000)[361，在这里一般假设要满足安全负荷条件，即c>五研X】，

否则破产概率必然为1。在这种假设下破产概率的Lundberg上界为e一，其中，．是

方程2h(r)=cr的正数解，被称为破产概率的调节系数。如果令模型(3．5)中

K(t)---0，则(3．5)式变成Cai&Dickson(2003)【蚓的模型；如果模型(3．5)中万=0，

就得到了Gaier et．a1(2003)122]中的模型，在这种情况下最小破产概率满足

Y‘(甜)≤Ce””，其中0<，．+<名是下面方程的唯一正数解：

似，)-c，+砉。 (3．9)

本文的模型与Gaier et．a1(2003)【22】中的模型不同，对于任意的，．>0，过程

exp{一，．K O))不再是鞅过程(参见Brekelmans&Waegenaere(2001)【55】)。但是，我

们可以找到一个常数，．。>0，使得exp{一，‘Va(t))为一上鞅。该方法与第二章中第三

节中的方法类似，因此应用经典的破产理论中的鞅证明方法，我们可以得到最小

破产概率的指数型上界。

首先给出两条重要引理：

引理3．1对于任意的，．>o，NN,过INA(t)-∑五P一矾的矩母函数为

Ee哪’=exp(2 fh(re嘞)幽)。 (3．10)

证：因为在给定N(t)=刀的条件下，(互，．．．，乙)的联合分布函数与"个取值于
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(O，f】上的均匀分布的次序统计量同分布，又因为{以)蒯是独立同分布的随机序列，

我们可以得到：

E[exp(r!E]X．e一矾)lⅣ(f)=n]=E[exp(r∑．X,e一硼’)】， (3．11)

其中U，址，．．．，玑为n个独立同分布且服从均匀分布的随机变量。有了(3．11)，

我们可以计算Ee硼’如下：

研exp(，．∑以e弗‘)】= E[exp(r∑X,e巧瓦)IⅣ(f)=胛】P(Ⅳ(f)=刀)

=喜哼f研erXe-南】幽】“P(Ⅳ(r)=，z)=喜[；fMz(陀刁“)如]”P(Ⅳ(r)=玎)
=exp(2f叫Mf(re一)au一1])=exp(2fh(re嘞)如)。

这样，引理得证。

p一占)2
舻

图3．1函数G(r)的图像

引理3．2假设安全负荷条件满足，即C>见题朋，那么存在唯一的0<，．+<气满

足方程；

G(，．)全舭(，．)一c，=1(a-厂8)2。 (3．12)

证明：首先考虑函数G(r)的性质：G’(O)=AE(X)一c<0，容易验证G(r)为凸

函数，因为G。(，)≥0。由图3．1知，方程(3．12)存在唯一正解。证明完毕。

有了以上两个引理，我们可以得到如下的引理3．3。

引理3．3，．’为方程(3．12)的唯一解，且给定风险投资份额K‘(f)，满足

K‘o)P一：k-笔善。同时安全负荷条件满足，即c>旯研x】，则过程
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exp{一，．+G(t，“，K+(f)))为关于仃·代数流厂的上鞅。

证明：首先对于任意的0≤J≤t，由(3．7)式得到

E[exp{-r+％(f，“，K’(f)))I互】

=P—r’唯(跗，∥(5))E[exp{r‘e一如[彳O—J)】

一，。c fP一却dv一(口一万)打’(f—s)一bkr+W(t—J))l互]

=8一，’％(j汕足‘(5’’E[exp{r‘e一出[么O—s)]

一，‘c fP一却咖一(口一8)kr‘(f—J)一bkr’w(t—J))】。

由引理3．1，我们可得

Eexp{r*e-如[A(t-s)])=eXp(无p(r‘e叫帅’)du)=exp(2 f h(r'e-6")du)。

易知，Eexp{一撕‘形O—s))=exp(1b2后2，-’20—s))。又知道，尼=字a-78，因此
我们可以计算出

E[exp{r’e一如【so—s)卜，．‘c fP一如du一(口一8)k,-’o—s)一bkr‘w(t—s)>】

=exp{f[兄Jiz(，．‘P嘞)一c，‘e嘞]也一(a一万)矿(f—s)+专62后2r'2(f—s))

=exp{G∥e也肛簪(㈣。
由图3．1可以看出，r*e嘞≤，．‘，可得G(，．‘e嘞)≤G(r‘)，于是由引理3．2和方

程(3．12)得

exp{G∥e嘞抄譬(删≤酬G∥)一譬№叫)_l。
综上可得

E[exp{一，．‘Va(t，“，K‘(f)))I互]<exp{-r‘％(s，U，K‘(s)))。

因此过程eXp{一，‘Va(t，甜，K+(，)))为关于仃·代数流厂的上鞅a

注3．1从图3．1看出，方程(12)式右边的常数越大，方程的解随之也越大。

七：五a-了6实际上就是使二次型一去62k2，-+2+(口一万)鼢‘达到最大的点。
D厂 Z

事实上，引理3．3中给出的，‘就是破产概率的调节系数。下面给出本节的主要

定理。
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定理3．1设引理3．3的条件满足，则最小破产概率甲+(“)≤e”“，其中0<，’<乙

是方程(3．12)的唯一的解。

证明：为了证明的方便，我们定义M(t，U，K。，，+)叁exp{一，‘vat，“，K+(f)))。根据

引理3．2，M(t，U，K‘，，．‘)为关于盯．代数流厂的上鞅，其关于破产时间r的停止过程

M(f^T，U，K’，，．’)同样是上鞅。因此，对于t≥0，由于M(t，U，K’，，．’)总是非负，于

是我们有

e⋯“M(0，U，K+，，+)≥E[M(t AT，U，K‘，，．‘)】

=E[M(tAT，甜，F，，+)Ilr,。1]+E[M(tAT，U，F，，．‘)如甜l】

=E[M(T，“，F，，．‘)％q}]+研M(f，H，F，，．+)％a；】

≥E[M(T，比，∥，，．’)IIr<,i】，

根据单调收敛定理有， ；州imE[M(T,u,∥，，．+)如q}】=研M(r，“，K’，，．‘)，队。)]。

因此， 由破产时刻盈余总为负值，也就是M(T，石，K+，，．+)≥l，有

e_厂“≥E[M(r，“，K‘，，‘)fr<∞]研T<oo]≥研r<oo】。

综上可得，对于采取投资策略K‘(f)：ja-_d矿时，其破产概率的指数型上界为
D r

e一^，当然也有最小破产概率满足甲‘(“)≤e-，“。定理得证。

注3．2如果定理3．1中取万=0，那么投资策略就是K+(f)=去，，-+为方程(3．9)
b’，．

的解。这样就和Gaier et．a1(2003)t冽中的结果一致，从而推广了Gaier et．a1(2003)[22】
的结果。

一 置

注3．3由于投资到风险资产部分的折现值为k=％；，如果口>万，即股票漂
D’，

移率高于固定利率，投资为正，而且a越大，风险投资越多。如果a<万，股票漂
移率低于固定利率，保险公司会选择卖空。如果a=万，可以不投资。

下面给出一个具体的算例，比较一下本文得出的调节系数，‘与

Cai&Dickson(2003)【42】的无风险投资模型得出的调节系数(记为声)。

例我们令C=110，五=100，五=b=l，a=0．6。索赔额X分布为指数分布，

分布函数为E(曲=1一P一肚，z≥0，这里我们取∥=l，当固定利率万取O．05时，下

面的表3．1给出了具体的数值结果。

表3．1上界的比较

初始值“ 上界l 上界2

10 0．3574 0．4028
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20 O．1227 O．1623

30 0．0456 0．0654

40 0．0163 0．0263

50 0．0085 0．0106

表中的上界l是本文的结果计算出来的上界，上界2是Cai&Dickson(2003)【42】

的无风险投资模型得出的上界。从上表可以看出，本文可以得到比

Cai&Dickson(2003)‘42】更大的调节系数。

本节讨论了无风险利率不为零的情况下更加一般的模型，即保险公司投资一

部分资金到股票市场，而余下的资金购买无风险债券，得到了一个风险投资折现
^ 又

值为固定常数k=≤；的投资策略，其中，’为调节系数，可以通过方程(3．12)唯一
D‘，．

地解出，并在这种策略下，得到了破产概率的调节系数和Lundberg上界。由注3．1
^ 譬

知：k=jUm_q．．I为所有风险投资折现值为固定常数的策略中，使得破产概率上界最
6‘，．

小的策略。在下一节，继续推广本节的结果到二维的情形。

3．3 二元风险模型下的保险公司最优投资策略

3．3．1 二元风险模型简介

在该节延续上一节的问题讨论更加一般的情况，即考虑一个保险总公司下面

有两个子公司，两个子公司分别由不同的承保盈余过程刻画。该模型称为二元保

险风险模型，最早由Ambagaspitiya(1998)[56】提出。Li et．a1(2007)[57】考虑了带有随

机扰动项的二元保险风险模型，给出了该模型下破产概率的指数型上界。在此基

础上，本文讨论了保险公司的投资决策问题：即两个子公司投资于不同的市场，

或者同一市场的两种不同的风险证券。两个子公司如何安排合理的投资策略可以

使总公司的破产风险最小。下一部分给出本文的理论模型和假设。

首先给出不带有投资的二元保险风险模型，即二元承保盈余过程

尺(f)=(置(力，足(f))7如下：

(乏暑]=(芝]+r(芝)一罢(乏)’ t≥0。 (3．13)

其中，置(f)=(五。，x2，)r，i=l，2，．．．．，表示索赔向量列。墨；表示第一个子公司
第i次索赔额的大小，五，表示第二个子公司第i次索赔额的大小。两个子公司的索
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赔到达过程服从同一个参数为A的泊松过程{Ⅳ(f)，t≥O)，该假设描述了一次灾难

事件的发生导致大于～种索赔要求的情形。下面给出一个典型的例子：一次交通

意外可能导致车辆损坏之外(机动车保险)还有可能导致人身伤害(人身伤害保

险)。同样的现象还出现在自然灾害保险之中，详细解释参考Chan et．a1(2003)[58】。

面=(“，，“：)7’表示初始资本金向量。弓=(c。，C，)r表示瞬时保费收入向量。显然，向量

X，(f)，历，云都是非负的。模型(3．13)可以简化为：

Ⅳ(f)

豆(f)=历+店一∑置，t>0。 (3．14)
i=1

接下来，我们采用Gaier et．a1(2003)[22】在一元模型中的处理方法把投资问题嵌

入到模型(3．13)中。考虑两个风险资产价格过程{St(t)，t≥0)和{Sl(t)，t≥0)，其构

成了风险价格过程向量雪(f)=(墨(f)，&(f))7’。服从二维几何布朗运动，即

d㈤=出㈤+(珊]， t≥0。 (3．15)

定义W(t)=(吸(f)，嘭(f))。rr(t)服从二维标准布朗运动，其相关系数为

P“一1，1】。如果在时刻t，第J家子公司拥有资产u如)兰U(t，Uj，K，)，／=1，2。投

资K如)份额的资金购买风险资产s，，余下的u『(f)一Kj(f)投资到利率为万的无风

险债券，本文假设万=0(无风险利率等于通货膨胀率)。这样，我们有：

％(f，Uj，巧)2 B(f)+上≤嵩蚂(s)
～小吖

(3．15)

2U．i+cjt一∑xji+ILlj kKj∽dt+oj kKjts)dWj(t)，j=1，20

模型(3．15)是一个一元模型，Gaier et．a1(2003)【221针对这种模型得到了这样一

个结果：即常数投资策略可以使保险公司的破产概率的上界最小。本文考虑两个

保险子公司都采用常数投资策略，即K(t)=(K。(f)，如(f))兰(墨，恕)，kl，哎为常数。

这样我们得到二元总资产模型： j

8(t)---嘶叫黝制+tL(⋯q+／a*k圹1)!i=l＼"，tr2i)+(端)一舶，
我们给出如下的模型假设：

· {置，i=1，2⋯)是独立随机向量列，且与置同分布。
· {五，i=1,2⋯)，{Ⅳ(f)，f≥0)与爷(f)，t≥O)之间相互独立。

· 置的联合概率分布函数为F(xt，吃)，边际分布函数为E(五)，互(五)。



第三章带有投资组合的破产概率和最优投资策略

·假设“k。≥0，鸬红≥0。该假设是一个合理的假设，意思是股票漂移率为

『F，投资为『F，漂移率为负，策略为卖空。

下面给出两个向量比较大小的定义：对于两个向量i=(z。，x2)7’和歹=(y。，Y：)7’，

贾≤歹当且仅当五≤Y。，乇≤Y：。有了两个向量比较之后，我们可以定义破产时间

和破产概率如下：

‰。=inf{t>0：u(t)<0)=inf{t>0：max(U,(f)，％(f))<o)。 (3．17)

‰。为首次两个子公司的总资产都为负的事件，在一个固定时刻丁之前破产概

率定义为：

y(厅，丁)=P(f一≤T)。
(3．18)

最终破产概率为沙(面)=P(‰<oO)。
注3．4．除了‰之外，还有一些重要的破产时间。如

Z'mia=inf{t>0：min{gl(f)，恐(f))<0)；

和

‰=inf{t>0：Rl(f)+恐(f)<O)。
对于以上两种破产时间，同样可以定义二元模型下的破产概率。但是和％妯相

比，气。是更加危险的破产时间。实际上，在时刻‰，保险总公司不一定出现赤
字，因为只是一个子公司破产。而如果用t。定义破产概率，其研究和一维的情况

没有区别。

注3．5．由模型假定知，五，和五，、Wl(t)和彬(f)不一定独立，还有(3．18)式

定义出的破产概率形式，所以本文并不是一维模型的平凡推广。而多于二元的模

型只是本文模型的平凡推广。

3．3．2最优投资策略

在这一部分，本文针对常数投资策略，首先给出破产概率的指数型上界，然

后求出最优的投资比例霞+=(磁，碍)，霞’可以使得破产概率的指数型上界最小。

令云=(口，，a：)=(EXl。，EX2。)为置的均值向量，且满足安全负荷条件(safety

loading condition)石>肠。为了后面的叙述方面，我们给出如下定义：

·m(sl，s2)=E[exP{SlXIl+岛五2)】；

f(sl，屯)=A[m(sl，是)一1]-(q+／％kt)sI一(c2+鸬也)岛
● 1

+寺[盯；砰s；+2po'lklk2cr2s。＆+盯：磅J：】；
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·s?=sup{sl：m(sI，o)<oo)，5：=sup{s2：m(0，s2)<o。)；
· Go={(‘，是)：sI≥0，J2≥O，m(sl，s2)<∞)＼(O，0)。

厂={正，f≥0)表示由总资产过程{痧(f)，t≥0)生成的滤波流。在给出主要结果

之前，首先给出几个引理。

引理3·4·令s?>o，s：>o，假设sup(斗z)EG0 f(s。，s：)>o。那么以下结论成立。

(a)方程厂(‘，S2)=O在Go上有解；

(b)给定，≥0，方程厂(_，Is。)=O存在唯一解。如果s。=y>0是方程厂(s。，ls；)=0

的解，那么当sI>1，时，f(sl，IsI)>0；当0<sI<1，时，f(sl，Isl)<0。

证明：(a)给定，≥0，令屯=isl。有

—df_(S_l,一lSi)：旯E【(slxtt+厶．墨：)exp{s。Xl。+厶。墨：)卜(cl+肛毛)
as．

。。

一(c2+鸬如)z+砰砰sI+2lpkl红qcr2sl+z2呸2霹墨。

因此

掣Ist=0=--(CI+”钏叫”如鸬砒z)<o。(3．19)
(3．19)中的不等式用到了安全负荷条件。(3．19)式说明f(s。，ls。)<f(O，0)=0，

当_处于j-=O的右边邻域。根据Z的任意性以及条件sup(卵冀)EG。f(s。，J：)>0，(a)

成立。

(b)对于每一个sI>0，Z≥0，有

名产“球墨+蚶】+[毛q一％酊>0。 (3．20)

(3．20)式说明f(s。，Is。)是一个严格凸函数，又根据(a)式，显然有(b)成立。

接下来在总资产过程{护(f)，t≥0)的基础上构造一个鞅过程。这和一维的情况

类似，该鞅过程是对破产概率建立指数型上界的核心工具。

引理3．5．定义过程M(口(f))垒exp{q．Ut(t)一s：U：(t)-f(s。，s2))，t>O。则对于

(JI，J2)∈Go，M(U(f))是厂一鞅过程。

证明：因为(Ⅳ(f)，t≥0}是一个时齐的Poisson过程，布朗运动具有平稳独立增

量性，对于任意的t，h≥0，有
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E[exp{一Sl(ulO+h)一U。(f))一s2(U2(f+h)一％(f))}]

=exp{-sl(cl+尼l“)^一s2(c2+七2鸬)Jlz)×exp{Am(sI，S2)办一2h)

×eXp{兰[盯≯；si+2阳毛也％叩：+仃：霹s；】五)
=exp{f(st，J2)^)。

由上式可以继续计算：

研M(U(f+五))I Z】

=E[exp{-s,(U(f+Jiz))--S2(％(f+办))一f(sI，S2)(‘+Jlz))I互】(3．21)
=exp{一毛U(f)一S2％(f)一f(sl，是)f)

=M(痧(f))。

(3．21)式成立说明引理3．5的结论得证。

有了上面两个引理之后，如果两个子公司分别以常数策略投资股票市场，下

面的定理给出破产概率的指数型上界。

定理3．2．如果令s?>o，s：>o，假设sup(，f，鸢)EG0 f(s。，s：)>0。那么

y(动<hi以n)∈fAoexp{-stu,-s2u2}。
(3·22)

其中Ao={(J。，是)∈Go f(s。，是)=0)。

证明：根据Shreve《1997)is9]，可以构造一个新的滤波流夕，

似(痧(f))，t≥0)分别是关于夕的停时和鞅过程。根据引理3．5，有

exp{-slUl一82U2)=E[M(U(0))】=E[M(u(f))】

≥E瞰(U(f))J{‰盈}】

=E【E【M(u(f))I歹0】J(‰立}】

=E[M(U(Tm。))}彳。。≤f]P(‘。。≤f)。

使得‰和

(3．23)

因为对于任意的(_，s：)∈Go，exp{s。U(‰)+岛％(‰)>≤1。(3．23)可以写成

以‰≤f)

至exp{飞-s,u．I-,s2u2}E[exp帅{$1UI('rn儿mx)"[-exp{U-s2u2}E[exp 翥誊trl’_k川。纠(3．24)≤
一sI l 矿(墨，J1)t。。)lf一≤】

、。‘。“

≤exp{一JlUl—S2U2)sup exp{f(sl，s1)^)。

定义集合△一皇{(墨，岛)∈Go l八墨，s2)<01和△+叁{(Jl，s2)∈Go I f(st，s2)>O)。如

果(s。，s2)∈A+，(3．24)式中令f—oO，左边趋近于oo，这对于破产概率的上界是无
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意义的。下面只需要考虑(s。，S：)∈A—UAo，这样，有

尸(‰。≤f)≤exp{一sIUI一$2u2}E[exp{slUI(‰。)+s2％(f。。)+厂(sI，sI)r。，)I『m。≤t】

≤exp{一SIUI—S2U2}E[exp{f(sI，S2)f。。)l f，。≤t]

≤(怕i刚nf∥exp{--$1Ul--S2U2)。
(3．25)

根据引理3．4(a)，Ao是非空集合。又根据引理3．4(b)，(3．25)右边上界的最小

值在△0达到。所以

P(rm。≤f)≤．i，如n)Ef△0exp{-sI“I一$2U2}(st
。

，黾JE△。

最后令t专oo，可得(3．21)成立。定理3．2得证。

定理3．2给出了，采取常数投资策略时破产概率的指数型上界，以下考虑怎样

得到最优的常数投资策略，即kj，《究竟为多少时，破产概率的上界最小。该问

题可以转化成一个优化问题：

鼍警_％+S2U2(3．26)
J．六f(sJ，s2)=0。

(3．26)是一个非线性规划，构造拉格朗日函数如下：

L(kl，也，r1)=SiUl+J2U2+rlf(sl，S2)。 (3．27)

r／为拉格朗日乘子，为根据拉格朗日乘数法，可以得到优化问题(3．26)的解：

卜篇降篇。
这样本文就得到了可以使破产概率上界最小的投资策略(砰，磅)。

在该部分针对第三部分的结果给出具体的算例。假设索赔额向量服从双变量

的Farlie．Gumbel．Morgenstem分布。对于这种分布，详细地介绍参考Kotz(2000)

[60l，该分布的一般形式为：

F(‘，屯)=互(五)E(t)(1+口互(五)五(恐))， 一oO<XI,屯<oO， (3．28)

这里互(x。)=1一露(五)，E(恐)=1一丘(吃)分：PeF(x1，而)边际分布，口∈[o，1】。

假设互，E分别服从参数为丑--a。-1=o．1，五=丐1=o．5指数分布。可以计算出：
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，，z“砧2器+鬲‰
一—三嘲五 2嵋五
一------—----—·-—---．·—------：-—--J}．．．--．------一一．------．—------------—．—--!．．．．二}．-．．．-——--．．一

(2^一s。)(五一J：) (丑一而)(2五一．％)。

由以上的讨论可以知道，在二元模型下，如果一个保险公司的两个子公司分

别在有风险的市场上进行投资，给出了破产概率的指数型上界，这样可以有效地

控制保险公司的风险。在此基础上，给出了最优的常数投资策略，该策略可以使

破产概率的上界最小。以上两节讨论了保险公司购买投资组合时，怎样合理地安

排投资策略，以及最终破产概率的估计。其中一个重要的假设就是，风险资产的

价格过程服从几何布朗运动。但是，在现实中，这样建模是否合理，有待于进一

步地讨论。

3．4 L6vy风险下的保险公司最优投资策略

前面两节讨论保险公司的投资问题都是用几何布朗运动去描述风险资产的价

格过程。这里存在着一个重要的问题，就是几何布朗运动是否合理地描述了风险

资产的价格过程。众所周知，股票价格服从几何布朗运动的一个最重要的假设就

是股票的对数收益率服从正态分布。近年来，许多关于股票市场的实证结果表明，

股票价格的对数收益率显示出很多和正态分布假设不符的性质，比如有偏而且厚

尾的特征。事实上，对于真实数据拟合出的经验分布是有很高的峰度的，也就是

说，真实分布相对正态分布来说有更多的数值接近均值，可以参考

Eberlein&Keller(1995)[61】中的结果。换句话说，股票价格存在一些突然的向上或向

下的跳跃，这显然是几何布朗运动所不能描述的。

解决上述提出问题的方式就是改进模型，接下来本文用更加一般的模型指数

L6vy过程对风险市场进行建模，而恰好L6vy是带有跳跃的随机过程，Kliippelberg

&Kostadinova(2007)[62】在L6vy风险环境下，讨论了自融资的常数混合投资策略类

下的最优投资问题。本文假设股票价格服从指数L6vy过程，在对投资策略类没有

限制的情况下，讨论了最优投资问题。得到了渐近最优投资策略恒为常数的结果，

并且在这种常数投资策略下，保险公司的破产概率具有指数型上界。这种常数投

资策略可以被解析计算。并且可以证明，该策略是渐近最优的投资策略。

6l
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3．4．1 L6vy风险建模

我们在概率空间(Q，户，P)上进行讨论，首先对保险公司的承保盈余过程用经

典方法进行建模：考虑索赔到达个数为一个强度为允的齐次Poisson过程，记为

Ⅳ=(Ⅳ(f))，卸，则保险公司的承保盈余过程为g(t，U)可表示成：

R(t，“)=U+Ct-∑以， (3．29)

其中，“≥0为保险公司的初始资本金，c∈R是单位时间保费收入，第咒次的

索赔额五，n=1，2，．．．构成一个非负独立同分布随机变量序列且与非负随机变量X

同分布，其分布函数为足(x)，进一步假设{托)蒯与Ⅳ独立。

接下来假设保险公司同时投资股票市场，股票价格s(f)服从指数L6vy过程

s(t)=矿‘¨，t≥0。 (3．30)

￡(f)是L6vy过程，其特征三元组为(7，盯2，y)。甲是L6W过程￡(f)的特征指

数，E[e觇‘‘’】=e岬‘“，s∈R。根据L6vy-Khintchine公式，有

甲(s)=／sy-￡2 J2+e(e／SX一1一M槲1少(出)。 (3．31)

其中，㈤是集合彳的示性函数，y为定义在取＼{0)上的L6vy测度，并且满足

y({o))=0以及C(x2^1)v(dx)<oo。对(3．30)应用半鞅的肠公式，有

dS(t)=S(t一)(班(f)+兰-dt+P址“’一1一AL(t))， (3．32)

这里，对于CO∈Q，世(f，缈)=从f，缈)一L(t一，国)表示过程￡在时刻t的跳跃幅度。

进一步，我们假设股票价格S(f)和保险公司的承保盈余过程R(t，U)相互独立。

厂=(Z)，加表示过程R(f，U)和s(f)生成的信息流。如果在时刻f，保险公司拥有资

产U(f)，投资K(t)的资金到股票市场，余下的U(t)一K(t)投资到无风险债券，为

简化模型，假设其利率为零。这样，保险公司的投资构成了由风险部分和无风险

部分组成的投资组合(K(f)，U(f)一K(f))。保险公司的盈余过程U(f)满足：

№㈤⋯加善t+f+挣∽
咄(f，甜)+LKo一矽(三o)+等凼+eAq')-1-AL(J)) (3．33)

=：R(t，U)+【K(s一为匕(s)。
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根据Goll&Kallsen(2000)[631中引理A8，我们可以知道过程三(f)也是一个L6vy

过程，其特征三元组(夕，子2，伊)可以表示为：

尹=7+譬+e((ex-1)i㈣Islj-x／㈣圳砂(出)
子2：仃2 (3．34)

伊(彳)=l，(缸∈R：矿一1∈椰)，么为任意的Borel集。

三的特征指数记为单。有时候我们用Laplace指数研究L6vy过程更加方便，

如果过程￡和三的Laplace指数存在，分别表示为e(y)='e(iy)=logE[e一皿¨’】和

驴(y)=中(纱)=logE[e一岿‘1)】。根据(3．34)式，我们得到：

则=一y尹+等y2+fi(e-yx-l+yxI叫钏p(dx)

=一y[y+￡2+e((矿一1)，孵㈣一材郴t}砂(出卅了O．2 y2 (3．35)

+．[二(exp{一y(矿一1))一1+y(矿一1)I眇I闰}少(出)●—∞ lr‘一，

=一yy—y了0-2 4-等y2+e(exp{一y(ex m1)}-1)v(dx)+e州㈣}y(出)。

K记为可行策略的集合，定义为：

K全{K=(K(f))脚：K(f)可测，关于F适应，且右连续左极限存在)

K∈K是为了保证随机积分[Ko一皿(J)能够被定义。如果对于任意的
t E[0，oo)，K(f)暑A，A是常数，我们称之为常数投资策略。本文的研究对象是破

产概率，现在定义破产概率如下：

W(u，K)=e{U(t，U，K)<O，对于某个t≥0)，

接下来定义破产时间为f暑r(u，K)=inf{t：U(t，U，K)<0)。破产概率还可以表示

为甲(“，目=P(f<o。)。定义最小破产概率为甲+(甜，足)=iKn。Kf qy(u，K)。如果对于一个

投资策略K‘，可以使破产概率最小，我们称该策略为最优的。

假设索赔额的矩母函数存在，记为Mr(，．)=研e膳】。定义函数h：R+一R，

h(0)=O，h(r)=Mr(，．)一1，满足经典的假设，即存在一个乞∈(O，oO】，当，．<名时，

有峨(，．)<oo，以及linlMz(，．)=00。
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3．4．2渐近最优的投资策略

在该部分，假设要满足安全负荷条件，即C>旯研x】，否则破产概率必然为1。

首先给出引理3．6。

在3．4．1的模型中，令K(t)三0，那么模型就化简为经典的Cram6r-Lundberg

模型，针对这种模型，带有轻尾型索赔的破产概率可以被上界e硝‘控制，其中声是

方程2h(r)=cr的正数解。在该部分，假设要满足净正收益条件，即c>2E[X】，

否则破产概率必然为1。而且依然采取常数投资策略，即K(f)言A，A∈R为确定

常数。针对3．4．1的模型，我们可以得到以下的方程：

砌(，．)=cr一≯(y)，

我们首先要讨论驴(y)的存在性。为了以后的讨论方便，定义函数如下：

G(y)=一y一下0-1+e(∥一1)(exp{一y(e。-1)}-1)v(dx)+亡订叫鲥ll，(出)。 (3．36)

容易看出G(y)是函数币(y)的一阶导函数。再定义

f=L(e。一1一x)k闰}v(dx)a，—∞ ¨’ ’

注意到当x专0时，P。一1一x和x2是同阶的。因此根据L6vy过程的假设

r_(z2^1)y(出)<∞成立，可以得到f<o。下面的引理讨论了函数G(y)的一些性

质。

引理3．6．对于任意的Y∈(y-,佃)，G(y)<oO。且是严格递增，连续的函数，
同时有lim G(y)=佃。其中Y一=inf{y：I G(y)l<OO)≤0。而且，如果Y一>--(x)，那

么有lim G(y)=G(y一)和lim．G(y)=娟成立。

证明：公式(3．36)可以重新写成

G(y)=一厂一等一f+盯2J，一亡(e。一1)(exp{一y(ex 1)>一‰鳓砂(出)。

对于任意的Yo∈R，有

，1．im如G(y)--厂一手一f∥Yo一，1．im巾胁一1)(exp{-y∥-1胁(妫
一lim【(e。-1)(exp{-y(e。-D})v(dx)一lira F．(e’-1)(exp{一少(P。一1)卜1)V(出)。
Y"-}Yo

o’ Y-'}Yo—l

首先，处理上式的最后一项。显然，当y=0时，最后一项的积分为零。如果，Y≠0，

那么(e。-1)(exp{一y(e。一1))一1)和弦2同阶， 当x专0。因此通过条件
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e(石2八1)y(出)<∞和控制收敛定理可以得到，对于任意的％∈R，有
1im I．(e。一1)(exp{-y(e。一1))一1)v(dx)
y—}In·-1

=1．(e。一1)(exp{一Yo(e。一1))一1)v(ax)<oo。

所以最后一项有限，接下来考虑另外两个极限。

注意到对于任意的工≤一l，(e。一1)exp{一y(e。一1))非负递减关于Y。显然被积

函数(ex_1)exp{一y(矿一1))关于y有界对于任意的石≤一1。根据E(x2^1少(出)
<oo和单调收敛定理有

--00<lim l(P。一1)(exp{-y(e。一1)))y(cijf)

=I(e。一1)(exp{-Yo(e。一1)))y(出)≤0。
√‘∞

令

，(y)2 J(矿一1)(exp{一少(矿一1)))y(出)≤o。

对于任意的工≥1同理可得，对于‰>0，有

limJ(y)=J(yo)，

J(Yo)是有限的，所以Y一≤0。另外，由于x≥1，(e。一1)exp{-y(e。一1))非负递减

关于Y。我们只需要讨论Y一>．--．00。对于Y。>y一，由控制收敛定理可得

lim J(y)=，(％)成立，显然lim J(Y)=J(Yo)<oO。根据Y一的定义，当y<y一≤0时，

J(Y)=00。因此

lim．J(Y)=00，

根据单调收敛定理，lim J(y)=J(Y一)成立。

综合以上的讨论以及G(y)的定义，对于Y一≤0。G(y)是区间(y-,佃)上的连
续函数。

引理3．7．当Y∈(y一，佃)，则痧(y)是一个有限的严格凸函数，存在最小值。即
存在夕，使得对于任意的Y，有驴(夕)≤≯(J，)。且痧(多)≤0。

证明：根据(3．35)和f的定义，可以把乒(y)写成

如)=-YT-Y了0,2一和+i0-2 y+(exp{-y(矿一1))-l+y(矿一1)‰钏砂(出)，(3．37)
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由于f<o。，充分地，只需要考虑(3．37)中的积分项的有限性。该积分项口]以分

解为：

L(exp{一y(e。一1))一1+y(矿一1)I㈣砂(出)
，一_p-l

=I．exp{一y(P。一1)}v(dx)+I exp{-y(e。一1))一1+J，(P。一1)v(dx)，m JⅧ

+f exp{一少(卜1))y(出)一o(出x
因为(矿一1)(exp{一y(e。一1))-．1)和yx2同阶，当石哼0。因此通过条件r(石2 A1)V

(出)<00，可以看出上式中第二项和最后一项的积分有限。显然上式中第一项也是

有限的，因为被积函数有界且L,v(dx)<oo。也就是说，只需要考虑第三个积分项
的有限性。根据引理3．6的证明可知，对于少。>Y一，有

f(ex 1)exp{一Y。ex_1)}v(dx)<oo，

当然也有feXp{一y。ex_1)Ⅳ(出)<∞成立。综上所述，

驴(y)<o。，Vy∈(y-,佃)。

对于驴(少)可以求二阶导数如下：

了dG(y)=等耐+Ⅳ-1)2 expm。_1)M抄。。(3．38)
因此，当Y∈(y-,佃)，则乒(y)是一个有限的严格凸函数。

定义H(y)=exp{-y(e。一1))一1+y(矿一1)，其在零点的一阶导数为：

了dH(y)I=-(ex_1)exp{一y(e。一1))+(P。一1)}，卸，砂I，昌。 哕柳

二阶导函数为

—0—2H=i(ry一)：(P，一1)2 exp{一J，(ex—1))≥O。 (3．39)
咖。

因此对于任意的x，日(y)在Y=0点到达最小值，由于日(O)=0，有H(y)恒为正。

所以有，f。H(y)dy>0以及

痧(y)≥一∥一y了0．2一fy+丁0,2 y—L2．y(出)专佃，y-->+oo，(3-40)
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如果Y一>--．．．00，根据引理3．6可以得到对于任意的Y。<Y<Y一，

l(P。一1)exp{一yo(e。一1)}v(dx)=+oo，

显然，也有r(矿一1)exp{一Yo(g。一1))y(出)=4-00。所以对于．-．oo<y<y一，
痧(y)=+oo。

接下来，讨论Y一=砌的情形。同理可得

驴(y)>_-yy-y了0-2一勿+了0-2 J，一k y(出)_佃，y．-->-oo。(3．41)

综上可得当Y一=棚时，G(y)=0在区间(y一，佃)存在唯一的解Y’，使得G(y’)=0。
因此夕=Y‘，也就是说y‘是痧(J，)的最小值点。

接下来讨论Y一>棚的情形。如果G(y)=0存在唯一的解Y‘=Y一或者G(y)=0无

解，那么夕=Y一。总而言之，一定存在夕使得驴(夕)可以最小。最后有≯(夕)≤痧(o)=0。

也就是说最小值非正。引理证毕。

推论如果E[exp(L(1))】<l，那么夕≤0；如果E[exp(L(1))】≥l，那么夕≥0。

证明：因为E[exp(L(1))】：exp(《o(一1))=exp(-G(0))，所以

E[exp(L(1))]<l§G(O)>0。

当G(0)>0时，如果Y一=0，根据引理3．7，多(J，)在Y=O达到最小，也就是说夕=0；

如果)，一<0，同理有多<0。反之亦然。

注3．6对于最极端的情况Y一=O成立，多≥o非负。事实上，+这种情况是很难

出现的。根据引理3．7的证明，如果Y一<Y。<0，G(y。)>—∞成立，等价地，

【(矿-1)exp{-y1(e工一O}v(ax)<+00。

显然对于一般的测度y，上式很难满足，除了一些极其特殊的测度，比如说在正实

数轴上存在有限支撑。

引理3．8假设净正现值条件满足，即c>五研X】，对于任意的y，存在唯一的

0<广<名满足方程：

2h(r)一cr=一痧(夕)。 (3．42)

其中夕为引理3．6中所定义。

证明．首先定义函数P(r)垒砌(，．)一cr。容易验证，尸。(0)=舾(X)一c<0，且
，(，)≥0。函数P(，)图像由图3．2所示：

67
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一议夕)

～虬)

图3．2函数P(力图像

根据引理3．6，我们知道，一痧(夕)≥0，从图3．2可以看出P(r)与一≯(夕)有唯一

的交点，即方程(3．42)有唯一解。

注3．7．实际上，我们要证明，方程(3．42)的解就是最小破产概率的调解系数，

即甲‘似)≤e””。调节系数越大，破产概率的上界越小，对于保险公司来说越安全。

从图3．2我们看出，一q3(y)越大，方程(3．42)的解越大。取夕的原因就是可以得

到最大的调解系数r’。

接下来，为了叙述方便，定义随机过程M(t，甜，K，，．)全e”∞埘耳’。该指数过程在

破产理论中经常被应用。下面给出本节的主要结果。

定理3．3．如果引理3．7中的条件满足。给定常数投资策略K‘(f)三毒，对于所
，．

有的Ⅳ≥0，有

甲‘(比，K‘)≤e”“。 (3．43)

且投资策略K‘(f)是渐进最优的投资策略。

证明．首先证明过程M(t，％F，，．’)=P-70‘叫'F’关于信息流厂是一个鞅过程。因

；h L(t)是IMvy过程，具有平稳独立增量，所以u(f，甜，-)也是一个平稳独立增量过

程。对于任意的0≤s≤t，和有

E[M(t，“，A，，．)I五】

=E[e一7u‘㈣一’I五】-P⋯u‘掣，一’研P一7‘u‘M·一’。U‘掣'』"I五】 (3．44)

邓一7u‘’“一’研P一坩(～，o，』’1。

其中，最后一个等式用到了平稳独立增量性。

为了证明M(t，“，∥，，．‘)是一个鞅过程，只要证明E[e一加(‘’o∥’】兰1，下面计算

h-『【e-,'utf．o，∥’】，
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E[exp(一r+U(t，0，K’))]

=Elexp(-r*(c卜⋯N(t’以+K+(f)三(f)))]

=exp(-r'ct)E[exp(r*∑竺x。)]E[exp(-r'K‘(f)厕)]
=exp(-r‘ct+2h(r’)f+驴(夕)f)=1。 (3．45)

(3．45)最后一个等式成立是因为厂’满足方程(3．42)。这样，就证明了过程

M(t，U，K+，，+)是一个鞅过程，其关于破产时间f的停止过程M(t^f，U，K‘，，．’)也是

一个鞅过程。所以，我们可以作出如下的推导，

e一，H=^f(o，“，K‘，，+)=E[M(tAr，“，启，，．’)】

=E瞰(tAr,u,K*,r*)k町)】+研M(tAr,u,K*,r*)乇甜)】
(3．46)

=E[M(r，U，K+，，．’)，{阳J】+E[M(f，“，K‘，，．‘)，{，打)】

≥E[M(T，“，F，厂‘)‘q：]，

(3．46)中的不等式成立时因为过程M(t，U，F，，．+)是非负的。根据单调收敛定理有，

!一imE[M(r,u,K‘，，．‘)0qj]：研M(f，“，F，，‘)气。。j]，
(3．47)

因此，由破产时刻盈余总为负值，也就是n(r，U，K’，，．+)≥1，有

P一，～≥E[M(r，“，足‘，，．’)Ir<oo]e[r<∞】≥，，[f<oo】。 (3．48)

这样，我们就得到了：如果保险公司采取投资策略F(f)三毒，其相应的破产

概率甲‘(“，K‘)≤e”“。

注3．8．根据定理3．3知道，保险公司的渐近最优投资策略恒为常数，不随时

间改变。且该常数可以精确计算出来，首先可以解方程G(y)=O计算夕；然后解方

程(3．42)得到，．‘，根据定理3．3知产为保险公司的调节系数。最后可以算出

K‘(D三毒，同时也得到了破产概率的Lundberg上界。

注3．9．如果L(t)的特征三元组(厂，盯2，y)取特殊情况厂=口一÷，盯=b，y--0，

这样股票价格服从几何布朗运动豳(f)=S(t)(adt+bdW(t))，该模型就是Gaier

et．a1(2003)122]中讨论的模型。解方程G(少)=一a+b2Y=o，得夕=导。方程(3．42)

为舶(，)一c，=暑，解为，．+。这样足’(f)至若≥，这和Gaieret．a1(2003)阱1中的结果
一致。所以本文也是Gaier et．a1(2003)[22】的推广。



电子科技人学博十学位论文

注3．10．引理3．7知道一定有多(多)≤0成立，实际上，如果条件驴(夕)<0，安

全负荷条件可以省略。

注3．11．从推论知道，如果E[exp(L(1))】<1，那么多≤0。根据定理3．3可知，

投资为负，也就是说要卖空风险资产。其经济解释为：如果E[exp(L(1))]<1，等价

的，E[s(1)】<s(o)，这意味着股票的期望价格低于现价，所以选择卖空的投资策

略。根据注3．6的解释，这种情况是难以发生的，所以保险公司一般不会选择卖空

的投资策略。

3．4．3算例

最后给出几个具体的数值例子阐述上述结果。参数的设定保证三个例子的股

票收益的期望和方差都相等，且研三(1)】-0．5，Var[L(1)】=2。设定五=0．2，c=2。

下面考虑三个具体的L6vy过程：

模型3．1(几何布朗运动)：假设股票的对数收益率为L(t)=at+bW(t)。方程

G(y)：o变为一口一bZ，'+b2y--0，解得夕：(口一等)／6z，而且驴(夕)：一(口+等)：／262。
a=0．2，b=0．5。

模型3．2(带有泊松跳跃的几何布朗运动)：假设股票的对数收益率为

￡(f)=口f+6肜(f)+，(f)。其中／(f)=∑：”K为一时齐的复合泊松过程，M(f)为一
泊松过程，其强度为∥。跳跃大小辑)硝为独立同分布的随机列。Kou(2000)【删考

虑了Z具有双指数分布的情形，即K具有密度函数：

f(x)=詈exp{一cI lxI)，cl>o，x∈R。 (3．49)

在该模型中，方程G(y)=0变为：

一口一等+b2y-p￡(小1)e-y(f'-D C，)l_e-q阳dx=0。 (3．50)

设定口=o．2，cl=3，b=√；／6，∥=o．5。

模型3．3(VG I．kvy过程，madan&Seneta(1999)[6s】)：￡(f)=lat+w(r(t))。其

中∥>0，W是一个布朗运动，飘移率为a，波动率为b。V(t)是一个和过程矿独

立的gamma IAvy过程，矿(1)具有Gamma分布，其密度函数为：

弄(x)=』竺：孝；害}!二，x≥。，∥，刁>。。
y(f)的特征三元组为(O，O,vr)，咋(出)=It，oolfix．1e-pXd,x。L的l_kvy测度为：
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删=篇唧c等一甲x／a2+262f12／r／⋯肌
令∥=哆=4，∥=0．2，a=0，b=0．5。

算例的结果由下面的两个表给出：

表3．2索赔额服从指数分布

妒(歹) K’(f) ，．‘

模型i ．0．2133 0．8449 0．9104

模型2 一O．1354 1．5391 O．9069

模型3 -0．2017 1．4686 0．9099

表3．3索赔额服从Gamma分布

认歹) K’(f) r‘

模型1 -0．2133 I．0372 0．7416

模型2 ．0．1354 1．8842 0．7409

模型3 -0．2017 1．8022 0．7415

注3．12．从上面两个表可以看出：和Gaier et．a1(2003)[22】的模型相比。用更一

般的L6vy过程可以得到更小的调解系数。也就是说，如果保险公司用几何布朗运

动建模，可能面临模型失真带来的风险，因为几何布朗运动不能精确地对现实的

股票价格进行建模。

下一小节，针对一种特殊的L6vy过程，应用本节的结果，证明本节给出的投

资策略是渐进最优的。

3．4．4常数投资策略的渐近最优性

根据Sato(1999)[661，第4章，可以得到L6vy过程￡(f)的L6vy-Khinchin分解：

L(f)=gt+oW(t)+二业(帆脚q)+“slx(J(ds，ax)--V(dx)ds)，(3．51)
其中．，是Poisson随机测度，对于任意的Borel集B c[o，oo)x R＼{0)，有

，全撑{(f，缸(f，功))∈占)。

在这一小节，对于一类特别重要的L6vy过程L(t)应用上面--d,节的结果。假

设，7皇广v(dx)<∞，那么(3．51)可以简化为

L(t)=yt+aW(t)+I(e‘-1)v(dx)，t≥0。 (3．52)
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其中，‰∈R。令艺表示第，z次L(t)的跳跃大小。{K)。。N是独立同分布的随机列，

且其共同的分布函数为E(x)。 (3．52)还可以写成：

三(f)=Ⅳ+仃形(f)+∑=’K， (3．53)

令不表示第n次的跳跃时间。M(t)=sup{n：乙≤t)是一个强度为刁>0的Possion

过程，且L6Vy测度v(ax)=77E(ax)。接下来假设投资是有界的，即lK(f)l≤C对
于任意的t≥0，其中C>0为固定常数。为以下证明方便，定义Z全co—Ph)。

把定理3．3应用到模型(3．53)，方程G(y)=0变成

一‰一÷+仃2y-r／E[(口H-1)exp{-y(e五一1))]=0， (3．54)

根据引理3．6，方程(3．54)有唯一解Y+。令

口=一，．’YoK(t-)一，．‘等K(f一)+1，，r*20-ZK2(H+r／￡(eXp{一K(t-)，|(矿一1))-1)dFr(x)，
当16vy过程三(f)如(3．53)的形式，我们给出常数投资策略K‘的一致最优性。假

设Z和z有一致指数矩。Gaieret．a1．(2003)[221给出一致指数矩的定义：如果随机变

量x满足条件supE[e⋯‘，叫’IX>Y】<oo对于给定的，．，则说x具有一致指数矩。在

此假设下，下面的引理成立。

引理3．9假设X和Z具有一致指数矩对于，．‘。那么对于任意K∈K，且投资

有界，过程M(t^r(u，K)，“，K，，-’)是一致可积的下鞅。．

证明．根据(3．53)式，对过程M(t，U，K，，．)应用半鞅的肠公式，可得

丽dM(t,u,K,r)=[-re-r￡酬一rK(t-)‰+!r20-2K2(t-)]dt2 2 (3．55)M(卜，甜，K，，．)‘
、’ “” 、

(3．)

一rK(t一)crdW(t)+exp{-K(t一)，．(P％l，l一1)>一1)cm(f)+(e崩^，‘¨一1)dN(t)。

定义

f(K，，)垒舶p)--cr-，YoK(t-)-，_0-K(t-)

+1，’r202K2 o一)+r／￡(exp{一K(t-)，．(矿一1)1—1)dFr(x),

由于2h(r)=五研e嘶∽一1】，可以把(3．55)重新整理为
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黝：卜⋯譬州硼一‰毛r2b2K2”凇跏∽出
一rK(t一)crdW(t)+rl[_(exp{一K(t一)，．(e。一1))一1)dP,(xklt

+(P槲"’一1)dN(t)一zE[P脯帅)～1]出(3．56)

+exp{一K(t一)，(P。叭“一1))-1)dM(t)-rl 1．(exp{-K(t-)r(e‘-1))一1)dFy(x)dt

=f(X，r)dt—rbK(t一)dW(t)+(g蹦ⅣⅢ-1)dN(t)一2E[e以”⋯一lJdt．

+exp{一K(t一)，(g‰“’-1))一1)一77 E(exp{一K(t一)，(矿一1))-1)dFr(x)dt

所以MUAf@，K)，“，K，r。)n--I以表不为随机积分

M(f人f，“，K，，‘)=f”M(s-,u,K，，．‘)／(K，，．‘)出-r*cr”M(s-,u,K，，．‘)K(s一Ⅺ矽(s)

+rM(一“，K，，．‘)(e‰)-1)dN(s)一研e‰一1】rM(s-,u,K,r*)2ds
+r必(一“，K,r*)exp{一K(j一)厂‘@yⅣlJ，一1))一1)dM(J)
一r必(一“，K，，．‘)叩￡(exp{一K(t一)，．ex_1))_OAF,(x№

(3．57)

因为 O<M(s-,u，K，，．‘)≤1成立对于任意的O≤s≤f， 随机积分

，．。仃f”Mo-，“，K，，．’遮(s一矽缈(J)是一个局部鞅。过程

f”膨p一，“，K，，-‘)@嘶∽一1)dⅣ(s)一EIe‰∽一1]f”M(s-,u,K,r')Ads
也是一个鞅，参考Gaier et．a1(2003)t22】中附录A。接下来证明下面两个过程的差过

程也是局部鞅。

f”Mo一，砧，K，，．‘)exp{—髟o_)，．’(P％tJl一1)>-1)dM(s) (3．58)

和

rM(n“，K,r')r／E(exp{～K(t一)，．’ex_1)卜1)dFr(工胁。
接下来作如下的推导

f^fM(一“，K,r*)exp{一K(t一)，．‘(加一1))一1)dM(J)
=∑二，M(L一，“，K，，．‘)eXp{一K(f一)，．’(ek—1))一1)厶w珥}，

等式两边取期望，对于0≤f≤T．
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E【r”M(s-,u,K，，．。)exp{一K(t一)，+(e‰·¨一1))一1)d膨(s)I歹．^，】

=研∑二。M(T．-，“，K，，．‘)exp{-K(T．-)r’(Pk一1))-1)Im峨批j I‘，】

=E[∑二。E[M(T．-，“，K，，．+)exp{一K(To一)r’(e％一1))一1)1Ir^嘲巩“五一】阮，】

=研∑二，M(T。-，“，K，，-。)％m枷，：E[exp{一KG一)，．+(e％一1)>一1)I磊一]l‘，】

-erE2。M(T．-，“，K，，．+)％腕7：|跏；￡(exp{-K(T．-)r'(ex一1))一1)d五(x)171^，]

=目e7M(s-,u,K，r’)￡(exp{一K(s一)，．’ex_1))_1)dFr(x肼(s)‰]
=Et⋯f^7M(s-,u,K，，．‘)￡(eXp卜K(s一)，．‘ex_1))_1)dFy(x凇I丘『】，

其中第六"⋯-10第七行我们用到了M(f)一qt是鞅这个事实。这样(3．58)之差为局部
鞅关于滤波流Z，、，。根据Protter(1992)t67]qb 11页的标准讨论可以证明(3．58)和

之差为局部鞅关于滤波流五。

根据2h(r’)=cr’一口兰cr+一驴(，．。K’)，可以得到

／(K，，．‘)兰2h(r*)一∥‘一r’％Ko一)一，．+要Ko一)+丢，-’2盯2K2p一)
叼研exp{-K(T．-)r*(∥-1)}-II．Fr"一1

=一口一，．‘‰Ko一)-r*譬K(f一)+!，，r'2c72K20一)+刁￡(exp{一K(f一)，．(ex-1))一1)蜗(x)

下面证明f(K，，‘)≥0。令∥叁厂‘K(t-)，定义

g(P)会f(K，，．+)

=一口坝‰+了0-2)+华+77￡(eXpM(一心x-1))-1)峨(工)。
根据(3．55)，可以得到

g’(y’)=一‰一睾+Or”Y一一】I一1)exp{一Y‘(e巧-0}1=0Y rlE[(e 1)exp(Y -Oil 。【y)=一‰一i ‘一 q一 一【e1 2。

很容易验证g。(声)≥0和g(O)=-a≥0成立，因此y’是g(∥)的最小值点g(∥)。

因为g(Y’)=—口+口=0，f(K，，．’)≥O成立。

对于任意的O<t≤r，f”M(s-,u,K，，．‘)厂(K，，．’)as≥o。综合以上的分析，
蠢^f

可得M(tAr，U，K，，．。)是一个局部下鞅，事实上，M(tAr，甜，K，，．。)还是一个真正的

下鞅，只需要证明M(t A'C，“，K，r’)是一致可积的。
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定义M’垒sup M(t A r，“，K，，．+)I，下式成立

E∥】≤EⅢ(z-，甜，K，，．+)Ir<oo]
(3．59)

≤E[M(r，U，K，，’)p<0(3，u(r一)>o】。

第二个不等式成立是因为M(r，U，K，，．‘)在集合p<00，U(r一)=0)上等于1，以及

M(r，U，K，，．‘)≥1在集合p<00，U(f-)>0)上。事件p<00，U(r一)=0)意味着破产由

几何布朗运动引起。p<oo，U(f一)>0)意思是跳跃导致的破产。p<00，u(r一)>0)

可以被分解为

p<cO，u(r一)>O)

=扣<00，U(r一)>0，索赔引起的跳跃)+p<oo，U(z'-)>0'股票价格引起的跳跃)

皇4+4

现在模仿Gaier et．a1(2003)[捌的证明，H(dt，方)表示f=f和u(r一)=Y>0的联

合概率分布，有

ElM+】≤E[M(r，U，K，，．‘)lf<∞，u(r一)>0】

≤E[M(r，U，K，r‘)14I+E[M(r，“，K，，．+)f4】 (3．60)

垒Ii+厶。

根据一致指数矩的假设，有

‘≤f fH(dt,dy)∥川’而aFx(v)
≤‘溜P川’篇dF．)Jio d№O咖)，卸咿 I r2l、椰

=s，u。p。f P一，．(J’一y’面dFx(v)<d。。
和

厶=研P一，(∞一M州∥L1)14】

=研P一(∞十绯-x114’14】

≤‘谬P川而dFz(v))Jco胁圳
=s—up；,g．r．(一’而dFAv)<∞。
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应用控制收敛定理， M(t／Xf，“，K，r‘)是～致可积的下鞅。引理得证。

引理3．10假设引理3．9中的条件成立。总资产过程U(t^f，“，K)在p=∞)上

收敛到正无穷当t专00。

证明．根据引理3．9可知 M(tAr(u，K)，U，K，，．‘)是一致可积的下鞅。由此可知

limM(t^r(u，K)，U，K，r‘)几乎处处存在。同理可得u(tAf，U，K)的极限几乎处处存

在。这样，可以假定limU(t，U，K)=D<oo，a．s．成立在{r=oo)上。接下来可知存
l--÷．oO

在气，使得对于任意的t≥％，P(U(t，U，K)≤D)>0成立。由于索赔额的分布有正支

撑，P(x>D+3)>0成立，其中万>0。根据Gaier et．a1(2003)122】可知跳跃大小会

无穷多次超过D+万。那么在时间气之后一定会出现至少跳跃大于一次D+万，该

次跳跃会导致u(t，U，K)<0因为过程R(t，U)和／Z(t)没有同时的跳跃。这和假设

矗=∞)矛盾，所以引理3．10成立。

有了以上两个引理，可以给出破产概率的下界。

定理3．4．假设引理3．9中的条件成立，那么对于任意的K∈K，

W(u，K)≥C,e””。 (3．61)

其中

II。d"-矿X—r、""J、 I d已(“)印嚼‘商+旦f e-：(y-V)dFz(v)’
=—磊‰-·I-supE[e Y—supE忑[e击两Z Y如。=～ 一)I，^-ro“)lx> 】’ _，o-z’I > 】⋯

证明．根据Doob的可选抽样定理，和引理3．9，有下式成立

e-r’u-M(O，“，K‘，，．’)≤研M(f，“，K，，．。)】。

应用引理3．10，可得

E[M(r，U，K，，．’)】

=E[M(r，甜，K，，．‘)k<叫尸(r<00)

+E[1imM(t，“，K，，．+)If=叫P(彳=00)

=E[M(r，U，K，，．‘)k<oD】P(f<oo)。

综上可得

、P(“，jr)；：e—7。：ijijijii：：：：：：：i；：j：；j11；；i：；：：：jj丽≥：‘1Ie一7“。、7

7五T^f(r，甜，K，r’1lr<∞1尸彳r<∞)
‘
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定理证毕。

定理3．4说明上一小节给出的常数投资策略是渐进最优的。

注3．13．定理3．4说明，对于其它的可行的投资策略，破产概率都要大于定

理3．3给出的策略下破产概率的指数型上界，也就是说当初始资本金充分大时，

采取定理3．3中的策略得到的破产概率最小，即上一小节给出的常数投资策略是

渐近最优的。

本节讨论了保险公司的最优投资策略问题，在最小化破产概率的目标下，得

到了一个渐近最优的投资策略，该策略恒为常数，且可以通过解方程被精确计算

出来。而且在这种投资策略下，可以估计破产概率的上界，为保险公司控制风险

提供了可能。前面几节都是用最终破产概率去衡量风险，实际上可以用更加有用

的有限时间破产概率去衡量。而且有限时间破产概率可以和实物界中的一个重要

的风险度量Value．at．Risk，简称VaR建立联系，下一节给出详细阐述。

3．5基于VaR风险约束下的最优混合投资策略

3．5．1 VaR简介及其相关模型

本节，同样考虑保险公司的投资组合策略问题。用在险价值(VaR

Value-at．Risk)去衡量保险公司的风险，在险价值是重要的金融风险管理工具之一，

在国际上已获得广泛认可。VaR的优点在于概念简单直观、计算方便且易于实施。

可将其定义为在一定的持有期及一定的统计置信度内，某一金融工具或投资组合

所面临的最大潜在损失的估计值。本节同样用指数L6vy过程刻画风险资产的价格。

在此基础上，本文给出保险公司最优混合投资策略，该投资策略可以使VaR限制

在一定的水平下，保险公司总期望财富最大。

首先介绍混合投资策略，参见Emmer et．al(2001)t68】。混合投资策略是指在每一

个时间点上投资总财富的固定比例的份额到风险市场上，剩下的用来购买无风险

债券。在这一节放松债券的无风险利率为零的假设。承保盈余过程R(t，U)和上一节

一致。假设保险公司投资到一个Black．Scholes型的市场，该市场由股票和无风险

债券组成。债券和股票的各自的价格过程如下：

B(t)=e8t；S(t)=e工‘n。 (3．62)

对(3．62)中的两式分别微分，得

招(f)=8B(t)dt (3．63)
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dS(t)=比(f)
，r2 (3．64)

=s(f一)d(三(f)+兰-dt+e址o’一1一△￡(f))，t>o，s(0)=1，
Z

在每一个时刻点上把总资产的一个固定比例9投资风险市场，剩下的1—0投

资到无风险市场上。本文不考虑保险公司卖空风险资产和借贷，所以0∈[O，1】。虽

然9为常数，该投资组合策略是一个动态策略，因为保险公司的总资产过程是不断

变化的，保险公司要不断的调整投资组合头寸。0被称为投资策略。L6vy过程L(t)

的特征三元组为(y，0"2 y)。定义8(L)被定义成下面微分方程的解

dZ(t)=Z(t-)dL(t)，Z(O)=1。 (3．65)

过程Z=6(L)被称为过程三(f)的随机指数或称为Dol6ans．Dade指数。Cont＆

Tankov(2004)【69】中证明了c(L)的存在唯一性。

保险公司的总资产过程满足以下随机微分方程：

due(f)=cdt—dA(t)+％(f一)d乙(f)，t≥o，Uo(o)=U。 (3．66)

其中玩(f)=(1一O)Sdt+OdL(t)。三(f)满足占(三)=eXp(L(f))。假设保险过程和资产
价格过程是独立的，那么根据Klfippelberg&Kostadinova(2007)[621可得厶(f)同样为

Levy过程其特征三元组为(％，西，％)，可以表示成：

，r2

乃=归+(1一秒)(万+{■p)
Z

+JR(109(1+0(矿一1))，㈣+口(，邯I}一Oxlt坤I≤1)y(出))， (3．67)

露=02G2，

vo(A)=y({x∈R：log(1+0(e。一1))∈么))foranyBorel setAcR。

厶的Laplace指数如果存在，可以表示为妒(口，s)=logE[e一幽‘1)】，从Kostadinova(2007)

170]it=i弓[ 5．3．1可得，如果O<研三(1)】<oo，盯>0或者y((—oD，O))>O两者成立其一，

对于0∈(O，1)，一定存在唯一的正数茁=r(p)>0使得缈(口，r)=0。

定义保险公司的折现净损失过程如下：

％=u-e一岛o’％(f)=eP一如p’(姒(y)一cdv)，t≥o。 c3．68)

Kostadinova(2007)【删研究了折现净损失过程的平稳性，讨论了最终折现净损失的

尾部，即P(曙>x)，其中吁=linlVo(t)。Kostadinova(2007)t701指出，如果索赔分

布的有限矩的阶数大于K(D，那么投资风险决定了最终折现净损失的尾部风险，

称之为危险投资情况；如果索赔额的分布是正则变化尾分布族，且尾指标
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一口<r(o)，那么保险风险决定了最终折现净损失的尾部风险，称之为危险索赔情

况。J下则变化尾分布族的定义见第二章2．4节。Kostadinova(2007)170】考虑了一个最

优化问题，即在一定的风险度量水平之下，怎么安排投资策略可以使期望总资产

最大。其中，风险度量用在险价值VaR描述。也就等价于如下模型：

鼢E睇(丁)】
(3．69)

趴t VaR口(瞄)≤Co

上式中考虑的是一种极限情况下的风险。实际上，保险公司更加关注未来有

限时间的风险。本节考虑有限时间下的VaR风险约束。定义时刻丁之前的最大损

失为巧=sup rat)。下面给出VaR的具体定义，

VaRp(V；)=inf{x∈R：P(巧>z)≤∥>， (3．70)

其中∥∈(0，1)是一个小概率值，代表着很高的置信水平。我们要解决的是如下的最

优化问题：

黝研％(丁)】 (3．71)

s．t．VaRp(V孑)s C．

其中C>0，T>0。

根据有限时间破产概率的定义：

甲(甜，T)=Pt[Va(t)>甜，对于某个0≤t≤n， (3．72)

等价地，有

甲(“，r)=P{sup％(f)>”)。 (3．73)

根据(3．73)，(3．71)的最优化问题等价于

踹研％(丁)】 (3．74)

J．六inf{u∈R：甲(“，丁)≤∥)。

根据(3．74)，最优化模型(3．71)中的VaRp(V孑)的经济解释为：如果保险公

司要在时间r之前破产的概率不超过∥，所需准备的最少的初始准备金。

3．5．2最优化模型的近似解

由于最优化模型(3．74)的复杂形式，几乎是不可能找到模型的解析解，我们

的目标是找到模型的近似解法。Heyde&Wang(2009)‘711针对该模型，假设索赔额

具有正则变化尾，即日(工)∈7t口，研究了有限时间破产概率，并得到了破产概率

的尾渐进等价式。本文利用其结果，给出最优化模型(3．74)的近似最优解。



电子科技人!学博十学位论文

令臼’为最优的投资策略，F面给出定理3．5。

定理3．5．假设安全负荷条件成立，即C一2E(X)>0。还假设缈(一1)>艿。如果

索赔额的大小是连续分布，且B(x)∈7t口。那么，对于任意固定的T>O和充分大

的U，最优化问题(3．74)解为

0’=max{O∈[o，1】：，(妒(口，a))≥瓦(C))， (3．75)

如果{0∈【o，1】：J(缈(臼，口))≥元(c)>非空。其中

，(伊(口，口))=∥伊(9，a)／2(exp(妒(8，a)r)一1)。

如果条件伊(口+1)+万≥缈(口)成立，那么一定存在否∈[o，1】，使得，(缈(谷，口))最大，

且

矿：j岛， ／(缈(口，口))≥量(c)，(3．76)
【无解， ／(缈(秒，口))<只(c)。

其中砬是方程，(妒(秒，口))=瓦(c)的两个解中较大的那个解。
如果条件妒(口+1)+万≥缈(口)成立，，(妒(秒，口))在区间秒∈【0，1]单调递增，且

矿：』1， ，(缈(p，口))≥翟c)’(3．77)
【无解， ，(妒(口，口))<只(c)。

证明：参考Kostadinova(2007)【70】中的引理3．4．4，如果c一旯E(X)>0和

缈(一1)>万成立，那么E[％(丁)】关于乡递增。因此，最优化模型(3．74)等价于

max{8∈[O，1】：inf{x∈R：W(x，T)≤∥)≤C)。 (3．78)

有根据Heyde＆Wang(2009)‘711，如果兄(x)∈7e_。，那么对于固定的T>0，

甲(“，丁)一．2(1-exp，(。缈(O、,a)T))ff(、“)，“哼oo， (3．79)
、7 7

妒(秒，口)
、”

对于充分大的U，把(3．79)代入(3．78)，可得

ma)【{秒∈[O，1】：inf{x R．|2(1-exp，(cp(O，,a)T))if(”)≤∥)≤c)，(3．80)
矽16／．口l

因为exp(伊(8，口)r)一1和缈(口，口)同号，iiiiRP(u)连续且递减，所以有
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in舷∈瓜=．2(1-exp⋯(c,o(0、,a)T))if(“)≤历、

妒I∥，口)
7 ’’

． =inf{u e
R：户(“)≤2(1-e厅x仂p(‘●po(戊O,、a)r)))

(3．81)

=九而=pe(丽O,a)exp(o(O丽)。、五(1一 ，口)丁))”

注意到，户。1(z)是减函数，把(3．81)代入(3．80)，有(3．75)成立。

下一步，考虑妒(口，口)的性质，由Kostadinova(2007)t70】给出的引理3．2．5，缈(口，口)

是关于秒的严格凸函数。如果缈(一1)>万成立，那么

荔缈(秒，口)一(缈(一1)一8)a<0， (3·82)

我们可以找到妒(p，口)的极值点舀，由(3．67)，可以算出

肌卜(n附+手棚胁手地+1)俨 (3．83)

+E((1+秒(矿一1))～一1+aOxI㈤；砂(出)，
对缈(9，口)求一阶导数，有

品伊(1，口)=一(y+了0-2一万)口+仃2口(口+1)一口￡((e。一1Ⅺ-(u+1)x--盯㈣s1))y(出)
=a[e(a+1)一伊(货)+万】o

(3．84)

如果荔伊(1，口)≥o，等价于缈(口+1)+万≥妒似)成立，那么伊(口，口)的极小点莎∈[o，11，
反之妒(口+1)+万<缈(口)成立，缈(9，口)在区间乡∈[0，l】单调递减。对J(缈(秒，口))求导

易坳@硼=丛巡嘿e蔫xp淼0警唑蚴，㈦85，d缈 (元 (够(．口1、一1y

容易验证盖，(伊(秒，口))≤o，这里用到了不等式e1≥l—x。换句话说，，(缈)关于缈

3．6本章小结

本章在原有的破产理论的框架下，把投资组合理论嵌入到破产问题中，针对
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资产价格的不同模型，如几何布朗运动，指数L6vy过程。讨论了保险公司的投资

策略和破产问题，优化的约束都是在一定的风险水平下，而风险都是与破产概率

相关，可以是最终破产概率，也可以是有限时间破产概率。3．2节和3．4得到了渐

进最优的投资策略，而3．5给出了近似的混合投资策略。对于组合投资下的破产概

率，或者给出了上界，或者得到了破产概率的等价式。但是破产概率究竟为多少，

本章没有给出回答，下一章，本文给出带有投资的破产概率的具体计算方法。
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4．1 引言

第四章组合投资下破产量的估计

前两章讨论了具有投资的保险公司的破产理论，第二章着重研究了带有利率

的破产概率。由于破产概率本身复杂的形式，想要给出精确的表达式几乎是不可

能的，所以研究的目标是给出破产概率的界值估计，或者给出破产概率的尾等价

式。同样在第三章，在组合投资下的破产理论中，主要的研究目标是给出最优的

投资策略。但是存在这样一个问题：如果保险公司按照第三章中给出的策略在市

场上投资，风险有多大?破产概率究竟为多少?3．2．3．4节在常数投资策略下给出

了破产概率的上界，3．5节给出了尾等价式。但上述的结果只是破产概率的估计式。

由于破产概率本身的复杂性，即使在经典模型中也很难找到其精确的解析表

达式，更不用说再把投资考虑进去。一个重要的途径就是针对破产概率找到其积

分或者微分方程，从而可以数值计算破产概率。本章力图对破产概率找到迭代积

分方程，该方程含有积分算子，从而可以把初值带入方程进行循环迭代找到破产

概率的数值解。

破产概率是最重要的风险预警指标。实际上，在破产理论中除了破产概率以

外，还有很多重要的破产量，如：破产时间丁，研究它首先要知道其分布函数，

等价地要知道Laplace变换EEe一凹】；破产前瞬时盈余u(r一)；破产时的赤字l U(T)l；

导致破产的索赔额U(T一)+I U(r)I等等。综合考虑以上破产量的方法就是研究其惩

罚函数。惩罚函数的构造包括了以上提到的破产量。惩罚函数的研究思路实际上

和破产概率一样，都是寻找其所满足的积分方程，然后可以对其进行数值求解。

近年来，盈余过程有一个重要的推广一带有随机扰动项的盈余过程，受到越

来越多的学者的关注。以往的文献都是把随机扰动项看作是几何布朗运动，而几

何布朗运动的一个局限性就是无法解释突然发生的跳跃，而一个自然的推广就是

用l_,6vy过程描述几何布朗运动。本章也对这种带有随机扰动项的盈余过程的破产

概率和惩罚函数展开研究，最后也得到了相应的积分方程。

本章的结构如下：4．2节在投资为常数策略的条件下，分别就股票价格服从几

何布朗运动和更广泛的l_,6vy过程两种情况，利用布朗运动的分布性质和离散化嵌

入等方法，得到了破产概率的积分方程。4．3节考虑了包括破产概率但是比破产概
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率更加广泛的破产量一惩罚函数，得到了其破产概率。4．4节，假设索赔额的分布

是phase—type的。研究了带有随机扰动项的破产概率和惩罚函数，其中随机扰动项

用L6vy过程表示，且Ldvy过程具有Wiener-Hopf分解，得到了类似的积分方程。

4．2带有投资的破产概率的积分方程

在对有投资的破产概率的研究中，以往所有文献或者讨论投资策略，或者只

对破产概率进行估计，没有详细讨论破产概率的计算方法。破产概率作为衡量保

险公司风险最重要的量和风险预警指标，一直以来都是保险精算界研究的热点，

但是由于其自身的复杂性，即使是没有投资的经典的模型，也难以得到解析表达

式。对于考虑保险公司投资的更加复杂的模型，需要在方法上突破，找到能数值

求得破产概率的途径。保险公司除了保费收入和索赔付出之外，有机会投资风险

市场，在这种条件下，定理4．1和定理4．2针对不同的模型，假设投资为常数策略，

分别对股票价格服从几何布朗运动和更广泛的L6vy过程两种情况，得到了破产概

率的积分方程。在经典的破产理论中，Feller(1991)№1引入了更新方法，即利用盈

余过程的平稳性，对破产概率建立更新方程。这个方法被Cm(2004)[72】推广到了有

投资的破产概率的研究中，并对破产概率建立迭代积分方程，提供了计算破产概

率的方法，但是Cai的模型只是假设带有随机利率的破产概率。本章考虑了投资组

合情形，即一部分资产投资到风险市场，剩下的无风险投资，具体模型参见下一

部分。本章利用了离散化嵌入方法和更新方法，针对两种经典的带有投资组合的

破产概率模型，建立了破产概率的迭代积分方程。

4．2．1基本建模

首先对保险公司的承保盈余过程用经典方法进行建模：考虑索赔到达个数为

一个强度为五的齐次Poisson过程，记为Ⅳ=(Ⅳ(f))，卸，则保险公司的承保盈余过

程为R(t，”)可表示成：

^，(f)

R以“)=u+ct一∑以， (4．1)
n=l

其中，U≥0为保险公司的初始资本金，C∈R是单位时间保费收入，第n次的

索赔额咒，n=l，2，．．．，构成一个非负独立同分布随机变量序列且与非负随机变量x

同分布，其分布函数为F(x)，且户(功皇l一，(功。而第，l—1次和第n次索赔时间之
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问的fsJ隔为f。，，l=l，2，．．．，构成另～相互独立的非负随机变量序列且具有相同的指数

分布函数，其密度函数为2e-'U,t≥o。记乃--Z气为第，1次索赔到达的时问，规定

vo=O。进一步假设{疋)蒯与N独立。

以下把投资问题引入到经典模型中。假设保险公司允许投资股票或者是市场

指数，S(f)表示股票的价格过程，与承保盈余过程R(t，“)独立。如果在时刻t，保

险公司拥有资产U(f)三u(t，U，K)，投资K(f)份额的资金到股票市场，余下的

U(f)一K(f)投资到无风险债券，假设其利率为0(无风险利率等于通货膨胀率)。

这样，保险公司的投资构成了由风险部分和无风险部分构成的投资组合

Ⅸ(f)，u(f)一K(f))。这样，我们有：

晰㈤叫t,u)+f器dS∽。 (4．2)

以下就股票的价格过程和投资策略考虑两种具体的重要模型。

模型1股票的价格过程S(f)用几何布朗运动描述：as(t)=S(t)(adt+bdW(t))，

常数a为漂移率，b为扩散系数，形(f)为标准布朗运动。

Gaier et．a1(2003)[221证明了常数投资策略为一致最优的，因此模型1假设

K(f)兰K，K为常数。这样，由(4．2)式我们有：

咖罔叫t,u)+f器dS∽

=u+ct-善以+f志dS(占，= ∑以+J：去占)

=U+Ct-∑一+Kat+KbW(t)。

假设股票价格是连续的几何布朗运动，实际上在现实中，股票价格存在着突

然的上跳和下跳，上一章给出了详细的解释。一个重要的推广就是假设股票价格

的收益率服从L嘶过程。下面的模型2中假设保险公司投资的股票价格为L6vy
过程。

模型2假设股票价格S(f)=e工o’，其中￡(f)为IAvy过程(平稳独立增量过程)，

￡(0)=0。在模型2中，我们考虑的投资策略同样是常数投资，与模型1不同的是

我们投资时间仅发生在索赔到达的时刻，即

足(f)=∑K／(峨)。 (4．3)
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其中，兀=O。在以上假设下，有

U(t，“，K)=R(t，“)+∑K(e‘‘‘M‘L。一1)。 (4．4)
n=l

下面给出保险公司破产概率的定义：

W(u，K)=P{U(t，U，K)<O，对于某个t≥O)。 (4．5)

定义破产时间为T(u，K)皇inf{t：U(t,u，K)<0)，以后简记为丁。破产概率还可

以表示为：'-V(u，K)=P(T<oO)。

4．2．2破产概率的方程

征这一部分，本文针对模型1和模型2，分别得出破产概率的迭代积分方程。

模型1的迭代积分方程由定理4．1给出：

定理4．1股票价格和投资策略如模型1所给，且K≠0，则保险公司的破产概

率满足积分方程：

甲(“，目_e-^声+而2,Z 肛AIul面--4可码声)卵(z)
一詈羞j三爰ff cP^，一e一／l-．’U删--X，dFc工，

+呈垡篙fc·一P一一U脑-XI，dFcx，+专笔(=；兰差；羞{c，一，c“，，(4+4)4 七、
7 、7

(4+4)4、
⋯“

+f JcoE屁确寰旁。。甲(u+ct-x+肠f+肠w，K)dwdFx(工)砒

其中∥=篙，∥=南。4=历呐4=厮啪
证明．我们分三种情况讨论破产

钆破产发生在第一次索赔来到之前，即r<石，当且仅当inf U(t，U，K)<0。
o如‘了i

这是由于投资失败导致的破产；

b．破产恰好发生在第一次索赔发生之时，即T=互，当且仅当

．inf U(t，U，K)2 0，U(五，“，K)<0。该情况是保险索赔导致的破产；

c．破产发生在第一次索赔来到之后，即五<丁<oo，这时候U(五，“，足)≥0，由

于布朗运动和复合泊松过程都是平稳独立增量过程，所以保险公司的总资产过程

在第一次索赔到达之后以初始值U(互，“，K)更新。
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根据上述分析我们可以分解破产概率如下：

甲(“，K)=P(T<oo)=P(T<互)+尸(丁=互)+P(五<r<∞)。 (4．6)

接下来我们分别计算(4．6)中三项，首先计算P(T<互)：

P(r<互)=P(i觚nf{“+劣+胁+勋矿(s))<o)
=P(sup{一钍一cs一胁一K6矿(s)>>0)

=P(sup{KbW(s)-(c+Ka)s)>“)

～(s哪up{W(沪(寄埘>南)o
其中最后一个等式用到了布朗运动的反射准则，即形(f) -W(t)具有相同分

布。参见Karatszas&Shreve(1991)【73】，79页。为了接下来的叙述方便，我们令

∥。篙，∥2高戌棒猁洧
P(z<互)：P(sup{W(s)一胪)>∥)=fge—mP(sup{W(J)一us)>∥渺。(4．7)‘

j<兀
‘一

j<f

充分地，我们需要计算P(sup{形(s)一胛)>∥)。令％=inf{t≥O；形(s)一,us=∥)，

％为随机过程形(s)一胪首次到达∥的时间。文献Karatszas&Shreve(1991)[731，

197页给出％的概率密度函数为：

P(r芦ads)=击毗掣池圳。 (4．8)

因为，P(sup{W(s)一膨)>历=P(％≤f)，继续计算得：

P(T<互)=Ae—mP(ra<t)dt

=2elf击卅华Ⅲ出：exp{一∥(∥+厮))。
上式最后一个等号成立是根据积分公式

fo万1卅辑+、／一,uz+22)s№；孚卅∥厕)，(4．9)
以及改变二重积分次序得到。
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接下来估计P(T=互)：

P(T=正)=尸(j旦￡u(s，“，K)≥o，u(正，甜，K)<0)
0Sj‘，‘

=P(恤su。p兀(W(s)一脚≤∥，形(互)一朋>酉U--Xt／X．L))O白<正

=fP(⋯sup{W(沪脚销吣～p衙州曲
=f f Ae-a'p(啄sup，{W(s)一脚≤∥，∥(f)-／zt>丽U--X)dtdF(石)，

由文献Shreve(1997)[741，211页，二维随机向量(sup{形(s)一声)，形(f)一1．tt)的联

合分布密度函数g(m，n)为：

g(m，n)dmdn=P(sup{W(s)-1us)∈dm，形(f)一,ut∈dn)
O≤s(f

：．2(2m-n)e一掣咖一jI肛2锄砌，m>n，m>oo
42zt3

我们得到：

尸(f=互)=r f五P—m L⋯i'g(，，z，，z)dmdndtdFx(工)

+f jco知一m[＆r砌，以)dmdn+r rg(聊，行)加础dmdn]dtdFx(x)。

把密度函数g(，，z，聆)的具体表达式带入上式，通过改变积分次序和积分公式

(4．8)，有

P(v=T1)趔[r巨re(厮州”dmdndF(工)
+jco哐rec厮训棚Ⅲ厢锄咖+r rP(厮训脚m厢咖咖帅)】’
为了表达简便，令4：～／—／z2+—22+∥，4：以7面一∥，垒÷垒=0歹面。

通过计算以上二重不定积分，可以得到更精确的表达式：

Pc丁=互，=ij-季笔西酉r。一^面U--X—P一^，，dFcx，一詈三}；三孝手筹e cP舻一8一^面It--X，dFcx，+篙f”e啦筒脚)+等碧叭
最后我们来计算最后一种情况，NfgT,=f，五=x，形(互)=w，由于巧时刻不破
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产，所以“+ct一工+Kat+Kaw>0，根据c的分析，以及布朗运动和复合泊松过程

具有平稳独立增量，有

尸(互<r<ool石=f，墨=工，∥(互)=计=W(u+甜一x+Kat+Kaw,K)。

所以，

P(互<T<∞)

=f f E肛m赢Izt"i尸(互<r<oolr,吐五％缈(互)=w)dwdF(x)出
=Jco f￡兄P确砺1茅百甲(u+ct-x+‰f+Kaw,K)dwdF(x)比
综合以上，定理4．1得证。

接下来处理模型2，我们首先介绍保险公司的总资产过程的离散化嵌入过程

㈣，令U=U(乃，“，K)，刀=l，2，．．．，Vo=材。％代表了第以次索赔时的总资产，被称

为离散嵌入过程，且满足：

玑=q—t+c(Z一乙一1)一以+K(∥‘‘卜‘‘铂’-1)，，z=l，2，⋯，

因为￡(f)是L6vy过程，所以(乃一乙_l，e上‘‘M‘‘一-’)是一列独立同分布的二维随

机向量，且和(正，e工‘正’)具有相同分布，其联合密度函数为p(f，)，)，t≥O，Y≥0。模型

2的特点是投资过程是离散的，投资只发生在索赔时刻，所以非索赔时刻不可能发

生破产，因此

甲(“，K)=以U(q<o))。 (4．12)

而且，定义甲。(x,K)---"P(U(u,<o))，表示第聆次索赔之前破产的概率。因为

0≤甲l(“，K)≤q-,2(“，K)≤⋯≤、壬，。(”，K)≤⋯， (4．13)

所以，lim甲。(“，K)=甲(”，K)。我们先来给出甲。(甜，K)的递推积分方程：

引理4．1对于U≥0，万=1，2，．．．，有

kIdn+1(“，目=f JcoM甜+K◇一l黼，y蚴 (4“)

+jco f fI+讲+x。q’V。(“+cf+Kty一1)一工，K)p(t，y)dF(x)dtdy．
初始值为

甲。@，K)=f f户@+Ct+K(y一1))p(f，y)dtdy=E[ff(tt+C五十K(矿‘7i’一1))】。



电子科技人学博+学侮论文

证明．首先我们计算甲。(“，K)，因为五和(五，e 7i)独立，因此

甲l(“，K)=P(UI<0)=P(u+c巧-x,+K(口‘‘五1-1)<0)

=f fP(Xt>甜+ct+K(y一1)l互=f，P‘(7；’=y)po，y)dtdy
=jco Jco户(“+ct+K(y一1)功(f，y)dtdyo

固定五=x，互=f，e￡‘7i’=y，如果工>u+ct+K(y-1)，那么

以U<0l墨=x，Tl=f，e工‘五’=y)=1。 (4．15)

也就是说，如果x≤“+cf+K(y一1)，那么尸(U<0)I墨=x，五=f，e￡‘毛’=Y)=o，

且

P(U(q<o)I五=x,TI=f，矿‘五’=y)

=P(U(U<o)f五=x,Tl=f，一‘7i’=j，)

+P(U<0l墨=x，五=f，e‘‘五’=Y)

=甲。(“+ct+K(y—1)一x，K)，

因此我们有

甲川(”，K)=尸(U{q<o))

=Jco Jco fP(c=j{v<o)lx。=z，互=t,eL(ro=y)p(f，y)印(x)比咖

=Jco Jco ea+x(y-D dF(x汩(f，y)dtdy

+f Jco f叶引川P(固(∽<o)I五=毛互=t,eL(rj)=yp(毛y)劬
=jco Jco户@+ct+K(y一1)巾(f，y)dtdy
+Jco f ff+叶联广。甲。@+“-x+K(y一1)，K)p(t，y)dtdy。

引理得证。

在引理4．1中(4．15)式两端同时令万一∞，由lim甲。(甜，K)=qJ(u，K)，我们

得到破产概率的积分方程。

定理4．2股票价格和投资策略如模型2所给，则保险公司的破产概率满足积

分方程：
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甲(zf，K)=l’【F(u+ct+K(y一1))p(f，y)dtdy
·∞，·。。 一，+r，+rf p—l、

+上j)上 。。Ud(u+ct+K(y—1)一x，K)p(t，y)dF(x)dtdy。

注4．1关于定理4．2中的积分方程，Roynette et．a1(2005)[75】给出了该类积分方

程的详细计算方法和算例。定理4．2中的积分方程，可以参考Wang&Wu(2001)[76】

的方法，针对不同的特殊队v过程求解。
还是考虑保险公司投资一部分资金到股票市场，余下的一部分投资到利率为

常数的无风险债券的情形下，研究的对象是最终破产概率。在投资为常数策略的

条件下，分别就股票价格服从几何布朗运动和更广泛的L6w过程两种情况，利用

布朗运动的分布性质和离散化嵌入等方法，得到了破产概率的积分方程，从而给

出了更精确地计算破产概率的方法。

4．3带有投资的惩罚函数的积分方程

实际上，在破产理论中除了破产概率以外，还有很多重要的破产量，如：破

产时间的Laplace变换E[elr】；破产前瞬时盈余U(T一)；破产时的赤字I U(T)f；导

致破产的索赔额U(T一)+I U(T)l。一个全面的方法研究以上提到的破产量就是考虑

保险公司的惩罚函数，惩罚函数由Gerber&Shiu(1997)f77】定义如下：

西。(“)=E[g(U(T一)，I U(T)1)e一47Z(T<∞)】， (4．16)

其中，g(x，Y)，石≥0，Y≥0，为一个非负函数；(Tt≥0；1(c)是集合C的示

性函数。

把函数g设定成不同的函数形式就可以得到以上提到的各个破产量。取g量1，

口=0，那么①口@)=甲(“)；如果取g三1，口>0，那么

西。(“)=E[e埘I(T<oo)】=E[e’盯】，

因为，

e-砑=e-CrI(T<oo)+e—drI(T=00)=e-CrI(T<00)；

如果取g(Xl，艺)暑，(艺-y)，口=0，则可以得到破产时刻赤字的分布函数

①。(“)=P(I U(丁)阵y，T<oo)；如果取g(xl，X2)量I(xl+X2≤Y)，口=0，则

①。(”)=只U(r0+lU(T)阵Y，T<oO)，

为导致破产的索赔额的分布函数。综上可知，惩罚函数是带有更多破产信息，综

9l
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合考虑了很多重要的破产量。

4．3．1 惩罚函数的积分方程⋯股票价格服从几何布朗运动

在这一部分，针对4．2．1中的模型1。得出惩罚函数的迭代积分方程，由定理

4．2给出：

定理4．2股票价格和投资策略如模型1所给，且K≠0，则保险公司的惩罚函

数满足积分方程：

①。(甜)=g(0，o)exp{一∥(∥+√∥2+2(2+口))j

+f Ae一玉岛r研g(u(卜)，I U(咖一甜】g(聊，甩)dmdndtdF(z)

+17 f五e’山[垦j r研g(u(卜)，Iu(f)咿甜】g(聊，，z)dmdn

+r f Etg(U(t一)，I U(t)I)e-at】g(m，胛)dmdn]dtdF(工)

+f f￡Ae础去百姒u+ct-x+胁+Kaw)dwdF(功砒

其中∥=篙，∥=高叫聊川=]2(2im-n)e一下(2m-n)2叩一≯。
证明．和破产概率的积分方程类似，我们分三种情况讨论破产：

a’．破产发生在第一次索赔来到之前，即丁<石，当且仅当inf U(s)<0。这是

由于投资失败导致的破产；在这种情况下，叭T一)=U(T)=0。

b’．破产恰好发生在第一次索赔发生之时，即T=Z，当且仅当inf U

(S,U，K)≥0，U(互)<0。该情况是保险索赔导致的破产；

c’．破产发生在第一次索赔来到之后，即五<T<oO，这时候U(互)≥0，由于布

朗运动和复合泊松过程都是平稳独立增量过程，所以保险公司的总资产过程在第

一次索赔到达之后以初始值U(Z)更新；

根据上述分析我们可以分解惩罚函数如下：

①。(“)=E[g(0，0)e一叮I(T<互)】+E【g(U(互一)，I U(T,)1)P一嵋，(丁=互)】

十研g(U(r一)，If(T)I)P吨rI(T>互)】 (4．17)

垒①：@)+①：似)+①：(“)。

接下来我们分别计算(4．16)中的三项，首先计算破产发生在第一次索赔之前，
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破产时间的分布函数：

尸(r≤f)=P(inf{“+c5+胁+劢形(s))<O)
=P(sup{一U—CS—Kas—KbW(s))>0)=P(sup{KbW(s)一(c+Ka)s)>“)

叫粤㈣一(箐瑚>静坯互。
其中最后一个等式用到了布朗运动的反射准则，即形(f)和-W(t)具有相同分

布。参见Karatszas&Shreve(1991)[731，79页。为了接下来的叙述方便，我们令

∥2篙，∥2南。这样糠脯
P(T≤f)=P(sup{W(s)-／us}>∥)，

充分地，我们需要计算P(sup{形(s)一炒)>∥)。令％=inf{t>0；W(s)一,us=厨，

％为随机过程形D)一声首次到达∥的时间。文献Karatszas&Shreve(1991)【731，197

页给出％的概率密度函数为：

P(ra eds)=击卅掣溉例。
因为，P(sup{W(s)一∥s)>∥)=P(va≤f)，继续计算得：

即纠=f击exp{-掣>叔
从而破产时间丁的概率密度为肿)=1dP(T厂<t)=南eXp{一掣)。这

样，我们可以计算①：(“)如下：

①：r(”)三E【g(o，O)e-=rI(T<互)】-Jco知一办Etg(O，O)e-"rI(T<t)]dt

硼，0)肛mP击唧{一掣础
％(o，o)eXp{．∥(∥+扫ii而))。

上式最后一个等号成立是首先改变二重积分次序，然后利用积分公式

Jco专exp{-并+4—／zz+2—(2+aⅫ凼2等exp{-f14—,u2+2(—2+a)}，(4．18)
得到。
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接下来估0。2(、u，)：

①：似)=研g(u(墨一)，l己厂(墨)1)e-arlI(T=互)]

钮【g(u(五一)，l u(五)I弦1五，(聪uo)≥o，u(互)<o)】

咽州(纠，帆驯矿唧‘器㈣沪斛鲳吣)一旭>莆)】O如<五 I』＼∥l

=f f)／．e-atE[g(№)，m)旷姒≤∥，p面U--X)]枷(办
为了简便叙述，上式中记二维向量(4，E)皇(sup{W(s)一声)，矿(f)一∥f)，由文

献Shreve(1997)[59】中211页，其二维联合分布密度函数g(，，l，，1)为：

g(m，n)dmdn=P(sup{W(s)-∥as)∈dm，形(f)一／at∈dn)

：掣g一譬一y1 2锄砌，聊>玎，m>o。
42zt3

我们得到：

①：(旷f Jco舭-atE[州(圳驯F孤4轭p筲)】柳(工)
=lf皂r研∥(一，I f(圳矿1咖，，z)dmdndtdF(x)

=f fo允P—mtL．．．，fEtg(u(f一)，IW(f)I)e一珊]g(m，咒)dmdn

+r r研g(u(f一)，I u(t)1)e一倒】g(m，雅)dmdn]dtdF(．)(x
最后我们来计算最后一种情况，固定互=f，五=z，形(互)=w，由于石时刻不破

产，所以“+甜一x+Kat+Kaw>O，根据情况c’的分析，以及布朗运动和复合泊松

过程具有平稳独立增量，有

西：(“I互=f，j，I=工，矿(互)=叻=①口(u+ct+Kat+Kbw—x)。

所以，

①：(“)=f f￡知础赢1 -Ez-l-w西：(“忆=L墨2五形(巧)=w)dwdF(x渺
=f f￡知-知去百吣u+ct-x+励拖w)dwdF(曲砒
综合以上，定理4．2得证。

94



第四章组合投资‘卜．破产鼙的估计

注4．2关于定理4．2中的积分方程，如果模型中的参数给定，Roynette et．a1(2005)

【751给出了该类积分方程的详细计算方法和算例。

4．3．2惩罚函数的积分方程一股票价格服从指数L6W过程

在上一小节，研究的对象是惩罚函数，而且假设风险资产的价格过程服从几

何布朗运动，在第三章的3．4节中，已经阐述了几何布朗运动在于描述资产价格过

程中的局限性。在本节，用指数L6w过程给股票价格过程建模。假设股票价格

S(f)=eL“)，其中￡(f)为L6vy过程(平稳独立增量过程)，三(O)=0。考虑一种离

散的投资策略，即在每一个索赔时间点上投资风险市场的资金为固定常数K，也

就是说投资策略过程K(f)满足：

K(f)=∑K／if=轴}。
n=l

该策略说明，保险公司只是在索赔到达的时间上投资，中间既不加仓也不减仓，

直到下一次索赔到达再进行操作。

针对上述模型，依然用4．2节中介绍过的离散化嵌入技巧构造惩罚函数的积分

方程。首先对总资产过程进行离散化，定义U=u(Z，U，K)，n=l，2，．．．，％=“。％代

表了第n次索赔时的总资产，被称为离散化嵌入过程，且满足：

％=玑一l+c(￡～Z—I)一％+K(P‘‘L卜‘‘w-1)，以=1，2，．．．，

=q—l+c五一五+K(P‘‘五’一1)。

上式第二个等式是因为￡(f)是Kvy过程，所以(正-r．-．，e工‘毛H‘k-’)是一列独

立同分布的二维随机向量，且和(Z，e“^’)具有相同分布，其联合密度函数为

p(t，y)，t≥O，Y≥0。模型2的特点是投资过程是离散的，投资只发生在索赔时刻，

所以非索赔时刻不可能发生破产，因此

W(u，K)=P(U(以<o))。 ．． (4．12)
n=l

而且，定义甲。(“，K)皇尸(U(配<o))，表示第，1次索赔之前破产的概率。因为
i=1

0s甲l(”，K)≤、壬，2@，K)≤⋯≤甲。@，K)≤⋯， (4．13)

由于破产概率列单调递增有上界，所以，1im甲。(“，K)=甲@，K)。

下一个定理给出了惩罚函数的积分方程。
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定理4．3股票价格服从指数L6vy过程，投资策略过程K(t)满足

K(f)=∑Ⅺlf：粕j，则保险公司的惩罚函数①口(“)满足积分方程：

①。(“)

2 jc02e-(a+a)'f；+a+k(y-I)(I)a@+ct-x+K(y-1))
(4．14)

xdF(x)p(t，y)dydt

+Jco胁㈣枷Jco彳(“州一K(y一1)眦y)dydt，
其中，彳(“)=I。g(“，x-u)dF(x)。

证明．固定互=f，五=工，P“‘)-歹，如果z≤“+ct+K(y一1)成立，那么破产不

会发生且有U=u+ct—x+K(y—1)， ①口(u+et-x+K(y-1))就变成了从开始的t

时刻函数g的折现值的数学期望，因此，①。(u+ct—x+K(y-1))在0时刻的折现

值为e-“tO。(“+Ct—x+七(y—1))。

如果工>“+ct+K(y一1)成立，那么破产在第一次索赔时刻发生，而且有

r=互=t，U(T一)=“+ct+七(y一1)和lU(T)l=X一【“+ct+k(y—1)]成立。

注意到， (Z，e“‘’)和x。相互独立，所以有如下推导：

中。@)=f彳启一mE[g(U(T一)，I u(r)I)e”7

‘r锕，}五=x，互=f，e‘‘‘Ly]xdF(x)g(t，y)dydt

=JcD儿巾∽‘Jco厂HP”西。(u+ct-x+k(y一1))×dF(_]c)p(f，y)dydt

+jc。2e-t"*a)'Jco f=a+ko,-og(“州+k(y一1)，工一(“矧+k(y一1)))×护(x)p(f，y)dydt。

再根据么似)=f_g("，x一“)卵(工)，所以定理4．3得证。

推论4．1．令定理4．3中的g=1和口=0，可以得到积分方程

甲(“，K)=Jco JcoF@+ct+K(y一1))p(f，y)dtdy

+Jco f fI+甜+K。叫’甲(“+cf+K(y一1)一工，K)p(t，y)dF(x)dtdy。
推论4．1说明，定理4．3是定理4．2的推广。
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4．4 带有随机扰动项的惩罚函数的积分方程

事实上，盈余过程R(t，“)经常会带有随机的干扰。带有扰动项的风险模型是对

经典模型的推广。Gerber(1973)【78】首先研究了该问题，许多其他的学者也研究了这

个问题。 比如说，Dufrense&Gerber(1991)179]，Furre and Schmidli(1994)【80】，

schmidli(1 995)[81】，Gerber&landry(1998)【8到，Wang&Wu(2001)[831，Tsai&

willmot(2000)【841，Li＆Garrido(2004)[85】等等。在盈余过程的基础上，带有扰动的

风险盈余过程为

U(f)=R(t，zf)+P(f)， (4．15)

其中P(t)被称为扩散过程与R(t，“)独立，经典的模型一般用带有飘移的布朗运

动表示，在本节中，考虑一种更加复杂的推广，即P(f)是带有随机跳跃的扩散过

程，用L6vy过程去描述P(t)。在本节中，假设P(t)为一种特殊的L6vy过程，其

具有Wiener-hopf分解。以f)可以分解成如下形式：

P(f)=P+(f)一，(f)， (4．16)

其中P+(f)是一个没有负跳的L4vy过程，J(t)是一个强度为见一的复合泊松过

程。P+(f)的特征三元组为(7，仃2，y+)，其中y+是一个只有正支撑的“唧测度。

根据L6vy-Khintchine引理，P+(f)的特征指数为

fop(s)=缈+了0-L s2+c。(扩一1一isxI(I x 1_<1))v+(出)。 (4．17)

假设J(t)的跳跃大小服从phase·type分布。Phase—type分布推广了指数族分布，

而且所有的支撑在(0，∞)上的分布族上稠密。其在精算领域被广泛应用，参考

Asmussen(2004)[861。下面给出Phase-type分布的定义。

一个支撑在(O，00)上的分布，被称为phase—type分布，如果它是一个有限状态

连续时间Markov过程M(t)的吸收时间f的分布，其中M(f)拥有一个吸收状态△，

剩下l，2，．．．，m，为可转移的状态。也就是说，F(t)=尸(g-≤f)，其中f可表示为

g-=inf{s>0’M(s)=A)。F由三个参数决定，转移状态数，，l，转移密度矩阵T，

以及初始状态向量a=(呸，ooo$％)，其中q=以肘(o)=f)。对于任意的i=1，．．．，m，

令‘为状态转移i—A的概率密度。t=(‘⋯乙)’为列向量。t=-T1成立，其中l表

示单位列向量。这样，，可以写成

，(x)=l一他nl， (4．18)
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其密度函数为f(x)=aer．,-t，F的Laplace变换可以记为

F[s】_【e-=dF(x)=a(sl-T)～t。 (4．19)

公式(4．18)中的表示如果成为最小表示，如果不存在k<m，k阶向量band

k×k阶矩阵G使得1一F(x)=bec41。

我们的研究对象依然是惩罚函数西。(“)=E[g(U(r-)，Iu(r)f)e喻l(r<oo)]，其包

含了破产概率，破产事件，破产时刻赤字和导致破产的索赔等重要的破产量。由

于惩罚函数的形式比较复杂，难以直接计算。其中一个通常的方式就是对破产量

建立积分方程，从而可以找到破产量的数值解。

Norberg(1999)【817】在几个不同的随机模型下得到了破产概率的微分方程，其中

假设破产概率二阶连续可微。在这一节，假设索赔额的分布为phase-type，这等价

于净收益过程具有Wiener-Hopf分解。净收益过程写成

矿(f)=【，(f)一U

=ct一笺X—I+P(t)。
‘4加’

一> ：+尸()。

令x(t)=ct+以f)=P+(f)+Ct—J(t)，定义X+(f)=ct+P+(f)，那么X(t)同样也

是一个L6vy过程具有Wiener-hopf分解X(t)=X+(f)一J(t)，其中X+(f)是L6vy

过程带有特征三元组(y+c，盯2，y+)。J(t)是一个强度为兄一的复合泊松过程，其跳

跃大小服从phase．type分布具有参数(聊，T，伍)。

假设X(t)具有非单调的路径。定义x(s)=logE[exp(sX(1))]为X的IAvy指数。

根据Z的跳跃结构。K能被解析延拓到负的复平面除了有限的点外，即T的特征

值。设n=a：尺(肛)<0)为满足方程x(p)=旯的实部为负的根的集合。令

L=inf。五X(t)为过程x在互之前的最小值，同时仍0)=E[exp(slx)】。根据

Tauberian定理可知妒，(o。)=P(，2=O)。

既然V(t)是一个l_hvy过程，其必有平稳独立增量。那么过程V(t+T1)一y(互)依

然是一个L嘶过程，其同分布于矿(f)。有了这个性质，可以分三种情况讨论破产：
·破产在第一次索赔到达之前发生，用公式表示为r(u)<正，也等价于

一啦。五石(f)>U。
·破产发生在第一次索赔之时，即r(u)=互当且仅当一i址。z x(f)<U和

X(互)一X。+U<0同时成立。在该条件下，破产的发生是由于索赔引起的，因为

R(t，”)和P(f)的跳跃不可能同时发生。

·破产在第一次索赔以后发生，即r(u)>五。在{f(“)>五)的条件下，r(u)一五

和≠(“+y(互))同分布，≠(”)是r(u)独立复制。
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引理4．2(Asmussen et．a1(2004)[86】)．如果盯(p)=五的带有负实部的根全不相等，

P(-Iz∈出)=∑4(一乃弦"dx，x>0， (4．21)

其中，A=(4，i∈m)是下式的系数：

纺(5)一仍(o。)=∑4乃(乃-s)～，x>0 a (4．22)

引理4．2中假设没有重根只是为了说明方便。参考Asmussen et．a1(2004)【86】中注4。

定理4．5．参数和模型设置和前面一致，对于任意的U≥0，

甲(甜)=∑4epJx+f知础f￡=“h，(口，b)dadMF(x)dr+AT(甜)，

其中矗，(口，6)是二维随机变量：(int0白甜X(s)，X(f))的概率密度函数，A是积分算

AT(“)=r Ae-at jco￡e。"e(u+a-x)h，(口，b)dadbdF(z)dr，
证明．根据破产的三神情况，可以把破产概率Y(”)分解为：

甲(“)=P(r<oo)2P(f<互)+P(f=五)+P(TI<f<∞)。 (4．23)

P(f≤互)=P(in‘。五u(f)<0)=H—inf：。毛矿(f)>U)

：以一厶>“)=gz4．(一乃)e乃。出=∑4e叩， 工≥o。
‘4·24)

对于(4．23)中的第二项，首先应用全概率公式计算如下：

尸p=五)=P(一iIlf。z x(t)<“，x(互)+“一五<0)

2fAe-a'fP(-inf,qX(㈣猁+／,t--X<0ITl=t，Xl
2工)招(x渺(4．25)

=fA,e-知fP(inf,。X(t)>-u，x(f)+U--X<O)dF(x)dt
一～。

=曼植九受￡nq，b)dadMF(x)dt，
其中第三个等式成立是因为互，五和X(f)独立。

最后来处理最后一项户(互<f<oO)，

尸(互≤f<oo)=P(O≤r(u)-TI<oo)=P(≠(”+y(互))<00If>互)。 (4．26)
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根据互和X(t)独立，固定Xl=工，互=t，inf X(s)=口，彳(f)=b，f>互意。
。

’

O董sNt

味着a>一u和“+b—x>0成立。那么有

P(互<f<∞)

=Jio五e砒Jco E。￡JP(f(“十矿(互))<oo l互=f，工。=x，x(f)=6，info如匐x(s)=口)
xht(a，b)dadbdF(x)dt

=Jco五P础jco￡。E甲(u+a-x)h，(a,b)dadbdF(x)砒
综合以上的证明可知定理4．5成立。

注4．1．针对订立4．5中的联合密度函数，可以作如下的处理。首先定义首达

时疋=infp≥o，彳(f)≤a)，那么二维随机变量(info如gx(s)，x(f))的联合分布可以表

示为

P(inf X(s)≤口，彳(f)≤6)=P(T≤f，z(f)≤6)。
O兰s．St

也就是说，只要找到(￡，彳(f))的联合分布函数5(p，g)或者等价地找到联合矩

母函数“。(∥，7，)=E[exp(一∥瓦+7x(f))】。根据Asmussen(2004)‘861中命题2．6，有，

Ua(∥，y)=缈尸(y)一1ZAjpje一。乃I(pj—y)， (4．27)

其中缈?(s)=研exp(s础in(fp)彳(s))】，y(∥)是一个参数为∥的指数函数。
最后给出惩罚函数的积分方程。

定理4．6．对于任意的“≥0，①。(“)满足下面的积分方程：

姒炉JIo萎4(一磅∥Jco Rff，'芝i---O咖+g+Z，I啪舱卸№g)FMz)ax
=Jio屁础Jco f：=。￡g(“+6+x，l”+bI)e-8']h，(口，b)dadbdF(x)出+人①占(”)，

其中Fo(dZ)=80(dZ)，对于f≠O，卜互(出)=lieT：t。

证明．和破产概率的分解类似，同样可以对惩罚函数作如下分解：

西占(“)=E[g(U(r-)，I U(r)I)P嘶I(r<oo)】

钮【g(u(f-)，№)嗲m<五)】+E【g(u(f一)，m)矿‘j(弘互)(4．28)
+E【g(U(f一)，I u(r)1)e一劈，(五<f<oo)】

=①1+①2+①3．
占 占 占’

接下来分别计算(4．28)中的三项，首先有

100
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①：钮【g(u(叫，№)矿m<Z)】
(4．29)

=E[g(U(f一)，I u(r)I)e一出I(-inf，§兀X(f)>“)】，

根据引理4．2，

601=E[g(U(r一)，I U(r)I)e。品，(一iIl‘；z x(t)>“)】

=I E[g(U(r-)，I U(r)De。7】P(一厶∈dx)

=r∑4(一日Ⅺ即E[g(甜+彳(f一)，I“+x(r)1)e-6r]奴，
yera

设￡。=inf{t≥O，x(t)<一“)，f=L在p<互>上成立。在首达时刻Z。，或

者存在一个突然的跳跃，或者Gaussian成分使得过程x下穿一“。Go表示后者发

生的事件。G，i=1，．．．，m，表示跳跃引起的下穿，状态为i。把概率空间分解为

Go，．．．，G历。那么有下面式子成立。

E[g(u+X(r一)，I u+X(r)I)e一曲】

=E眩(“+x(乃一)，I“+x(互一)I)e卅L一如．]

+∑E眩(“+x(毛一一)，lu+X(L一)咿阻乇] (4·30)

=jco『『艺g(“+g托l料q I)e-Sq_。(p，q)Ft(dz)，
R2 J20

对于第二项，有

o：=研g(U(r一)，l U(r)|)e_丹，(f=五)】

嘲g(u(f一)，f u(f)I)e一毋，(一i11f：。五X(t)<“，X(TI)一五+甜<o)】

=jco肪m rE[g(“+彳(f)+五，I”+x(f)I)e一西 (4．31)

xI(inf,q X(s)>叫，X(t)一X+U<O)]dF(x)dt

=2e础jco I：=。f g(u+b+X9I“+6矿耽(口，b)dadbdF(工)at。
和破产概率的推导类似，最后一项可以写成

03．=E[g(U(r-)，I U(r)护赍I{Tl<f<oo)]=AOJ(“)。 (4．32)

综合(4．28)一(4．32)，定理4．6证毕。

4．5本章小结

本章在上一章的基础上更加深入地探讨了破产概率的计算问题。也就是说如
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果保险公司在市场上进行投资，破产概率该如何估算。由于破产概率本身的复杂

性，即使在经典模型中也很难找到其精确的解析表达式，更不用说再把投资考虑

进去。～个重要的途径就是针对破产概率找到其积分或者微分方程，从而可以数

值计算破产概率。本章力图对破产概率找到迭代积分方程，该方程含有积分算子，

从而可以把初值带入方程进行循环迭代找到破产概率的数值解。本章针对不同的

股票价格模型，股票价格可以服从几何布朗运动，也可以服从指数L6vy过程。同

样考虑不同的投资过程，分别得到了破产概率的积分方程。本章利用的方法是离

散化嵌入方法和更新技巧，而且讨论了惩罚函数的积分方程，惩罚函数除了包括

破产概率本身，还包括更多的破产量。本章还讨论了带有随机扰动项的盈余过程

的破产概率，扰动项用L6vy过程建模，索赔服从phase．type分布，得到了破产概

率和惩罚函数的积分方程。



第无章结求语

5．1全文总结与创新点

第五章结束语

破产概率作为保险公司最重要的风险预警指标，一直是学术研究的热点。本

文把破产概率及其相关指标作为最主要的研究对象。在经典的聚合风险模型上加

入了投资模型。盈余过程用Lundberg．Cram&建模，其中索赔过程用复合泊松过程

建模。考虑了股票价格的不同模型，分别用几何布朗运动和指数L6vy过程建模，

分别就保险公司购买单一金融品种和投资组合，考虑了破产概率。破产概率可以

是最终破产概率，也可以是有限时间破产概率，得到了破产概率的指数型上界，

而且同时考虑了采取什么样的投资策略可以使破产概率的上界最小。最后得到了

以下结论：无论是股票价格服从几何布朗运动，还是更为广泛的指数l_Avy过程，

保险公司采取常数投资策略可以使破产概率的上界最小。而且如果考虑目标是保

险公司的期望财富最大时，在VaR风险约束下可以得到最优的混合投资策略。最

后还解决了如何计算破产概率的问题。这里，把破产概率推广到了描述包括破产

概率在内的更多破产量的惩罚函数。得到了惩罚函数和破产概率的积分方程，为

数值计算破产量提供了可能。综合起来，本文的创新点有如下几个方面：

(1)经典的破产理论很少考虑利率的影响，不涉及投资收益。直至最近，对

具投资收益的破产论的兴趣才猛增。究其原因，如果在经典的破产理论中加入利

率，有可能破坏盈余过程的平稳独立增量性，而该性质是经典研究方法所必须的。

本文采取了新的研究思路来解决非平稳独立过程的问题，即随机数学中的随机权

和方法来研究带有利率的破产论，推广了经典的结果。

(2)在以往的考虑带有投资的保险公司的破产论时，一个重要的假设就是风

险资产价格服从几何布朗运动，这样做的方便之处在于几何布朗运动具有平稳独

立增量，而且满足正态性假设，各阶矩存在，且分布仅由前两阶矩决定。但是很

多实证结果表明，股票价格的收益的分布是有偏的，而且具有尖峰厚尾的特征。

具有上述特征的一个解释就是股票价格会出现突然的跳跃，解决的方法就是改进

模型。本文采取指数IAvy过程去描述股票价格，推广了原有的结论。

(3)现有的文献在考虑保险公司的风险时，一般用最终破产概率去描述。但

是，最终破产概率毕竟有些脱离实际，而且大部分的文献在寻找最优投资策略时，

建立的优化模型，其目标函数一般为破产概率或生存概率，比如使破产概率最小。
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本文用VaR去度量保险公司的风险，目标函数选择保险公司的期望总财富。在VaR

约束下，找到了可以使期望总财富最大的混合投资策略。

(4)重尾分布族下的破产论是现在研究的热点，重尾分布研究的难点在于经

典方法失效，比如鞅方法和更新论证方法。但是重尾分布针对了一类最有保险特

征的随机变量，因为，保险索赔往往具有重尾特征。本文考虑了重尾分布族中最

重要的一类，正则变化尾分布研究了有限时间破产概率，利用极值理论，得到了

有限时间破产概率的尾等价式。

(5)除了破产概率之外，本文还综合考虑了破产时间，破产时刻盈余和导致

破产的索赔额。把惩罚函数作为研究对象，在具有投资的模型下，用更新方法对

惩罚函数建立了积分方程。从而拓展了破产概率的研究范围。

5．2研究展望

首先，本文考虑的是保险公司的盈余过程是经典的Lundberg-Cram&模型。但

是其本身还是有一些缺陷。而复合泊松过程只是L6vy过程的特例，考虑对盈余过

程用L6vy过程建模，是接下来需要讨论的。

其次，本文的保费费率假设为常数，保费收入一成不变，即不随瞬时盈余的

多寡而有所调整。实际上这只是为了建模的方便。随着瞬时盈余的多寡而不断调

整的保费是下一步需要关注的，另外，在本文的模型假定下保险公司的再保险保

费的定价也是很有意义的课题。

再次，本文得到的最优投资策略，其目标或者是破产概率上界最小，或者是

总财富最大。得到的所谓的最优或者是渐近最优，或者是近似最优。如何对破产

概率建立HJB方程，从而得到其解析最优解也需要进一步地探讨。在第三章混合

投资策略下寻找最优解，对于如何在无限制条件下给出投资策略的最优解，这方

面的研究工作需要更多的随机分析的知识，难度较大，且不易得到经典破产论中

那样漂亮的结果，需要更多的努力去研究。

最后，如何把索赔额的正则尾分布族推广到更一般的重尾分布族也需要进一

步地研究。
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