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摘 要

本文主要建鳕裳Hamilton系绞及其对黎瞧瀵论磋究了必孤子寒廷意予熬瞧

质．光孤子和任意子系统均可用奇辩Lagrange量米描述．按Dirac约束理论，衡异

Lagrange量系统过渡到相空间描述时，其正则变量问存在固有约束，为约束

Hamilton系统．因此，光孤子积任意孑暴统须用约窳Hamilton系统理论来处缓．系

统守僮爨辩磺究系统(茏其是菲线靛系统窝约束慈统)的运动状态帮物理憋矮具

有重要作用．本文基于Green函数弦位形空间中的生成泛函，鼯出了有限自由度

系统变换性质的一般黧子动力学方程．研究表明，该动力学方稷在一些特殊情况

下霹麓纯麓量子力学中鹃动量定瑾、楚囊量定璞藏量子瘩乎戆Noether定灌，

光孤子由于在长躐离通信和龛光开关方面的潜在应用引起人们广泛必注．

光孤子传输满足非线性Sch／Sdinger方程，在解非线性偏微分方攫中，目前用得最

多的近似方法是数镶聪法，但其孛麟缝果难以显暴，嚣交分法骢优点藏是它旋绘

出解析的表达式．对阉光孤子相互律用闯题是光孤子通信能褥实际应用的关键

因素．两明孤子和两暗孤子间的相曩作用已有不少讨论．本文用变分法研究了明

暗时间光孤予间的相鬣作用．睨暗两时间孤子相距较近时，相嚣摊斥，而相距较远

嚣，耱互{乍翔露戮忽酶。鞠疆两嚣雩阉瓤子戆入射疆麓增大对，稳鬣作蕉会热强．察闯

光孤子相互作用在信号处理及全光开*方面有璧蒙应用．本文从Kerr空间光孤

子耦合的qE线性Sch6dinger方程出发，用变分法讨论了空间孤子间的相互作用．

由位形空耀中的经典Noether导窭系绞在乎移交换不变娃下憋守藿量，剥建该守

恒量，发现相干和非相干相互作用势函数都与孤子间的相对相位无关，出现孤子

间反常相互作用，即最近文献中报邋的结果．

在光孤子传输经舆理论不断发展农完善鲍阏时，光孤子传输的量子理论遴

褥蜀较大秘发震。光孤予系统可焉驽髯Lagrange蕊攒述，系统禽Dirac约束．通常

按对应原理写出系统场掇间的对易关系和量子非线性Sch6dinger方程时，未计及

约束．本文对飞秒时间孤子传输的非线性SchOdinger方程进行严格的Dirac眨则

量子纯，搭毽了系统场鬃阕熬对易美系窝量子棼线性Sch秘inger方程，霜露穰据

约束Hamilton系统的藏子守恒律，得到了系统的鬣子能量和动爨守恒．目前关于

孤子传输姑子理论的研究大多限于时间孤子，而空间孤子量子理论的研究很少．

本文对稳态光辑变空间孤予系统遴行了Dirac委划量子缇，导爨了援述空阕孤子



系统场量之间的对易关系和量子非线性Sch6dinger方程．在线性近似下求出屏蔽

孤子量子Sch6dinger方程的微扰解，讨论了屏蔽亮孤子的压缩性质．光强越大，量

子噪声被压缩的幅度越大．

任意子由于可能解释高温超导和分数量子Hall效应引起人们广泛关注．在

场论水平可以用Chem．Simons理论来描述任意子的分数自旋和分数统计性质．

在对Chem—Simons理论进行量子化时一般采用Dirac正则量子化，处理的是非对

易q数而不是c数，因此用路径积分量子化方法就显得方便得多．分数自旋的性质

可以通过计算系统角动量来讨论．以前的研究多数是由对称的能量一动量张量得

到角动量而不是通过Noether定理，这两者是否一致值得研究．本文在量子场论水

平上用路径积分方法研究了Abel Chem。Simons理论与复标量场耦合系统和

Maxwell Chem．Simons理论与复标量场耦合系统，通过量子Noether定理得到系

统角动量，经计算发现，系统具有分数自旋的性质．这和由对称的能量一动量张量得

到的结果一致．同时得到Maxwell CS耦合系统的量子能量和动量．

关键词约束Hamilton系统：对称性和守恒律：光孤子；任意子
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Abstract

In this dissertation，the properties of optical solitons and anyons are studied in

framework of theories of constrained Hamilton systems and their symmtries．Optical

solitons and anyons both can be described by singular Lagrangians．According to

Dirac theory of constrained systems，there are some inherent constraints in phase

space for a singular Lagrangian systems，and these systems are called constrained

Hamilton systems．Therefore，it is necessary to discuss optical solitons and anyons

using theories of constrained Hamilton systems．The conserved qauntities arc

important for us to know the physical properties of systems，especially nonlinear

systems or the systems with constrains．Based on the configuration-space generating

fimctional of Green function for a system with a finite number of degrees of freedom，

the general quantal dynamical equations of transformation properties are derived．In

some cases they can be reduced to momentum theorem，angular momentum theorem

or Noether laws at the quantum level．

Optical solitons have been the objects of extensive studies because of their

potential applications in long distance communications and all—optical switching．The

propagation of optical solitons can be described by a nonlinear Schr6dinger Equation．

This nonlinear equation is often studied by numerical simulation in proximate method．

and one of its disadvantages is that the mid·process is omitted．By means of

variational method we can get an analytical solution though proximate．In this

dissertation，interactions between bright and dark temporal solitons，and interactions

between Kerr spatial optical solitons are studied by means of variational method．It

shows that two temporal optical solitons are repellent when their distance small，and

interactions can be nesleeted when their distance large．Through classical Noether

theorem，the conserved quantity of the system of Kerr spatial optical solitons arc

derived．Using this conserved quantity it shows that the coherent and incoherent

interactions are insensitive to relative phase of two Kerr spatial optical solitons，and

this is just the result of the recent experimental results．

The quantum theory of optical soliton propagation have made a great progress

with the development of its classical theory．Systems of optical solitons carl be

described by singular Lagrangians．The commutation relations of fields and quantum

nonlinear Schr6dinger equations are usually given by using corresponding principle，
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and it’S not satisfactory since the cons拄aints are ignored，In this dissertation，

propagation systems of括temporal optical soliton and steady state photorefractive

spatial optical solitons aro quantized in Dirac canonical formalism，and the

commutation relations and quantum nonlinear SchrOdinger equations are derived．The

conserved energy,momentum for temporal sohton systems are derived at the quantum

level．Under the linearization approximation，the perturbation solution of

photorefractive spatial screening solitons is found and the squeezing properties ofthis

system are discussed。

Anyons have attracted much attention due to their possible relevance to

condensed matter phenomena，especially to the fractional quantum Hall effect and

hi曲·Tc superconductivity．In the study al the field—theoretical level，fractional spin

and fractional statistics of anyons can be decribed by Chem-Simons theory．The

properties of fractional spin and fractional statistics Can be discussed through angular

momentum of a system．The angular momentum for anyons ale always obtained

through symmetric energy-momentum tensor based Oil the Dirac canonical

quantization approach not Noether’S law．Some authors have putted forward that the

expressions obtained by these two prescriptions may not be identical．In thjs

dissertation the systems considered here are Abel CS theory coupled to complex

scalar field and Abel Maxwell CS theory coupled to complex scalar field．The path

integral quantization schemes are formulated，and its advantage is that we deal with

c-number．It is shown that fractional spin also appears through quantum Noether’S

prescription for these systems，and it coincides with results obtained through

symmetric energy-momentum tenson The conserved energy and momentum for Abel

Maxwell CS theory at the quantum level are derived．

Keywords constrained Hamilton systems；symmetries and conserved laws；

optical solitons；anyons
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第t章绪论

第1章绪论

秘怒系统的运韵经往受到菜些约束条转的淑镧．其魏泵分为两类：一类怒位形

空间中存在的附加条件；另一类是相空间中描述时，正则变量间存在的关系．对动

力学系统的描述有位形空间中的Lagrange体制棚相空间中的Hamilton体制两种

形式，瑟蠢在量子理论中有雯重要豹律磊．爱奇癸Lagrange嚣攘逑戆系统为裔彝系

统．奇异系统过渡到相空间描述时，其正则变爨闻存在固有约束，即为约束

Hamilton系统。众多物理系统都属于约束Hamilton系统，例如描述自然界4种基本

相互作鲻豹量子电动力学(QED)、爨子味动力学(QFD)、量子瞧动力学(QCD)、

雩|力理论(广义相对谂)、超引力和越弦等．由于奇髯系统在相空闻中存在圈褥约束，

而系统的量子化通常鼹由相空间中的正则变量来实现的，此时初等量子力学中的

量子化方法已不适用．当正则变量间存在约束时，爨子化理论中擞现的新问题鲍研

究，一畿受爨天稻广泛懿关注[1-t01．奇雾系统歪剩影式懿磊并究始于Dirac¨j，

Ber掣nann等人奠定了奇异系统的动力学和量子化的基础【2】．约束Hamilton系统

通过Dirac括号和量子括号的对应来实现算符形斌的正则量子化．用Dirac括号对

杨．Mills耨透露正则爨予讫霹，处瑷上遇到较大羧难．怼扬-Mills琢弱泛嚣获努f露

径积分)墩子化则是一种有效方案p】．Faddeev—Popov给出了规范系统在位形空间

中的路径积分量子化．Faddeev利用Feynman路径积分首先实现了仅含第一炎约

束的系统谯枢空间中的量子化【41．Senjanovic给出了同时含第一炎麴束和第二炎终

隶豹系统在穗空闻中豹路径积分藿子纯【鄹．稠对论往协交酌量子纯瓒论是

Batalin-Fradkin—Vilkovisky(Brv)等人基于BRST(Becchi-Rouet．Stora-Tyutin)对

称而建立的【6J．其他爨子化方紧，例如FJ(Faddeev—Jackiw)方案【71和BV

(Batalin—Vilkovisky)[sl豹Lagrange鬟予毒乏方案等纛受到久懿懿关注。

对称性理论在物璐学中占重要地位．系统其肖某种对称性～般就存在桷应的

运动守憾嫩．实际的动力学系统即使怒运动方程融经给出(特别是由非线性微分方

程和约寒系统的运动微分方程赝撼运懿系统)，要求邀运动方稳瓣瓣锺诬是缀露难

的，有辩簇至是不可辘的．因此，守慷爨对于了解系统的物理状态和缝质是十分重

要的．对称性和守恒律的联系，在经媳理论中通常胜}Noether定瑕给出．在量子理论

中，对称髅和守恒律的联系，由量子守恒律给出．对称性和守恒律的联系无谂在经

典拳乎遴楚在量子承平均终了大鬓耢究{H-251。

约柬Hamilton系统理论及其对称性质在现代物理学中，特别是在量子场论中
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占有十分重要的地位．光孤子和任意子系统可用奇异Lagrange量描述，为约束

Hamilton系统．在研究它们的性质，尤其是量子性质时，应该用约束Hamilton系统

理论．

近三十年来，孤子现象受到了人们的普遍关注，孤子理论及其应用取得了日新

月异的进展，如今它已成为非线性光学领域中的一个重要的研究课题．孤立波在相

互作用之后保持各自的波形不变，并且能量和动量守恒，其行为类似于粒子，将其

命名为“孤立子”或简称“孤子”．目前，孤子概念及其理论已被广泛应用于物理

学、天文学及生物学等各学科中．

光学中孤波现象的研究始于1965年，先后发现了自聚焦空间孤子与非线性介

质波导中的传输孤子．光孤子传输可以用非线性Schr6dinger方程来描述．1973年

Hasegawa在理论上推断，光纤中能够形成孤子【”】．他们预言当光纤的线性色散

效应和非线性自相位调制效应达到平衡时，光纤中可传播无色散的光脉冲，由于这

种光脉冲沿时间轴传播时脉冲宽度保持不变，因此被称为时间光孤子．1980年

Mollenaur用实验方法在光纤中观察到了时间孤子【2”，并于1980年提出将光纤中

的孤子用作传递信息的载体，构建一种新的光纤通信方案，称为光纤孤子通信．光

孤子通信容量比现有系统增加1-2个量级，特别是1989年掺铒光纤放大器试制成

功后，光孤子通信向实用化大大迈进了一步．光孤子通信以其高容量、中继距离长、

放大设施简单、误码率低及抗噪能力强而成为光通信研究的热点【28。32】．

光孤子通信系统的容量决定于相邻孤子脉冲间的间距，而传输距离决定于相

邻孤子脉冲间间隔的稳定性．间隔越小，容量越大；间隔的稳定性越好，传播距离

越远．缩短相邻孤子脉冲间的间距，可以提高光孤子通信系统的容量．当相邻孤子

靠近后，由于光纤的非线性效应，将引起相邻孤子间的相互作用，波形畸变，传输

恶化，传输速率下降，传输距离缩短．因此在高速光孤子通信中，光孤子问相互作

用的研究是一个十分重要的问题。⋯⋯．光孤子依据光强分布可分为亮孤子和暗孤

子．两个时间光孤子间的相互作用有：(1)两个亮孤子在反常群速色散区传播

。”：(2)在反常群速色散区亮孤子和在正常群速色散区暗孤子相互作用⋯1：(3)在

正常群速色散区亮孤子和在反常群速色散区暗孤子相互作用阱1：(4)两个在正常

群速色散区暗孤子相互作用m1．对于光纤亮孤子的相互作用已进行过大量的研究

。。4⋯．脉冲为sech型的两亮孤子因相互作用而产生离合现象．这种离合现象会产

生严重的误码，从而影响超大容量超长距离光纤通信的质量．近年来，光纤暗孤子

的实验成功观测“”使它已经成为通信领域研究的热点邮“．研究结果表明：光纤

损耗””、放大器噪声“”和相邻孤子间的相互作用“”等对暗孤子形状的影响比对亮

孤子更小．因此，一些研究者认为光纤暗孤子应用于光通信系统和信号处理具有



比亮孤子更好的特性．虽然暗孤子相互作用的研究相对于亮孤子来说显的皿迅小

够“⋯，但是亮暗光孤子间相互作用的研究则少而又少．

空间光孤子是指当非线性介质的自聚焦效应与光束的衍射发散作用相平衡

时，在介质内无衍射地向前传播的光束．早在1964年，Chiao等人就预言光束自陷能

在Kerr非线性材料中形成‘5叫，但Kerr非线性带给空间光孤子内在的非稳定性．

1992年美国Segev等人预言在光折变晶体中能形成空间光孤子[5”．1993年，随着材

料科学与现代非线性光学的发展和结合，人们在光折变材料中首次观测到稳态三

维空间光孤子【521．光折变空间孤子在微瓦的入射功率下即可产生，这使它在很宽的

入射功率范围内均可得以应用，掀起一场光折变空间孤子的研究热潮[s3-ssl．空间光

孤子相互作用由于在信号处理及全光开关方面有重要应用受到广泛关注””⋯．空

间孤子之间的相互作用分为相干相互作用和非相干相互作用．1996年，Shih等”1

对非相干碰撞过程进行了实验观测．1997年Garcia-Quirino等““实验研究了光孤

子之间的相干相互作用．发现若两个孤子同相，它们相互吸引．若两个孤子异相，

它们就会相互排斥．然而，1998年Krolikowski等呲’发现了介质中非相干孤子的反

常相互作用．理论和实验都表明非相干孤子间存在反常相互作用，即两非相干孤

子可以相互吸引，也可以相互排斥：2002年，Cohen等【63】发现了相干孤子的反常相

互作用，即反向传输相干孤子的相互作用不依赖于两孤子的相对位相．对空间孤子

相互作用的研究目前大多限于实验或数值模拟，而相应的理论值得进一步研究．

在光孤子传输经典理论不断发展和完善的同时，光孤子传输的量子理论也得

到较大的发展164。9”．Carter等1987年求解了量子非线性Schr6dinger方程，首次论

证了光孤子可以处在压缩态[651．如果是稳定的，那光孤子不仅可以实现高容量与长

距离传输，而且还能实现低噪声通信．1991年实验证实光孤子可以产生压缩态[”1．

损耗[66】、高阶效应【75，771及初始振幅㈣等对压缩性质均有不同程度的影响．文[91]

在正常色散区讨论了孤子的压缩性质．不同类型孤子压缩性质的研究也有报道p51．

光孤子量子效应研究的出发点是量子非线性Schr6dinger方程，它通常是经典非线

性Schr6dinger方程按对应原理写出的．描述光孤子传输的经典非线性Schr6dinger

方程，可由奇异Lagrange量导出．按Dimc约束理论用奇异Lagrange量描述的光孤

子系统是约束Hamilton系统，它的量子化应该用Dirac正则量子化饵E约束系统的

路径积分量子化)，而不能按初等量子力学的方法进行量子化．目前关于孤子传输

量子理论的研究大多限于时间孤子，而空间孤子量子理论的研究很少【86】．此外，光

孤子在传输过程中形状、振幅等保持不变的原因是系统存在许多运动常数(即守

恒量)，因此研究光孤子在量子水平下的守恒量也具有重要意义．

约束Hamilton理论不但在场论、量子光学中有用，还可以用在凝聚态理论中．



北京工业大学理学博士学位论文

量子理论和经典力学理论不同，粒子的运动不仅受到其他物体作用的影响，而且还

要受到其统计性质的支配，这种统计性质又完全由粒子的自旋来决定．根据传统量

子理论，所有基本粒子都分为性质不同的两大类：Bose子和Fermi子．它们的自旋

分别是^的整数倍和半奇数倍．并分别遵从Bose—Einstein统计和Fermi—Dirac统计．

人们还把这种分类用到准粒子或元激发上；所有的准粒子不是Fermi子，就是Bose

子．近来的研究表明问题并非如此，实际上由磁单极子和带电粒子组成的复合体的

角动量具有不寻常的特性．后来在统一规范理论的框架内又作了进一步的研究【”】．

特别是1977年Leinnas和Myrheim系统地讨论了空间维度，空间的拓扑性质对统

计和对称性的影响[9”．但直到80年代初分数量子Hall效应以及高Tc超导被发现

以后，该文的深刻而丰富的内容才逐步为人们所认识．正是这些凝聚态物理中的重

大发现，以及粒子物理中的磁单极等问题，使得以前理论上讨论过的问题变得有实

际意义了．这促使Wilczek去研究能给出分数电荷和分数角动量的理论，从而发现，

在理论上可能存在一种既不遵从Bose统计，也不遵从Fermi统计的复合体【9”．它的

统计性质，至少在原则上可以在上述两种统计之间连续变化．1982年Wilczek第一

次把带电粒子．磁通量管复合体叫做任意子(Anyons)．第一个把理论上的任意子和

实际对象联系起来的是Lau鲥in【鲫】，他为了解释当时刚发现的分数量子Hall效应
而发展了一种二维电子气模型．他认为，在Landau能级的填充因子v=l／m时，电子

气的基态能量有极小值．当填充因子偏出这个值时，状态可以用元激发来描写．这

些元激发的行为就象任意子．高T。超导体材料的发现为研究任意子的性质提供了

新动力．Anderson在上述发现后不久就指出了高温超导材料中铜氧面的重要性，同

时还强调了可能存在一种具有奇异量子数的元激剔10⋯．后来，Laughlin证明，任意

子在高T。超导电性中确实可能起着重要作用¨叭】．数字模拟表明，带电任意子气体

基态确实是超导电性的[102】．任意子由于可能解释分数量子Hall效应和高温超导

得到深入广泛的研究003d27]．用Chem—Simons(CS)规范场可以来描述任意子的分

数自旋和分数统计性质．任意子的基本理论有两种形式【{”1．即Lagrange形式和

Hamilton形式．描述任意子的CS理论，过渡到相空间时，存在固有约束，为约束

Hamilton系统．因此，从约束Hamilton系统理论来研究任意子CS模型的量子性质

就十分必要．

本文第二章主要介绍了约束Hamilton系统的基本概念及其量子理论，叙述了

约束Hamilton系统的对称性和守恒律研究了有限自由度正规Lagrange系统和奇

异Lagrange系统在量子水平下的变换性质，导出了一般情形下的量子动力学方程．

研究表明，该动力学方程在一些特殊情况下可简化为量子力学中的动量定理、角

动量定理或量子水平的Noether定理．



第1章绪论

本文第三章主要研究了光孤子间的相互作用．首先介绍了光孤子传输的经典

理论，叙述了时间光孤子和空间光孤子所满足的非线性Schr6dinger方程的推导．

利用变分法研究了亮暗时间光孤子间以及Kerr型空间孤子间的相互作用，导出了

相互作用势函数．研究结果表明，亮暗两时间孤子相距较近时，相互排斥，而相距较

远时，势函数近似为常数，相互作用可以忽略．亮暗两时间孤子的入射幅值增大时，

相互作用会加强．由经典Noether定理导出空间孤子系统的守恒量，并利用该守恒

量得到空间孤子问相干和非相干相互作用势函数都与空间孤子间的相对相位无

关，出现空间孤子间反常相互作用，说明最近文献中的实验结果．

本文第四章研究了光孤子传输的量子理论．首先简单介绍了压缩态的基本知

识．应用约束Hamilton系统量子理论研究了飞秒时间光孤子系统和稳态光折变空

间孤子系统的量子性质．对飞秒时间孤子传输的非线性Schr6dinger方程进行严格

的Dirac正则量子化，导出了系统场量的对易关系和量子非线性Schr6dinger方程．

同时根据约束Hamilton系统的量子守恒律，导出了系统的量子能量和动量守恒．

对稳态光折变空间孤子系统实行了Dirac正则量子化，导出了描述空间孤子系统

的场量之间的对易关系和量子非线性Schr6dinger方程．在线性近似下求出屏蔽孤

子量子场方程的微扰解，讨论了屏蔽亮孤子的压缩性质．结果表明光强越大，量子

噪声被压缩的幅度越大．

本文第五章在量子场论水平研究了任意子的分数自旋和分数统计的性质．先

简单介绍了任意子的CS理论．用路径积分量子化方法研究了Abel CS理论与复标

量耦合系统和Abel Maxwell CS理论与复标量耦合系统的对称性质．通过量子

Noether定理得到了系统的角动量，经计算发现，系统具有分数自旋的性质，这和通

过对称的能量一动量张量得到的结果一致．同时得到Abel Maxwell CS耦合系统的

能量和动量．
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第2章约束Hamilton系统理论

用奇异Lagrange量描述的系统(包括所有定域规范不变理论)，过渡到相空间

描述时，其正则变量间存在固有约束，为约束Hamilton系统．由于奇异Lagrange系

统在相空间中存在固有约束，而系统的量子化通常是由相空间的正则变量来实现

的，此时初等量子力学中的量子化方法对该系统已不适用，当正则变量间存在约束

时，量子化理论中出现的新问题的研究，一直受到人们广泛的关注【1_1”．对称性理论

在物理学中占重要地位．系统具有某种对称性就可能存在相应的运动守恒量．实际

的动力学系统即使是运动方程已经给出(特别是由非线性微分方程和约束系统的

运动微分方程所描述的系统)，要求出运动方程的解往往是很困难的，有时甚至是

不可能的．因此，守恒量对于了解系统的物理状态和性质是十分重要的，约束

Hamilton系统对称性和守恒律的联系无论在经典水平或是在量子水平均作了大

量研究⋯。“．本章主要了介绍约束Hamilton系统及其量子化方案【19]，，叙述了约束

Hamilton系统的对称性和守恒律[i9．231．导出了有限自由度系统变换性质的量子动

力学方程．研究表明，该动力学方程在一些特殊情况下可简化为量子力学中的动量

定理，角动量定理或量子水平的Noether定理．

2．1约束Hamilton系统

本节简要叙述约束Hamilton系统的经典理论，阐明初级约束、次级约束、
第一类约束、第二类约束以及Dirac括号的意义[9,13．19】．

描写场运动的量为妒。(X)@=(t,2)，a代表场的张量、旋量等分量或不同场

量的指标)．平坦时空度规g。，=diag(1，一1，一1，一1)．设系统的Lagrange量密度

彳(妒。，p二)@=1，⋯，”)不显含时空坐标，蚌=a。妒“=却“／舐“．在位形空间场的

Lagrange量为

三(p。，妒二)=jd 3】：4(p8，蟛) (2—1一1)

在位形空间系统的作用量为

，=Id4xd(qo％吒) (2—1—2)
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由最小佟溺羹添理，可以褥妥系统瓣Euter-Lagrange方程

参*参一巳c蠢Ⅲ 协H，
却。踟8 ”却0’

、 。

盘Lagrange量(2，1．1)疆邃熬系统疆据Hess矩阵

％=为 弘1。4)

可分势疆类．当系绫Hess楚蓐为{≥逶往短瘁辩

det|‰I=det矧枷 (2_H)

可敬放E*L方程籍爨全部疹“fz)豫为(矿《；)，垂“(x)，o；妒4(x)，8”，妒4《x))豹丞数。遮样豹

系统为正规系统，相应的Lagrange擞为正规Lagrange量．Hess矩阵为退化矩阵

叫％|地l素每l=。 侈硒，

的系统为奇异系统，其Lagrange量为奇异Lagrange量，相应的Lagrange量密度为

奇异Lagrange量密度．

疰=l奇异Lagrange羹密度∥(矿，妒二)秘=l，⋯，H)攒述豹动力学系统，通过

Legendre变换可以转换为Hamilton描述．用Legendre变换引入场的正则动爨密度

瓦=詈=砉(2-1-7)瓦2万2万 ，

场的正则Hamilton量为：

目。=fd4x雾c (2．1—8)

筑=％妒8一Z (2-1—9)

筑为场的正则Hamilton量密度，设Hess矩阵(2—1—4)l整J秩为R(R<”)，此时正则变

量闯存程n—R个约寐撵”3，19】

孵(妒4，，o)“O(a=l，⋯，H一尺) (2-I一10)

符号”*”凳Dirae意义上戆弱等，袤零等式在凄约紊决定赘穗蹙藤孛豹超藏瑟M

上成立约束方程(2—1一10)来源于芷则动量的定义和Lagrange嫩的奇异性．称为初
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疆约束．焉奇舜Lagrange霪描述的系统，正粼变鬟澜存在莺有约束，穗为约窳
Hamilton系统．定义系统的总Hamilton擞

H，=jd4J(吼+牙撵) (2—1”11)

这里君为约束乘子．对约柬Hamilton系统，任一力学爨F(妒4，石。)的运动方程为：

F(矿，扎)={F，H，} f2一I一12)

其中{’，}免场豹Poisson捺号

眺如骱m=，3x．W6F瓴(t,孬x)焉碧一毒器丧繁舞
场变量豹运动方程为

妒：。劬：，坼} (2小13)
蠢。=协“，Hr}

对约束Hamilton系统，场熬随时闯的变化率等于场鬣与珥的Poisson括号，雨不怒

场量与日．的Poisson括号．这是奇异系统与正规系统的Hamilton斑则方程不同的

缝方。

对于奇辨系统，系统的运动应始终保持在约束怒曲面M上．描述约束系统的

Hamilton正则方程(2—1。13)和E-L方程的等价性要求约束随时间的演化是稳定的，

帮约束的露耀皴商为零’遮徉约束满足巍洽性条传：

费={孵，H，}m0 (2—1—14)

方程．e／t(2。1。14)式有三种情况：(a)是一缎恒等式；(b)愚一组确定约柬乘子的方程；(c)

绘爨瑟的次级绞索．这里我们只考虑最嚣一秘。蓦影，褪级终寒躲鑫浚整条终绘爨耨

的次级约束：

旌={髭，H，)*0 (2-1-15)

次缀鳕紊髭阉样灌是耋浚往条辞．重赛上述步骤，逐次裳褥豹次缀翁寒记为：

彬={群～，Ⅳ，)z 0 (2—1w16)

裹至次级终窳葭漾足：

簖”={"，H，)“c盖掰(k≤研) (2-1—17)

-8-



为壹．这就是Dirac-Bergrnatm求奇髯系统约寒鹣算法Hj．

将全部独立约束记为：

垂。(矿，繇)*0 (2—1—18)

约束审。可分为两类：蒴一类约束A。和第二类约柬移。．第一类约束A。为与所有约

束的Poisson括号都弱等于零的约柬，即

{A。，魄；*0 (2-1—19)

不满足上述条件的约柬为第二类约束0。，第二类约束0。一般满足：

detl{8．，绣灶≠0 Q—t-20)

把初级约束钟分为初级第一类约束砖和初级第二类约束曰，系统总Hamilton量

(2-1—11)W写为

搿，=p3石(髯+麓跫+菘0％0) 《2，1．21)

)l。o．N。o为约束乘子．力学量，(妒f"t硝。)随时间的演化方程(2—1-12)化为

声={F，艨r≥={F，H。}+麓{F，so)+麓{F，醪} 0一l一2棼

根据(2-1—22)，(2—1一t9)和(2—1—20)，初级约束的自治性条件为

砖={哗，坼)={砖，日一)+《0”0n，心}+硝0”0n，靠’(2-1-23)
={越，玩}*0

彩2‘氅，珥)=赋，科毫十麓{铹，蜷)+笸{田，彬} (2小24)
={田，Ho)+倒0t％0，啦)“0

、 ’

麸《2-1—23)亵(2-1—24磅l，裙级第一粪终寒蘸戆爨寒黎子麓不麓瓣密，裙级第二类约

束前的约束乘子麓是可以解出的．

场论中懿Dime撼号秀：

{F秘，∞，G(t，，)}。={，0，z)，G(t，y))一

p：工，d 2y,妒(f，z)，吼(f，善，))础(z，，y，){吼(f，y，)，G(f，∥)}
(2_1_25a)

其中

乞。(∥，y’)={吃0’)，OAy7)} (2-1—25b)
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在约束Hmnilton系统的委翻量子纯过疆审，Dirac搔号占存重要璁位，蕊经典瑷论

过渡到量子理论是通过Dimc括号而不是Poisson括号来实现的．由(2-1—25)Jn

(2-1—24)式，可把任一力学缀随时间的演化方程(2—1—22)化为

F=麓{F，A毫}+{F，嚣。}n (2-t一26)

对仅含第_-2炎约束的系统，力学量F(妒“，牙。)随时阃的演化方程为

F={F，壬tb (2-1*27)

尽管约束系统的Dirac理论有了相当的发展，但是这个理论中的若干基本问

题至今仍在不断地讨沦，戴中之一就是Dirae猜想[10】，从(2—1—23)式知，初级第一炎

终素蓑弱终寒黍子麓楚不确定夔，这梯觚司一秘态焉遗发，由予浚纯方程《2—1-26)

中存在任意函数箕，末卷F可以有不同的取值．这表明这些末态程物理上是等价

的．不过它销之闻相差一个趣范变换．艉范变换的生成元为初级第一类约束

醚．Dirae把这种情况推广到次级第一类约束，即繇荫第一类约束都是规范交换的

生成元，它们生成物理态之间的等价变换．这就是著名的Dirae猜想．至今对这个猜

怒还没有给予严格的证明，不过对一些蘧簧的物理系绞，Dirac猿想滏未导致不合

理的结栗．

2。2约束Hamilton系统的量子他

约束Hamilton系统墩子亿问题瀚关键在于处理约束．一种方法是量子纯所有

动力学变量，用约束条件涞挑选物理态．这种对约束系统的Hamilton形式量子化的

基础是由Dirac首先奠定的【l】，这是一种算符形式盼正则量子化方案，路径积分爨

予纯莛源予静Dirac工俸，褥后囊Feynman迸一步鸯嚣班发震．Faddeev-Popov绘窭了

规范系统在位形空间中的路径积分量子化．Faddeev提出了对含煞一类约束系统

在相空间中的路径积分鬃予化方案【41，其后Senjanovic给出了同时含第一类约束

帮第二类绞索懿系统程疑窆润中懿凝经获分量予讫方案【弱，称F．S(Faddeev—

Senjanovic)路径积分量子化．相对论协变形式的量子化方法是由Fradkin及其合作

者给出的，通常称为BFV(Batalin—Fmd姒n-Vilkovisky)蹙子化方案f6]_下面主要介绍

Dirac算符正则量子化、F．S路径积分豢予诧稠BFV路径积分量子拢方案。
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2．2．1 Dirac算符聪刺量子仡

Dirac等人把标准正则量予化方法推广到含省约束的系统．用

Dirac．Bergmann算法，葵出约束Hamilton系统的第一类和第二炎约束；算琏{场变

量之阁Dirac旗号，Dirac括号直接对应量子正羽对易(或反对易)关系：最嚣约束

条件挑选物理态．这种处理约束的正则量子化方法，在处理某热问题时(如Abel

规范理论)是成功的．

菱瓣Lagrange量蠢羧垂枣震畚绫过渡到Hamilton髂裁爱，将秘空阀中戆经典

物理量，(口，p)过渡到Hilbert空间中的量子可观测算符P(O，声)，这里【口，剀=f：量

子态矢隧时间的演化满足Schr6dinger方程；将经典Poisson括号用量子对易式，梭

{叠，妨二}一j【叠，秀】 (2。2—1)

方式代替，那么经典正则方程户={F，H。)形式上就变为Heiseaaberg方程

尹=唾p，番。】 ‘(2-2。2)

式中[夤，圆]=五雪一韵尉正规Lagrange量系统上述正则量子化的算符形式巍初等

量子力学中是人{f】熬知的．对奇髯Lagrange鬃系统，在相空阙存在圈蠢约束

屯(g，P)*O，过渡到鸯予理论中其栩成的算符方程为

丸(0，昼)=0 (2-2-3)

在～彗寅舔耱疆系绕中魏莱将经熊理论中戆终窳条释过渡劐爨子理论辩享觅为算

符方程，将会导致与对易关系式(如电磁场)不相昝．可以把(2—2—3)式视为对物理态

的挑选

夔≤蠡壹l》。。=o (2盘固

也就是说，约束条件量子化后作用农物理态1)。上为零．适台这种要求的态矢量

称力物壤态矢量，记为1)赫。。

设系统仅存在两个约束

旃(甄p)=0，如(甄p)=0 (2-2—5)

终寒象释疆子讫表述药

磊(0，驯)咖=o，戎(香，刮)，舢=o(2-2—6)
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麸f2—2-6)式蠢

瞒(§，菇磊(垂，多)1)加=o(2-2”7)

耀(2-2．7)强裂经典戆对照式，哥凳约募暖帮蠡受第一类鲶来，蠹茂可见，当系绞存

在繁二类鳃窳薅，鞠栗采麓(2-2～1)式茨瓣瘟关系，臻么嶷经懿力学秘爨予力学霹巍

～E将会出现滞唐．为了克服这个困难，引进Dirac括号．由于第二类约柬的Dirac播

号巍零‘”。对禽繁二类约窳靛聚统，裁采翅Dirae括号与爨予捂号棚对皮

{A，辨。哼吨A，B】 辖-2—8)

这样经典理论和爨子理论的对_陂关系就不霭出现不国洽的情况了．对同时含有辫

一炎靼第二类鳃窳瓣系统遴嚣Dirac疆剃爨子德霹，纛蘩选取秽第一类约素数强

辐瓣熬鼹藏魏泰

Q4≈0 f2-2—9a)

筏蕊辩全部终寨寒说≤毽攒麓蘩终素)纛袋瓷燕二类终索，蕊莲绣轰条{孛誉少潦慧

detl{A。，贷}l≠0 ≤2—2-9b)

当正则变避的Dirac括号与正则炎濑有关时(如杨*Mills场)，Dirac诋则量子化

羲卡分嚣蕊；勇癸，Dirac歪羹§爨子芘方法蔻篱餮形式懿，强其钵逶热辩《舞接导守

瞧浚)羲要考虑嚣终熬次黪您熬，这是攘复杂稳诗冀；觳在邃～点主，它羧不热下覆

所谶的路径积分嫩子化方法方便．

2。2。2 Faddeev。Senjanovic路径积势黧子纯

路径积分爨子化方法是熬于量子力学熬本原理上的瑗论，是基于C数，而不是

q鼗戆理论，努予诗冀+1967年Faddev耪Popov(F—P邂F#ynman夜1948年提爨的
路径锻分方法蒎广弱量子场谂掰，戚辣魄安瑷了拯-Mills强在霞澎奎越孛蕊量予

化．1970年Faddeev在Dirac麴荣理论熬础上，考虑系统在栩空间襻在阖有约束，绘

出了台第一类豹策系统的路径积分量予化[41，1976年se瑙anovic解决了同时含第

一粪秘碧=炎镌蘩系统弱鼹经羧努量予纯{8，嚣势F-S貉撩积分量予琵，孓S量子纯

魄F．p量子豫方法严格，魄藤舔掰叙黥黔FV爨子鬣二方法使瘸起来方便簿荦．当辩蕊

量的路径积分为Gauss型时，F．S量予化的结果可化为F-P量子化的结果f如杨

-Mills场)．F．S爨予晓慧冀藩蜜舔镬焉蘧溺簸广弱方法。

下疆饕纂觳逡F-S鼹较羧分茧予绽方法熬绫暴：浚动力举系统密瓷黪
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Lagrange量密度名(妒。，妒：)描述，A。(口=l，⋯，Ⅲ)为系统第一类约

束，q(f-1，⋯，2k)为系统第二类约束．系统含有Ⅲ个第一类约束，在对系统进行路

径积分量子化时需选m个规范条件Q40=1，⋯，m)．为了方便，还假定规范条件

Q4满足

第二类约束满足

detl{A。，Q6)I≠0

detJ{8i，oj}l≠o

(2—2—10)

(2-2—1 1)

则系统F—S路径积分形式的量子跃迁振幅为

z【o]=p妒8口以det队。，Q6)f垂占(A。坝Q4)珥2k占(研)【det陋，巳}|】1，2(2。12)
expii．fd4x(z。驴“一律。)’

对场量妒“引入外源厶，系统在相空间Green函数的生成泛函为‘51

z∽=p矿。礼detl{A。，Q6)I垂占(A∥(Q8)尊6(∞【detI{Oi,Oj)1]l，2 f2．2郴1

exp{iId4x(x。驴“一够+厶伊“)}
这里仅对场量引入外源，对动量未引入外源．利用占一函数的性质和Grassmann变

量G(x)，己(z)的积分性质，可将(2-2—13)式写为‘51

z[卅=p妒“Dz。口■口己口G力瓦口死
exp(iId4xor。庐8一Hc+九人。+九Q6+^B+Jo．；04)

+p4儿己(x){人。(x)，Q6(_y))q(力+寺弓(功碱(∞，巳(．y)>q(y)])

=p妒。口％DA，口E口巳口瓦D死exp{i[I；+Id4xJ。cp8】)
(2-2—14)

其中A，=(A。，旯。，A，)，瓦，丌。分别为Ca和己的共轭动量，且

I≥=p喝=pⅡz+zm+zo(2-2．15)
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g：霹。妒一孕：(2-2一16)

厶=屯A。十九Q6+^讳 (2-2—17)

√酗=弘4ME(曲{A。(石)，Q5(y)；G(y)+iJ,---(z){馥(z)，够(y))q(y)】 (2—2—18)

为了简单，甚妒=(矿Ct,3-I,砭，G)，于是(2—2-14)式为

研刀=pzD(pexp{i[I易．+』d4xJe]} (2—2—19)

建F．S方法熬孑纯Yang-Mills籁范绣，积出动量释溺褥翻熬结栗与F．P籀阉。

F—S餐子化后的谢效Lagrange燃中增添Y(2—2-17)和(2—2—18)式两项，有效Lagrange

量不再具有规范不变性．对Yang-Mills场量子化，1974年Becchi，Rouet和Stora发

魏辍然有效Lagrange量不秀露滚范不变效，毽毒一耱菠熬不交往，称BRS不变蛙

(目前逐渐为与其性质相近的BRST规范不变性所代替)．BRS变换是将对易量与

反对易量互相联系起来的某种超对称变换．

2．2．3 Batalin．Fradkin．Vilkovisky路径税分量子亿

建立在BRS对称原理一匕的BFV(Batalin—Fradkin—Vilkovisky)量予化方案是协

变豹翘范理论的燕子纯方法，爨骞严撂论诞数量予诧方法。BFV量子化方法是通过

增添Grassmann数扩展相空间。扩展相空阑相应予一个没有约束的Hamilton系

统．BFV量子化方法比F．S或F。P量子化方法更具有普通性、更基本．BFV量子化

方法可以较方便地与其他量予化形式转换，不同的路径积分量子化方法只不过是

BFV方法孛不瓣袋笾选取鹣缀莱．对一鏊蘩黉镌理系绞，BFV中不嚣影式霾定筑

范v的选取，就可以得到F．s藏F-P量子化的结果，但不如F．S或F．P方法简单，有

一定的复杂性．

BFV路径积分量子曩二罴建立在Hamilton撼述形式上戆量予纯方法，舞叙述

方便，设某约束Hamilton系统仅含第一类约柬A。0=1，⋯，聊)，且Hamilton量也是

第一类的，即有

{A。，A。}=E；A。 (2—2—20)

{Ⅳ。，A。)=叼6A6 (2—2—21)

惑Hamilton量为
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Hr=凰+磬A。 (2-2—22)

把Lagrange乘子刀褥作力学变避，有相应的正则动量硝。，系统相空间燮恩为

瓦≤毛，髫，帮。，，其中乃≤矿，珏。)魏骚动力学变赞空阗．秀了不菠变嚣霸力擎系统，

正则动懿硝。满足

繇=《群。l，≈一，礅) f2*2-23)

即系统增添m个约束．系统2m个约束记为Gr(A。，厢。)(，=l，⋯，2m)，它们满足类似

《2-2—20)辩(2—2—2U式的关系

{蛾，黾》=％瓯 稿一2-24)

{风，《)。蟛瓯 (2-2—25)

我襄稼瓮。雹为零淤镱稼螽数，{擘零验缍稿邋黢靛酝s。强捂号
(01(ol (I)fo’

{U。，U6)=一2％Uc (2-2—26)

簿一羚结狡露鼗茈。一委≤一量)岛￡墨，磊老宇藜毽。霪复土述步骤可箍导薄除缭擒

函数．存在和约束q错价的一组约荣E，也可以作为零阶结构函数，因此，零阶纳构

霹数其霄不确定洼。这撵一瓣续梅醣数，⋯⋯，n输缝糖函数帮其霄不确定连．

程栩空间瓦(z。，胛，7t"。)中，对每一个约束瓯日l入费米鬼场r／4及其芷则抉轭

量聋，馊葵Poisson搀号遵扶

识，矿}一浙5，冗)=一醒 (2。2，27)

{茂*矿)；{幺，n。}；聊4，∥}=铆8，‰}=0 (2w2。28)

霸

(77。)+=叩4，(纪)‘=税 (2-2，29)

潢是±述关系懿越空阍(乏，矿，袈)称是扩震撑空阕z．在扩袋楹空麓z中，存在函

数
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o)

n=∑矿一¨·矿雌：：意+。曩．⋯气 (2-2-30)
n≥O

即为BRS变换生成元．容易看出BRS变换生成元Q是结构函数的生成泛函．结构

函数的不确定性相应于不同的BRS变换生成元Q在扩展相空间Z中的正则变换．

对Abel理论，有

Q=矿包 (2-2—31)

对非Abel理论，BRS变换生成元Q为

Q=叩4G。一=1(一1)56叩6叩。c：只 (2．2．32)

这里c：为常数．Hamilton量风是物理系统可观测量，在扩展相空间存在BRS变换

不变函数日

日=∑叩“一·r／1磺：．之+。％⋯纪． (2—2—33)

为了使扩展相空间z(z。，刀，丌。，rff,冗)和原来相空间Z。(妒。，II。)等价，需要用条

件

刃l>咖=0 (2-2—34)

来挑选物理态．按约束的分类G，(A。，石。)，把鬼场分为两部分

伽(一(堂蔓∥)(2-2-35)
聋=((f)毛“瓦，霉)

这里C4，E是实的且分别共轭于秀，P4的鬼场．

BFV路径积分形式的量子跃迁振幅为‘6】

zp=J口妒“DYI。口兄a口，r。口叩8DPo exp{f％) (2—2—36)

勤=p4x(庐。YI。+才死+本4纪一％)(2-2—37)

～=H一缈，Q}=矿xHeo-(2-：2-38)

这里妒是鬼场、Lagrange乘子或它们的正则动量的任意函数，％称为有效作用

量，％为有效Hamilton量．选择不同规范固定项y，得到同样的量子跃迁振耐61．
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量子规范自由度是通过Ⅳ一日+{y，卿给出的．一般情况下，选择∥为

妒=(i)eo“己z。+磊刀 (2．2—39)

这里z。不包含鬼和它们的正则共轭动量．

2．3约束Hamilton系统的对称性和守恒律

对称性和守恒律的联系，在经典理论中通常由Noether定理给出．在量子理论

中，对称性和守恒律的联系，由量子守恒理论给出．用路径积分量子化方法讨论量

子守恒律，出现的是经典数，研究系统的量子对称性质比较方便．但通常是在位形

空间来讨论的，它仅适用于相空间路径积分中关于正则动量可积的情形．对约束

Hamilton系统，当系统的约束结构比较复杂时，要作出该积分是十分困难的，甚至

是不可能的．因此，从相空间路径积分量子化出发来研究约束Hamilton系统的正则

对称性，就具有更基本的意义．文[15，16，25】中用路径积分方法建立了约束Hamilton
系统对称性和量子守恒律的基本理论．本节简单叙述经典Noether定理和量子

Noether定理．

2．3．1经典Noether定理

经典Noether定理有位形空间中的和相空问中的两种形式，下面分别叙述．设

系统由Lagrange量密度彳(妒。，妒气)描述．系统的作用量

，=jd4xL(I；oa,蝣) (2·3-1)

在无穷小整体变换

∽X'g=川Xp叫+。：嚣焉三嬲盘1w印：， 浯，国
I妒川(z’)=妒。(x)+△妒“(工)=伊。(石)+占。孝“。(x，尹4，P：)

、⋯7

下不变，s。(or=1,2，⋯，r)为无穷小变换参数，r”和善”N(x，妒。(工)，石。(x))的函数

此不变性导致系统存在r个微分形式的守恒律【¨1

吼，”=0 (2-3—3)

∥。=(蠢)(舌l啦M∥。(拈l如-门 (2．3-4)



相应有r个经典运动守恒量

Q。=p3z[‘丝40)《”一9；f”)+zf。4】=c。n盯(盯=1，2，⋯，力
(2_3—5)

这就是位形空间中的经典Noether定理的结果．对有限自由度系统，如果系统作用

量在无穷小整体变换

j‘7=‘+△‘=‘+￡a7。o，q) (2．3．2a)
Ig’0’)=g(f)+△g(f)=g(f)+．乇古4(f，q)

、 7

下不变，那么存在相应经典守恒量㈣

Qa：Lf一+罢；(毒一一口r。)：∞nJ} (2—3—5a)

守恒量(2．3．5)和(2．3．5a)对正规系统和奇异系统均成立．

下面叙述相空间中的经典Noether定理．设奇异系统Lagrange量密度为

o(妒8，妒：)，Hess矩阵的秩为R，此时正则变量间存在Ⅳ一R个约束

06(妒。，石。)z 0(b=n—R) (2-3—6)

系统的正则作用量为

，’=fd4xL，=fd4x(，r008一筑) (2．3．7)

以为正则Hamilton密度，正则Hamilton量为Hc=fd4彬．

如果系统正则作用量在相空间无穷小整体变换

Ix’”=x”+△x“=x”+sFf肛(x，妒。，万d)
{P 7。(x7)=妒“(工)+△妒“(互)=妒“(工)+毛善凹(石，妒“，／／"。) (2-3—8)

【虻(石’)=凡(工)+△石。(曲=“(工)+毛矿4(工，p“，石。)

下不变，s，(cr=l，2，⋯，，)为无穷小任意参数，f”，毒”和r／”为(x，伊。(x)，／Z"。(z))

的函数；且约束方程(2．3．6)式在(2．3-8)式确定的实质变分下不变，即

器”等吣。
‘印。=△p。一妒二△x”，勋。=△厅。一石。．。,Sx”

那么此系统在相空间存在r个守恒量㈣

04=Id 3x[石。(孝砒‘一妒jf‘4)一律。fo。】=consl (盯=1,2，·--，r) (2—3—9)
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这就是相空间中约束H锄ilton系统的经典Noecher定理·对止规糸筑(此峒小仔仕

约束)，当正则作用量在(2—3—8)式变换下不变时，也存在守恒量(2—3—9)式．

2．3．2量子正则Noether定理

根据上节内容，约束Hamilton系统相空间Green函数的生成泛函为(2—2—19)

Z[卅=』口力妒exp{i[1$+p4脚】) (2_3_10)

式中j盯P=p4x(却一律盯)为有效正则作用量，律∥=却一岛为有效Hamilton量
密度．下面介绍相空间中的量子Noether定理，位形空间中的量子Noether定理下节

有推导．

假设有效正则作用量在整体变换

lx叫=x9+△x“=x”+占df94(x，p，石)
{妒’(x’)=妒(工)+△妒(x)=p(x)+F，告。(x，p，石) (2-3—11)

I石’(工’)=x(x)+Arr(x)=石(工)+岛，7。(x，妒，石)

下不变．考虑与(2．3．11)式对应的定域变换

Ix’9=X”+Ax⋯=x9+占o(x)f一5(z，妒，厅)
{妒’(工’)=妒(x)+Aq,(x)=妒(x)+Eo．(z)孝4(工，妒，厅) (2-3—12)

l石’(x’)=石(x)+Ax(x)=疗(工)+占，(x)叩4(x，妒，石)

这里占。(z)p=1，2，⋯，r)为无穷小任意函数，它们的值及其微商在四维时空区域

的边界上为零．在(2—3．12)式定域变换下，有效正则作用量的变分为【19]

Ⅳ善：4xe．。。{譬舻--qg,al：1+等∽．．．，一)
+口，[(丌和一；匕矿)f“6]+D[石(考4一妒。pf““)】} (2'3一13)

+Jd4工[(刀咖一学0)f”4矽Ⅳ占，(z)十万(孝。一妒，pr94)De。(z)]

根据假设，(2—3一13)中第一个积分为零，对(2—3—13)式的第二项进行分部积分，并注意

到s。O)的边界条件，得

△，易=一p4x占。(x){巳[(石≯一备o),rtter]+D[石(孝。一妒．，f”)])(2-3—14)
假设定域变换(2—3—12)式的Jacobi行列式为1，将(2-3—14)式代／N．(2—3—10)式，得



z1月=j移膨够§一f矽臻∞轨i(面一勤弦”】+笆万(毒L％筝”)l} 绉．3．{翁

+i『露4x％(x)Ⅳ(掌4一垆Ff”8)]}×exppe，刍十}靠4咖】)

生成泛嚣《20一10)凄E(2—3一{1)式嶷按下不交，霄藏【了j7&，《毒){％{神∞一o，予楚褥

p徊妒轨c◇泽一律酣弦”】+鼢防g“一吼r”)卜M8}exp{l【瑶+p4脚】}=0
(2-3-16)

M9=曩善8一擎。f∥) {2-3—17》

将(2—3—16)式必于外源以并)求It次泛函微商，得its．t6]

o=j秽，缈妒{眵If≤，睁一雾≥，f”j÷。辫髫8一移，f”)i—M“}
×妒瓴)妒(屯卜妒(≮)一f∑q,(xO妒(xO⋯伊(孓；潦(孙，卜妒瓯) (2—3～l斡

x N。8(x-xj)}exp{i[瑶+p4脚】}
N8=毒8一九f” 《2-3—19)

在(2—3一i8)式中，令J=O，得

《olr+{蟊f《礤_雾管)f’9】+Ⅸ疗(善8一々k。”)】}×娥薯)妒(屯≥⋯擎红。)lo》

=iE(olr+【擎瞒)妒(x：)Tl。9(xs-，牵o‰，)⋯妒(％)×N4{∞艿擘一屯≥(2-3-20)
，

箕中l啦代袭场瓣蹙悫，T。为一游特定懿缩醚箕镣fi91．霾寇t，让

tl，屯，⋯，t。—争+∞， fm彬f舯：，⋯，&—争喵

可将(2．3-20)写淹

枷≠硝l试【(薄妒一；％)f”】+适帮《8一笋。，#”》】ln-re,in)=0 鑫一3-20

由于m和／,1任意，觚丽有等式

巳[(如一雾秽)f””】+D【石《“一姣#r””)】=o (2。3．22)

亵三维窒瓣孛嚣文2．3—22)蕊积分，鬏设嚣舅远鲶场为零，由Gauss悫璎，褥

Dp3艇厅(善8一鲈，^f”)一律矿。1=o(2-3*23)
曩攫撵稼囊褒汞幽1至3求鞠．这撵魏褥要《豹寒Hamilton系绫麓论形蕊豹量予委

瑙Noether跫璎：熟栗系绞鹃有效委羹|l终麓量在熬箨变换《2．3．|1)豹交换下甭变，
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登对应霆域交捩拉．3．t2)式豹Jacobi行歹l式惫|，粥么该系统移在如下量子守毽量
【I 5，16J

Q4=I∥3xf牙(掌。一p．^f。。)一律毋fo“】。cotlst(cr=1,2，-一，r) (2-3—24)

量子守恒量《2—3～24)式与稻空潮经典守澶豢<2—3一蛰辐对疲。对于约束Hamilton

系统，量子化后系统的有效Hamilton量密度截，一般不同于经热的正则Hamilton

量密度移，这薅现了绞寒带来熬量予效应。上述撼逛量子守蠖爨煞方法，葵霞著霞

点在于勿需作出相空间中生成泛函对正则动量的路径积分．一般而言作如该积分

是较复杂的，甚至是不可能的．因此，上述理论形式县有更普遍的意义．

2．4 j皇曩子水平下系统的变换性质

对称性和守恒律的联系已有大爆研究．如果一个系统在某种变换下不瓣具有

不变蠖，会导致嚣么络粱?文[20]qb怼经典情滋馋了醣究’这里讨莒鑫在量子东乎下系

统的交换性质．本节基于Green函数在位形空间中的生成泛溺，导出了有限自由度

系统在凝予水平下系统变换性质的～般量子动力学方程．研究袋明，该动力举方程

在一些特殊情况下可简化为量子力学中的动量定理，角动量定理或位形空间中的

量子Noether定理。

2．4．1系统变换性质的量子动力学方程

为方便，考瘩有限囊由度系统，攘广到场论情形是壹接静．浚系统由Lagrange量

L(q，0)(q=[q1，q 2，⋯，q”])来描述，与q相成的正则动懿记为P=aL／∞

(P=【P．，P：，⋯，P。】)+麓Lagrange燮是歪规戆，撰旗Feymann鼹戆积分，量予跃逶振

幅为

z[o】=IDq'Dpexp{ifdt[po-H。】} (2—4-1)

对q萼{入多}源J，Green蕊数靛辐空蠲生残泛函为

Z[刀=p9q-Dp exp{iIdt[p?l-H。+而])(2-4—2)

式孛嚣。菇歪裂Hamilton量，瑟了=(，；⋯J⋯，J。)。,9,(2-4．2)式，可毯导窭掰有量
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予永平熬秘溪鼙。嫒(2-4．2)孛动麓积努为Gauss墼魏，攒魏，露。=-g。p2十矿(曲，嚣穗

对动量的路径积分后，正撼系统在位形黧间中Green函数的生成泛涵为

Z【月=胁exp{ifdt[L秽+aql} Q4*3)

这蘩tr为穰形空鬻中熬京效Lagrangel螽，它爵麓与添嚣Lagrange囊不蠲．上述凌

显为Gauss溅嘏分系统，．￡。∥就游于三。

罄Lagrange量是鸯菇熬，掇摇F*S鼹径积势赞子纯，越终塞Hamilton系绫

Green函数的相警闻生成涎函(2+2．13)巍

z【川=胁Ha(0Aa(A；梦固；)det]{A。，g}lt【detl礁，g∥2
j,i,l ≤2一靠4)

exp{i弘f砖一毽÷两】}
利用Grassmann变量积分和拶，函数的性质，(2．4。4)W以霹为

蓬羽一fDq'Dpexp{ij磷五≥+匀】≥ 拈。4巧)

系统有效佟厢量瑶=俺dt瓣表达式与(2*2一15)类彳龉．式当(2“4—5)式中对动鬣的
积分必Gauss燮懿，{乍出对正爱睡虢量静路径欷分后，藏鸯黪Lagrange鬟蕊统在位形

空潮中翁垒袋泛激耩<24，3)类{援，可写淹

zc川=fDqexp{ij嘏c％+国】l (2—4—6)

式中点≥毙与跫雾La铲撼g。爨对逡爨蠢散L#攀糍ge爨，囊(2-4。3)或(2-4．◇式胃骏避

论程燕子承平下蠢隈鸯交壤系统翡交羧拣餍。

系统肖效作用量为，拶一心dt．设系统的有效作用鬣在下列无穷小整体变
羧

沙=t+At=￡+屯r4豫q)

19，o一)；孽o)+△晕o)。晕o)+el—o，譬)(2-4-7)
下不楚不变豹，越密效终鬻量懿菠交谗为

接0=jH8(譬，O)sJt (2-4—8)

将(2-4-7)式熬俸焚换定城他，考虑如下宠壤交换



耋：兰筵竺些窒冀尘——删。———。。一!E__=!!!!!㈣≈!!!!!__!!!!!d㈣镕E!E==_22；222———一
P=t+At=z+％(f矿(弼) f2_4-9)

lq’(f’)=g(f)+细(r)=g(f)+s。(f)孝4(￡g)

式中￡。(f)p：1，2，⋯，r)为无穷小任意函数沱们及其各级微商在时闻区闻的端

点为零．猩(2—4—9)式交换下，有效作粥爨的变分为{13f’91

zJIey=p{鲁(却剥+∞等(匈叫o+Leg矧
=i瓴(f)等(卜矿)+。鲁g”唧m妒4蛩 侈4-lo)

+p舭／+警偕4咄嘲％∞)
其中D—d／at，

监：堕一D(监、
,yq 矗荜 oq

由予有效作用量在憨体变换(2—4．7)TI撇妯(2-4．8)给出，因此(2—4一lO)式中积分
第一个积分等于(2．4—8)式的右边，有

艇够=p岛◇”5+p{【％r4÷鲁(毒吒圣a】拶％(|)； (24国

根据s。(f)的边界条件，(2-4—11)又可写为

矗。=一p{％和)。謦94一垂广)+三艚f4卜辫8气◇)} (2_4V{2)

变换(2．4，9)式的Jacobi行列式记为了=l+，I(s)。Ij￡l于生成泛函(2—4—3)或(2-4-6)式

在犯．4．9)式变换下不嶷露【歹】／＆，(砖bt)=。=o，裔

z∽=弦{t—fp啪){D[％“三孥(善9中韧-u“-J(孝4却功}
exp{i弘％+两)}

=J口q{l“一#p啪){D(协“+!等悸”呻Ⅶ-u"-J《。却Ⅶ)
cxp爹p(锄+囊)}．

f2．4—131
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将(2—4．13)式关于占。(f)求泛函微商，得

j．Dq{D[L,tr“鲁(卜矿)】-u5-J(卜矿卜√即刚f郴盯+俐=。
(2—4—14)

其中_，4=一ifi7／c58。(f)L咖。．将(2—4—14)式关于，(fJ)求n次泛函微商，可得

蹦{D[％4+等(卜矿)】-u4-d(卜矿H铂(fl№)．吲u
+(一f)∑g(f1)⋯g(f川)g(tj+1)⋯g(f”)(f4一口f4)占(t-tj)}exp{fp(％+力))=o

(2—4—1 5)

在(2-4．15)式中，让外源J=0，得

(∥I批盯“鲁酽咄Ⅶ卅∥汛Mq⋯们州 (2_。坜)

=‘莩(盯I跳)¨毗J毗1)‘讹埘L矿)]|o)砸_))
式中，Io)代表系统基态，q为算符，T+为一种特定形式的编时乘积

固定t，让

有

(o旷[D，g(f)B．q(t’)⋯]Io)=OtDt．{olr[q(t)q(t’)⋯]|o)

t1，t2，⋯，tm呻+∞，tm+l，tm+2，’一，tH斗一oo

(时I{D[”。+等(卜矿)h。∥跳)㈣⋯㈣Io)=。(2-4-17)
记lim q(t)10>_I妒>，有

类似有

这样f2-4-1 7)成为

^+～lim‘．+。毗)弛)⋯g(‘m)I O>=慨>

<0 I⋯lim+⋯q(t1)q(f2)⋯q(t。)=<妒。114+∞l⋯～_．+o
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(础D【Lffz-一-琵矿4”(善4一㈣M一，“她。)=。(2-4-18)
由于m和n是任惹的，褥

科锄矿+!》(筝吒矿)]=圹¨6 ㈣_】9)

上式就娥当有效作用爨和积分测发不具有变换(2．4—9)不变悭时，系统变换性质螗

量子羲力学方程。

在位形空间中的熬体变换下，如果系统的有效作用量不变，且对应变换(2—4—9)

式的Jacobi行列式为l，即“。=O，，“。O，根据(2。4、l 9)：式，系统存在量子守恒爨

Q4=上盯f4+考笋谨。一寸f4)=∞黼}p=1，2，⋯，，) (2_4．20)

这就是位形空问中有隈自由度系统的量子Noether定理f251．当系统的有效作用量

不变，虽对应交换(2—4—9)式静Jaeobi行弼式与#9有关辩，繇“”=O，，8≠0，代入

(2—4一19)得

。【％f4+鲁《8一垂r5)】=，4毋。 (2罐一21)

这样，对成变换(2—4-7)斌相应的经欺守恒量在量子理论不再保持．当系统的有效作

用量改变，晨对应变换(2—4—9)式躲Jacobi行列式与s5有关，即狂。≠0，J4≠O，健潢

足条件“”+，5=0时，代入(2—4．19)得

矿=砀“警f善l矿)。∞艇 f2422)

这说明系统在某种非对称变换下(即没有经典守恒量)，也可能存在量子守恒艇．这

是由于擞子理论中积分测度的非不变性造成的．

2．4．2例子

设系统静Lagrange量为
1

三2言茸2一y国) ＆一4—23)
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系统在稳空阕中对动量瓣臻径积分为Gauss登戆，对(2—4—2)动量辍分嚣，其在佼澎

空间中Green函数的生成泛函为

z[刀。．陋exp{ip【％+匈】} (2—4—24)

这里互∥=￡。程定q怒Cartesian坐标系孛豹三维空潮坐标宝．狠攒

(2—4—19)一(2．4．22)讨论该系统量子水平的变换性质．首先考虑无穷小空间平移变换

黔，)_舛)¨(2-4-25)
lt7=t

这里￡为觅穷小任意参数．系统有效作用量在空间平移变换下的改变为

8／ey=￡2(一鼍弦丞=￡2两癣=￡u6"dt，褪应交换熬j粒。bi行刭式隽l，帮，8一。．
对比(2—4—9)和(2—4—25)，容易看出r4=0，掌=1．代／k．(2—4—19)，得

。等=嘈=d魂p=F(2-4-26，啦 0q m

这里P=OL／啦，积分得

p：一pi=r于硪 穆一4—27)

这就是量子力学中的动墩定理．

第二，考虑无穷小空间转动变换

拶f)划f+镪(2-4。28)
{t’=t

式中白为无穷小任意参数，＆=一啄．有效l乍用量在转动变换下的改变戈

扭咀=文卜酗站dl_h触(2-4-29·
耀痘交换憨Jacobi嚣裂姣必l。容易蕾窭f8=丞，姜=戥。,f-℃／k(2-4—19)，褥

(幻pr-gfp川：=l：2(g』EⅦ_)西(2-4瑚)
这就是量子力学中的角动爨定理．

蓁三。考虑无穷小嚣雩瘸平移交换
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f牙’(≠’)2
g∞(2-4-3 1)

lt’=t+占

式中占为无穷小任意参数．有效作用量在时闻平移变换下是不变的，相应变换的

Jaeobi行捌式为1．容赫看密r=l，誊=O，筏入(2—4—20)，褥量子水警静守毽能羹

％一警4=一丢弘嘞)=删(2-4-32)
最爝，设势场矿(g)适合旧

V(aq)。a-2V(q) (2-4—33)

a为，f差慧参数．佟弱羹在下舞交换

F叫¨9(2-4．34)
It’=t+2st

下是不变戆旧，￡荛无舅枣任意参数．绞经典Noether定理，有磐下守疆量‘豫】

moq-2[+m(12+矿(口)]f=const(2—4—35)

僵是对寝交换(2．4．34)式戆Jacobi行歹I式歹=1+3e+o(e2)与6(0毒关，即，8≠0。

由(2．4-21)式，容易看出该系统在量予水平没有与经典情形相闹的守恒量(2—4—35)

式．

2．5本章小结

本章简要叙述约束Hamilton系统的经典理论，阐明初级约束、次级约束、第

一类约窳、第二类约窳跌及Dirae撼号的意义鼬寒Hamilton蓉统量子化方法舂

算符形式的Dirac正羽蓬子纯，F．S潞径积分量子优和BFV路径积分量子纯．对前

两种方法作了简单叙述，后一种方洮详细叙述．对称性和守恒棒的联系，在缀典理

论中通常出Noether寇理给出．在爨予理论中，对称性和守恒律的联系，由量子守恒

律绘窭麓攀叙述了经爨Noether定遴帮量子Noether定瑾，臻暴～个系统在莱耪交

换下不褥具有不变性，会导致什么结果?本章第四节基于Green函数在位形空间中

的生成泛函，导出了有限自由度系统在量子水平下系统变换性质的一般量予动力

学方程．磷究表暖，该动力学方程在一些特臻涛掇下可燕讫为羹予力学中熬劫璧定

理，角动潦定理或量子水平的Noether定理．
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第3章光孤子传输的经典理论

在光学领域里，由于色散，超短脉冲会在时域自然加长：而由于衍射，超窄光

束会在空域里自然拓宽．当光纤的线性色散效应和非线性自相位调制效应达到平

衡时，光纤中可传播无色散的光脉冲，由于这种光脉冲沿时间轴传播时脉冲宽度

保持不变，因此被称为时间光孤子。8“1．当传播光束在介质中发生的空间衍射与

介质中光学非线性引起的自聚焦效应严格补偿时，光束在介质中传播相当长距离

但其光束直径不发生改变，即形成空间光孤子。““”1．本章主要叙述了时间光孤子

和空间光孤子传输所满足的经典非线性Sehr6dinger方程的由来，并用变分法研究

了亮暗时间光孤子以及Kerr空间光孤子间的相互作用，导出了相互作用的势函数．

利用求出的系统守恒量，发现Kerr空间孤子间的相干相互作用与相对位相无关，

出现孤子间反常相互作用．

3．1光波在非线性介质中的传播

本节推导光波在非线性介质中传播所满足的非线性Schr6dinger方程【3”．从

Maxwell方程组出发，可导出光波在各向同性介质中传输的基本方程为

V2雷{警=风等 B¨，

式中c为真空中光速，风为真空磁导率，面为电场强度，芦为电极化强度．当远离介

质的共振频率时，卢和豆的关系可以唯象表示为

P=eo[X‘”-雷+z‘2’：豆雷+z‘3’j厨+．．-] (3．1—2)

式中毛为真空电容率，z“’为，阶电极化率．线性电极化率z‘1’对卢的贡献是主要

的，光纤中z帽’=O，故非线性效应只考虑z。’的作用，电极化强度写为

卢=豆(r，f)+毛(r，f) (3—1—3)

豆为线性极化部分，毛为非线性极化部分．这样方程(3．1．1)可写成
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V昏砉警铂鼍≯ p¨，

为了解方程(3—1—4)采用几点近似‘311：把瓦看成是豆的微扰；可用标量近似；光

场是准单色的；光场振幅是时间的慢变化函数．利用慢变包络近似，取

五=去耕E(r，f)P一““+c-c】 (3．I．5)

主表示沿z方向单位偏振矢量，E(r，f)为时间的慢变化函数．类似地，丘与瓦也近

似表示为

声：昙曼{[最(r，f)+‰(，，f)]8一w+c正](3-1—6)
由(3—1—2)，(3—1—5)年11(3—1—6)给出电极化强度的线性和非线性部分

只(r，f)=毛z婴Ep，f) (3—1—7)

‰(r，f)a 808mE(r，t) (3-1—8)

式中

占m=i3 z～O)IE(r，f)I2(3-1—9)

为介质电容率的非线性部分．

为得到慢变化振幅E(r，f)的波动方程，在频域内进行推导更为方便．由于尸k

为微扰，将s。看成常量，方程(3—1—4)近似为线性方程．E(r，f)的Fourier变换为

～ +：

E(r，CO一甜。)=JE(r，t)e““一“”dt(3-I一10)

把(3—1-5)～(3-1—8)代／x．(3．1．4)，得Helmholtz方程

V2营+s(∞)七；营=0

式中k。=∞／c，介质电容率

占(国)=1+牙拳(国)+sM

可用折射率万(国)和吸收系数舀(∞)表示

s(叻=(h+i应t／2ko)2

(3-1—1 1)

(3—1—12)

(3-l一13)
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疗=no(妫+n2蚓2 a(妫=旦IIll(名“’) (3-1-14)

式中n。(∞)=l+Re(2‘1’)为线性折射率，”z 2云Re(腮)为非线性折射率系数·
方程f3—1．11)可利用变量分离法求解．取

雪(，，国一哪，)=F(x，y)j(z，国一国o)exp(ikoz) (3—1—15)

彳(z，∞一‰)是z的慢变函数．根据(3—1—1 1)，有

等+窑Oy小(妨瑶譬肛。舐2
1

2。。。、⋯’“o“。1 ”

式中

2iko等-+[fz一确j：oOz

占=(Ho+An)2≈n02+2noAn

石=．i}(国)+幽

△n：H，讲+旦“‘
2七。

‰』』血lF(x，y)12&ay
△七=—‘音—————一

MF(w)12 axay

f3一lq6)

(3—1—17)

(3—1-18)

(3-1—19)

(3—1-20)

(3—1—21)

把石2一瑶近似为2ko(￡一ko)，并利用(3—1．19)，方程(3．1—17)可表达为

．O=,一4：Ⅱ七(∞)+Ak一‰】夤(3-1—22)
OZ"

方程(3—1—22)的Fourier逆变换给出A(z，f)的传输方程．在频率∞。处把☆(国)展成

Taylor级数

k(ro)=n(∞)竺=ko+k，(co一国。)+委也(∞一∞。)2+三如(∞一∞。)，⋯(3-1．23)
e Z 2

这里
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丸= 0=0，i，2，⋯) (3-1—24)

k。表示光纤酶色散特性．忽略震开式中的三次项殿更高次颈，对(3*1-22)俘Fourier

变换的逆变换相当于方程中所有(co—co。)项用微分算符iO／Ot代替，这样得到

型一k。oA一三‰__02A+删i2一t盘一i‰五F+5△燃 (3-1-25)

△女项包括了光纤的损耗及非线性效应．利用(3—1～20)和(3—1—21)，(3-1．25)可写为

警+墨警+孝熟可02A+A=ir泓 侈t．26)

式中，y一7”；7埘-。为非线性系数，爿甜为有效纤芯面积⋯§f
j‘

在以群速k移动瓣坐标系

T=t—z／v,it一毛= (3-1—27)

中，方程(3—1—26)变为

f罢：蔓祟～i_a 4一坩A(3-1—28)2OT 2瑟 2 “o

在口=O鲢，(3一l一28)变为

f丝。蔓祟一删A(3-1．29)0z 2 OT2
。。‘

式(3—1—29)在形式上与量子力学中的SchrOdinger方程完全安戳，称为非线性

SchrOdingerJ豫，是支配光脉冲包络传输演纯的藏本方程．弓l入一个对初始脉宽曩
归一化的时间量及归一化振幅U

r：；。与≥(3-1．30)f=一∞————o l一

磊 不

a(z，f)。4PoU(z，r) (3-1—31)

式中只为入射辣狰懿蜷僮功率，(3。1．29)式可写势

一
塑如
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；警：挚等一≠瞬拶(3-1-32)?i2 2己§8{t 毛N。j
t

我中，符号蕊数s辨姨)=女l，擦撼参量如的谢受确定，鼹

岛3嚣，‰2西1(3-1-33≥
式串定义三。海瞧歉长发秘￡凇海棼线羧妖壤，邋鞠霖魏进耧孛毪数袋楚嚣线羧哪

个更重要‘誊互《<五。，￡≥％辩，脒洚演变过程孛释蘧惫羧起主瑟佟怒，它导蘩躲

渖瓞宽，当三《《L。，L>-L。秣，脉冲演变避穗中非线蛙越主要馋联，它姆致脉羚频

谱麟宽．墨姜豪岛，L>-三。薅，骆；串在竞簿内传羧遵疆孛，鬯数巅嚣绫溲姆共藤藤器

用．

3。2辩麓纛孤子

脉冲在光终中传输甘寸受测色散羊H非线憷的影响．谯熊鬯散区，光高频分量传掇

蘧发浃，蠢酝簇势燕簧撵邃瘦瞧虞}竞经孛巷线犍Kerr散农警{嫠熬蠡糨霞饔秘，遮

袋光躲冲戆魏沿频率禚，蠢漆频率裹、逮释光脉洚遴天鬣色散蠢野瑟，光黥狰簿添

遮渤慢，后潜运动快，引越脉冲压缩效艨．当聪缩程度与德敞单独作用引起的脉冲

栽徽乎鬟对，魏越形袋辩嬲是鞭子。辩瓣澎瓣予壤念囊1973每攥爨。。，1980年东蜜

辍串甏察裂㈣，凌在露为瓷邋倍懿凌襄载钵曼囊窦麓诧方彝发嚣。

3．2，1色散霉|勰赫；审瀑宽

铁方程箨一1一13)耧◇一1一i4》张，奔毫鬻数e(ro)纛掰麓攀摆f妨鞭颓率街骞美，逮

种城象称必色散．避常光纤的散散特性可殿中心频攀蛾处的传播常数毒的Taylor

鬃开$一1-23)寒撵述

．j}(∞)=嚣(脚)詈=‰十黾(瓣～埘。)+毒毒。(彩一‰)2+⋯

逮攫‰=秘“衫菇甜“己一秘z侥≮2，，·毒与辩瓣攀毒关



毛=丢印一专等 ∞国

k。为群遮V。的倒数，k：称为群速色散成群色散(GVD)．k，及璺高阶k，称为商阶色

散．常用瓣时延D来表示群色散的大小，篱称色散参数，其值为

D：要；一等如(3-2-3)d气 ≈‘
。

普通单横光纤在五=氐(_1．33pm)处，D=k：=0，称为零色散波长．在零色散点附

近篱输光躲捧对，赢除氛教弱影确不可忽视+当冀《五。对，D<O，光脉冲的高频分量

比低频分甓传播得慢，称正常色散区(或正色散区)；当丑>A。时，D>0，光脉冲的高

频分量改低频分量传撵褥捩，臻反鬻色教区(或受彘数嚣)。蠢躲潦中不霹频搴戆分

量以不同速度c／n(d-O)传播，引起脉冲展宽．

当五“三。，三≥k时，脉冲演变过程中群速色散起主要作煺，忽略非线性效应，

授据方程<3—1—29)和彗j一纯振禧定义(3—1—31)褥

f型=蔓豢(3-0z 2
2_4)

af2
7

U(z，埘)怒U(z，D豹Fourier变换

U(z,T)2磊1 f阮国弦””跏 (3县5)

根据方程(3，2．4)，疗(≈co)满足

f罢。一生国2拶(3-2．6)2玉
。

方程(3-2—6)的解为

舀《z，co)=U(0,co)exp(告k,c02z) (3—2—7)

这里疗fo。∞)是入射光场在：：0处的Fourier变换
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{!i．i．。．。．．．．．．．．．．．．．．．—．．．．．．．．，．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．，．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．———————．，．—，———————————————————一．———— I‘

U(o，co)=弦(o，?≯“嚣 ≤3—2一黟

式(3，2。7)表明，GVD改变了脉冲的每个频谱分量的相位，飘其改变依赖于频率及传

输躐葛。尽管这荦申楣位变化不会影响脉冲频谱，但它却熊改变脉冲形状．把方程

(3-2—7)代入(3—2一我兢可蕾霉裂方翟(3—2—4)魏瓣

∞∞。去，(O,CO)exp噎k2coZz-imT)如(3-2_9)

3．2．2自相位调制导致脉’巾频谱展宽

在强毙场影璃下，巍奔蒺砖党场懿嚷痰爱魏窭≤}缓戆特点．z‘”是光纾中最诋

阶游是最重要的非线性效_|藏．z‘”的作用弓I起折射率随光场的非线性变化为

(3-1-14)式，馨捏(掰，|E12)=rto(国)+H2≤国)|E12．孝厅射搴对必强装猿赖关系，导致光场

在光纤中传输时，灏本身产生相穆变化

妒拳(‰+玎2 IEj2)‰z (3-2—10)

式中k。=2衫孟；。必传输距离与毙场本襄榻关翡菲线经鞠移称鑫耱经调f§1](SVM)，

可筠为

△妒。=起：‰2tel2 《3．2．1 1)

当两个不同波长的光脉冲同时注入光纤传输时，将产生努～种非线性稿移，如波长

为^的光场的非线性相移由两部分构成

矗尹。="：霆。z(IE,12+2IE2f)(3-2．12)

第一项为由波长^的光场的自相位调制产生，第二项由波长为A：的光场产生，称

交叉提位调制(XPM)，在嗣光强辩，惹者为蓠畿豹嚣蓿。

当工<<三D，三≥L。时，脉冲演变过程中国相位调制超燕要作用，它嚣致脉冲频

谱聪宽．忽略色散，根据方程(3—1—29)和归一化振幅定义(3．1．31)得

i警=一蠛№(3-2-13)
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此方程有解

U(z，r)=u(o，T)exp[iYPolU(O，Dl‘z] (3—2—14)

方程(3—2—14)表明白相位调制产生的随光强变化的相位和时间有关，致频谱展宽，

但脉冲形状保持不变．

3．2．3时间光孤子

当L≥L。，L≥L。时，脉冲在光纤内传输过程中，色散和非线性将共同起作用．

引入无量纲变量孝=z／L。，脉冲在光纤内传输满足的非线性Schr6dinger方程

r3—1—32)恻t311
‘iOUi：—sgn(—k2)石02U一Ⅳz1【，12u(3-2—15)2 Oaf r2

l l

Ⅳ2．专。盥Ik21(3-2-16)三舰
’

这里Ⅳ为孤子阶参数，作变换U=ⅣU，得到非线性Schr6dinger方程的标准形式

．ou
Z——=
af

sgn(k2)02u
2 打2 一盯“ (3—2—17)

当N=1时，在反常色散区sgn(k：)=一l，方程(3—2—17)蔓J

f石0u：一丢．O万Zu一盯"(3-18)(3-2-182琵一j萨一H“
有如下形式的解

“(孝，f)=sech(r)exp(i孝／2) (3—2-19)

即为亮孤子解Ⅲ1．当光脉冲进入光纤后，曲=n：例2将使传输的脉冲产生频率调制

脉冲的前沿Aco=一秘妒。／Ot>o将具有比后沿Aco<o更低的频率．同时由于是在

反常色散区传输，结果脉冲前沿运动得比后沿更慢，引起脉冲压缩．这种效应与群

速色散单独存在时的脉冲展宽效应正好相反．当压缩与展宽正好平衡时，脉冲将稳

定无变化的传输，形成时间光孤子．而在正色散区sgn(k2)=+1，725N(3．2．17)为
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￡要：三鲁前“(3-2．20)2艿￡ 8f2
’’

有如下形式的解

摊g，f)=tanh(r)exp(i善／2) (3—2—21)

即为暗孤子解(3¨．
‘

标准非线性SchrOdinger方程(3—2一17)能对弱非线性、皮秒孤子脉冲进行描述．

方程中忽略了损巍秘高阶色散豹影响考虑迭些疆素豹影蛹，可导出接述光敬掉包

络演纯的高阶j}线性Schr6dinger方程阳

，嚣+圭嘉w⋯．岛_万03u一括蚤q柏一扣(3-2-22)
式中

也2否I丽k3 s2丽1 r=吐。=联商T,2 ．(3-2-23)也2否丽归丽n呜硼商 ．

(3-2-22)式老透第一王茭代表线後三输色散煞影响，第二顼代表菲线性色散的影响，

最餍一项代表光纤损耗．

3。3窒阖先孤子

当一束光进入j}线性介质中传播时，介质的折射率在电场的作用下随光强变

化．如果入射光束是篱颠光束，且介矮的非线性折射率系数H，为正值，那么介质对

光藤中心部分的攒射率增量最大，结果是介滕的作用等效予凸透镜，对入射光束产

生会聚作用，这就是自聚焦效应(或光束自陷)衍射效应使光束扩散，非线性引起的

自聚焦效应导致光束汇聚．倘若自聚焦恰好熊抵消光的衍射，光束就能保持其直径

不变褥l噩，瑟形成燮阗走孤子囊§薅阗蹩舔予键院，空闻嚣孤子靛磺寰燕潮密袋较

晚．臌然早在1964年，Chiao等人就预言光束自陷能在Kerr非线性材料中形成f5”，

但以后的许多实验都证明，Kerr非线性带绘光孤子内在的≈}稳定性．直到1993年，

夔蛰辑籽秘学与城鼗菲缓往光学戆发震窝续会。入髑在巍爨交耪褥孛麓次鼹溺到

稳态兰维空间光孤子[521．空间光孤子由于在众光开关方面有重要的应用前景而成

为研究的热点【50。81．本节推导Kerr空间孤予和光折变空间孤子传输所满足的非线

性Scbx6dinger方程．
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3．3．1 Kerr空间必摊子

下筒简单推导非线性近轴波方程．利用(3，1—7)，(3—1—8)，(3。1，12)和(3—1．18)，方程
(3-1一1)可霉为

V2童一{掣：o (3-3_1)COt
2 z L。J 1，

嚣=(％÷△辫)2搿n02+2noAh ◇一{一18{

这里微扰项△”2”：蚓2+2l“a*n：吲2，为Kerr非线性引起的折射率的变化．(3，1．18)

钱入《3。3。lX奏

V2后一生竽尝Ot=o (3-3_2)
C“

‘ 、⋯7

设窀场矢爨置舞

豆(，，f)=要量埘亿彤，f)exp[f(koZ-O-ot)7忆￡}(3-3-3)

这里彳瓴弦‘f)是邀场黠空馒变毽终帮分．将(3．3。3)代入◇．3．2)褥

Vi川氐掣02"劬一学f雾划‰等Ot—U?]。。限，q口‘ l研‘
”

J ⋯“’7

式孛，避=毋2／Or2手艿2／够2。在蘩警方程孛，蠹予骰宠名瓴弘：，#》为z蕊漫交诧甄数、

因而忽略了其二阶偏露数a2A／出2．利用变换，=r—z／v。，简化(3．3—4)为

V泌2或暑一学豢恻鲁捌 洚s固c留 c4 扫?。 ”n．
⋯’7

上式中，搬幅爿对时间的二次微商项的系数实际上就是l／v；．根据(3—2一1)和(3。2—2)，
毒

氐。i1 2等，岛2可1一碡1 睁3_6)
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去2k V：川老上2筹+等⋯ (3_s-7)
。

‘

& ar2 月。

。 ’

在推导这个方程的过程中采用的近似有：介质各向同性、介质瞬时响应、介质无

损耗或增益、光波近轴传播以及振幅慢变等．当然，这个方程的适用范围也就因此

而受到限制．上式第一项表示衍射，第二项表示沿z轴传输，第三项表示二阶色散，

第四项表示非线性效应．在讨论自聚焦问题时可以略去色散项，即

VzA+i2koiO．4=一2簖鲁爿=掘寿pIn 24 (3-3-8)
∞ ． 月二

上式就是非线性近轴波方程．

只考虑在X方向衍射情形，上式写为

‘瓦0．4=一面1万OZA一丽n2ko阿4 (3—3—9)
az 2七。缸2 2n：”

⋯。

和时间孤子类似引入归一化无量纲量，得到Kerr空间孤子传输非线性Sehr6dinger

方程的标准形式

f丽Ou：一三害一咖I(3-3．10)2 0a芒 s2
I

。

式中

F三夸志，“_Ⅳ击，旷2成“2X0(3-3-11)”一，毒2丽’“。川丽’旷2域％％

这里|v为孤子阶参数，，=警为非线性系数．当Ⅳ_1时，方程(3—3—11)有如下形式
的解

“(掌，s)=seeh(s)exp(i掌／2) (3-3-12)

即为空间光孤子解．

3．3．2稳态光折变空间光孤子

光折变效应是指电光材料在光照下，折射率随光强的空间分布而变化的现象．

光折变效应是发生在电光晶体中的一种复杂的光电过程：晶体在光照下，电光晶体

内的杂质、空位或缺陷充当电荷的施主或受主，光激发电荷进入临近的能带．光激

发载流子在能带中或因浓度梯度而扩散或在电场作用下而漂移，或由光生伏打效

-38．
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应而运动．迁移的电荷可以重新被俘获．经过再激发，再迁移，再俘获，最后离开了光

照区而定居于暗光区．这样就形成了与光强空间分布相对应的空间电荷分布，这些

光致分离的空间电荷按照Poisson方程产生相应的空间电荷场．空间电荷场使材料

的折射率发生相应的变化，在介质中形成有效的透镜或波导，所形成的透镜或波导

反过来会对光束产生一定的空间约束作用，当这种空间约束作用与光束的衍射发

散作用相平衡时，入射光束便会在材料中无衍射地向前传播形成空间孤子．目前已

发现和研究较多的稳态光折变空间孤子主要有三种基本的类型‘54]：屏蔽孤子、光

伏孤子和屏蔽一光伏孤子．光折变晶体中空间电荷场的建立涉及到扩散、漂移和光

伏效应三个可能的物理过程．屏蔽孤子形成于加外电场的非光伏光折变晶体中，源

于对外加电场的非均匀空间屏蔽．光伏孤子形成于不加外电场的光伏光折变晶体

中，源于光伏效应．而屏蔽一光伏孤子形成于加外电场的光伏光折变晶体中，源于对

外电场的非均匀空间屏蔽和光伏效应两个物理过程．

三种稳态光折变空间孤子可用统一的理论描述【551．设有一束只在X方向衍射

的光波，沿z方向在一个沿X方向施加外电场的光伏光折变晶体中传播．根据

(3—1—11)式，入射光波的电场分量E满足如下Helmholtz方程

V2官+霹☆；营=0 (3．3—13)

自。2=H：一H；‰E∞ (3—3．14)

这里n。是非常光折射率，哳是电光系数．E。是光波感应出的空间电荷场，在忽略

扩散的影响下，其结果为旧

耻‰等+Ep箭(3-3-15)
式中，E。为光伏场常数，磊为外加电场，L=i(x专+co，z)，I=I(x，z)是光波的光

强，，。为暗辐射光强．设A是E的慢变化包络

E=2A(x，z)exp(ikz) (3—3-16)

式中k=kon。，将(3—3—16)代入(3—3—13)式中，并利用慢变化近似可得到光波满足的

傍轴方程为【55】

fi0,4+去等一生(n；。刚爿：0(3-3—17)2出2．i}缸2 、。”⋯
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采搦下列无量纲变量

孝：z，(蛾)，S=x／X0，，=‘lvl2 (3—3—18)

U==(2、／’：：：。‘?。：0。／n。)一1 72。4 (3—3—19)

这纛％楚{壬一空闯宽度，∥为藏～优先渡惫终邈数，N(3—3*15)I'-℃／N．(3—3一17)式可褥

归一化稳态光折变空间孤子传输的经典非线性Schr6dinger方程

穹c4U—i1可a2U坝哪，前垤鼍帮 p，韵，

式中户=L／Jd，／3=晦，口=erEP，盯=(koXo)2(nJr盯／2)．当d=0时，方程描述屏蔽

孤予无量缨曩二摄壤熬演德；瑟姿疹=0嚣，方稔攒述毙蔹孤予无量绥织掇疆熬演佬，

3，4熹暗时间光孤子问的相互作用

警稽邻葬雩阕必孤子靠近螽，蠢子光纾静嚣线性效应，将孳|起槎邻孤予陶的相互

作用，波形畸变，传输恶化，传输速率下降，传输距离缩短．因此在高速光孤子通信系

统中，时间光孤子相互作用的研究是一个十分重要的问题，光孤子依据光强分布可

分为嶷疆予耪殪纛子。嚣令跨瘸走孤子懿稳豆终焉寿：嚣巍蔽子阗麓鞠嚣{筝薅8、

亮孤子和暗孤予相互作用“’⋯、两暗孤子捆飘作用。“．对于光纤亮孤子的相互作

用已进行过大量的研究。7“1．其相互作用不仪与孤子间的距离和非线性有关，光纤

损耗[128]、高玲效皴【403等均会对孤子媚互终鲻产生影响。巍终嬉孤子豹突骏藏功鼹

灏“”使它已经成为遴信领域研究的热点“4删．研究结果表巍：光纤损耗、效大器噪

声和相邻孤子间的相互作用等对暗孤子形状的影响比对嶷孤子要小．因此，一些

研究者认为光纤豫孤子应用予光邋信系统釉信号处理具商比亮孤子熨好的特性

”’““。显然殪孤子阖秘互终麓瓣研究稻麓予麓孤子来说黧酌远逯不骖，健是亮疆

光孤子间相互作用的研究则少黼又少．在解q#线性偏微分方程中，目前用得最多

的邋似方法是数假解法，但它肖一个不足是中间结果难以慰示，而变分法的优点

裁爨襄毙绘出一个摄是近叛，攥楚瑟撰豹表达箴，它麓显承遗程孛，不籀戆毽量魏

影响辅变化趋势，本节采用变分法[37．38]来研究亮暗时间光孤子问的相嚣作用．导

出了亮暗孤子相飙作用的势函数．当亮暗两孤子相距较避时，相互排斥，而相距较

远对，势函数近似为常数，援互僚黑可以忽略．当孤子豹入射振幅改变时。耀互{睾用

势涵数会福鑫改变。孤予福僵磺大爵，稻互弦溺会热强．亮咯辩闻孤予阀的相互作
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用同两暗时间孤子间的相互作用类似，表现为相互排斥．

描述亮暗时间光孤子耦合的经典非线性Schr6dinger方程为f34j

．du，f—2
以

．d“，
Z——=
oz

式中“．(“：)为归一化亮(暗)光孤子包络函数，=，，分别为归一化传输距离和时间．方

程(3-4—1)等式的右边代表微扰相互作用．当不考虑相互作用时，系统(3—4．1)具有基

亮孤子和暗孤子解⋯j71

“．=Al sech[A,(t-rJ]e啦‘‘一4’+咀

“2
2 A2tanh[A2(卜正№“2‘’训吐 (3-4_3)

式中参数(一J，乃，k』，Oj)(_，=1，2)分别代表孤子的幅值、中心位置、传播速度和位

相·不计相互作用时，A』和k，为常数．当考虑相互作用时，(3—4—2)，(3．4．3)式中参数

(Ai，0，kJ，臼J)(，=1，2)都将随传输距离z而改变．

N应方N(3—4—1)所描述系统的Lagrange密度可以表示为

02‘+乏+42 (3．4．4)

其中

彳t 2扣i警飞等卜丢I剥2+扣4
。z 2扣：豢飞参+丢引2+扣4 睁a㈣

2．：=s蚶蚓2

这里4z为相互作用的Lagrange密度．其正确性可通过由变分原理

占!》c％誓，等；“J’，誓，争砒：。
导出的Euler-Lagrange方程

4

％吼呻
蚝

：Ⅳ堕扩堕扩，一2●一2
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考Ou卫Oz c薏Ou—Ot c薏OuⅢi 、矗 、0

罢Ou。旦Oz(普)卫Ot(嚣)-o： 、抛∥ 、％，’。
即为方程(3—4一1)而得到验证．上式中的两个方程互为共扼方程．作用量为

其中

，=ILdz(3-4—71

三=ILdt=』4疵+p：疵+p．：dt=L，+￡：+厶：(3-4-8)

为Lagrange量．根据(3—4—2)一(3—4—5)，经计算得

上l=2爿，(七。i0T,一i00,)+彳．(1A 2_尼I 2)
∞ 院

三：：一4：(警+≈：)-2Az(k2孕一§
j ∞ oz"

厶：=2以霍一鹤硎l("瓦A1(T瓦2--T同1)co丽sh[A瓦1(T2丽-T1)]

(3-4—8b)

—sinh赢]2[爿。(正一正)]J

上=2钺^詈一争q(≯_砰)-2A2(七：鲁一i002)吐(詈爿：2州)

+zs爿-爿-4eA?一；l二生垡ji：：享琶i辫一j_五ji南]
(3—4—9)

在上式中去掉了无穷大积分项，即去掉了背景光拉氏量．在计算(3—4—8c)积分时利

用了用留数定理得到的公式

ff。⋯。～。丽1 ji面出一【。a。c劬osh，a：一二b} (。4·o)

公式(3—4—10)在6=A2／A，*1才成立(附录里有详细计算过程)．

由最小作用量原理导出的所有参变量函数只={一，，t，kj，q}服从的

Eul6i-Lagrange 75"程，即为如下的常微分方程组【37】
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婴：oj昙一旦f丝1：o
6P aPj dz＼＼o(a6|娴)

(3—4—1 1)

把(3—4—9)代入(3—4一i1)式，可以得到孤子参数演化的8个方程．在(3．4．11)式中取

0=乃得

地和；旦aT,l等A等sinh瓣一面A sinh柄]。旦dz刚。矗)‘‘

l ： 1爿．(正一正)】 。 2【4(五一互)】J
⋯一⋯1 7

f3·4—1 2a)地铂；杀【气A蔷sinh辫一面A sinh褊心dz c蝴，
1‘d正L ： 3[一。(正一互)] 。 2[一，(五一互)]J

、⋯2“2 7

(3-4—12b)

在(3—4一11)式中取e=kj得

在(3—4—11)式中取弓=巳得

在(3—4—11)式中取弓=A』得

了d(241)：O
az

_d(24)；O
韶

(3-4-13a)

(3．4．13b)

r3．4—14a)

(3—4—14b)

一盟+笠+笠+gA?
0z 2 2

2

一岳∽爿《等盏卷掣一硒志而)}=o
(3—4—15a)

罢叫+譬⋯^

一寿p一；(≮驽筹铲一摘志而])=o

O

=
=．％

毛

4

4

■

一

n

2一r争哮
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(3—4—15b)

由f3，4一14)式可醚褥出，两孤子幅僮保持不变．由够一4一穗)稻(3—4一13)式，可得也叫；轰(等器辫一面柄卜警
(3罐一16鸯

地蜘矗(等盎措一面编
《3-4—1秘)

由上式可以得到袋于孤子间距re正一Z)的逡动方程

万d2r÷毒￡(么；+奠z)4蠢。d毋l_旧Alrci曲osh，M[Af]～A,sil2[Alri}=。(3-4-17)
从而可得亮暗光孤子之间由予相互作用而弓l起的势函数

豫)“嚣(Al+A2)AIA2}蜘A,rc斛osh[扣Alr；]一志}(3-4-18)
图3-t是相互作用的势函数随孤子间距和入射振幅的变化曲线似=0．25)．从

整3一{中可鞋番滋，当亮蘩巍疆子摆夔较近簿，耀互薅斥(妒=一Og(r)tar>Q)。疑凌理

上可以这样理解，当亮暗光孤子距离较近时，它们中央重髓区的光强将减小，折射

率相应变小从而导致相互排斥．而相距较远时，势函数近似为常数，相互作用可以

忽蜷(F*0)．当孤子戆入射振骥致变对，摇纛终援势丞数会靼痤改交，孤予溪墓增

大时，相互作用会加强(曲线的斜率值较大)．

疆3-1穗互穆翔势遁数蘧孤子游疆彝入射弧予壤毽数变诧麴线

堕舻端

＼●●●●／
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两亮时间孤子间的相互作用表现为相互吸引、碰撞、合二为一，然后相互排

斥．最近文[49]通过数值模拟对飞秒时间暗孤子间的相互作用进行了研究，发现飞

秒时间暗孤子间的相互作用同皮秒时间暗孤子间的相互作用基本一致，两时间暗

孤子从一开始就相互排斥．从上述讨论可知，亮暗时间孤子间的相互作用同两暗时

间孤子间的相互作用类似，表现为相互排斥．

3．5 Kerr空间光孤子间的反常相互作用

空间光孤子相互作用由于在信号处理及全光开关方面有重要应用受到广泛

关注[52-631．空间孤子之间的相互作用分为相干相互作用和非相干相互作用．1996

年，Shih等‘591对非相干碰撞过程进行了实验观测．发现若两个光孤子之间互不相干

或是其位相差之涨落远快于介质的响应，那么它们之间无干涉效应，中央重叠区的

光强只能简单地叠加．结果，两个互不相干的光孤子总是相互吸引．1997年

Garcia-Quirino等【“1实验研究了光孤子之间的相干相互作用，若两个孤子同相，它

们的中央重叠区光强相干叠加，使得那里的折射率增大而等效地吸引两边的光孤

子．若两个孤子异相，中央光强相消，它们就会相互排斥．然而，1998年Krolikowski

等【62】发现了介质中非相干孤子的反常相互作用．理论和实验都表明非相干孤子

间存在反常相互作用，即两非相干孤子可以相互吸引，也可以相互排斥；2002

年，Cohen等[63】发现了相干孤子的反常相互作用，即反向传输相干孤子的相互作用

不依赖于两孤子的相对位相．本节从Kerr空间光孤子耦合的非线性Schr6dinger

方程出发，用变分法讨论了文163]@孤子间的相互作用，导出了两空间孤子相干和

非相干相互作用的势函数．并由导出的系统守恒量进一步发现，相干和非相干相互

作用势函数都与孤子间的相对相位无关，出现孤子问反常相互作用，即文【63】中的

实验结果．

描述反向传输的Kerr空间光孤子耦合的经典非线性SchrSdinger方程为m”01

r警+圭器+luI阶川娜：h ⋯，、

一f警+告警+lu h一(1+h)lu。h

式中“，(i=1,2)，z和工分别为归一化光孤子包络函数，传输距离和横向坐

标；h=l(h=O)为相干(非相干)相互作用．；b-fN(3—5．1)的形式解为‘130

UI=At sech[Al(x一算I)le嵋‘’‘卜咀 (3．5．2)
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U2=A2 sech[A2(j—z2)】e一“2‘4一。’+。岛 (3—5—3)

式中参数(爿』，x』，k』，0i)(／=1，2)分别代表孤子的幅值，中心位置，传播常数和位相，

它们都是传输距离z的待求函数．

相应方程(3—5—1)所描述系统的Lagrange密度可以表示为

名=名I+4+名12 (3—5—4)

其中

午尹1．．．．iOut叫争一划2+狮4
分一扣警氆筝一引斜+扣4 Bs固

42=(1+h)ulu；u2“：

这里‘：为相互作用的Lagrange密度．其正确性可通过由变分原理

占!≯c％等，等弼，誓，豢，掀=”
导出的Euler-Lagrange方程

罢一昙(旦)一旦(旦)：o
加，瑟。Ou，．：7 Ox、Ou』，，7

罢一旦(警)一昙I誊)：00u：0z、抛；．：’知k抛-nm’。

即为方程(3—5—1)而得到验证．(3-5—7)式中的两个方程互为共扼方程

，=dz

其中

三=dx=p。出+』彳：出+』4：dx=L。+上：+厶：

为Lagrange量．由式(3-5—2)一(3—5-5)，经计算得

(3—5-6)

(3—5—7)

(3-5—8)
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三。：2A，(尼。拿一掣)+4，(h：一t：)(3-5_9a)
ClZ ∞ j

妒2她拿+鲁)+A2(1A22-k220z )
以

上。：=4c·+一，4。2爿：2{量!Lii：；：i辫
(3-5-9b)

一百—葡1A sinh厕}， 2[一：(z：一_)]J

+4c·+n，爿，24z2{‘兰生ii：；；i；辫一：ii：矗-褊}
(3—5—9)

在计算积分(3—5—9c)式时利用了用留数定理得到的公式

c-蕊≮忑1丽鬲出一【槭aco血sh％a一翥b)(3-5-10)
公式(3—5-10)：∈E b=A2／A。“1才成立(附录里有详细计算过程)．

由最小作用量原理导出的所有参变量函数弓={AJ，z，，k，，臼』)服从的

Euler-Lagrange方程，即为如下的常微分方程组[”1

苦_oj参J—Z引zzt丽越j1_。(3-5-110(dP,／dz) )韶 aP
、

J

把(3—5—9)代入(3—5—11)式，可以得到孤子参数演化的8个方程．在(3—5—11)式中取

弓=乃得

。"眦242id{与塞辫一丽犏}=兰cz舶，
(3-5—12a)4(1+w岔瓦d{与端豁一面赫羟(2圳
(3-5—12b)

在(3—5一i1)式中取只=k，得

0

p《一4
1—3

4+堕瑟+吼i4+一“
1—3

4+》一

甄i
4IlL
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2彳l拿一2AlkI=0 (3．5．13a)
岔Z

2A2华一2A2露2=。
az

在(3-5·11)式中取e=q得

在(3—5一11)式中取弓=鸣零

旱(2《)=o
窿

affT(2Az)=o
‘‘‘

f3—5—13b)

(3—5-14痨

r3—5-14b)

爿，z+ti一2掣
02

+善卜剐t2F[气寒冀篝产一丽矗丽
(3-5—15a)

坠sin舞h A警X铲一丽A sinh柄A 忙1 2(x2—1)】 l 2[2(*2一互1)】II

密(3-5-14)式鼋戮看懑，魏掇于韬僵像待巾爻。鲞◇一5—12)j7q1(3—5一13)式，氆褥

z叶％24未{≮端荆一面柄}=参
f3·5-16a)

z㈣一)Aj2A2爰{‰端辫～At sinha[1a(x：-xO]}=万d2x2
f3—5一16b)

由上式可以得到关于孤子间距r(．x：一X1)的运动方程

万d2r一2(1+是≥(墨+磊)A。"。毋d[1r。ic赫os，h【[鹰A2ir]一志}=。(3-5-17)
从而可得审问光孤子乡间Fl；_f于相百作辟；；|而引走己的辨函辑[131】

r1％的堕耱”蛳告

岛



附)一2(1州(4+4)A⋯(rsⅢc。sh[[纠A2r]_一丽丽1砑}(3-5-18)
系统的Lagrange量(3-5—9)具有平移变换

z’=z+占 (3-5—19)

不变性，这里Z相当于时间t．根据经典Noether定理(2-3．5a)式，相应有如下守恒

E：竺声一L
￡P：。

=AI(1A1 2一≈?)+4(当42一j}；)

“(1+蚪42【r。汕cos，h№[A2r】]一高}-c伽“(3-5-20)
把(3—5—20)代入(3—5．15)，得

—d(_Ol-_02)；砰+碍(3-5—21)
az

从(3-5·20式知，两孤子位相差与4，和r无关，即与相互作用势函数(3—5—18)无关．相

干和非相干相互作用势函数(3．5．18)与孤子间的相对相位无关，出现孤子间反常相

互作用，这就从理论上说明了文[63]中的结果．(3—5—14)式的结果也可以从系统

(3_5-4)具有相位变换不变性得到．

图3—2是相干相互作用的势函数随空间孤子间距的变化曲线

(A。=A2=1，h=1)；图3-3是非相干相互作用的势函数随空间孤子间距的变化曲线

(A。=A：=1，h=0)．势函数总是负值，F=一OV(r)lOr<0，所以反向传输的两空间

孤子总是相互吸引(不管相干相互作用还是非相干相互作用)．对比两图，可以看出，

相干相互作用比非相干相互作用强，且当两空间孤子间距大于4时，相互作用几乎

为零，可以忽略．
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Vfr} Ai=赴=i．h=1

、
2／q一

／
圈3-2裙于捐盏作庵势函数麓强子阕距的交纯鳢线

强3-3菲相干鞠萎作羯势函数疆瓤子阉疆豹交往鏊线

3．6本章小绫

本章叙述了支配光脉冲包络传输的非线性Schr6dinger方程的由来．简单介绍

了时间孤子和空阃孤子形成的物理机制及其传输所满足的非线性薛怒鄂方程的

攘露。在走孤予遴疆系统孛，嚣重瓣走疆予程互终嗣瓣骚究怒一个卡分鬟娶豹逡蘧。

虽然时间暗孤予相互作用的研究相对于亮孤子来说显的邋远不够，但怒亮暗时间

光孤子间相互作用的研究则少而又少．本章第四节采用燮分法来研究糖暗时间光

孤予澜鹣相互箨搦．导出了亮臻对润孤子楣纛箨用艴势溺数+当亮暗秀时闯孤子相

距较近时，相互稚f}誉，而相距鞍逡时，势函数邋似为常数，糨童作用可酞惫略．当时闻

孤予的入射振幅改变时，相互作用势函数会相应改变．孤子幅值增大时，相互作用

会加强。空阋光孤子相互作用出予在信号处避及全光开关方面有重要墩用受到广

泛关注。本章第聂节放Kerr空潮光孤子藕食赘≤≥线经Schr6dinger方秘密发，鬟变
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分法讨论了空间孤子间的相互作用，导出了两空间孤子相干和非相干相互作用的

势函数．由经典Noether定理导出了空间孤子系统的守恒量，利用该守恒量发现相

干和非相干相互作用势函数都与空间孤子间的相对相位无关，出现孤子间反常相

互作用，即最近文献中的实验结果．我们也可以从Hamilton形式来研究孤子间的相

互作用．
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第4章光孤子传输的量子理论

在光孤子传输经典理论不断发展和完善的同时，光孤子传输的量子理论也得

到较大的发展[64。951．1987年Carter等求解了量子非线性Schr6dinger方程，首次论

证光孤子可以处在压缩态睢51．1991年实验证实了光孤子可以产生压缩态【7”．光孤

子量子效应研究的出发点是量子非线性Schr6dinger方程，它通常是经典非线性

Schr6dinger方程按对应原理写出的．描述光孤子传输的经典非线性Schr6dinger方

程，可由奇异Lagrange量导出．按Dirac约束理论，用奇异Lagrange量描述的光孤子

系统是约束Hamilton系统，它的量子化应该用Dirac正则量子化(或约束Hamilton

系统的路径积分量子化)，而不能按初等量子力学的方法进行量子化．目前关于孤

子传输量子理论的研究大多限于时间孤子[84-85,87-9,o]而空间孤子量子理论的研究很

少【861．本章先介绍压缩态的基本知识，在Dirac正则量子化方法的基础上严格导出

了光孤子传输的量子非线性Schr6dinger方程和对易关系，并讨论了空间光孤子的

压缩·陛质．

4．1光场压缩态

常规光通信是利用激光来传输信号，它是相干光，它的噪声极限是真空涨落，

要克服由真空涨落对提高信噪比的限制，只有采用压缩光场．1976年由Yuan等从

理论上预言了压缩光[¨21，1985年Slusher等利用四波混频，首次在实验上产生了压

缩光【133】．本节扼要介绍压缩态‘1341．

4．1．1量子噪声

在通信领域内，噪声无疑是至关重要的．f尚若有可能实现无噪声的通信，那么，

就可以用任意小量的功率来实现任意长距离的通信．因为在这种情况下，对信号的

可能放大将不受任何限制．事实上，对微弱信号探测唯一真实的限制就是存在不可

避免的噪声，若信号的功率显著地低于进入接受器的噪声水平，就再也不可能通过

放大来恢复这个信号．在无线电频率领域，基本的噪声为所谓的热噪声，而在接近

于红外谱段的高频处，热噪声功率迅速减少，另～类型的噪声就会不可避免地增加，

这就是所谓的量子噪声．量子噪声起源于光场的量子特性，最终由测不准关系来确
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定，是一耱繁子臻象，囊实匏攘澜嚣覆赠主哥戳遮潮量子噪声熬最小篷，帮鬟空涨

落．

考虑一个单模偏掇行波场，其电场算符可写为

E(7,t卜J号哦《《再蛳爱cos(石乒删 洚H)

其中置和膏：与湮灭算德a的关系为

舀=墨+鹚

例如测擞曩，若信号光在相干态I睇)，口=％+f％，则测量平均值为

(宣)=强，僻)=j1+霹
均方差为

(4—1—2)

(4—1一∞

蜗=辱研=需=三(4-1-◇
根据测不凇关系△xI△如≥1／4，最小测不准量为

{

蝎=÷ ◇-1—5)

相干态的光，其两个正交分量的测不准之积等于测不准关系决定的极小值，而且这

两个分量器自的测不准最大小相等．故相干光场振幅的涨落已达量子噪声的极限

僮，郅真空滚落．真空涨溪楚无法瀵除夔，量子噪声戆进一步减少只毒采爰糕缝态

光场．

4。I。2趣耀忑

将光场看成一个谐振子场，相威的广义坐标和动量为

毒=怯∽∽，归痒(锄+)g。《云(酣∥j，p刮≈了("扩)
对于稳干态来说

(蝴m=接㈤。=浮
坐标与幼餐的测不准关系为

(4—1—6)

(4—1-7)
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(幻卸)。：昙 (4．1-8)

湮灭算符与产生算符可以写为两个厄米算符的线性组合

a=j，+瞳：，a+=岩。一擅：， (4—1—9)

童。和膏：对应复振幅的实部和虚部，给出两个正交相的振幅．反之

耻华=序，妊掣=西(4-1-10，
对于相干态，两个正交分量的方差相等

((越．)2)=((越：)2)=i1(4-1—11)
则

(axl硝2)m=i1(4-l·12)

图4-1中画出△rlAX2=1／4是双曲线，而相干态对应曲线上一点AXl=AX2=1／2

曲线上其他点相应压缩相干态．图中斜线部分分别相应出i。<1／2或AX2<1／2，也

是压缩态，这时AX。aY：>1／4为广义压缩态．

图4-1测不准量与压缩态

压缩态也可以用另一种方法来定义，就是双光子相干态．考虑单模场，使它的

一部分和它的位相复共轭波混合，构成新场．新场的湮灭算符为

包=∥a+ya+ (4-1—13)

其中

盯一盯=l (4—1．14)
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簌陋，a+j—l，可班证明瞳，毒】-{．若a豹本征态嫩糟于态，可以证明龟的本镪态为

压缩相干态【”“．从物蠼上说，是让一束相干光与它的位相复共轭光混合就产生压

缩光压销光是两束光糊于的结果，称双光子相予态．

{；蓍颡所说豹压缩态是曩三交穗聪缩相干态，翼特点是一个歪交穗振幅豹噪声低

于真空涨落．若用这一分量携带信号，可以得到比相干态更大的信噪比．若一个状

态的光予数噪声小于相干态噪声．即

《(矗女)2)<《女)(4-1一i9

即为振幅压缩态，或称粒子数压缩懑．最近，Sunder建议将一个正交压缩相干态通

过一个毙尔介质，有可能得到～个高的振幅压缩态，可使光子数方差为

《㈣)2)c博”【珏懿．

4。1．3光场压缩态的探测

压缩态光的菜一正交分量豹测不准量小于稠千态．另一正交分量的测不准量

大于相干态．把信号光能量加在涨落小的正交分嫩上，其噪声可以小于相干态．由

于这两个分量救位稚燕好差900，掰以对信号溅爨必须使用对稼挺敏感数鞠于测

量．如果利用普通光电探测器直接测量，因这时同时测量两个援交分量，一个分量

减弱，另～个分量加强，含起来噪声加大，将显示不出压缩光的优越性．

对于使相有关的噪声必须利用鼹频率相干光混合于压缩光，进毒亍楣于搽测邀

就是掰谓零差探铡lB“．寻常零差探溺器的缺点楚爱求束分离器的反射系数远小

于与透射系数，这样本地激光能量大部分被放弃，糟要进～步提高性能，就骤利用

平衡零罄探测器．

强碡一2绘塞了乎撵零差搽测鼗豹示意蚕庄搽溺器孛，信号与本遮激怒逶过

50：50束分离器混合，两混合光束分剐由两个光探测器D，和D，探测，两光电流相减

给出信号光信息．在此探测器中，本地振荡激光能嫩被充分利用丽它的噪声被抵消

霰定走激攘溅器戆量子效率蔻1．
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图4．2平衡零差探测器

平衡零差探测过程中，两束分离器的输出和输入信号关系为‘134

％=警，％=警(4-1-16)
相减以后的光电子数i。。

^Ⅲ=i^1一^^2

1

=寺[(a，辔+iaL。)+(a，培+ia￡。)一(f盎：培+a￡。)+(访。瞎+a￡。)]
1

2寺[(二：一击：)(二；*+ihc。)一(一磁：+a：)(瞄，*+a“)】 (4—1—17)

1

2音[f(a：an—a：a螗)一f(一a二a“+h：a,lg)】

=f(五：a幻一a：a，培)

本地振荡信号强且处在相干态，因此可以取

则有

<a￡。>=I口b I e”“ (4·1-18)

<五。。，>=<gk心I口￡。I(a；e徊“一已一9“五，辔)>

=<Icr￡。|[五二e7‘9“+”72’+e一‘‘9“一”72卜‘”a，g】> (4—1·19)

=2]a。。l<岩(口)>

式中场算符岩(p)定义为

2(0)=华
i&早-o=妒“+詈．类似地可以得到输出电子数平方平均值为

．56．

r4—1-20)
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<^二>=<i(二二az。一盎：a，培)‘f(a：a∞一矗：a，*)>

=一<[矗：吒一a，。a：五：az。一存：西，自西“西：+a：a毛】>

=一Iaz。f2<[五：P2印“一a；裙盎：一d二d：瞎+e一2印b西之】> (4—1-21)

=|a￡。12<[a：ge2坩+五，培五：+a：西，培+e-2iad乏】>

=4I口。。12<岩2(口)>

输出电子数均方差为

<△鲲>=410rL。12越(目)2> (4．1．22)

在(4-1-22)式中，信号光和本地光散粒噪声(幽孟)和(幽三)都不出现，其原因是由于

两光电探测器信号相减而抵消，而最后测出的是信号光的正交分量涨落通过本地

光放大的信号．

首先测定本地相干光的真空噪声，切断信号光的输入，根据(4—1一18)式有

<△自二，>=<A。。>=pbI
2

(4—1—23)

(4—1—23)式反映真空涨落水平，然后注入压缩光到束分离器BS的输入部分，本地激

光与压缩光相干．压缩光取

二啦=∥a+Pa+ (4．1．24)

有

2(0)-!型：±!查!

． ：—(1a—a—+—v—g—z*—)+—e—ie：+—(i—．t—at—+—v—a+—)一e-ia(4-1-25)
一(／a+d++y+a)日坩+(Ⅳa+y盎+)P一诅

2

则与压缩光位相有关的正交分量涨落为

<越(咿砖坐坐华竽生坚(4-1-26)
均方差与本地激光相角有关，其最大和最小值分别为【64】

<部)2>max=掣(4-1-27)
<卸)2>矿掣2(4-1-28)
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囊(4一l～11)戋11，著《∥H啦<1，劐爨小均方差小予糖予态歪交分量懿涨蕊．瞧◇一l一22)

式知光电子数最小涨落为

(幽(f)2)。=laL。mHVlY(4-1—29)

蓉《p|～纠y<l，烫|l涨落小于冀警噤声(4—1—23)，诧时光处夜蔗缩态。程瘸移穗器改变

妒。，则0也变化，测到光电流的涨落将大于戚小于真空涨落．利用此方法可以观测

压缭态，若为l}蓬绞态，合成竞滋落在饪{霉经攘赘甭可戆低予奏空涨落．

4．2飞秒时间孤子传输的量子理论

毙燕子系绞可爱鸯舅Lagrange量整述，系统含Dirae绞寒．逶掌按黯澎藤理写

出系统场量对易荚系和量子遮动方程时，未计及约束．本节对含高阶项的非线性

Schr6dinger方程描述的系统进行严格的Dirac正则量子化，导出了系统场量对易

关系露量子{#线性Schr6dinger方程”弛1。姥终，光孤子在传竣过程中形状、振堰等

保持不变的原因趋系统存在诲多运动常数《朝守僵量)，因熊研究光孤子的守恒量

具肖重要意义．本节同时对系统进行了路径积分量子化，并根据缀子水平的

Noether定理，导如了系统在时空平移变换不变性下的量子能量和动爨守恒．系统

还蕊鸯耱霞交换下翁不交瞧，鞠痘导塞了系统羹子求平静守恒量+

大部分文献研究时间孤子量子理论的出发点是基于髓子非线性Schr6dinger

方程，而它的导出肖如下几种方法：

国萼冬经典{≥线性Schr6dinger方程申鹣场量壹羧黉残篓芬．缀典菲线装

Schr6dinger方程为

f-拟ff=一去馨一盯“(4-2-1)2一ii一川“ )

把场鬣直接看成艨符，可得量子非线性Schr6dinger方程

i豢：一丢窘制☆(4-2-2)1瓦一虿万一M“
(b)将经典菲线性Schrtidinger方程进行爨子化【671．

(c)将在光纤介质中传输的光场量子化【1341，即将电磁场量子化．

(d)利用光纤介质的微观模型与色散关系来导出量子j#线性Schr6dinger方程
}＆21

—58—
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搔遮光孤子传输翡经典j≥线後Schr6dinger方程(4-2一1)，可国鸯异Lagrange量

密度

。：蕊·一0u一旦￡塑+三掰·：群： 洚2．3，名=j“⋯一十一掰群 l廿一三一j；

Ot C]X 0X 2

导出．按Dirac约束理论，系统(4—2．3)的正则变量阃存在约束，它的量子化不嗣于一

般的正规Lagrange-N系统的方法．用奇异Lagrange量描述的光孤子系统怒约束

Hamilton系统，它鲍量予伍应该雳Dirac正剐量予纯(或约束Hamilton系统懿鼹径

积分量予化)．

4。2．1羹子套≥线瞧Schr6dinger方程麓推番

对光孤子量子效威的研究一般照通过量子化满足非线性Schr6dinger方程的

场．实际光孤子传输系统，并不能用标准非线性Schr6dinger方程进行精确描述，而

必霭i考惑一些毫泠惫教及褰除{≥线瞧麴影翡，馋羧方程为麴下豹经典衰羚{≥线佳

Schr6dinger 7灌(NLSE)m1

z詈=毛窘一l雠2 u-i6，窘-i683 u l塞(4-2-4，
式中“为归一他光波包络函数．方程(4—2—4)有孤子解f721，相应系统的Lagrange最密

度为

名爿豢一吉等罢+≯祥‘涮--i蠡等窘+i363u*u'uOu7x(4-2-5)加撤i—ii瓦+i籼涮屯否万
下砸分析系统在相空间中的约束，并对系统进行量子化．系统的正则动爨为

万一娑=趣’ ◇．2．◇

茚’；罢：o (4_2-7)茚茹=_’=u ¨’z。，)

相应系统的正则Hamilton量为

致=羹氍磁+万’螽+一z3=羹红爱(4-2—8)

式中，敏为正则Hamilton量密度

鬈：三笙⋯Ou 1

u．u．uu+i63鲢喜-i3艿3u*u*u_0u2 0‘x 0x 2 0x 0x2 巩
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按Dirac的约束璇论，由f4-2．6)*[1(4-2—7)式NNNNN+NNNN：

西“=口一iu‘≈0

西”=79"+≈0

(4—2—9)

(4·2—10)

系统懿蕊Hamilton壁为

珥=忙[筑+矗；≯“+九：≯021 (4-2-11)

初级约束的自治饿条件

尹={∥，Hr}m0

乒”。{妒02，H，}*0

f4—2—12)

(4—2—13)

礁定蓠令Lagrange豢予南，窥知，不给密裁裁缝寨，容易蓉窭系统豹终蒙均为第二

类，i901=妒“，02一≯“，根据(2—1—25)式，F和G的Dirac括号为

{F(t，功，G娥∥))。={F(t，磅，G《}，FⅪ

一p3yd3v{，(f，茗)，谚(f，力)啄‘(f，Y，v){0／t，V)，爵(f，冀’)}
其中C是以第二必约束函数的Poisson括号为元素构成的矩阵

s《警端似。■q联≯](4-2-14)
它的逆矩阵为

--。l|a(x-x')
U l

经计算，场量的Dirae扩号为

趣缸)，疗(z’)j。=a(x—F)

{“‘(*)，疗+(一))D=a(x-xe)

和(聋)，批+<功}D=-iS(x-x’)

秘0)，”(∞)。=秘‘(鼻)，“。(x’)k=协O)，／g-‘0’)}。=0

p一2一15)

(412ll◇

(4-2—17)

(4-2—18)

(4—2—19)

因此，按Dirac正则量子化规则{·，·)D寸一i[．，-】，相应的场算符满足对易关系

溪《x)，毋◇’)】=iS(x--X’) 疆-2-20)

沁0
l{0



第4章光孤子传输的茧子理论

【女4(磅，蠢’(x’)】=iG(x一并7) (4-2—21)

[＆(x)，d‘(x’)】=占(X--X’) (4—2—22)

【纛<磅，螽(并≯】=[女+(并)，矗+(，)】=防(x)，旁‘(盖’)】=0 (4-2-23)

对仅含第二类约柬的光孤子系统，经典运动方程(2—1—27)为

i=如皿)。 (4—2—24)

过渡到爨子情形{·，-)D_争．i【．，-j，毒=—锺j童，或]，并利用对易关系(4—2—20)一(4—2—23)得

量子非线性SchrOdinger方程为

；害=一言窘一婚城窘啦H罢(4-2-25，
这种严格推导方法所得结果和用对应原理得到的结果一致‘¨引．

4．2，2路径积分量子化和守恒餐

根据F-S路径积分最子化方法(2．2．12)式，对仅含第二类细柬的系统，其避子跃

迂振幅为

z[01= u口万伽+2)蠢+占(疗一iu+)艿(厢4)【detl{最，0,}1]l／=exp{ifd2研戚+7『+☆’一徽】}
(4—2—26)

默(4．2。{◇翘行襄式d教|麓，oA|与璐爨无关，可拭黛疲泛丞中旗去。摹l矮6一凑数静滢

质，系统搬相空间中Green函数的生成泛函(2-2-14)为

z[J，J‘】=胁口刀伽’口疗+观exp{f肼磊+矗+J。“+B 孵27{
=睁移石苏’多帮’嬲exp{略+弘2《矗+了‘掰‘】}

、 ’

这里，孚=Id2艇台=fd=x[1ru+x+n+一"g／c+^p。】为有效正则作用量，‘为有效

正刘Lagrange量密度，焉为与气不圈豹乘子。

根据约束Hamilton系统的量子守恒律，如果系统相空间中Green函数生成泛

函(4。2．27)00的有效正则作用量在下列无穷小整体变换
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|X4。=工”+童蠕”=五一+oao．Tac"(X，妒，万)

{妒’(x’)=妒(爿)+Aq，(x)=妒(曲+占。善8(x，Co，石)
l万’(x’)=石(x)+A，r(x)=硝(曲+6 r／。(善，妒，石)

下不爻【这里妒(x)=≤球，稚+)，露囊)=留，霈+)】，蠢穗应变换蕊Jacobi行捌式与场量

无关，则系统存在髓子守一l亘i(2。3．24)陋191

Q4=p3彤∥一妒+。r”)一％r”】

光孤子系统盼有效正刚{乍粥量岳在时间平移变换

h’=f+s

{妒’(善≯=妒(萄 姆一2—28)

l搿’(算’)=石(砷

下县有不变性，总相应变换的Jaeobi行列式为1．由(4．2—28)知，r船=1，

f缸=毯善5=0，健／N．(2t3_2毒)式孛褥系统爨子永平豹麓激守篷

层=胁jl iOu"磊Ou一圭u*u'uu+i以豢窘却蹦H挈(4-2-29)
光孤子系统的芬在空闯平移变换

fx‘=工‘+∥

{妒’<z0-．≯(曲 (4。2．30)

l行’(x’)=石0)

下具肖不变性，且相应变换的Jacobi行列式为1．由(4-2，30) ，r蚰=o’

f鼢=1，亭5=0，代入(2—3—24)式中得系统爨予水平的动爨守恒

p=批(稠∥+盯’a∥’)=皿厕∥ (4—2—30

党罐子系绞瓣焉在无穷小糖位交换

』“7≯’)=“似)P”兰“石)+‘踟(∞ (4．2．32){ ， L斗。上1jzJ

}“’弘’)=社’(萄e-ie兰辩’(曲一f融+《习



第4章光孤子传输的爨予理论

下其有不变性，且褶应交换静Jacobi行列忒为l，由(4。2，32)知，f”=o，

孝=iu，毒+=一iu‘，代入(2，3—24)式中得系统量子水平的守恒爨【30】：

Q=彝＆fi蕊f—Dr+“+】=0&f蕊l=一§红#’“(4．2—33)

在相空间中讨论的优点是无须对动鼹进行积分．一般情形下。作出动量的路径积分

是困难的，甚至是不可能的．上述结聚也可从经典KDV方程守恒量的分析褥出‘”】．

毒熬{委爨，囊转一2—5≥式擦述黪竞繇予系统，无论在经典东平或豢予窳乎，鹭存在守毽

量(4—2-29)，(4—2—3 1)和(4—2—33)．

43稳态光折变空间孤子传输的量子理论

描述稳态光折变空间光孤子传输的经典非线性Sehr6dinger方程(3—3．20)可由

奇异Lagrange量导出。本节应用约寒Hamilton系统的量子理论，对稳态光折变空阐

光孤子系统送行Dime歪翊量子纯，鲁窭了描述空润孤子系统豹场量之闻豹对易

关系和墩子非线性Sehr6dinger方程．在线性近似下求出量子j#线性Schr6dinger

方程的微扰解，讨论了稳态光折变空间孤子的压缩性质．

4．3．1鼗子非线性Schr6dinger方程的推导

稳态光折变空间孤子传输的经热非线性Scbx6dinger方程为(3．3120)式懈1

}O陇U捌1,：92U+_fl(1+p)U叫叮懈等 M)

U为归一化光波包络飚数，P=L／，d，p=crEo，球=erEP，|cr=(koXo)2(n：锄／2)．当

a=o辩，方程描述屏蔽孤子无量纲纯振幅的演讫；而当∥=0时，方程描述光伏孤子

无量纲化振幅的演化．

楣成系统秘一3一1)戆Lagrange慧密度为

纠u’詈专警iOU川例(口+芦)lnO+UU．)+搿UU+(4-3_2)
下亟分柝系统在稠空阕中的终柬，势绘出萁Dirac歪刘量子纯。系绞懿正剿动爨为

韶⋯，
石。一OU2。u(4-3-3)
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丌+：祟：o(⋯4-3-4‘)丌2矿刮

这里U=au／az．相应系统的正则Hamilton量为

风=Idx[x0+‘0+一卅=肛影 (4—3—5)

式中影：丢是￡iOU+(1+p)(∥+口)1n(1+UU’)一口UU+为正则Hamilton量密度．按
Z dX咖

Dirac的约束理论，Fh(4—3—3)和(4—3—4)式知系统有两个初级约束

庐“=；rE—iU’z 0 (4—3—6)

≯”=厅’。0 (4—3—7)

系统的总Hamilton量为

Hr=I西c【Z+厶l妒“+厶2≯”] (4-3—8)

初级约束的自洽性条件为

≯“={∥，上0)a 0 (4．3．9)

乒”={≯02，H，)“0 (4—3．10)

(4-3·9)和(4—3—10)式确定两个Lagrange乘子厶，和凡：，不再给出新的约束．容易看出

系统的约束均为第二类约束，记臼1=≯“，02=妒”．根据(2．1．25)式，，和G的Dirae

括号为

{F(z，z)，C(z，x’))。={F(z，x)，G(z，x’))

一Jd3yd3v{F(z，曲，q(z，Y}q1(z，Y，V){嘭(训)，G(z，z’))

(4—3—1 1)

其中C是以第二类约束函数的Poisson括号为元素构成的矩阵

c《冀嚣三Ⅲ0√，一烈一。](4-3-12)0 0 iS(x 0【{目2，1} {口2，2)j l —x’) J
它的逆矩阵为

c～=[。一‘]5cz—z’，(4-3-13)i 0l l、
’
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经诗算，场蚕兹Dirac攒号受

Ⅳ(砷，x(x’)}D=巧O一石’) (4—3—14)

影+《并>，石+《x7)}口=6(x-x’> @一3一ts)

{U(x)，U+@’))D=-i占(x-x’) (4_3·16)

{vO)，U(x’)}。={u+(xXU+0’)}D=留@)，石+◇’)}p—O a’3·17)

因此，按Dirae正刚羹予化，{·，．}D叶．i【·，·】，对稳悫光拆变空间孤子约束系统，相应

的场算符满足对易关系

【痧(磅，嘉◇’)】=f5蠢一x，) ◇”3_18)

【D‘(曲，j}+(工’)】=i6(x-x’) (4_3_19)

【疗(盖)，0+(善’)】=艿(x—x，) (4*3-20)

眵∞，痧∥)】．fD4(膏)，0+∥)]=【露(∞，君’F)】=0 (4*3—21)

对仅含第二类约荣的系统，其经热运动方程为

声={F，《}。 ◇～3 22)

对稳态光折变空间孤子约束系统，商

_OU。夥，H。}口(4-3．23)

过渡到缎子情形，—O：U一：一i[U，或】，利用(4—3．18)．(4．3—21)的对易关系，得量予非线

性SehrOdinger方程

z警=专雾喇l十力斋+搿可(p-10矿12)0(4->24)
这种推导方法所褥场的量子对易关系和场的量子运动方程与唯象地将经典非线

缝Schr6dinger方程孛豹场量壹接簧残算籍瑟褥戮豹结莱一致．这里绘爨懿麓严穆

的论证．

垂。3。2羹子毒摹线蛙Schr6dinger方程的徽撬熬

讨论孤子压缩性质是研究孤子擞予理论的髓的之一．它可以通过在线性近似
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下求出微扰场算符进而计算量子噪声来讨论[641．下面先求出量子非线性

Schr6dinger方程(4—3—24)的微扰解，再讨论稳态光折变空间孤子的压缩性质．

为简单考虑空间屏蔽光孤子的情形，即在(4．3．24)式中令a=0，(4．3．24)变为

r警一言害州·荆斋(4-3-25(4-3-25，。i—j百+户【H川丽 ’

将方程(4—3—25)线性化，令

O(z，x)=U0(z，x)+口(z，J) (4．3．26)

其中Uo(z，工)为方程(4—3—1)在口=0时的精确解，0(z，∞为微扰场算符，表示量子起

伏．当光子数很大时，(4·3-26)式有效LOg]．把(4—3—26)式代／k(4—3—25)式，忽略i(z，z)的

所有高阶项，可得线性方程

f掣=毛挈坝1训(1埔顾舭M(1荆朋刎(4-3-27)
这里，=k。I 2．把(4．3．26)代入(4．3．20)761(4—3．21)式，可得微扰场算符#(z，z)满足的

对易关系

[p(=，工)，口+(z，x’)]=8(x一石’) (4-3—28)

[i(z，工)，口(z，工’)】=[p+(z，工)，p+(z，x’)]=0 (4-3—29)

{乍Fourier变换，占(z，后)=p(z，x)e'hdx，(4-3·27)式变为

f竺笋=譬配，卅肌训(1四娥z，卅即荆凤妒尼) (4-3-30)

方程(4-3—30)及其厄密共轭方程可用矩阵表示为

r扎oⅥlF唧61z,k，啕,]
+r誓端1+2"一k：／2端㈣2y磷划=。L 一卢(1+p)y 一2 一∥(1+p)(1+ )0占+(z，一七)l

。

(4—3—31)

设(4．3．31)式的形式解为



院，卜嘲 睁，税，
∽+(z，一七)J 心j

将(4．3。32)式代入(4。3．31)式中，得出系统有非平凡解的条件为

det-,。-k2／一2-P+0+p’‘1+2芦’一A一：-P—O∥+(1p+)rp(1 p)r k／2 p)O+2r)i=。(4_3_33)一 十 一A一2 一∥(1+ + I
、

求解(4—3—33)式得

置《霆)=±0【竞2／2+PO+尹)(1+，，)jt【露2／2+∥(1+p)O+3y)】(4—3—34)

对于给定的初始条件5(o，Jj})，6+(o，一膏)，(4—3—30)式的解可设为

b(z，蠹)=b(O，k)cosAz÷iAsin2z，6+z，-k)=6+(e，-k)cos2z十iBsin五￡f4-3—35)

其中A，B为待定系数．把(4—3—35)代入(4-3-30)可求出

b(z，后)=∥(z，k)b(O，蠡)+v(z，露)垂+(0，-k) (4—3—36a)

其中

u(z，k)=cosAz一÷昨2／2+fl(1+p)(1+27)]sinZz
．

^
f4。3，365)

V(z，露)=一÷箩(1十p)ysin艇

对(4-3—36a)作逆Fourier变换，可求出表示量子越伏的微扰场算符

溉并)=Ffz，k)e“dk=肛瓴毒液。，鳓÷y(瓤蠢疹(丞，一k)]e-2'dk (4—3—37)

从(4—3—34)和(4—3—36b)垒11，丑(七)，／4z，七)和y(z，k)都嫩k的偶函数

五(寿)=隽(—女X u(z，k)；乒(￡，一秘，P(z，蠢)=v(z，—寿) 嵇*3—38)

由(4—3-37)和(4-3—38)式可以讨论孤子的压缩性质。

4，3，3疆壤性羡

压缩态可用平衡零差探测器来测量．根据(4．1，29)，当0芦卜Ivl)'<1时

《酗(f)2)=阮陬h92《k|2
光场处程压缩态．相对噪声功率谱记为噼】
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＆。(七)=睁(硎一|y(蠢驴 f4-3—39a)

由(4*3-36b)，有

№)!=Jl十壶声2(1+∥序in2七，№)I=三觯+砌sin见(4-3-39b)
从(4。3．39)式可以蒋出，屏蔽光孤子压缩性质与屏蔽参数p=aEo(E0为外加电场)、

相对光强P=I。／Id、归一化强度7／、传输距离z神波数k镣有关。当

r=0，S。(女)=1，即为非压缩态真空相对嗓声．当S。(k)<1时，光场处于压缩态，

此时根据(4—3—39)式就可以具体讨论自聚焦效应和衍射效成对压缩态的影响．下面

只黠瓣菠亮孤子送行讨论(郄P=0豹壤嚣l豳4-3绘窭S。◇)蘧先强y浆变纯麴

线．从图4-3可以看出，当y=0，Sm(七)=I，即为真空相对噪声；在光强相对较弱时，

s。(”>1，鄂光场鳖子噪声大予真空涨落，处予{}压缩态，从(4．3．27)霹翔这部分

是由于光束的衍射效应造成的；随着光强，增大(自聚焦效应增强)，存在某些r值，

使S。。(y)<1，即擞子噪声小于真空涨落，此嚣寸光场处于聪缩态，且光强越大(自聚

焦效应越强)，量子嗓声被压缩的幅度越大．圈44给出S。(z)随传输距离；的交化

曲线，可以看出量子噪声的幅度基本不受传输距离z的影响．

母&08。p。o^=2 o，；=1．o

}川／＼／＼／＼雌一V k／V V V留
0 0 05 O．1 O．15 0，2 0岱

口=∞e，p*e。k*2．0，720．2

＼ ‘7 ／＼
V V V V V

蛰4．3 s。《，>蘧，秘交稼魏线 鹫4-4屯嵇)耱：酶变讫鎏绫



第4章光孤子传输的量子理论

4．4本章小结

本章第一节简单介绍了压缩态的概念，从量子理论叙述了平衡零差探测压缩

态的原理．光孤子系统可用奇异Lagrange量描述，系统含Dirac约束．通常按对应原

理写出系统对易关系和量子非线性Sehr6dinger方程时，未计及约束．本章第二节

对含高阶项的非线性Schr6dingcr方程系统进行严格的Dirae正则量子化，导出了

系统场量对易关系和量子非线性Schr6dinger方程．并根据量子水平的Noether定

理，导出了系统在时空平移变换不变性下的量子能量和动量守恒．系统还具有相位

变换下的不变性，导出了相应的守恒量．本章第三节应用约束Hamilton系统的量子

理论，对稳态光折变空间光孤子系统实行了Dirae正则量子化，导出了描述空间孤

子系统的场量之间的对易关系和量子非线性SchrOdinger方程．在线性近似下求出

量子方程的微扰解，讨论了稳态光折变屏蔽亮空间孤子的压缩性质．光强越大，量

子噪声被压缩的幅度越大．
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第5章任意子的量子场论

镁意子由于可能解释分数鲞孑霍尔效废釉裹温超零，箍号i起人们极大兴趣

[103-t271．可以焉Chem—simonsfCS)理论来描述任意予的分数自旋和分数统计性质．

描述任意子的CS理论，过渡到相空间时，存在固有约束，为约束Hamilton系统．因此

用约寒Hamilton系统理论来研究任意子CS模型的量予性质就十分必要．在量子

承乎上讨论{壬意予经覆需要对蘩统逶嚣耋予铯．窝垂弱蘩予德方法磅究分数耋旋

性质，需要处理非对易q数，而不是c数，十分不便，因此用路径积分量予化方法就显

得方便得多．本章先简单介绍了任意子的CS理论，然后用路径积分量子化方法研

究Y Abel CS理论与魏蒺场鹚合系统翻Abel Maxwell CS理论与物溪场藕合

系统的对称性质，通过量子Noether定理“4”㈣得至《了系统的角动鬣，经计算发

现系统具有分数自旋的性质，这和由对称的能量一动量张蠼得到的结果一致．

5。l Chern—Simons理论

本节简单介绍任意子的cs理论，并用路径积分量子化方法研究了Abel CS

理论与镌矮场耩会系统，系统爨窍分数鱼旋性质．

5．1，1 Chern．Simons理论概述

农场论承平，缮述分数垂麓最基本豹系绞是Abel CS理论与浆袋场豹勰台

[H6,122,t23,125]后来人们研究了Abel Maxwell CS理论‘‘06,12¨，非线性a模型与CS

项耦合[1041等系统，发现这些系统均具有分数自旋的性质．对非Abel CS理论也开

展了研究‘”3““．经意子的CS理论，过渡劁楣空间时，枣在固有约束，为约束

Hamilton系统，嚣藏应该嗣绞寨Hamilton系统瓣量子理论来讨论系统分数鸯旋农

分数统计的性质，

文[116]对Abel CS理论与标量场耦合系统

z=(Dzfo)+p8彩+去譬娜&矛，磊
进行Dirac正则缀子化，导出了场量之间的对易关系，通过对称的能量．动量张量得

到系统角动量，发现系统有分数自旋的性质，辫构造了任意子算符．非棚对论的标

雾场萼Abel CS矮璇合系统
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彳=f伊+p伊一寺(A妒)+(Dt妒)十翥占”A．Or4二卅 斗厢

在文[122]00作了研究，通过能量．动爨张量计算了系统角动量发现系统有分数自

旋的性艨．文[123]磷究了CpN‘与Abel cs项耩合系统，磅究了系统蛉经悫予

往质。文[t25]用Dirac正烫ij量子纯方法研究了Abel CS Higgs模型与耪簸场耦

合系统，并指出即使没有cs项，系统仍有分数自旋的性质．

文[106]对Abel Maxwell CS联论与标量场耦合系统

。2(吼妒)+p8力一捌2御+一言o，，”+去s”Aj,O，真
进行Dirac正则量子化，导出了场量之间的对易关系，并通过对称的能量．动量张量

得到系统角动量．文[1211也研究了上述系统，发现没有CS项时，系统也有反裳的统

谤摇位爨魂．文[1041鬻Dirac正裂爨予纯方法繇究了Abel Maxwell CS理论与棼线

性口模型耦合系统

彳。刍Oun"O％～壶∥“CabcliaOr矿咖。4一言巴rF”+专∥“鼻屯Ai
通过对称能量一动量张量得到系统角动量，显示有任意子的行为．文【113】用

Dirac正则量子化方法研究了非Abel CS理论与物质场耦台系统
矿 ，

名=(色嘞+(99哟+去￡蹦野(毛o，A。÷f}气匆岛)
导出了场量之间的对易关系，发现肖类似任意予的行为．

关于任意子的分数自旋与分数统计的研究，主要有三种方式：第一，直接计算

两粒予交换位萋所弓}怒豹渡函数戆曛穗交纯H。5'瞄1；第二，求爨髂系瓣受动璧，羲是

否有分数自旋项；第三，构造任意子算符‘n6|1l71．基于约束Hamilton系统的对称性来

计算任崽子的角动量，属第二种方式．由上述可知任意子的角动擞通常是通过对称

能量．动爨蕊不是Noether定理获褥躲，文[t20]分别鼹对穆的麓量．动量张缀魏

Noether定理计算了鞠对论牲粒子与Abel CS磺藕合系统静角动量，发现两者结

果不一致，所以通过Noether定理和对称能量．动爨得到的结果熙否一致值得进～

步研究．在对CS理论进行量子化时一般采用Dirac正则量子化方法，处理的怒4}对

暴q数嚣不是e鼗，因魏蘸臻经稼分爨子毪方法藏显褥方便得多+下瑟霜路缀积努

量子化和艇子Noether定理研究Abel CS理论与物质场耦合系统的分数自璇和分

数统计的性质．
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5。1。2 Abel Chem。Simons瑾论与物袋场耦合系统

复标量场与Chem·Simons项耦合系统程(2+1)维对至中的Lagrange重嚣度为
【105，l 16，1 17]

。=(三l妒)+p9妒)+—4竺z嚣掣媳_，，。，』i(5-{一1)

式中D。=巳一删。，Eo。：=s“2=1．各场量相殿的正则共轭动量分别为

∥=喾OA=曼4z∥4，矿=簧卸 洚112)
f

⋯ 馥 、 ’

筇：祟；(Doe)·，／r*。粤；Dop(5-l-3)
口舻口蜘

系统的芷慰Hamilton密度为

教=石“-。十却+z+驴’-L

⋯’一酬㈣一磊嚎勘；4一五)
‘㈣

式中J。=f(即一妒+帮‘)．系统有初级约束

Al一筇e z0 《5—1一警

0。=彤7一—垒占8“，
(5．1—6)4z

。 、 。

系统总Hamilton墩为

最j=}菇2x(《+鑫A，+芦，聋) (s一1—7)

这熙^，／a；为Lagrange乘予．初级约束的自恰性条件，给出次级约束

≯1=寺幽；专一五me (5-l固

次级约束的自治性条件不给出新的约束．容易着出A。m 0为第一类约束，只zO和

多’“0巍第二类终寒．囱亏=第一终豢巍攫蔻变换联系，必绥憋约束缀会褥戮尽可戆

多的第一类约束·第二类约束的组合A：_。‘岛+庐。=a‘毋一‘，。+去s90，4 z o为

第一类约束．系绫有两个第一类约束《Al z0，A：“O)粒两个第二类约束

g“0(f=l，2)．



第5荦侄惹子静量子蛹诧

裰瓣约束Hamilton系统F．S路径积努量子亿麓翊，蠢第一类约寨需逸取两个

规范条件，考虑Coulomb规范

n，=0，A‘“0(5-1—9)

由n，*0的自洽往簧求，可得另一个规范条件

n2；V24+塑知a‘J，。0(5-1．10)

式中，‘一4(Di妒)’≯一矿D‘翻。稷据(2—2—13)式，系绞相窒闻Green函数豹生成泛函

为

z【川=p秽。筇移妒4移筇‘盆如多％爨艿(巳)6‰)艿(Q>,letl{At，瞒囊融|溉，够∥2
×exp[iI d3x(却+石+妒+十石9以一览十，妒+，’妒++，”A。)]

(5—1—1 1)

这里<了，≯‘，J8)分鬻瓷与场量(移妒+，气)裙联系豹终瀛。经计算Poisson括号

{At，Q，)和以，巳)与场量无关，可以从(5—1—11)式中略去．利用艿一函数的性质，系

统相空闻Green函数瓣生成泛函为

z[J，掌】=j口驴口硝嚣妒’口疗’移^∞～D丸exp[ild3x(彳≥+却+，+妒++，一以)】
r5*1-12a)

这里

彳务=∥+以=却+乃4妒’+牙”l，一Z十^q+丑A女+也Q， (5．I．12b)

丸=(屯，以，五)是乘予场．

下鬣由量子Noether定理导氆系统角动薰．裰据约束Hamilton系统静鲞予守恒

律，系统有效正则作用颦瑶=p3码在ot，肋)平丽内具有空间转动变换
∥=盖‘+s”鼍 、

妒’(x’)=妒(z)

妒”(x’)：妒+(砷(5-1-13)

蠢7(x3=A‘(茗)+s8鸯(萄

不变性，靓相应变换的Jacobi行列斌为1，那么存在潼子守恒堂(2，3—24)式
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Q4=p 3x[z(#。一P，。f”)一律盯r”】=COnSf

这样得到系统量子守恒角动量

上=p 2工s。[rex，O，妒+厅’工，a，伊++丌。ta，A女+硝，4] (5．1-14)

把(5—1．2)中丌。的表达式代入上式，得

￡= 2xgU_(丌a∥石’a，妒+)+p2啦ly一。、石K"n，)a，4∥丢钿一‘4]
f5—1—15a)

利用关系EJko=彰甜一刊耐‘“91和(5．1—8)，上式可写为【1191

如Id 2xgO'xi(码妒材即．)+p2地州丢幽以) (5-1_15b1

=』d 2xs“xf(石a』妒+a，p’丌+)一fd 2xs”xf彳／。

由(5-1-8)可得

4(z)：一警白彰p：yG(x-y)厶(y)(5-1—16)盯
。

。

这里G(x—y)为二维空间中的Green函数，满足Poisson方程，V2G(x—y)

=占‘2’0一Y)．代入(5．1．15b)得

三=p2x占口t(石a，妒+a』伊+石+)+瓦2(5-1-17)

这里Q=Id2XJo，方程(5—1—17)右边第二项被解释为分数自旋项．

记NNg符s=Q2／2茁，带～个单位电荷的单粒子(任意子)态用11>any表示，则

自旋算符作用在单粒子态上得

产11>。"=P‘9‘％r’11>。(5-1—18)

N!Ro为转角．自旋算符S的本征值为S，则s和CS项系数K的关系为

。2瓦 (5·l_19)

若取口=2石，当r=1／(2n+1)0∈z)时，单粒子态转一周附加负号表明是费米子，盯

使得自旋s取半整数值；当茁=1／2n 0∈z)时，单粒子态不改变表明是玻色子，茁使

得自旋s取整数值；当芷取其他值时，单粒子态为任意子，自旋s取任意值．
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根据文[117]，系统角动量还可以通过对称形式的能量-动量张量

L，=(a，+／A，)妒+(a，一鸪)妒+(a，+玉0)妒。(a，一￡屯)妒一gp，(a^+坞)p+(a。一L44)妒

r5-1—20)

得到．正则动量密度为

兀i=7商Fp+a，妒+石’一4厶 (5—1—21)

角动量为‘117】

三=p2邪“t兀，=p2x占。_(力∥+a∥+石+)一p2埘9_4山(5-1—22)
对比(5—1—15b)和(5一l一22)两式，可知由Noether定理和对称的能量一动量张量得到的

系统角动量结果一致，但本文的结果是在量子水平得到的．

5．2 Maxwell—Chern．Simons理论与物质场耦合系统

本节给出了Abel Maxwell．Chem．Simons理论与物质场耦合系统的BFV

路径积分量子化，通过量子Noether定理得到耦合系统的角动量，经计算发现

系统有分数自旋的性质和由对称的能量．动量张量得到的结果一致．同时得到

任意子系统量子水平的能量和动量．

复标量场与Abel Maxwell CS理论耦合系统的Lagrange量密度为‘136】

L=-j1 F，，F⋯+丢8pV,1AⅣa，以+(DuqO+(D4妒)+Ⅲ2妒+p(5-2哪
式中D，=巳一纠，，巴，=OuA，一8vA。．各场量相应的正则共轭动量分别为

石f=署圳。+嘉幽， (5．2-2a)翻： 4厅
’ 、 7

／co：等：o(5-2—2b)飙

疗：祟：(Do妒)’，石‘：喜：Do妒(5-2—2b)
dp口∞

系统有初级约束

”=石o“0 (5．2—3)

系统的正则Hamilton密度矽为
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磁=石pl，+刀驴+石‘驴’一。=纸+以‰一(最万‘+丢占“a，4)] (5-2_4a)

式中

纸=册+一(Di∥(脚)一聊2妒+妒一三如+去如，4一刍以+{蜀，口
(5-2—4b)

这里山=f(凡妒一伊’石：)．系统总Hamilton量为

HT=p 2x(Hc+九。心、

：肼纸圳厶删+≯叫小AAo}
‘5‘2‘5’

初级约束的自洽性条件，(人o，H，)“o，给出次级约束

A1=厶一(∥+去占“af4)*o(5-2—6)
次级约束的自恰性条件不给出新的约束．容易看出约束(”，A1)是第一类约束．扩

展Hamilton量可以写为

H。=』d2x(Ho+厶”+4A1)=』d2x(Ho+九”+^A1)(5-2．7)

式中厶和^为Lagrange乘子．下面对系统进行路径积分量子化．

根据约束Hamilton系统F-S路径积分量子化规则，对第一类约束需选取两个

规范条件

Ql=OiA‘≈0 (5-2．8a)

Qz=V24也小尝。咖’*o (5-2_8b)

式中J‘=f【(D‘p)+妒一p+Di妒]．根据(2—2—12)式，系统F-S路径积分量子化跃迁振幅

为

z【o]=pPD万口妒’口石‘DA，口q兀8(AI)万(Qf)det[{A。，Q瑚

×exp[i．fd3石(石”也十面+k,I才’妒’一吼)]
2(5一一9a】

经计算Poisson括号(人。，Q，}与场量无关，n-TvA从(5．2．9a)式中略去，得
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z[o]=』口妒口厅口p+Dz+DA．Dz，1-I 8(At)占(Q，)

×exp[i fd 3x(万“●。+7矽+7／‘-+p+一影)]

在BFV路径积分量子化方案中[6],Lagrange乘子被看成系统力学变量，为了不

改变系统物理内容，相应的正则动量必须为零．这样系统约束重新记为

e=(G。，G：)=(”，A1)．对每一个约束q，引入费米鬼场叩4及其正则共轭场纪，记

为

卵=(一iP，c)，P=(f百，声)

Abel理论BRS变换生成元为I
91

Q一=Id 2x(CAL iPA。)=Id 2x{c[厶川，石‘+去幽，4)卜ipz。)(5_2_10)
由(5—2．10)式，可得系统BRS变换

5．4i={Ai，QⅢ)=岛C 5,40*{A。，QⅢ>=-tP

断‘={厅。，Qms)=0 新o={,7C0，QⅫs)=0
却=忉，QⅢ)=fc妒 却+=和+，QⅢ)=-iC々o+
勖={石，Qms}=一iCz 勋+=扣+，QⅢ}=iCz+(5-2-11)
5(7={C，QⅢ)=0,gD={P，QⅢ)=0

6声={歹，Q础s)=一，。+(矛f厅‘+—兰占。ai4f)，·炙了={虿，Q舢s)=izo
斗石

。

为得到扩展相空间BRS不变Hamilton量见作计算

{％(曲，G口(z’))=嘭G“0 (5-2—12a)

{G。(石)，G(x’))=IZ二Go“0 (5-2-12b)

从(5—2．12)式，得到‘61

H=ld29"d／o (5-2—13)

在BFV量子化方案中，有效Hamilton量H盯为

H盯=日一缈，QⅢ)=Jd2码 (5—2—14)

选∥=p 2x(_fCz+鼽)，这里z=Z一。，从(5．2．10)得到【6l

缈，QⅢ)=Id2x(-2aA‘一觋+f_抚，A1)c—f劾)

=ld 2x{一^A1一万1护iA‘一fi劢f矛‘C—iPP}
、2 1。，

’

(5．．5)
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把(5—2-15)代入(5—2—14)，有效作用量可以写为

o=p3z(石。五+万妒+石+驴++一力+茚+多虿一％)

=p 3z(石‘以+石驴+万’妒+一吼+e声一劫一iPP—i'COi8‘C一^Al一丌1巳4一)

p’2‘16)

系统BFV路径积分量子化跃迁振幅为‘61

z[o】=fzM口厅。口^口刀1口妒口石口伊’口石+口c移动彻
exp{iId3．Ⅱ疗‘4+石驴+石’妒‘一够+e万一亭≯一iPP—iC4c9‘C一^人1一#)OuA一】)

(5—2—17a)

利用下面结果【m】

p动刀面ceXp{ftp2(一葡+筇一iPP)}：p面cexp{f}疵托}：吨：一‘)
并对鬼场C，歹，虿，尹积分，得

z[o]=f口4口石‘口^口厅1口妒移石口妒+口厅+

。exp{fp，工[石t4+厅≯+万·驴·一钱一A卅一万·a，4一】)(5-2-17b)

在约束超曲面上此结果和F-S路径积分量子化结果(5—2—9b)一致．对乘子场^=以

和万．=万。积分，得到

z[o]=IDA^D 2口矽牙口妒+口石+a(a')a(4a7)exp{ild3x(n-‘以+石驴+石‘驴’一纸))
(5-2·18)

系统Green函数的生成泛函为

z[，9，，，，+】=f钏，口万”力妒口石力妒+口丌’exp{il；+iId3缸，”Ap+．，妒+，+妒+])
(5—2—19)

式中

，刍=p4x[x”-，+石妒+厅+驴’一Ho—AoA'一n-。0，4‘】(5-2—20)

5．2．1分数自旋和分数统计性质

先推导系统量子水平角动量．根据约束Hamilton系统的量子守恒律，系统有效
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正则作用量ID在Ol，托)平面内具有空间转动变换

工r=工f+占口Xj

妒’(工’)=妒(x)

妒⋯(x，)：妒+(工)(5-2-21)

Ar(工’)=Ai(工)+e9Aj(x)

不燹性．且相应燹换的Jaeobi行歹0式为1，那么存在量予守恒量(2—3—24)式

Q。=p 3缸厅(毒l妒，tf打)一律盯f蚰】=const

这样得到系统量子守恒角动量

三=Jd2工占9[厅，AJ+‘石‘a』Ak+‘(石paJ妒+西aJ妒+)] (5—2—22)

把(5—2—2a)代入(5．2—22)，得

L=Id 2x占矿[f04+z，Fba』4+t(石妒a，妒+万；a，妒’)]

+嘉p2并陋'J6FAj’(x，OjAkm“毛一74】
a。23’

利用关系s业知=彰醋一彰群11191，方程(5—2—23)简化为【1191

￡=p2x占“【‰Aj+XiFba，4+并，(％a，伊+《a』妒’)卜j，。Sd2髓9xrAj(扩a，4)
(5-2—24)

由于系统在BRS变换下具有不变性，它要求物理态也具有这样的不变性，即

QⅢI ph,w)=0 (5-2—25a)

(5-2一10)式中BRS变换生成元可以写成

Q一2 Id2x{C[Jo一(4冉丢粕r4铷}+p2小iP厅。)
物理态条件(5．2．25a)简化为⋯71

p 2石{‰一(z石‘+嘉s“仇4)】)|p枷)@(c|o)曲)=o
这里I o)曲为鬼场真空态．由于鬼场C的独立性，有

【厶即2爿0。即L丢幽以]lphys)=o
根据规范条件玩一‘*O，有

r5—2—25b)

(5—2—25c)
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Oillp^")=0 (5—2—26a)

即

[瞑^V2一。一老幽，制p蛳)=o
从(5—2—25e)．}n(5—2—26)，得到

[厶一丢幽一][phys>=o

f5—2—26b)

r5-2·27)

解方程(5—2—27)，得到⋯”

爿，(x)=一．兰三s“a!d 2yG(x—y)厶(y) (5—2，28)

从(5—2—24)，(5．2．27)乘1(5．2．28)，可以得到【1
1 71

．

上=fd2xegIF,。Aj+Xi(产a』4+％0J妒+石；a，妒’)卜fd2x6”xiAjJo

：肛“‰4帆(Fk。Oj4螺乃妒+巧a神+嬖 。。2∞

其中Q=Id 2xJo，方程(5-2—29)右边第二项为分数自旋项11171．把(5—2—29)年N(5-1—17)

相比，Abel Maxwell CS理论中分数自旋值与没有Maxwell项的情况相同．

5．2．2系统能量和动量

系统有效正则作用量，刍具有时空平移不变性，且相应变换的Jacobi行列式为

1．在时间平移变换下，f“=0，得到系统量子守恒能量

E=p2Ⅱv；一(Df∥(Di纠-mZ々o'tp-≯”嘉占F乃彳，一孬IC2 AiA,+1G明

(5—2—30)

(5-2—2a)代入(5—2—30)，得

层=p2科v；一(Dr∥(脚)-m2妒’妒+{‘F口一圭一引(5-2-31)
在空间平移变换下，r”=0，得量子守恒动量

e=p2硝石‘a，4+G,3』妒+疗；a，妒‘] (5．2．32)

把(5—2—2a)代入(5．2—32)，得
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e=Jd2x[F”a，4+～屯妒+石；a，妒4]+专p2船“Aft，4(5-2—33)

5．3本章小结

在量子场论水平上讨论任意子性质需要对系统进行量子化用正则量子化研

究耦合系统分数自旋的性质，需要处理的算符，是非对易q数而不是c数，非常不便，

因此用路径积分量子化方法就显得方便得多．本章第一节简单介绍了任意子的CS

理论，并用路径积分量子化方法研究了Abel CS理论与复标量场耦合系统，通过量

子Noether定理和对称形式的能量一动量张量得到系统角动量，两者一致，系统具有

分数自旋的性质．本章第二节对Abel Maxwell CS理论与复标量场耦合系统进行

路径积分量子化，用量子Noether定理得到系统的角动量，经过计算发现，系统具有

分数自旋的性质，和用对称形式的能量一动量张量得到的结果一致．同时得到任意

子系统量子水平的能量和动量．
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结 论

应用约束Hamilton系统理论及其对称性质研究了光孤子和任意予的性质：

({)粤出了鸯袋窭交痘系统在量子衷乎下变换毪蒺熬～般量子动力举方程。硬

究表明，该动力学方程在一些特殊情况下可简化为量子力举中的动量定理、角动

量定理或量子水平的Noether定理．

(2)N用变分法研究了亮睽对闽光孤子间以及Kerr空闽孤子同的鞠互雩#用，导

鑫了稿互作焉势蕊数．磅究绪聚袭疆，亮暗两时间孤子稠躐较近时，相互箨}斥，丽稷

距较远时，相互作用可以忽略，巍暗两时间孤子的入射幅德增大时，相飘作用会加

强．由经典Noether定理导出空间孤子相互卡譬用系统的守恒量刑用该守恒量发现

空溺孤子闯秘予秘互终爱势醋数与空阕孤子鬻静籀霹程缎无关，塞现爱鬻穗互{睾

用，即最近文献中的实验结果．

(3)应用约束Hamiton系统量子理论，研究了飞秒时间光孤子系统和稳态光折

交空润孤子系统躲量子缝质。对飞秽对阕孤予传羧蕊菲线镶Sch巷dinger方程进行

严格的Dirac正煎《量子化，导浅了场的对翕关系和量子菲线往Sch6dinger方程。同

时根据约束Hamilton系统的守恒律，导出了系统的量子能擞和动量守憾埘稳态光

折炎空间孤子系绕实行了Dirac正则量予化，导出了描述象闯孤子系统的场量之

阉戆对易关系秘纛子菲线淫Sch6dinger方纛，在线往遥钕下，求鑫屏蔽孤子量子菲

线髋Sch6dinger方程的微扰解，讨论了屏蔽强孤子的压缩性质．结果表明光强越大．

量子噪声被压缩的幅度越大．

(4)在量子场谂承乎建路较羧分量子纯方法磅究T Abel CS理论与嶷舞量藕

合系统和Abel Maxwell CS理论与复标羹耦合系统的任意子的性质．通过量子

Noether定理得到系统角动量，经过详细计算发现，系统具有分数自旋的性质，这和

由对称熬能量一动嫒张量得到麴结果一致．同孵褥到Abel Maxwell CS糕合系统的

量予能量_穰动囊．
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附录：焉留数定理计算积分

燃留数定理计算如下积分

，《面1-赤砂
在囊乎嚣：=z+炒孛定义函数

弛)2丽万志丽0-2)
当6*1时，其分母楚翼有虚周期ix熬躅麓溺数遂；取一无瑕长懿蹩形燕簿e，它由

实轴的无限长直线Y=石及平行于虚轴的两光限远线段x=±。。所围成．考虑回路

积分莲厂(z)出，由于被积函数厂(z)随IzI的增长而指数地袭减，故两线段茗=±。。对
获分秃贡献，霞藏
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故按留数定理
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