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摘要

随着人们对环境的感知和建模这一研究领域的兴趣日益增长，传统相机和摄

像机由于其视场有限，越来越不能满足人们的需求。传统相机的受到视场的限制，

在相机运动的过程中，相机的姿态决定了能够观察到的物体。具有大视场的成像

设备，比如鱼眼镜头和全景镜头等，克服了以上的问题，满足了人们对视场的需

求。由于全景相机能够对360。场景同时成像，因此，相机关于对称轴的旋转不

会使得场景造成很大的变化。近年来，这些设备被应用到了视频监控、电视电话

会议、场景重建、机器人导航以及虚拟现实等方面。全景视觉逐渐成为计算机视

觉领域一个重要的研究分支。

在场景重建等应用场合中，需要一套完整的几何模型估计相机的刚体运动。

在估计相机自身运动时，图像上的点首先被转化到几何模型中。这时，成像系统

中相机的内参和其他相关参数则是转化的前提条件。因此，全景相机的标定成为

相机运动轨迹估计等应用的前提。由于全景相机投影过程的非线性特点，针对传

统相机的标定算法不适用于全景相机，而现有的全景相机标定方法操作复杂，同

时对全景相机的参数估计不是非常稳定。因此，本文针对单视点折反射成像设备，

以相机运动估计和场景重建为应用背景，融合已有的模型，设计出新的标定设备，

提出了新的标定理论和方法，并以单目相机场景重建的结果验证标定的准确性。

单视点全景折反射成像系统由于其满足单视点约束，比较适合建立数学模型。

近年来，研究人员提出了一系列的模型，如一般相机模型、泰勒级数模型、球面

统一模型等。本文回顾了近年来提出的几种主要模型，重点针对球面统一模型，

深入讨论了点和直线在图像上的性质，并提出了一些标定和估计相机运动轨迹的

方法。

在球面统一模型中，点到图像平面的投影被划分为若干个步骤。其中球面到

图像平面的投影是与传统相机的透视投影相同的线性过程，研究人员为了方便分

析将这一线性过程划分为若干个子过程，即投影到若干个平面的中间过程。本文

融合了直线在无穷远平面、度量平面和图像平面上的投影的过程，在此基础上，

研究了一条直线和一组直线的在三个平面上的投影性质，进而研究了平行线和共

点线的投影性质。
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在确定了几何模型之后，相机标定具备了研究基础。标定的准确与否影响到

摄像机本身的运动轨迹与环境的感知的成功与否。当镜面参数已知，特别当镜面

是抛物面镜时，标定的过程相对比较容易收敛；当镜面参数未知时，则需要同时

估计镜面的参数和摄像机的内参，这使得标定的过程变得比较困难和不稳定。本

文利用平行线在全景图像上的性质，在镜面参数已知的前提下，提出了一种单图

标定方法。而在镜面参数未知的情况下，提出了一种新的共点线标定模板，将共

点约束引入到曲线拟合的过程中，提高了拟合的鲁棒性，使得点和直线的投影的

非线性问题能够分解成为若干个线性子问题，同时估计出相机内参和镜面参数。

针对单目传统相机的场景和运动同时重建，有一套完整的几何理论作为研究

基础，即对极几何。然而，单视点折反射成像系统的非线性特点，传统相机的对

极几何约束不适用于全景折反射成像系统。本文将传统的计算基本矩阵的八点法

从二维的图像平面拓展到单视点的三维多面体的情况，使得八点法能够应用到多

面体投影。然后，将球面投影转化为立方体投影，即满足单一视点的多个传统相

机的投影模型，从全景图像序列中同时重建场景和相机的运动轨迹。为了提高重

建的鲁棒性，本文将图像序列划分为若干段，初始化相机运动轨迹和三维场景，

使用光束法平差局部优化初始值。当新的图像帧读入一定数量后，利用已有的场

景和运动轨迹，迭代估计新的窗I：I内的运动轨迹，而后更新三维场景。本文提出

的方法，使用针对传统相机的线性方法，如8点法和三角化，成功地解决了非线

性的折反射成像系统的运动和场景重建问题。

关键词：单视点、折反射成像系统、平行线、共点线、标定、相机运动和场景

同时重建
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Abstract

Recently，modeling and perception of large range of environment is a prevailing

proposition．The traditional cameras are able to provide a limited field of view，which

cannot meet the satisfaction of researchers．In the ego-motion estimation from video

or image sequence，when the translation lies outside the field of view of the camera，

ambiguities of translation and rotation between frames may arise．As a special imag-

ing system for environment perception，panoramic camera overcomes the problem of

uncertainty of the estimation，caused by the limited field of view in the application

with traditional cameras．Panoramic camera makes the estimation of ego．motion not

be affected by the motion direction very much，thanks to the 360 degree field of view．

Applications that benefit from imaging equipment possessing wide field of view，such

邪fisheye camera and panoramic camera，include video surveillance，teleconferencing，

3D reconstruction，robot navigation and virtual reality．Panoramic vision becomes an

increasingly attractive sub—area in computer vision．
-’

一

：
．· ，

As all known that geometric model is a preliminary for the rigid motion estimation

in the applications such嬲3D reconstruction．While calibration is a prerequisite in

the applications related to the esitimation of rigid motion，where it is all indispensa．

ble procedure that to convert the point on image plane to the geometric model．Since

calibration approaches for traditional camera is not suitable for panoramic camera,

and the existing calibration approaches for panoramic camera is complicated and un．

stable．Therefore，this paper focuses on the central catadioptric system with a single

view point．In attempt to modeling，calibration and monocular 3D reconstruction，we

merge the existing models，and design a novel calibration rig．Based on theoretical

propositions，a new approach of calibration with concurrent lines is proposed．This

approach is validated by synthetic data as well as real image，and further tested by

3D reconstruction from image sequence acquired by central catadioptric camera．

Thanks to the single view point，the mathematical model for central catadioptric is

well established．Many models are proposed，such as the general imaging model，the

V

妒t’
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秒
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Taylor series model and the unifying model．On the basis of unifying model，the

closed—form expressions of point and line are studied and algorithms for calibration as

well aS structure and ego-motion estimation are proposed in the following chapters．

There are several steps of the projection from a 3D point tO an image point in the

unifying model．The projection of line in each step is prevailingly studied．This paper

combines the projection of line on infinite plane，metric plane and image plane．The

study of one line projection is extended tO a set of lines，then parallel and concurrent

lines where a set of lines have a common point are introduced．

Calibration is a preliminary requirement of 3D reconstruction，video surveillance，

ego—motion estimation and SO on．The results of these applications highly depends the

accuracy of calibration．In central catadioptric imaging system，the parameters related

to mirror type is of significance in calibration．The calibration procedure may easily

converge to a desirable resulL when the type of the mirror is a priori，especially when

the mirror is parabolic．However，parameters related to mirror and the intrinsic para—

meters should be estimated simultaneously when the mirror type is not a priori．The

uncertainty of the mirror type parameters may ruin the calibration algorithm or makes

it unstable．As we know that,parallel lines have a common point at infinity while

concurrent lines have a finite common point．A calibration approach with a single

image of chessboard is proposed，when the mirror type is known．A calibration ap-

proach using concurrent lines with concurrent lines pattern is proposed when it is un-

known．The constraint on concurrent lines iS introduced into calibration in order tO

robustify the estimation of conic fitting．Moreover，concurrent lines pattern provides
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1．绪论

1．1．论文的研究背景和意义

场景和运动轨迹同时重建一直以来是计算机视觉领域非常重要的一个研究

课题。场景和运动轨迹同时重建的目的在于估计场景内物体的形状和相机的运动

轨迹的虚拟模型。虚拟模型可以用于机器人的路径规划，或者被电影制作人员用

于电影制作过程中的场景重建，或者被建筑师用于可视化新的设计，或者被考古

学家用于记录挖掘的过程，或者被房地产商用于向客户展示住宅的内部结构。在

典型的应用中，用于重建的图像是由摄像机或者照相机采集，摄像机或者照相机

的位置和内部参数并非预先设定。场景和运动轨迹同时重建的研究可以追溯到

20年前，在[Zhang，1996a]作者最早提出了一种从两帧图像中寻找匹配的特征点j

通过三角化的方法恢复三维点的方法(图1．1)。在此后几年出版的一本著作[Ma．

2003】中，作者描述了已标定和未标定相机的多视角重建算法的框架，包括特征

点跟踪、射影重建、自标定和欧式空间重建(图1．2)。2000年左右出版的两本

著作[Hanley and Zissermart,2000][Faugeras et a1．，20011详细阐述了在过去十年中

场景和运动轨迹同时重建的理论和实现方案。

在解决场景和运动同时重建问题时，大视场的传感器具有很多优点，其中之

一是，视场越大，两个相机同时可见的点越多。此外，Daniilidis和Nagel在文献

[Daniilidis and Nagel，1990】中指出小视场的相机，其运动估计的准确性更低。于

是，研究人员设计出许多种途径实现大视场的成像系统。常用的方法可以使用所

谓的鱼眼镜头[Shah and Brandt,1996][Basu and Licardie，1995][Kannala and Brandt,

2004】。鱼眼镜头一般拥有1200左右到1 800左右的视场，其中视场1800左右的鱼

眼相机应用比较广泛。另一种拓宽视场的方式是将多个相机拍摄的多幅图像拼接

起来使得图像之间的重叠区域最小[Swaminathan and Nayar,2000][Schaffalitzky

and Zisserman，2002][Bartoli et a1．，2004]。这类方法的主要优点在于增强了图像的

分辨率。然而，所有的图像都需要处理并且计算出各幅图像之间的空间位置，而
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图1-1．从两帧图像恢复三维点[Zhang，1996】

相机运动轨迹 。j‘

、▲⋯⋯一⋯，-／‘

图1．2．多视角三维点重建【Ma’2003】

且很难实验图像之间的平滑连接。

本文中我们使用折反射传感器。这类传感器包括了折射部件和反射部件，即

反射面镜和相机的组合，因此称为折反射设备[Hecht and Zajac，1997]。在机器人

领域的应用中，比较常见的方式是一个凸面镜放置在透视相机之前，通过镜面的

反射增大相机的视场。折反射设备中很重要的一个子类是具有单视点的折反射相

机。单视点折反射相机等价于传统的透视相机，即满足如下假设：所有的光线经

过一个视点或者焦点。视点的唯一性使得我们可以认为折反射系统与将一个相机

绕着某个视点旋转的效果等价。文献[BakerandNayar,1998]证明了具有单一视点

2

图I-3．单视点折反射相机
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的折反射相机包含一个截面为二次曲线的凸面镜和一个焦点处在二次曲线一个

焦点处的透视相机。四种可能的组合包括，1．抛物面镜和正交相机，2．双曲面

镜和透视相机，3．椭圆面镜和透视相机，4．平面镜和透视相机。图1．3所示的

是双曲面镜和透视相机的组合。

因此，镜面参数和相机的内参是两组必须要估计的参数。折反射成像系统可

以转化为围绕着某个视点旋转的透视相机的等价模型，而传统相机的多视角几何

的理论已被广泛和系统的研究。因此可以将传统相机的多视角理论拓展到单视点

折反射系统中。

1．2．全景成像系统的发展

1971年，Rees提出了已知最早的全景折反射系统的专利【Rees，1971]，其目

的在于拓宽一个类似移动炮台设备的操作员位置的视野。上世纪90年代，Yagi 。

等[Yagi et a1．，1994]将全景折反射设备引入到机器人领域中，其目的同样是为了

扩大视场。此后，全景设备被广泛应用到导航、监控和可视化等领域。有兴趣更

详细地了解全景视觉的读者可以参考文献[Yagi．1999]、两个全景视觉的论文集

【Daniilidis， 2000][Benosman and Mouaddib，2002】以及著作【Benosman ct a1．，

2000]。嘲一．

1．2．1．单视点折反射相机的研究

1998年，Baker和Nayar首次提出了单视点折反射系统(central catadioplric

camera)[Baker and Nayar,1998】(图1．4)。Svoboda等[Svoboda et a1．，1 998】(图

l-5)、Bruckstein和Richardson【Bruckstein and Richardson，20001也提出了单视点

折反射系统。

Baker和Nayar[Baker and Nayar,1998]-i正明了单视点折反射相机的反射面的

截面必须是二次曲线，因此理论上圆、抛物线、双曲线、椭圆和直线都满足这一

条件。作为二次曲线的退化形式，平面镜和透视相机的组合是最简单的折反射成

像系统，但是这种折反射相机不能扩大视场。对于球面镜而言，透视相机的焦点

需要处在球面上，这在实际处理中难以实现，因此，实际中具有超过1800视场

的折反射相机有抛物面、双曲面和椭圆面与透视相机的三种组合。单视点全景折

3
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图1-4．Baker和Nayar[Baker and Nayar,1 998】

设计使用的单视点折反射相机

图1-5 Svoboda等[Svoboda et a1．，1998】

设计使用的单视点折反射相机

反射系统被用于可视化[Boult,1998][Onoe et a1．，1998]和导航领域[Winters et a1．，

2000][Leonardis and Jogan，2000][Benosman et a1．，2000]。Nayar和Peri在文献

[Nayar and Peri，1999]中证明了单视点折反射系统的反射面镜可以由超过2个反

射面镜组成的复合反射面实现(图1．6)，当且仅当成像系统中所有反射面镜的截

面可以整体等价于二次曲线。Greguss[Greguss， 1985】在此之前曾经设计出包含

两个抛物面镜的折反射成像系统，后来被Zhu等[Zhu et a1．．20001'应用到视频监控

中。

单视点折反射相机因其良好的几何约束，适合于建立统一的模型，图像特性

4
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图1-6．Nayar和Ped[Nayar and Pefi，1999】设计的包含

一个抛物面镜和一个球面镜的折反射相机

也更加方便研究，本文后续章节将围绕单视点折反射相机，详细阐述建模、标定

和场景重建等方面的研究成果。

1．2．2．非单视点折反射相机的研究

与单视点折反射相机相对的是非单视点折反射相机(non-central catadioptric

camera)。放松了单视点的约束之后，成像系统的设计变得更加容易。因此，可

以用视点的约束交换图像的特征，比如图像的局部分辨率。非单视点折反射相机

包含一个球面或者其他标准反射面的设计【Hong et a1．，1990][Bolles et a1．，1997】

[Derrien and Konolige，2000][Swaminathan et a1．，2006】(图1-7)。

图1—7．Swaminathan-等[Swaminathan et a1．，2006]使用的

(a)非单视点折反射相机和(b)拍摄的图像
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图1．8．Swamma廿1an [Swaminathan et a1．，200 1]设计的

全景相机组，每个相机水平视角l 150

Hicks和Bajcsy设计出一种用特殊形状的反射面扩大视场的透视相机[Hicks

and Bajcsy,2000]。在文献[Nayar and Karmarkar,2000】中，Nayar和Karmarkar提

出了一种镜面反射系统，可以拍摄高分辨率的3600x3600的立体图像。Hicks和

Bajcsy[Hicks and Bajcsy,2002]和Srinivasan【Srinivasan，2003】则提出了一类新型

的成像系统，可以直接拍摄柱面图像。上述所有的成像系统都不能保持单视点。

然而在图像的处理中，忽略了非单视点的影响。Derrien和Konolige在文献[Derrien

and Konolige，20001中将非由球面镜和透视相机组成的单视点折反射相机近似成

为一个单视点相机，从全景图像中恢复出透视图像。而Micusik在[Micusik,2004】

在[Strelow et a1．，2001]中提出了一种与文献[Micusik,2004】类似的方案。作者假

设目标点的三维点已知，获得相机的标定参数。文献fSwaminathan et a1．，2001】

(图1．8) [Grossberg and Nayar,2001】中的非单视点设备，如曲面镜、半月形

透镜、相机组等，被建模成场景点到相机的焦点轨迹上各个点的方向和距离向量。

非单视点全景相机不是文本的研究范围，因此关于非单视点全景相机的建模等问

题不再详细阐述。

1．3．单视点折反射系统的建模与研究

单视点折反射系统以其严格的几何约束，即所有光线经过同一点，更为多年

来研究的热点。我们从建模、标定和场景重建三个方面依次回顾折反射系统的研

6
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究进展。

1．3．1．单视点折反射系统的建模

许多研究人员力求找到能够表述所有单视点折反射系统的统一模型。其中主

要有4种比较常用的模型：

1．基于径向失真模型

考虑到折反射相机的中心对称的特点，折反射系统可以认为是增加了径向失

真的透视相机[Swaminathan andNayar,2000]。因此可以通过跟半径相关的变换将

折反射相机图像映射到透视相机图像上。图像点的失真跟它到折反射图像的对称

中心的径向距离有关，因此同样可以认为透视相机的图像是带有失真的折反射相

机图像。这是对传统相机径向失真校正方式的推广，但是这种模型对大视场的相

机效果不佳，特别是当折反射系统的视场远大于透视相机时。径向失真模型仅适

用于对折反射图像中视场接近于透视相机的一部分做校正。

2．基于球面的统一模型

Geyer和Daniilidis【Geyer and Daniilidis，2000]通@IL何变换证明了折反射系

统和球面统一模型的等价性。球面统一模型的投影过程分为三步：首先以单位球

的球心为投影中心，将三维空间的点投射到单位球面上，然后再以位于北极点到

球心的某个点为第二个投影中心，再将球面上的点投影到图像平面上。第二个投

影中心到球心的距离和反射面截面的二次曲线的离心率有一定的对应关系，因此

表示了反射镜面的参数。在这一模型中，平面镜和抛物面镜是两种特殊情况，当

第二个投影中心和球心重合时，折反射相机退化为透视相机；当第二个投影中心

和北极点重合时，折反射相机的反射面为抛物面；当第二个投影中心在北极点和

球心之间时，反射面为双曲面或椭圆面。球面模型的优点在于它是对折反射系统

精确的描述，而非近似描述，同时表述简单，方便对投影性质进一步研究。

中国科学院自动化所的Ying和Hu在文献【Ying and Hu,2004a]中将球面统一

模型推广到了鱼眼镜头，证明了鱼眼相机图像和折反射相机图像和相互转换。对

于鱼眼镜头的标定和图像性质理论上适用于折反射相机图像，反之亦然。

3．一般相机模型

所有的成像模型都是将入射的光束映射到图像传感器的感光器件上。这种映

7
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射可以被描述为一组虚拟的传感器元素【Grossbe唱andNayar，20011。每一个元素

包含了几何和光学的性质。因此三维点和图像建立起了一定的对应关系。这种模

型的标定过程需要特殊的结构光，求取每个虚拟的传感器元素的参数。一般相机

模型可以适用于任何成像系统，但是求取三维点到图像的映射关系的过程复杂，

需要特殊形式的结构光，操作不便。
．

4．基于泰勒级数模型

泰勒级数模型可以认为是径向失真模型的另一种表述方式。它将镜面截面的

二次曲线用泰勒级数近似，因此不需要预先知道镜面的具体参数[Scaramuzza et

a1．．2006]。这个模型将折反射系统中的反射镜面和透视相机分开建模。泰勒级数

将二次曲线变换成为闭合形式的表达式，高次项的数量反映了泰勒级数对原二次

曲线拟合的准确度。图像的分辨率对镜面的拟合准确度影响很大，而镜面的准确

度对标定和场景重建至关重要。

1．3．2．单视点折反射系统的标定

对于球面模型的研究中，人们发现，透视相机和鱼眼相机可以认为是折反射

相机的一种特例，因此可以将透视相机和鱼眼相机归入单视点折反射相机中一并

研究。对包含镜头失真的相机参数估计的方法可以分为两类。第一类方法使用了

场景的一些先验知识，比如在透视相机的标定中使用标定板【Beauchemin et a1．，

1 9991[Bakstein and Pajdla,2002][Shah and Aggarwal．1996]和直线[Devemay and

Faugeras，1995][Pajdla et a1．，1997][Zhang，1996a]，以及在单视点折反射相机的标

定中使用标定板[Scaramuzza ct a1．，20006][Mei and Rives，2007]f|=口直 [Barreto

and Araujo，2002][Brauer-Burchardt and Voss，200 1][Oeyer and Daniilidis，

1 999][Geyer and Daniilidis，2002][Swaminathan and Nayar，2000][Ying and Hu，

20031。第二类不使用任何场景的先验知识，对于透视相机【Farid and Popescu,

2001][Fitzgibbon，2001][Stein,1997][Xiong and Turkowski，1997】和全景相机

[Fabrizio et a1．，2002][Geyer and Daniilidis，200 1][Geyer and Daniilidis，2003][Kang，

2000][Wemerand Pajdla,2001]都提出了许多方法。

1．基于标定板的透视相机标定方法

Shah和Aggarwal[Shah and Aggarwal，1996]设计了一种鱼眼镜头的标定方法，

8
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在这一方法中使用了已知三维点位置的标定模板。这一方法估计了相机的有效焦

距、像素的大小以及径向和切向失真。他们使用了5次多项式作为径向和切向失

真的模型。其标定方法基于拉格朗日最小化。

Beauchemin等[Beauchemin et a1．，1 999]以及Bakstein和Pajdla[Bakstein and

Pajdla,20021各自提出了一种类似的鱼眼镜头标定方法与文献[Shah and Aggarwal，

1996]相比较。在他们的方法中使用了未知结构的标定模板，同时各自假设了4

个参数的非多项式模型[Bakstein and Pajdla,2002]和包含非线性映射的多项式模

型[Beauchemin et a1．，1999]。通过最小化重投影误差获得相机的内参和外参。

Devemay和Faugeras【Devemay and Faugeras，1995]、Pajdla等[Pajdla et a1．，

19971和Zhang[Zhang，1996b]使用了如下的结论，即直线在透视相机中保持直线，

而镜头的失真将其变为曲线。将曲线校正回直线的过程同时也完成了相机的标定。

Zhang[Zhang，1996b]将镜头的失真认为是相机模型的一部分，并在文献中从两幅

径向失真的图像中求出了对极几何。

以上几种方法仅针对传统相机，鱼眼镜头的畸变被视为相机的径向畸变，鱼

眼镜头的视场比较大的时候，这些方法的估计效果下降，因此这些方法不适用于

视场比鱼眼镜头更大的单视点折反射系统。

2．使用标定板的单视点折反射相机标定方法

Scaramuzza [Scaramuzza et a1．，2006]和Mei和Rives[Mei and Rives，2007】

使用了传统的棋盘式标定模板，前者将镜面参数和相机内参与外参分开估计，得

到镜面的多项式模型和相机的失真模型，后者利用了球面统一模型，将相机的失

真模型中的径向失真归入到镜面的径向失真中，估计镜面参数及相机内参。

Swaminathan和Nayar【Swaminathan and Nayar,2000]、Brauer—Burchardt和

Voss[Brauer-Burchardt and Voss，2001]研究了如何从广角镜头、鱼眼镜头和多相

机组采集的图像中去除镜头的非线性失真。他们修改了一般的利用直线性质的方

法，并将其应用到全景相机中。

以上方法需要比较多的图像作为标定数据，一般在lO幅图像以_Jr_[Mei and

Rives，2007]，每幅图像需要手动选取标定板的每一个点，比如10x10的标定板，

需要手动选取100个点，而且对镜面参数的估计并不准确。

3．使用直线性质的单视点折反射相机标定方法

9
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Geyer和Daniilidis在文献[Geyer and Daniilidis，1 999]、【Geyer and Daniili-

dis，2001】中提出了一种基于直线性质的方法用于标定抛物面折反射相机，这一方

法仅需要三条直线无需其他度量的信息即可估计出相机的所有内参。这种方法仅

适用于抛物面折反射系统，不适用于更具一般性的双曲面／椭圆面折反射系统。

Barreto和Araujo[Barreto and Araujo，20021深,N研究了直线的性质，并将基于直

线的标定方法推广到所有类型的折反射相机中，理论上仅需要两条直线即可估计

出双曲面和椭圆面折反射相机的内参以及镜面参数。该算法的内参矩阵通过分解

图像上的绝对二次曲线获得。然而在实际图像的计算中，由于噪声的存在，影响

到二次曲线的拟合，因此该算法仅能够有效估计抛物面成像系统的相机内参，而

对双曲面／椭圆面折反射系统的相机内参和镜面参数的估计往往很难收敛。中国

科学院自动化所Ying和Hu【Ying and Hu，2004b]继续了Geyer和Daniilidis的工

作。他们将基于直线的标定方法进一步推广，将球体引入了标定算法中。直线的

图像上仅是二次曲线的一小部分，球体的图像是整个二次曲线，因此提高了二次

曲线拟合的准确性。Ying和Hu提出了基于直线的3个几何不变量和基于球体的

2个几何不变量，在镜面参数已知的前提下，估计相机的内参。

我们的方法结合了Geyer、Barreto和Ying的研究，提出了单图标定的方法

『Zhang et a1．，2009】，最少仅需要一副图像即可估计单视点折反射系统中相机的内

参。为了解决同时估计镜面参数和相机内参的问题，我们还将共点线引入到标定

算法中，提高对标定参数，特别是镜面参数估计的鲁棒一1生[Zhang et a1．，2010】。

4．不使用场景先验知识的传统相机标定方法

Stein『Stein，1997]蜷tJ、化重投影误差，从点对中估计出透视相机的径向
失真。他使用了三幅图像的对极几何以及直线的张量约束。失真被假设为多项式

模型，同时假设了方形的像素。然后通过迭代的方式获得图像的主点已经失真参

数。

Xiong和Turkowski【Xiong and Turkowski，1997】使用单应矩阵相关的四幅图

像标定鱼眼镜头，这些图像使用一台相机经过旋转之后拍摄得到的。该方法假设

图像的光学中心已知，四幅图像构成一个多项式立方体模型。最终整合的图像可

以构成一幅3600×3600的全景图像。

Farid和Popescu【Farid and Popescu,20011提出了一种无需标定信息和成像设

lO
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备知识的情况下，去除图像非线性失真的黑箱方法。非线性在频域内引入了特定

的高阶相关性，该方法利用了这一性质。但是该方法高度依赖于场景的结构，因

此通常不可用。而且该方法仅为透视相机设计。

5．不使用场景先验知识的单视点折反射相机标定方法

Kang【Kang，2000]提出了一种针对抛物面相机的标定方法。基于最小化点到

对极曲线的距离，该方法使用对极几何，因而不需要额外的标定设备、相机的运

动和场景的几何信息。Micusik和Pajdla[Micusik and Pajdla,2003a][Micusik and

Pajdla,2003b]提出了类似的方法。不同之处在于，Micusik的算法使用了闭合形

式的解，因而可以使用9点或者15点的RANSAC，增强鲁棒性。

Fitzgibbon[Fitzgibbon,2001]在传统相机的自标定和场景和运动同时重建的

研究中解决镜头非线性失真的问题。他使用了一个参数维度的失真模型

[Brauer-Burchardt and Voss，2001]，并提出了一套从两幅图像的对应点中同时估

计2视角几何和镜头失真的算法。然而这一模型不能直接用于全景图像。因为该 群懈

模型假设所有进入相机的光线相交一个图像平面，当相机的视场大于甚至于接近

1800时，图像平面趋向无穷，模型便失效。 ．’：■

Geyer和Daniilidis在文献[Geyer and Daniilidis，2001][Geyer and Daniilidis，

2003】中提出了一种从图像的绝对二次曲线中标定抛物面折反射相机的方法。文

献证明了从两幅固定运动参数图像和三幅可变运动参数图像中进行欧式重建的 寥t“

可行性。

Fabrizio等[Fabfizio et a1．．20021提出了一种利用镜面边界的标定方法。他假设

镜面参数已知，从镜面的边界图像上恢复出未知的CCD相机内参。

1．3．3．单视点折反射系统的三维重建

近年来，针对全景图像的三维重建大致可分为三类：基于未标定折反射相机

的重建方法【Geyer and Daniilidis，200 1][Geyer and Daniilidis，2003][Spacek,

2004][Sturm，2000】、基于已标定折反射相机的重建方法【Chang and Hebert,

2000][Doubek and Svoboda,2002][Ishiguro et a1．，1992][Kang and Szeliski，

1997][Nene and Nayar,1998】[Lhuillier,2007]和已知某些关于相机运动的信息的

重建方法【B啪schoten and Krose，2002】[MeUor,2003]。
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1．基于未标定折反射相机的重建方法

Geyer和Daniilidis【Geyer and Daniilidis，2003]提出一套立体视觉的算法。该

算法利用保角映射的校正方法，实现抛物面立体相机对的立体匹配。校正方法是

保角的，因此图像是局部无畸变的。

Spacek【Spacek，2004]提出一套两个共轴镜面的非单视点立体全景相机对。他

发现了一些该系统相对于使用曲面镜的折反射相机的优点，并给出了一些描述该

系统的理论。共轴立体全景相机对的优点在于更容易实现。

Sturm『Strum，2000]提出了一种交互式三维重建的方法，该方法使用片状平面

镜构成一个单视点全景系统。该方法同样适用于已知镜面参数的抛物面折反射系

统的简单标定。三维重建则通过几何约束，如共面性、正交性等性质实现。

2．基于已标定折反射相机的重建方法

针对全景相机的三维重建最早可以追溯到1992年，Ishiguro等[Ishiguro et a1．，

1992]使用非单视点全景图像构成了全景立体视觉系统用以三维重建。每一幅全

景图像由一系列旋转的垂直片段组成。

Kang和Szeliski[Kang and Szeliski，1997]提出了类似的系统。该系统使用一

台已标定的传统相机旋转拍摄了一系列图像，将所有这些垂直片段融合之后，构

建出一幅单视点的全景图像，并提出了提取全景深度信息的技术。

Nene和Nayar[Nene andNayar,1998]提出由镜面(平面镜、椭圆面镜、双曲

面镜和抛物面镜)和透视相机组成的立体视觉系统。该系统使用已标定的相机得

到三维场景的欧式重建。Chang和Herbert[Chang and Herbert,2000]完成了相似的

研究，他们实现了使用镜面的折反射系统的场景与运动同时重建。

Doubek和Svoboda【Doubek and Svoboda，2002]提出了一套方案，仅用少数几

幅折反射图像即可稳定的重建室内场景。图像间的对应点经由手动选择获得。折

反射传感器的参数基本已知，因此不需要精确的自标定方法。他们指出稳定的三

维重建是可能的，而不需要复杂的非线性自标定或者重建方法。

LhuiUier[Lhuillier．2007]实．现了一套处理上百幅全景图像的三维重建算法。

该算法不要求精确的标定参数。同一个三维点可能在许多幅全景图中可见，而在

各幅图像中的精度大不相同。因此，该算法的主要部分在于考量如何选择重建的

点。文献同样给出了场景和运动同时重建的算法概述以及致密立体匹配的过程。

12
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3．已知某些关于相机运动的信息的重建方法

Mellor在文献[Mellor，2003】中，借助GPS的帮助实现了全景图像的大规模三

维重建。与之相似，Bunschoten和Krose【Bunschoten and Krose，2002]实现了一种

多基线立体视觉算法重建三维环境。该算法使用已知镜面参数的已标定全景相机，

同时相机的相对位置同样已知。

【Geyer and Daniilidis，2001][Geyer and Daniilidis，20031中的方法是一种线性

解法，但只适用于抛物面成像系统。【Spacek,2004][Sturm，2000】【Chang and Hebert,

2000][Doubek and Svoboda,2002][Ishiguro et a1．，1992][Kang and Szeliski，

1997][Nene and Nayar,1998】[Lhuillier,2007]1约方法都采用复杂的非线性方法求

解相机的运动和重建三维点。非线性方法容易受到噪声的影响，使得求解过程可

能不收敛。针对传统相机提出的一系列稳定的线性解法，由于折反射模型的非线

性性，不能直接应用到全景系统中。 ．

1．4．本文的研究目的和内容安排

对于传统相机的研究中，由于其投影过程的线性性，因此在标定和场景重建

中往往采用线性最,b--乘法或者奇异值分解等．而且往往能得到闭合形式的解。

由于其投影过程的线性性，因此求解的过程是一个凸问题，而凸问题的优点在于，

总是能找到一个最优解，所以线性解法对于传统相机往往是有效的。然而，折反

射相机在投影过程中引入了非线性的过程，这使得适用于传统相机的一些性质，

比如对极几何，在折反射相机中不再适用。同时在相机标定的过程中，相对于传

统相机，折反射相机需要估计一组很重要的参数，即反射镜面的参数。不管是球

面统一模型中由一个参数表示的镜面参数，亦或是泰勒级数模型中由一组系数表

示的镜面截面的近似模型，这些参数的估计对整个折反射相机的标定至关重要，

进而也影响到三维重建算法的表现。

目前对单视点折反射相机的研究中，抛物面折反射相机的标定问题已经得到

了比较好的解决，同时也有了比较易于计算的对极几何『Geyer and Daniilidis，

20031。而对于更一般的双曲面和椭圆面相机，Svoboda在文献[Svoboda,1999】中

提出了一套解析的方式计算对极几何的方法，但是涉及大量的非线性问题的计算，

因此计算复杂，鲁棒性也比较差。Barreto提出了一整套折反射相机图像上直线
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性质的理论，并且在理论上提出了标定所有类型折反射相机的方法【Barreto，

2003]。然后在实际操作中，该方法的特例，即针对抛物面相机的算法能够比较

鲁棒地标定成像系统。在一般性的情况下，由于算法中需要分解绝对二次曲线，

该算法比较不稳定。换言之，在抛物面的情况下，镜面参数是固定的；而在一般

情况下．镜面参数有待估计。而其他几种标定算法[Scaramuzza．2006][Mei and

Rives，2007】同样也不能很好地解决这一问题。因此，作者引入新的约束，将标

定过程中的非线性问题分解为线性子问题，利用新的约束，更加鲁棒地估计镜面

参数和相机的内参。在场景和运动同时重建的问题中，作者将全景图像转化为若

干个透视相机图像，并扩展了适用于透视相机求解基本矩阵的8点法，使之适用

于相机组图像的情况，使得单视点折反射相机可以利用原有的透视相机的几何理

论。

本文的主要贡献如下：

1．将折反射投影过程中的线性部分划分为3个线性子过程，即把投影过程分

为分别到无穷远平面、度量平面和图像平面3个投影子过程，在各个平面上的几

何不变性在图像平面上得以保持。

2．假设镜面参数已知，使用传统的标定设备，提出了单图标定方法。该算法

利用平行线在图像平面上相交于2点的性质，最少使用单幅图像估计相机的内参。

3．设计出新的标定设备，提出了共点线标定方法。该算法针对更一般的情况，

即镜面参数未知的情况，利用共点线之间的相互关系，将非线性投影问题拆分为

若干个线性子问题，使用特征向量的方法同时估计镜面参数和相机内参。

4．扩展了8点法，对球面投影进行了修改，从球面投影转换到多平面投影，

后者同样满足单视点约束，将针对传统相机的运动轨迹估计算法应用到单视点折

反射系统中。

本文一共分为六个章节，其安排如下：

第一章为绪论部分，介绍了单视点折反射成像系统的缘起，以及近年来的发

展历程，列举了单视点折反射成像系统的各种设计和现实的方案，明确了具有良

好的光学约束的单视点折反射相机作为本文的研究重点，同时简单罗列了非单视

点折反射相机的设计和建模方面的研究现状。文章回顾和简述了针对折反射相机
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在场景重建中的应用方法，简单比较了各种模

题。最后明确了本文的研究目的和内容安排。

统一模型。为了保证论述的完整性，文章引述

点折反射相机和球面统一模型的等价关系，以

及对这一模型在实际应用中的几种扩展。作者融合了现有的几种对模型的扩展，

作为后续研究的基础。

第三章为直线在单视点折反射系统中的投影。文章围绕直线在单视点折反射

图像上的性质，在模型的几个子层上，分层讨论其特性，整合了直线在无穷远平

面、度量平面和图像平面上的投影过程。而后将对一条直线的研究扩展到针对一

组直线的研究。这一组直线包括一组平行线和一组共点线。根据共点线的性质，

文章给出了投影过程中，图像上的点和直线的线性解法或者闭合表达式以及一些

几何不变量。

第四章为使用直线标定单视点折反射系统。文章首先分析了现有算法存在的

问题，指出目前针对一般情况下的折反射相机的标定算法中，同时估计镜面参数

和相机内参成为目前最主要的问题。之后，文章结合上一章节的研究，按照镜面

参数已知与否分类讨论，即分为双曲面和椭圆面镜面参数已知和抛物镜面的情况，

以及双曲面和椭圆面镜面参数未知的情况。在第一种情况下，作者结合平行线在

折反射图像上的性质，提出了一种单图标定方法，仅需要一幅图像便可有效求解

相机内参。而在第二种情况下，作者将直线的共点约束引入到曲线拟合的过程中，

提高了拟合的鲁棒性，并设计了一种新的共点线标定模板，然后提出了一种适合

共点线性质的算法框架，使得点和直线的投影的非线性问题能够分解成为若干个

线性子问题。该算法比现有的算法具有更强的鲁棒性和准确性。

第五章为全景图像的场景与运动同时重建。文章分析了针对透视相机的众多

算法，其中一部分可以直接应用到单视点折反射系统中，然后对极几何的理论不

能直接应用到折反射系统中。为了解决这一问题，作者将球面投影对应到立方体

投影，将全景图像划分为若干个互相重叠的区域，解决了目标跟踪过程中，特征

点从一个区域到另一个区域跳变的问题，使得全景成像的过程转化为多个共视点

视场重叠的传统相机组同时成像的过程。本文将传统的八点法从二维的图像平面

拓展到三维多平面的状况，使得八点法能够应用到立方体投影。为了提高场景和

15
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运动同时重建的鲁棒性，本文将图像序列划分为若干段，当读入的图像帧数达到

一定数量后，初始化相机运动轨迹和三维场景，使用光束法平差局部优化初始值。

当新的图像帧读入一定数量后，利用已有的场景和运动轨迹，迭代估计新的窗I=1

内的运动轨迹，而后更新三维场景，再利用光束法平差优化结果，同时去掉场景

中错误估计的三维点。实验结果表明了扩展8点法估计折反射相机运动轨迹的有

效性，也将三角化等线性方法引入到了单视点折反射系统。

第六章总结了全文，并展望了今后的工作。

1．5．本文的符号定义

在后续章节里，我们使用符号Or表示点坐标，fir表示线坐标，X表示无穷远

坐标上的点，r表示度量平面上的点，j表示图像平面上的点，粗体字母表示矩

Q=㈧ ∽-，

肚[|!|；

Q=

a b d

b 6 吾

d占f

(1．2)

(1．3)

定义符钟Ac)=篙表示三个点的单比，符喜∽即，D)=鞠表
示四个点的交比。

16



根据视场(Field of View)的大小，成像系统可以分为三类[Svoboda,1999】

(图2．1)：有向视觉，如传统的透视相机，符合小孔成像的模型；全景视觉，如

本文研究的折反射成像系统；以及全向视觉，可以3600×3600成像。

(a)有向视觉 (b)全景视觉 (c)全向视觉

图2．1．视觉系统根据视场大小的分类[Svoboda，1999】

在文献[Geyer and Daniilidis，20001中，作者为单视点折反射相机引入了统一

模型，在这个模型里，传统相机是一个特例。他们指出全景投影过程和经过修改

的球极投影等价。在Geyer和Daniilidis的模型中，投影中心不再固定于北极点，

而是在球心和北极点之间移动，同时垂直于图像平面。这个模型具有一般性的优

点，与折反射系统的具体类型无关，镜面的类型仅与模型的一个参数相关。．

本章首先回顾了单视点折反射系统的类型，以及各种反射面镜的表达式。为

了保证论述的完整性，本文引述了统一模型和各种折反射相机的等价关系，以及

统一模型的投影过程。之后，本文整合了度量平面到图像平面【Ying and Hu，2004】

和无穷远平面到图 -S面[Barreto andAraujo．2002]的两种划分方法，将折反射投

影中，从球面到图像平面的过程划分为从球面到无穷远平面到度量平面到图像平

面的投影过程。

2．1．单视点折反射系统

单视点折反射系统在保持单一视点的前提下，通过特殊的光学与透镜的配置

扩大了视场。仔细选择和装配的镜面和成像设配保证了折反射系统的单视点约束。

最终的成像系统必须保证所有的光线通过三维空间中的一个点(透视中心)。

17
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浙江大学博士学位论文 单视点折反射系统的统一模型

图2-l所示是单视点折反射系统的四种可能组合【Bakcr and Nayar，1998]。图

2．1a中抛物面镜的焦距为4p。假设坐标原点在抛物面镜的焦点，Z轴为镜面的

对称轴。表2．1给出了三维空间中镜面的表达式。对于抛物面镜而言，任意经过

抛物面镜焦点的入射光线都被抛物面镜反射为平行光线。因此，相机到镜面的距

离可以为任意值，与镜面的具体参数无关。成像系统的有效视点即为抛物面镜的

焦点。

图2．1b为双曲面镜和透视相机的组合，其中反射面的正焦弦长度为4p，相

机到镜面的距离为d。相应的双曲面表达式在表2．1中，其中

口=三(√=而一2p)，6=√p(√=而一2p)。坐标原点在双曲面的一个焦
点

18
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(a)抛物面镜

(c)椭圆面镜

(b)双曲面镜

(d)平面镜
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图2．1．单视点折反射系统的四种类型

抛物面镜 √工2+y2+z2=2p—z

r d、2

双曲面镜 Lz—jj x：+y：一1

口2 62
_1

r d、2

椭圆面镜 rjj．“yz一1
口2

。

62
—1

平面镜 d
Z=一

2

表2．1．反射面的表达式

处，Z轴为双曲面的对称轴。根据反射定律，任何经过一个焦点的入射光线，其

反射光线必经过双曲面的另一个焦点。因此，在此系统中，传统透视相机被放置

在双曲面的外焦点处，相机的透视中心和焦点重合。透视相机和双曲面镜组成了

单视点折反射系统。该系统的有效视点为双曲面镜的内焦点。

图2．1b为椭圆面镜和透视相机的组合，其中反射面的正焦弦长度为4p，相

机到镜面的距离为d。 镜面参数中口=丢(√=而+2p1，
二、 7

厂—■■=======————■

6=√p(√d2+4p2+2p)。坐标原点在椭圆面的外焦点处，z轴为椭圆面的对称 ⋯⋯、

轴。类似的，透视相机和椭圆面镜组成了单视点折反射系统。该系统的有效视点

为椭圆面镜的内焦点。

最后一种单视点折反射系统是透视相机和平面镜的组合。有效视点的处在镜

面的背后，过相机光心的镜面垂直线上。有效焦点到相机光心的距离为相机到镜

面距离的两倍。

值得一提的是，凸面镜(抛物面镜和双曲面镜)的使用增加了成像系统视场。

椭圆面镜没有相应的实际应用，由于椭圆面镜减小了成像系统的视场。凸面镜在

增大视场的同时也引入了非线性问题。相比于传统透视相机，折反射系统的非线

性特性成为研究折反射图像的主要难点。平面镜系统是折反射系统的特例，可以

被认为是退化的二次曲面。平面镜系统的几何性质等价于传统相机，因此，平面

镜系统被用于高分辨率的全景系统，同时保持一个透视中心['Nalwa．1996]。
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2．2．球面统一模型

本节主要研究了折反射系统的统一模型和图像的性质。为了论述的完整性，

本文简略引述了文献中对于球面投影和折反射投影等价性的证明，进而研究了球

面统一模型的投影过程和图像的性质。

图2．2．折反射系统投影过程(双曲面镜系统)

2．2．1球面投影和折反射投影的等价性

Geyer和Daniilidis在文献【Geyer and Daniilidis，2000]中证明了球面投影和折

反射投影的等价性。

1．球面投影

假设球面的中心在原点，投影中心在点(O 0 —0l图像平面z=册。)L--

维点到球面的映射为

s(x y z)=(±詈±詈±詈] (2．·)

其中，．=√x2+J，2+z2。之后，球面上的点被投影到图像平面上

洲x川=(+掣±掣] ㈤

个I】IflIlll
d

IlllIflll山
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若将图像平面移动到z=a，那么投影关系可表不为

西。(工y三)=而l+m力o。。(x y z) (2·3)

当，=1，聊=0，此时投影中心是北极点，图像平面上的点为

厂 、乩o¨)2卜面蒜±面蒜j
2．折反射投影

折反射投影分为两步，第一步，将三维点投影到反射镜面的表面；第二步，

将镜面上的点投影到图像平面。

当镜面为抛物面时，镜面方程如表2-1所示，抛物面镜的焦点为坐标原点，

图像平面z=0。镜面上的点可得

咖y垆(±笔±笔±笔) 亿4，

其中，．=√x2+y2+z2。第二步，镜面上的点被投影到了图像平面z=o上，我们

得到了抛物面系统的图像点

引x y垆(±笔±垩) (2．5)

当镜面为双曲面或者椭圆面时，镜面方程如表2-1所示，坐标原点为双曲面

或者椭圆面的内焦点。图像平面z：0。我们得到了双曲面系统的图像点

幺(x y z)--

对于椭圆面，图像点如下

0(石y

±纛2ydp,／d+4p卜拍，+ 型生：±兰旦： l f2 61，—丝厂千z l
2 2 j

垆(+瓦2而xa／,±；,；z2丽ydp]
球面投影和折反射投影的等价关系如下所示

抛物面H球面

双曲面H球面

(2．7)

qt,(x y z)=式：广。(z y z)

‘(x y z)2‘L牲(z J，z)

√扩+4剐阳，√

嘉
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椭圆面H球面
‘(x

平面H球面

y z)=pOP d训卜：p)(x y—z)y zJ 2 d 训l-2p)【x y —zJ丽,／d’丽+4p2+4，2’妇2
2

雩1-戍，小
‘'

y z)

4种折反射系统的投影过程与一定的球面投影等价，球面投影函数Z．。()中

口表示第二次投影中心的位置，b表示图像平面的位置。从等价关系可见，抛物

面镜和平面镜对应于两种特例，即投影点在北极点和球心。而双曲面镜和椭圆面

镜是比较一般的情况，投影点在北极点和球心之间变化，即0<孝=1—兰—一<
,／d2+4p2

l，如图2．3所示。

2．2．2球面统一模型的投影过程

点到单视点折反射图像平面的投影可以总结为三步：

1．三维点经过一次非线性映射，投影到单位球面，此时投影中心在球心；

2．将投影中心从球心移动至球心到北极点之间的某一点，这一点的位置与镜

面的参数相关；

3．通过第二个透视中心，将球面上的点投影到图像平面。

假设某个三维点X∥=ⅨY Z 1)r，与折反射系统所在的坐标系的关系可

以用一个3x4的投影矩阵P表示，如公式(2．7)。

图2-3．球面统一模型
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X^=PX矽

之后x^经非线性投影壳()被投影到单位球面X

(2．8)

Xs=7l(x。)． (2．9)

坐标轴从以球心为原点平移到以Oc(O 0 —0丁为原点

其中K：I案曼瓷I，R是旋转矩阵。图2．3简要描述了球面统一模型的投影
1 0 0 1 l

过程。投影过程中的参数孝=lD觑l仅与镜面的离心率有关。图2-4概括了折反

图24．统一模型的投影过程
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椭圆面
芦
l，

抛物面

孝

双曲面 。

毒

平面 。

毒

乞
P

图2-5．离心率与球面投影中心的位置
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在双曲面镜的情况下，焦距c：詈，不难求得离心率占：三：』．V／d孕2+4p2+2p。
同理，在椭圆面系统中，离心率占；』篓二攀。抛物面镜的离心率s：l，

口

平面镜的离心率￡_∞。根据上一章节的讨论．‘在双曲面和椭圆面系统中，参数

孝2了丽d ，而在抛物面系统中孝=1，平面镜系统中亡=。，不难发现f与￡

之间的关系(表2．2)。

善：乌 (2．13)亏。百万 ．

【2·

抛物面镜 双曲面镜与椭圆面镜 平面镜

·￡ ￡=1 ￡>l&0<￡<1 S"---．．00

孝 孝=1 0<f<l f=0

表2-2．f与s之间的对应关系

2．3．球面统一模型投影过程的划分

球面上的点投影到图像平面上，投影矩阵K=[香丢辜]。令，．=舞，我们引
,KX献[Ying and Hu，2003】中的一个定义

定义：，．=1，s=0主点(蜘，vo)r=(0，0)7’的平面称为度量平面。

『．彳 s ‰]

K-=l 00五0什KK Q_4’

1 l

其中s’=砉，石=五，K盯=[三三辜]，K一=[善昙习。



浙江大学博士学位论文 单视点折反射系统的统一模型

Ying和Hu将线性投影划分为两部分，从球面到度量平面，从度量平面到图

像平面的投影过程。Barreto和Araujo[Barreto andAraujo，2002]同样将线性投影

分为两部分，从球面到无穷远平面，从无穷远平面到图像平面的投影过程。

考查齐次坐标下的点X=Ⅸj，Z 1)，，对应的笛卡尔坐标下的点为X=

(x／k Y／k Z／k)7’。随着参数k的变化，三维空间中的点在笛卡尔坐标下可以视为

一条以原点为起点的射线。当时k趋向于0，笛卡尔坐标系的X趋向无穷，对应

的无穷远点的齐次坐标点为X=ⅨY Z 0)乙如图2-6所示，假设球面上两

个大圆的交点为F、B，它们在无穷远平面上的投影分别为L卜三2。若，=(厶如

厶1)7’、B=(&知 -l：1)7’，则无穷远平面上的点Ll=(乓匆厶o)r、L2=(厶

图2-6．将无穷远平面和度量平面统-N球面统一模型

K
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知 ．f：0)7’。我们取前三个参数表示无穷远平面上的点，如三l=(乓哆D7’、

三2=(乓哆 -f：)7’，即为笛卡尔坐标。点三卜L2在度量平面上的对应点z’彳=

雠觥 1)r、E=(1能／f：]％肛 1)7，是齐次坐标。考虑到公式(2．11)

右边的砗已经是笛卡尔坐标，我们可以将球面到无穷远平面的投影也统一到线

性投影的过程中

⋯M=㈥，
2．4．小结

(2．15)

本章简述了单视点折反射投影和球面投影的等价关系，分类讨论了当反射面

是抛物面、双曲面、椭圆面和平面时，对应的球面投影的形式。我们将球面投影

分为三个步骤，其中第三个步骤类似于传统的透视投影。之后，我们将透视投影

矩阵分解为三个部分，进而引入了度量平面和无穷远平面，换言之，我们将球面

投影分解为，球面到无穷远平面的投影，无穷远平面到度量平面的投影，度量平

面到图像平面的投影，作为后续研究的基础。

0

l

0

时
K

l

O
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3．直线在单视点折反射系统中的投影

传统的透视相机满足小孔成像模型，因此成像过程可以对应于射影几何。在

射影几何中，直线在射影变换后，仍为直线，除去投影为点的退化情况[Semple and

Kneebone，1952】。因此直线的性质在传统相机的研究中，一直是人们广泛关注的

焦点。直线也被标定和几何重建等应用中。

在单视点折反射系统中，直线在投影的过程中．不再保持原来的直线形态。

经过镜面的反射后，直线受到严重畸变，投影成为二次曲线。本章主要研究直线，

包括一条直线和一组直线，在无穷远平面、度量平面和图像平面上投影为二次曲

线的过程，讨论了在不同镜面类型的情况下，二次曲线的形式和性质，以及投影

过程中的几何不变量。

3．1．一条直线在三个平面上的投影

在图2-6中，我们可以清楚地看到直线在单位球上的投影是一个大圆。假设

大圆位于平面1-I，法向量为11=(魄ny吃)7’。它在无穷远平面的投影如图3-l

所示。直线从单位球到平面的投影是一个以Dc为顶点的圆锥。圆锥是二次曲面

的特例。

二次曲面的一般形式是满足如下条件的点集

PQPr=(x Y z 1)

口b

b P

c f
d g

c d

f g

h i

● ●

l 1

=0 (3．1)

假设n=(0 0 1)r。我们将坐标系转换到一个新的坐标系@’Y’z’1)，使得大

=IlI((岬pxn网)xnR 尚n。、I=1 0(p×n)×n0 Ilp×n0
Ⅱ u

I
L 0 0 0 l／



图3．1．直线在三个平面上的投影
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f，2+，2=l
lz’=0

此时，在新坐标系中的圆锥的方程为

(x’y’z’1)Q’(x’／z’1)7=0

(3．3)

(3．4)

此外，圆锥作为二次曲面的特例，具有如下性质。顶点关于圆锥的极线为0

Q’(孝厢。饥T=o
根据以上的方程，我们求解得到

Q’=

l o亟。
吃

0 l 0 0

譬。季l-nz壶刀． 刀． 6玎．

。。瓦1
一t

(3．5)

(3．6)

根据坐标系之间的关系Q=RQRr，并左乘和右乘矩阵1 0 l 0 00

0 0

l，便得到了
I l I

l 0 0 l 0 l

Q=

《(善2一1)+《善2 心勺(孝2一1)

璩勺(善2一1) 砖(孝2一1)+Z孝2
一以吃 一b％

同理可得，

2．在度量平面上的直线投影

Q’=

对KM求逆矩阵，得

Q’=K7QKjl

一以吃

一刀，吃

一谚

《(善2一1)+《孝2 ％b(孝2—1) -n,nJ,

以b(孝2一1) 嘭(孝2一1)+《孝2一吩吃z
—nxnJ,, 一b％Z 一彰f

(3．7)

(3．8)
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K：=

l ／

r r

0 l

0 0

3．在图像平面上，直线的投影可以求得

fi=K≯Q’Ku’

3．1．1．直线投影的特殊情况

(3．9)

Q=[磊≥主警]=[n薹y]c以～％，Q=l以b 杉 一吃I_I l[以～％]
1．以％ ％吃 彬J|I他j

Q=[毒譬。0]=[n取y]c％吩00 0

，Q 2l吃b 嘭 l=I l【％吩 ]
l 0 O l I l

3l

等，
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条直线。从图3．1中不难理解以上的两种退化情况。

3．当孝=1时，是另一种折反射系统特殊情况，此时折反射系统的反射面为

抛物面镜。二次曲线

Q：『艺2罢二：芝]
1．一取％一乃吃一％2 J

是一个圆，而且与直线在场景中的位置和姿态无关。换言之，在抛物面折反射系

统中，场景中的所有和折反射系统Z轴不共面的直线都被投影为圆。

3．1．2．二次曲线的几何特征

在本节中，我们仍以无穷远平面上的二次曲线Q为例，讨论了二次曲线的若

干几何特征，如中心、主轴、焦点和二次曲线类型判别式。

在平面n=【nr 0】丁上的直线被投影到无穷远平面上，成为二次曲线Q。假

设无穷远直线为％=【0 0 1】7’[Faugeras，1993][Hartley and Zisserman，2000]，

折反射系统到无穷远直线为仿射变换。二次曲线的中心是无穷远直线关于二次曲

面的极点[Semple and Kneebone，1952][Spain，1957]。因此，二次曲线的中心C可

由以下公式计算

C=甜瓦． (3．10)

32

图3．2．直线在无穷远平面上的投影



足=(，一 (3．14)

如果Q，R两点是两个不同的实点，则二次曲线Q是双曲线：若Q，R两点是两

个重合的点，则二次曲线Q是抛物面；Q，R两点是两个共轭根，则二次曲线Q 够尊乍

是椭圆或者圆[Semple and Kneebone，1952]。值得注意的是，△被称为二次曲线的

判别式。△大于、等于或是小于零决定了p，R两点是两个相异的实点、重合的

点或者共轭点。A>0、A=0和△<0分别对应了二次曲线Q是双曲线、抛物线

和椭圆或者圆。

如图3．2所示，平面n的法向量n=(nx ny吃)7’。令n到平面朋订韵夹角为a。

tam口：—芦坠
√《+嘭

(3．15)

从式(3．12)中可知，当t觚@)：：垒争时，判别式△：。。即若平面n上的大
圆与平面恐仉圪交-T--点时，二次曲线Q是抛物线；若大圆与平面XcOcYc交于

两点，则二次曲线Q是双曲线；若大圆与平面珊殆不相交，则二次曲线Q是椭
圆或者圆。

2．二次曲线的主轴和角点

从式(3．7)中可以求得，二次曲线Q的两条主轴分别为
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∥《一勺％o]7 (3．16)

f=Inca吩△(《+彬)吃]r (3．17)

长轴和短轴的长度分别为』至亟IAI和兰2率2 2

。两个焦点的坐

互=(习雨翮瓦雨丽ny ·『。邶，
E=(i雨翻i万翻·『。∽，

3．1．3．直线在投影过程中的几何不变量

在线性投影过程中，点仍被投影为点，直线仍被投影为直线(或点)[Scruple

and Kneebone．1952]，因此，无穷远平面上直线之间的相交关系和极点／极线关系，

在度量平面和图像平面上仍能保持不变，成为投影过程中的几何不变量。无穷远

平面到度量平面到图像平面，约束逐渐降低，图像平面上的几何不变量，在度量

平面必然也是几何不变量。本节从无穷远平面开始，讨论了一系列直线之间的关

系和极点／极线关系，这些关系在图像平面上保持不变。

在图3．3中，平面兀的法向量为n，经过有效视点D聊和单位球的相交于一个

大圆。大圆上的点定义了一个以oc为顶点的圆锥Q。圆锥Q和无穷远交于二次曲

线Q。直线1，是平面Ⅱ和无穷远平面兀。的交线。廊B分别是单位球上大圆到无穷
远平面的最近点和最远点。点三是直线引屿无穷远平面的交点。Ⅳ是法向量n与无

穷远平面兀。的交点。直线腑平面兀上，因此点三在直线y上，即v气=0。此外，
直线盯、OcO和射线OcF、0口以及向量n共面，所以三、D、三l、三2和Ⅳ共线。

无穷远平面上的图像经过摄像机的内参矩阵K投影到图像平面，比如主点D

被投影为6=KO，二次曲线Q被投影为Q=K．7’QK一，直线石被投影为矿=K叮y。

经过射影变换，主点0=(0 0 1)7’和平面n的法向量在无穷远平面n。上的交

弘
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图3-3．一条直线在无穷远平面上的投影

点Ⅳ=(魄nr岿r以及平面ri和无穷远平面兀。的交线1，，分别被投影到了图像

平面上的D、‘Ⅳ和矿。

命题3．2如果二次曲线盎是直线的投影，那么图像中心6关于二次曲线佥的
：， ．

-；
．’

极线是过有效视点D∥的平面n的地平线1，在图像平面上的投影矿

矿=盎6 (3．20)

已知三维空间中的直线在平面兀上，后者交单位球于大圆，经过有效视点D。

直线盯交无穷远平面n。于点三。直线盯交大圆于B、F两点，这两点到球心

等距离。这也就意味着，在无穷远平面n。上，点三和点D关于点三l和点L2成

调和比，即{厶D；厶，厶)=-1。点厶和点L2在二次曲线Q上，而点L的轨迹线就

是平面n的地平线v，即平面n和无穷远平面Ⅱ。。的交线。因此直线1'是点O关

于二次曲线Q的极线。无穷远平面上的图像经过矩阵K投影到图像平面上，而

极点极线之间的关系是射影变换下的几何不变量。

命题3-3在图像平面上，直线丘由点6和法向量的方向点对决定

叠=6入螽 (3．21)

根据公式(3．16)，二次曲线Q的主轴为／z=【—协玩0】丁。主点D=(0 0 1)7’

和法向量的方向点Ⅳ=(魄ny刀：)r在主轴／z上，即∥砀=0、∥W=0。如图3-3

所示，／z是Z轴和法向量n定义的平面和无穷远平面rt。ge交线。由于摄影变换

35
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K保持了点和直线之间的关系，因此在图像平面上点6和点Ⅳ仍在直线p上。

但在图像平面上丘不一定是二次曲线佥的主轴。

命题3．4直线夕关于二次曲线壶的极点在直线丸上。

无穷远平面n。。上的直线％=【0 0 1】，经过矩阵K变换到图像平面上的直

线丸。直线丸=Io 0 l】r，当且仅当矩阵K是仿射变换。直线丸是无穷远平

面n。和图像平面ni哗的交线【Semple and Kneebone，1952]。直线V与直线∥的

交点为￡，直线‰与直线∥的交点为从这两个点被投影到了图像上的点三和衍，

而经过矩阵K的变换之后，仍为图像上对应直线矿与直线p，直线丸与直线p的

交点。主轴∥是二次曲线Q的一条直径，根据文献,[Semple and Kneebone，19521

中直径的定义，主轴∥关于二次曲线Q的极点在无穷远直线‰上。极点／极线关

系式在射影变换下的不变量。

从上文的研究中，我们已经得到了O=(O 0 1)7’、法向量的方向点Ⅳ=(墩

协绝)7’，以及无穷远直线‰=【0 0 l】r、主轴∥=【一砂墩O】，还有二次曲线

Q的表达式(3．7)。从式(3．20)de可得平面n的地平线万=QD。直线万与直线∥的

交点为三=∥^万=(一吃％-nynz《+嘭)2，直线‰与直线∥的交点为M=

∥^瓦=(做b 0)7’。计算点从0关于点N、三的交比

似0；Ⅳ，三)--纛n-=一taIl(口)2 (3．22)
玎：十

其中a在式(3．15)中定义。射影变换不会改变交比的值，因此在图像平面上，直

线p上的四点衍、6、对、三的交比仅与平面II与平面xowY：L l甘q的夹角有关。

{衍，6；费，三)=一taIl(a)2 (3．23)

命题3-5在图像平面上，直线p经过二次曲线佥的中心e

点C是无穷远平面n。上二次曲线Q的中心。根据二次曲线中心的定义，点

C是无穷远直线％关于二次曲线Q的极点。极点／极线关系在摄影变换下保持不

变。点C在图像平面rlimage上的投影点e满足
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仑=壶’丸 (3．24)

由于主轴∥经过点C，因此点0必然在直线p上。

我们已经得到了点O、L、N和C的坐标，计算交比{O，L；N，C)=善2。交比

是摄影交换下的不变量。在文 [Barreto and Araujo，2002】中最早证明了如下命题

命题3-6在图像平面上，直线丘上的四点6、三关于对、仑的交比是一个常

数 ．

{6，三；力，o)=孝2
这一不变量对于任何一种类型的镜面都成立。

3．2．一组直线在三个平面上的投影

(3．25)

不失一般性，如图3-4所示，假设三维空间中的平面n1、n2和兀3经过有效

视点O肋三个平面的法向量分别为nl、n2和n3，并且三个平面共线，交于直线

BF。三个平面与单位球相交于三个大圆，三个大圆在无穷远平面上分别投影为

二次曲线Q卜Q2和Q3。二次曲线Q卜Q2和Q3相交于点三l和三2。平面兀l、n2

和n3包含了三维空间中的三条直线确、砭和而。平面n卜，n2和n3上的任意直

线都可以满足，它们在无穷远平面上二次曲线交于两点。曲线和曲线的交点在摄

影变换下保持不变，也就意味着无穷远平面上的交点经过矩阵K投影到图像平

面后，二次曲线盎，、盎，和盎，仍旧相较于两点三和厶。

图3．4一组直线在无穷远平面的投影
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3．2．1．平面上一组直线的相互关系

为了简化研究对象，我们假设平面Ⅱl、n2和n3上的直线万l、砚和乃在同一

平面n4上，如图3-5所示，乃=YIl AYl4、％=Ⅱ2 AI-14、乃=Y13 AYl4。此时，

有如下命题

命题3．7直线，r卜砚和砀之间的关系可能是两两平行或者三条直线交于一

点三。

在下文中，我们对直线之间的关系进行分类讨论。

1．直线石卜恐和乃之间相交于一点

若直线厕和交线BF相交于点工。因此点三既在平面n1上也在平面n2上，

即L∈吒∈nl，L∈BF∈112。假设直线砚和交线BF相交于点L’。因此点￡’既在

平面nl上也在平面n2_l：，即L’∈％∈n2，L’∈BF∈IIl。假设直线石l和直线砚

相交于点工”。因此点L”既在平面n1上也在平面n2上，即L。∈万l∈兀l，

L’∈乃∈n：。直线即是平面兀l、1-12的交线，因此平面Ⅱ1、n2的公共点必然在

图3-5平面与平面的交线
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直线BF上，即L。∈BF。由此可知，点上”是直线7Cl、砣和肝的公共交点，即

直线万l、砣和BF三条直线共点，点三、三，和三。三点重合。同理可得，直线确、

而和BF相交于点三。因此，直线确、砣和而三条直线共点。

2．直线确、砚和而之间两两平行

若直线霸和交线盯是两条平行直线，即两条直线的交点在无穷远处，记为

三。参考上文的推导过程，我们可以得出结论，在齐次坐标系中，直线万1、恐和

恐三条直线共点，相交于无穷远点三。在笛卡尔坐标系中，直线万卜砭和而三

条直线两两平行。在图像平面上，直线万l、死和而的投影，二次曲线壶，、壶：和

盎，相交于两个公共点三和厶。

由此可知，我们得到如下结论。同一平面上的一组直线，当且仅当它们是平

行线或者共点直线时，直线在图像平面上的投影二次曲线相交于两个公共点。

3．2．2．图像平面上点、直线和二次曲线之间的约束

在本节中，我们将结合3．1．3节和3．2．1节得到的若干命题，从无穷远平面出

发，讨论图像平面上点直线和二次曲线之间的关系。

在图3-6中，平面n卜n2相交于点B和点F，在无穷远平面n。上投影为二

次曲线Ql和Q2。平面n是经过盯两点的大圆所在的平面。大圆距离无穷远平

面的最近点为凡最远点为B。平面n与图3．3中的平面兀类似。平面n在无

穷远平面兀。上的投影为二次曲线Q。退化的二次曲线不在考查范围内，因此，

三维空间中的直线所在的平面兀卜n2和Z轴不共面。直线BF交无穷远平面n。

于点￡。平面①经过原点D缈，并且垂直于直线竹。平面n卜n2和n的法向量

在平面西上。平面m与无穷远平面n。相交于直线呀。平面nl、兀2和兀的法向

量与无穷远平面风分别相交于点Ⅳ1、Ⅳ2和Ⅳ。点Ⅳ1、Ⅳ2和Ⅳ在直线叩上。

每个大圆与透视中心倪构成了一个顶点在仉的圆锥，与无穷远平面n。相

交于二次曲线。所有的二次曲线相交在两个公共点工1和如。点￡1和如是单位球

上的点，和B的投影。经过这两个点的直线为／z=厶A厶。

二次曲线Ql和Q2在度量平面nⅣ上被投影为二次曲线Q：和Q：，在图像平

≮。．
．五；：。，油’
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面nf哗上被投影为二次曲线壶，和壶2。点Ll、L2、三、Ⅳl、飓和Ⅳ在量平面n肘

上被投影为点厶，、互、￡’、吖、职和N’，在图像平面n栅哪上被投影为点厶、

厶、三、前。、天}2和对．射影变换K保持了点和线之间的关系。

命题3-8点厶、i2是图像上的二次曲线Ql和Q2的公共点，而且主点6和点

丘、三2在同一直线上。

平面人经过点B、F和透视中心Dc已经有效视点O肌射线OcB、OcF在平

面人上，平面人与无穷远平面n。的交线为∥。射线Oc O∥也在平面人上，交无

穷远平面兀。于点O。点O在直线∥上，并与上卜L2共线。以上关系在图像平面

Ⅱ。一同样成立。因此，点厶、厶是图像上的二次曲线Q1和Q2的公共点，而且

主点6和点厶、厶在同一直线上。

命题3-9若二次曲线盎。和△：相交于两点厶、三2，则主点6分别关于二次曲

线盎。和盎：的极线嘎和吱于过点丘、厶的直线p相交于点三，即

三=p^哆(f=l，2) (3．26)

直线BF是平面Ⅱ卜H2和人的公共交线，而平面n1、n2和无穷远平面n。

分别交于直线Vl和v2。因此直线∥和直线1’l和v2相交在点L。根据公式(3．20)，

可知直线吃和吃是主点6分别关于二次曲线壶。和壶：的极线。因此，主点D分别

关于二次曲线盎。和盎：的极线吃和吱于过点丘、厶的直线p相交于点。

命题3-10在图像平面n，哗上，二次曲线盎。、盎：经过点厶、厶，则直线夕

关于二次曲线盎的极点在直线疗上，即

盎+乒∈毋 (3．27)

以上命题由Barreto[Barreto，2003】首先证明，本文简单引述如下。二次曲线

盎。、盎：和壶交于点厶、厶。直线卢经过点厶、厶。假设点矿是直线p关-y---

次曲线佥的极点，即矿=Q冶。直线矿是主点6关于二次曲线Q的极线。由于主

点6在直线p上，则点矿必然在直线矿上。直线矿与直线p相交于点三，交二次

柏



图3-6一组直线在折反射系统的投影

4l
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曲线盎于点j、歹。点矿和直线p为极点／极线的关系，因此点对{j，刁和{三，矿)成

调和比，即{j，z三，刁=一1。直线护是平面n在无穷远平面n。上的交线V的投影。
平面西和直线BF正交并交无穷远平面rl。于，7。因此，如果绝对二次曲线被投

影到壶。，则点三和直线磅关于二次曲线盎。成极点／极线的关系【Hanley and Zis．

scrman，2000]。直线矿和二次曲线壶。、盎相交于相同的两点j和夕[Semple and

Kneebone，1952]。假设直线伊和直线毋交于点它。由于点三和直线纾关于二次曲

线壶。成极点／极线的关系，则点对{j，刁和{厶霞)成调和比，即{j，歹；三，应)=一1。

因此点矿和点霞是同一个点。因此，二次曲线壶，、壶：经过点厶、厶，则直线p

关于二次曲线壶的极点在直线毋上。

命题3-11若投影矩阵K是仿射变换，则在图像平面n概孵上，点0和二次

曲线的两个交点厶、三：的单比满足

{厶，厶；仑)=一l (3．28)

令点，=以匆劲丁，其中《+，；+譬=1，则直线盯在无穷远平面Ⅱ。上的交

点的坐标为三=(&知D7’。平面m和直线盯正交并交无穷远平面H。于直线叩。

点三和直线磅关于二次曲线盎。成极点／极线的关系

r／=f2。三=[t‘乞]， (3．29)

单位球上两点B和F被投影到无穷远平面n。上的点L卜L2

厶=(L 0乞+孝)r (3．30)

厶=(‘0之一善)r (3．31)

直线／z=【厶 1 o】丁交无穷远直线‰=【o 0 l】7’于点M=以知O)0交直

线叩于点N

N=卜t3z—l疋l：+l诗 o。32)

根据二次曲线中心点的定义【Semple and Kneebone，1952]，点C是无穷远直线‰

关于二次曲线Q的极点

正’
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c=Q‘瓦=(饥协名一孝2)7’ (3．33)

我们已经得到了点三l、三2和C的坐标，点对关于点C的单比{厶，L2,C)=-1。单

比是仿射变换下的几何不变量，因此，在图像平面n，哗上，点仑和二次曲线的

两个交点厶、三2的单比保持不变。

命题3-12在图像平面上，点0和直线丘和二次曲线直径的交点
‘

e=力^(壶，詹)，i=1，2 (3．34)

点对{c，M)关于点对{厶，L2)成调和比。点肘在无穷远直线％上，根据二次曲线直径

的定义，直线Q朋是二次曲线Q的直径，其中声1，2。点C是直线Q彬和直线∥的交点。

在射影变换下，以上的关系保持不变。 ．

··

3．2．3．度量平面上点、直线和二次曲线之间的约束

如图3．4所示，点Dc和平面n上的大圆决定了圆锥Q。考查度量平面上的

二次曲线Q，，单位球到度量平面的投影矩阵

Q=PrQ’P=

0 0 oq
l

Z 0 0 1
0善0j

aIt b蹙d{e a专{：

b甓 c￡皂fe e鼍fe

dye 龟{e fI ft号

d专fe d善fc f＼专ft芎2

(3．36)

点仉和点B、F是图3-4中所有圆锥Q，的公共点，因此，直线OcB和OcF是．所

有圆锥Q。的公共母线。点F处的切平面

T，=Q，F=

dttll★bttl，七at{3z★d嚣le

bt{：l。七cttl。★2l{≥l★e专{e
dtlIl★el{≥，’拜z★瑶

d酵3l’elj≥，★辩lz+／91

切平面方程的前三项即为切平面T．的法向量方向

(3．37)

Z
O

O-．．．．．。．．．．．．。．．．．．．．．．．L

=P

锥圆得可此由
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由此，我们得到度量平面上是如下命题

(3．38)

命题3．13直线OcB直线OcF和每一个圆锥Q，在点F处切平面T，的法向量

n，·6。B=[乞主孝]r(囊兰委零][之至善]=。 c3．39，

n，·c。F=[乞：：：Ix孝]r[荔三要零][乞兰孝]=。 c3．4。，

3．3．小结

本章首先讨论了，三维空间中的直线所在的过单位球球心的平面，这些平面

在单位球上的大圆相交于两个公共点，若三维空间中的直线在一个平面上，那么

这些直线之间的关系，或者相互平行，或者相交于同一个公共点。而后，我们从

大圆在无穷远平面上的投影二次曲线出发，讨论了大圆所在的平面与无穷远平面

的交线，大圆所在的平面的法向量所组成的平面与无穷远平面的交线以及大圆所

在的平面公共交线在无穷远平面上的投影。从极点／极线的关系，推导出了上述

交线关于二次曲线的极点，和主点关于二次曲线的极线，并且探讨了点、线和二

次曲线直线的约束。最后，我们又在基于度量平面的三维空间坐标中，研究了以

透视中心为顶点的圆锥的公共母线，以及过公共母线的切面之间的约束关系。在

后面的章节里，我们将把以上所讨论的约束应用到以直线拟合为基础的标定算法

中，即平行线标定法和共点线标定法。

正C

蟛睡倍

+

+

+．t-厶．，：无兀翻班帆岘

+

+，，≯职职班肌以毗
吒虻
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4．使用直线标定单视点折反射系统

前一章节研究了折反射系统中二次曲线和直线的性质，这些性质在无穷远平

面、度量平面和图像平面上保持一致。空间中的直线被投影到图像平面上的二次

曲线。在使用直线的标定中，我们需要计算直线和二次曲线，二次曲线和二次曲

线的交点。本章首先提出了二次曲线交点的计算方法，然后研究了从稀疏的点拟

合二次曲线的算法，特别是当稀疏的点只分布在二次曲线的一部分时，各种拟合

算法的效果。在此基础上，我们提出了平行线的单图标定方法和共点线标定方法，

分别解决当镜面类型已知和未知情况下，折反射系统内参的估计算法。最后，本

章给出了两种算法使用仿真数据和真实图像的标定结果。

4．1．二次曲线的交点

Q=㈧ ⋯?

l fc-e2 ed—bf be-cd l
甜=l ed-bf af-d2 bd-ae l (4．2)

I be-cd bd-ae ac-b2 I
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如果Q是满秩的，则Q’=det{Q}fl～。

对于一个3xl的向量a，我们用符号【a】。表示向量a所对应的3x3反对称矩

M=髓÷] ㈤，

有上式可知，反对称矩阵满足【a】：=一【a】。。反对称矩阵可以表示两个向量a和b

a^b=【a】。b (4．4)

4．1．1．直线与二次曲线的交点

直线与二次曲线的交点分为三种情况：直线与二次曲线交于两个不同的点，

直线与二次曲线交于两个相同的点，直线与二次曲线没有交点。如图4．1a所示，

直线万和二次曲线Q交于，、，两点，图4．1b和图4．1c表示了直线万和二次曲

线Q交于两个重合的点和没有交点的情况。

从直线上任取两点M和Ⅳ。直线上的任意一点可以表示为

P(五)=丑+名罡 (4．5)

当点A=0时，点尸在点户l处；当点A=∞时，点尸在点尸2处。尸是直线石

和二次曲线Q交点也就意味着点尸在直线7t"上，也在二次曲线Q上

尸(五)，ne(x)=o (4．6)

将式(4．5)带入式式(4．6)之后，我们得到了如-FN=次方程

昱7’Q最五2+2号rQ昱五+暑r咄=0 (4．7)

令

△=(丘7’Q￡)2-P,rrip,·罡7’Q罡 (4．8)

直线万和二次曲线Q交点
’

髂主：鬈 ㈤，
【户．=丑+以最 一。



浙江大学博士学位

(b)直线与二次曲线交于一点

(c)直线与二次曲线没有点

47
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图4．1直线与二次曲线的交点

当(4．8)式大于0时，点矿、点尸是两个不同的实点；当(4．8)式等于0时，点

，和点F重合；而当(4．8)式小于0时，点矿、点，是两个不同的虚点，即在实

数平面上没有交点。

以上的解对于退化的二次曲线一样成立。若二次曲线Q的秩为2，则二次曲

线Q可以表示为

Q=砌7’+耐7’ (4．10)

(4．8)式在这种情况下，A=((，≯1)7’(肌7'P2)—(坍’1)r(，7如))2>10，则直线it"和退化

二次曲线Q至少有一个交点，或者两个不同的交点，包括无穷远点，即直线石

和退化二次曲线Q中的一条直线平行。若二次曲线Q的秩为l，则二次曲线Q

可以表示为

Q=／／r (4．11)

(4．8)式在这种情况下，A=0．则直线石和退化二次曲线Q有一个交点，包括无

穷远点。 ．

4．1．2．二次曲线与二次曲线的交点

一般情况下，二次曲线Ql与二次曲线Q2交于不同的四点矿、尸+．、P+和

，，如图4-2所示。椭圆曲线族QO)是由二次曲线Ql与二次曲线Q2线性组合的

有限集合。

Q(允)=Q。+胞2 (4．12)

勰
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图4．2二次曲线与二次曲线的交点

如果点P是二次曲线Q1、Q2的公共点，即尸砸lP=0、prn2P=0，则对于任意

的A，点尸都在Qn)上，即PrQ(2)P=0。一对二次曲线总相交于四点，这四个

点可能是实点也可能是虚点，可能重合也可能不重合。在图4．3中给出了四种退

化的情况，图4．3a四个交点中，两个是实点，两个是虚点：图4．3b四个交点都

是实点，其中三个实点重合：图4-3c中四个交点都是实点，其中两个重合；图

4．3d中四个实交点重合于一点。图4．2和图4．3中所示的各种情况，二次曲线Q】

和Q2的组合满足一个退化的二次曲线，即Qp)是两条不重合的直线或者两条重

合的直线，即二次曲线族Q以)不满秩。由此我们得到如下方程

det(f2(2))=det(1+2．02)=0 (4．13)

我们用符号Q“表示矩阵Ql的f列，将(4．14)式展开后，我们得到了以五为未知

数的三次方程(4．15)。求解三次方程，并取实数解代入(4．13)式，得到退化的二次
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图4．3二次曲线与二次曲线的交点的退化情况

曲线Q(D。而后根据(4．11)式和(4．12)式将退化二次曲线分解为两条重合或者不重

合的直线。二次曲线和二次曲线的交点转化成为直线和二次曲线的交点，根据上

一章节推导，即可求得直线和二次曲线的所有交点。
’

det(f21)五3

+det(￡EQ∥q刀Qj搬p％∥qj，黔q刀q，酵2 ㈣
+det(I-Q1．1，Q2．2，Q2，3]+【-Q2’l，Ql'2，Q2’3]+[Q2'l，Q2’2'Q1，3])力
+dct(Q2)=0

若二次曲线中的一个是退化的二次曲线，则直接将退化的二次曲线分解为直

线，然后求解直线和二次曲线的交点。以上方法对图4．2和图4-3所示的各种情

况都适用。图4．3a、图4．3b、图4．3d中二次曲线Q1与二次曲线Q2组成的二次

曲线族Q(U是秩为1的退化二次曲线，图4-3(c)中二次曲线Q1与二次曲线Q2组

成的二次曲线族Q(柚是秩为2的退化二次曲线。

4．2．从离散点拟合二次曲线

二次曲线表示为3x3的对称矩阵Q(如4．1式)。由于二次曲线在投影空间P2

有5个相互无关的自由度，很自然地，二次曲线可以表示为P5空间里的一个点。

另一种参数化二次曲线Q可以表示为

一

ro=(a b c d e／)7’ (4．15)

在Ps空间中的二次曲线表示方法在二次曲线拟合算法中非常适用。二次曲线拟

合算法在一定的度量约束下确定一条符合数据点的最佳二次曲线。研究人员发表

了许多种根据点的坐标拟合二次曲线的算法【Bookstein，1979][Porril，

1990][Taubin，1991][Kanatani，1994][Fitzgibbon et a1．，19991。各种算法的优化准则

有所不同，即代价函数和度量方式所有不同。本节回顾了几种流行的二次曲线拟

合算法，并且针对本文的应用情况，仅根据少量的点拟合二次曲线的情况下，比

较了各种方法的优劣。
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4．2．1．归一化最小二乘算法：基于几何距离

考查同一平面上的一组点集{xf=∞")勺，任意两个点不相同，其中，=

l，2⋯M∽房5)。某个点墨的几何距离定义为 t

嘭=口(xf)=ag+2bx,y,+9彳+2历q+2eyf+，，i=1．．．M +(4．16)

若点x，在二次曲线上，则相应的几何距离为零。
’

所有点集{xf)中的点组成了一个Mx6的矩阵A(如4．18式)。所有点和二次

曲线的几何距离向量表示为似l a2⋯aM)丁=Am。如果点集中所有的点都在

二次曲线上，矩阵A的秩为5，向量CO是矩阵A的零空间。

A=

# 2毛咒 衍2五 2咒1

《 2x2Y2 元2x2 2Y2 1
● ● ● ● ■ ●

： ： ： ： ： ：

矗2xMyM亢2xM 2Yu 1

(4．1 7)

假设二次曲线上的点的数量大于5。一般情况下，在存在噪声的数据中，矩

阵A的秩是6。如果矩阵A是满秩矩阵，那么方程Am=0的唯一解只有一个平

凡解CO=0。拟合二次曲线的常用方法是最小化几何距离的平方和。因此，我们

得到了一个代价函数
‘

¨

占(缈)=∑群=矿A7’Am (4．18)
i=1

显然，平凡解CO=0是代价函数￡@)的全局最小值。为了避免平凡解，我们

必须约束CO的取值。

在归一化最小二乘算法 [Papoulis，1965]，向量CO被约束为归112=l。经过约

束后的代价函数

E=][Aa,112-五(114-1)=缈7’ArA缈一五(彩r彩一1) (4．19)

其中A是拉格朗日乘子。对向量CO求导数之后，我们将上面的最小化问题，转

变成为特征向量的问题

V。E=0

2A7’Am—M缈=0

ArAm=A彩 (4．20)

51
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最小化代价函数E的向量COmi。就是矩阵A呱的特征向量中对应于最小特征值的

特征向量。

4．2．2．Bookstein算法：基于几何距离和二次曲面约束

二次曲线可以理解为二次曲面在某个平面上的截面。二次曲面约束是指二次

曲线所在的二次曲面在无穷远平面上投影。因此基于几何距离和二次曲面约束的

曲线拟合问题可以表示为

咖占=IIA缈112,缈7Cco=p (4．21)

其中矩阵C是针对系数a，b，C的二次曲面约束。Bookstein文献[Bookstein，1979】

中指出上述的最小化问题可以表示为拉格朗日乘子法的问题，然后作为特征向量

的问题来解决。[Bookstein，1979]中，作者取声=l和

C=

2 0

O l

0 0

0 0

O 0

0 0

0 0

O 0

2 O

0 0

0 O

O 0

0 0

O 0

0 0

0 O

O 0

0 0

E=llA60112一力(缈7’Coo—1)=c07A7’AaT-2(彩丁Coo-1) (4．22)

同样对上式求导数

{ArrA西_o=2∞
‘

．(4．23)
I缈7’c国=1

、 7

冬"-D---A_，将矩阵。分块表示为4个子矩阵。=[是竺]，每个子矩阵的大

小都是3×3。同时将矩阵c也分块表示为4个子矩阵c=[基暑]，每个子矩阵
的大小都是3×3。向量∞也相应地分为两3×1向量缈=[脚j国；]r。首先求取前
三个系数。此时我们需要求解如下方程的特征向量

c『t(日一岛巧1D3)q=弛 (4．24)
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则向量09也可以求得

如此便完成了(4．24)式的求解。

哆=一历1q国l

4．2．3．近似均方算法：基于近似均方距离

(4．25)

Taubin在文i献[Taubin，1991】中进入了近似均方距离(Approximate Mean

Square)的概念。Taubin提出的二次曲线拟合算法在如下约束下最小化几何距离

国r(A，TA，+AyTAy)国=l (4．26)

其中A蕾和A岁是矩阵A关于x，Y的偏导数。

A，=

2xa

2恐

2xu

2Yl

2)2

2Yu

O 2

0 2

： ：
● ●

O 2

0 O

0 0

： ：
●

●

0 0

，A，2

0 2xa

0 2x2

0 2xM

2M 0 2 0

2)2 0 2 0

2％0 2 0

利用拉格朗日乘子法，我们得到了代价函数

E=ta7ArAa，-2(to7’(A：A，+AyTAy)o,-i)

因此上述方程也可以转换为特征值问题

ArAa)---2(ArA，+AyrAy)彩

最小的特征值对应的特征向量就是待拟合的二次曲线参数。

4．2．4．统计偏差算法：基于统计距离

(4．27)

(4．28)

(4．29)

Kanatani X献[Kanatani，1994]、Porril在文献[Porril，1990]提出了一种算法

改进了归一化最小二乘算法。该算法计算了估计值的固有统计偏差，并从最小向

量中减去这一偏差。偏差的计算依赖于已知真实的最小值和噪声水平，因此该算

法通过迭代的方法直到预测的偏差在噪声意义下趋向于零。这种度量方式被称为

统计距离。当噪声在数据点周围球形分布时，估计值偏差的估计效果优于几何距

离下的估计效果。Kanatani提出的是一种基于张量计算的偏差校正算法，算法表

述比较复杂，由于篇幅的关系，具体细节请参考文献[Kanatani．1994]。值得注意

的是，该文献中的噪声水平更新公式应为

S3
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佧什瓦丽蠢钿
即文献【K锄at锄i，1994】中的21式。

4．2．5．直接最小二乘算法：基于几何距离和二次约束

直接最小二乘算法是一种特别针对于椭圆的算"法[Fitzgibbon et a1．，1999]。如

果被拟合的对象确定是椭圆，那么最合理的约束是判别式矿一4钟小于零。遗憾

地是，在不等式的约束下很难保证求得一个解。二次曲线的系数有一个自由度，

即二次曲线的系数同比例增加或减小时，对应的二次曲线不变。因此Fitzgibbon

简化了不等式约束，令4ac--b2=l，使得原来的不等式约束，成为等式约束。这

一约束同样可以表示成为二次曲面约束的形式∞7℃gO=1，其中

C=

0 O 2 0 O 0

O —l O O O 0

2 O 0 O 0 O

O O 0 O 0 0

0 0 0 0 0 0

0 O 0 O O 0

(4．30)

于是，曲线拟合问题转化为在一足约束条件’F的最小化I司题

I啦Pg=0A国112，国7c缈=l(4．31)

引入拉格朗日乘子A，得到方程

E=IIA国112-a(颤orc国一1)=国7’A7’A缈一五(国7’Coo-1) (4．32)

然后对两边求导数

A7’A彩=五C功 (4．33)

国7’Co)-1 (4．34)

然后就可以求解上面的特征值问题。若某一对(五，d)是(4．34)式的解，我们可以找

驴他协胨=压⋯⋯㈣钠。
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4⋯2 6梯度权重最小二乘算法：基于梯度权重

一般认为，不同点的噪声相互不相关。对于所有的点使用了相同的处理算法，

因此，可以假设对于所有的点而言，噪声是个常量。假设对于某个点曷=∞蝴r

而言，它的噪声可以假设为零均值的高斯噪声，相关矩阵为2x2的对角阵cr2I。．·

所有点的噪声被假设为独立同分布。数据中的噪声影响到几何距离的度量。根据

(4．17)式中几何距离的定义，噪声对几何距离嘞的影响如下

酽=㈣2+嘲卜 ㈣
最4,--乘估计器的思路一般是估计一组二次曲线参数∞，使得lA∞I最小化，

其中A在(4．18)式中给出。文i献[Papoulis，1965]iJE明了如果方程仅l_0(4．18)有相

同的方差而且统计无关，则归一化最小二乘算法在最小化相关矩阵的情况下，给

出了参数∞的最优解。如(4．36)式所示，点x，的拉普拉斯函数决定了几何距离啦

中噪声的方差。由于方程中的方差不是常量，因此归一化最小二乘算法不能给出

一个最优解。估计值是一种统计意义上的有偏估计【K锄at柚i，1994]。为了使得方

程的方差为常量，有效的方法是几何距离嘞除以它的梯度。最终的代价函数如

即)2善商t,ax,j备．,ay,j● ●

(4．36)

最小化(4．37)式的代价函数不能通过像前面归一化最小二乘、近似均方误差

等算法中讨论的特征值的方法求解。(4．37)式是非线性函数，因此最小化代价函

数的问题，没有一个闭合形式的解，需要使用迭代形式的梯度下降法比如

Gauss-Newton或者Levenberg．Marquardt等算法求解。

4．2．7．算法性能比较

本节评估和比较了之前章节进入的二次曲线拟合算法：归一化的最小二乘算

法、Bookstein算法、近似军方误差算法、统计偏差算法、直接线性二乘算法、

梯度权重最小二乘算法。下文我们用LIN算法、BOOK算法、AMS算法、BIAS

55
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算法、B2AC算法、GRAD算法分别对应以上的算法。

本节使用仿真数据测试以上算法的性能。我们在二次曲线上等弧度地取120

个点。每个采样点叠加均值为零方差为盯的二维高斯白噪声。不同的估计器处理

同一组采样数据。二次曲线的中心和长轴的方向与真实值相比较。在实验中，分

别增加噪声的方差和减少数据点占二次曲线的比例，生成不同的测试用例。同一

组仿真数据由不同的估计器处理，运行100次求取平均值作为一组仿真结果。

图4-4表示了当方差盯=12个像素，仿真点占整个二次曲线的比例为l时的

仿真结果。图中黑色点表示仿真点，绿色曲线是二次曲线的真实值。从图上可知，

当完整的二次曲线上的点作为拟合的输入值时，噪声对拟合结果影响不大。当在

二次曲线在图像上可见比例减少时，拟合的结果逐渐变差。如图4．5所示，可见

的二次曲线上的点从80％减少到50％，这个算法拟合效果的差异逐渐显现出来。

当可见比例为80％(图4-5a)至0 70％(图4．5b)时，各种算法的几何效果没有太大的

差异。当可见比例为60％时，拟合的二次曲线从外到内依次为LIN算法、BIAS

算法、AMS算法、GRAD算法、B2AC算法和BOOK算法，其中后三种算法的

拟合结果比较接近真值。当可见比例为50％时，拟合的二次曲线从外到内依次为

LIN算法、AMS算法、BIAS算法、B2AC算法、GRAD算法和BOOK算法，其

中AMS算法、BIAS算法、B2AC算法这三种算法的拟合结果比较接近真值。由

实验结果可知，拟合的效果随着二次曲线可见比例的减少而逐渐变差。

同样，当二次曲线的可见比例固定时，噪声的增加对拟合效果的影响也非常

明显，如图4-6，特别是当可见比例比较小的时候。在图4-6中，二次曲线的可

见比例为20％，只有一小部分的二次曲线在图像上可见，叠加在每个点上的高斯
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图4．4．噪声存在时的二次曲线拟合结果

白噪声分别为仃=1个像素(图4．6a)、tlr=2个像素(图4-6b)、盯=7个像素(图4．6c)、

盯=9个像素f图4．6d)。当∥=1个像素时，LIN算法和AMS算法的拟合结果基

本相同，BOOK算法、B2AC算法和GRAD算法的拟合结果接近。随着噪声的

增加，LIN算法、AMS算法和BIAS算法拟合的椭圆逐渐增大，而其他几种算

法拟合的椭圆逐渐缩小。当噪声进一步增加到盯=7个像素和9个像素时，所有

的拟合结果都收缩到很小的范围LIN算法、AMS算法、BOOK算法、BIAS算

法和GRAD算法的拟合结果都有超出真值的边界的趋势，而B2AC算法的拟合

结果一直比较好地限定在真值的边界也就是绿色曲线的范围内，这可能是因为

B2AC算法是一种完全针对于椭圆拟合的算法，而其他几种算法的约束更加地一

般化，只针对一般的二次曲线。在前文3．1．2节的讨论中，我们知道，折反射图

像上的二次曲线在比较多的情况下是椭圆，特别是当f接近于l时。从定性分析

的角度而言，图4．5和图4-6很明显地显示出B2AC算法对拟合椭圆有更好的效

果。
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(a)80％

／

(c)60％

(b)70％

F墨谲]

r慧l
l=：畿{
!：篓竺}

(d)50％

图4-5．仿真点占整个二次曲线不同比例下的拟合结果

、‘1～Ⅷh一一，。_，
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／

(c)仃=7

图4．6．可见比例为20％时，

／／一，，“7一～、。菇圈，’ 、⋯
／ 一j、———————一
／■F、w

—j／． 奠{

(d)仃--9

噪声的变化对拟合结果的影响

珥，B静霸占曩十二旋囊避躬比饲

图4．7．中心点与真实值的差异

翟羹胃巴-
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碍只酊曩d一个=识冀或盯圪群

图4．8．主轴方向与真实值的差异

接着，我们从定量的角度比较各种算法的效果。我们取定了噪声水平盯=3个像

素，改变二次曲线在图像上的可见比例，每组实验结果是100次实验的平均值。

然后，我们比较了各种估计器估计出来的二次曲线的中心点(图4．7)和主轴与X

轴的夹角f图4-8)-与真实值之间的差异。图4．7中，对中心点的估计结果，BOOK

算法和BIAS算法的效果优于其他几种算法，而LIN算法的效果最差。这是因为

LIN算法的约束过于简单和一般化，因此拟合的二次曲线变化比较大。在图4．8

中，主轴方向的估计结果，当可见比例比较小时，各种算法估计的主轴方向和真

值都存在一定的差异，随着比例的增加，和真值的差异逐渐趋向于零。B2AC算

法特别针对于椭圆的拟合，因此能够比较快地和真值的差异趋向于零。LIN算法

和AMS算法的效果比较接近，BOOK算法、BIAS算法和GRAD算法的效果比

较接近。因此，从比较稀疏的点中拟合二次曲线，B2AC算法优于其他几种算法

的效果，更加详细的分析请参考文献[Fitzgibbon，1999]。

4．3．单视点折反射系统的单图标定方法

图4-9是使用折反射相机(图1．3b)拍摄的图像。折反射镜面的边界在图像上

投影为一个椭圆或者圆。在折反射系统中，有6个参数需要估计，包括像素的长

宽比，、斜率J、图像的中心点坐标(蜘，vo)、有效焦距石以及镜面的参数孝。本节

假设镜面参数已知，估计其中的5个参数：包括像素的长宽比，．、斜率s、图像



图4-9．单视点折反射图像

的中心点坐标(蜘，vo)、有效焦距石，讨论如何使用线性的方法求解以上参数，并

使用仿真数据和实际图像分析了算法的效果。相机本身的失真包含径向失真和切

向失真，由于反射面镜的对称性，径向失真会影响到镜面参数，因此，在实际图 鼬，
像中，我们预先对图像进行了矫正。

4．3．1．相机参数的初始化
嚣各气

度量平面上的二次曲线和图像平面上的二次曲线之间的关系，如(3．9)式所示。

g(3．9)式的两端左乘和右乘矩阵KM，我们得到 等‘’

Q’KMfiKM (4．37)

然后将上述式子展开，我们便得到了度量平面和图像平面上二次曲线各个系数之

间的对应关系

口7 2，．。a

b‘=rsIa+r毛

c7=s’2a+2s'／；+g-

d，=／-lt／oa+Ⅳ+力
(4．38)

P’=s’Uoh+Uog+S’％占+1lD6+s’0+吾

厂7=磊占+2‰％占+％占+2‰a+2％占+夕

其中s’=嘞。

如图4-9所示，镜面的边界在度量平面上投影为一个圆。假设镜面的边界在

6l
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度量平面上的二次曲线为∞=(口’b’c’d’P’力0则这些参数满足如下约束

fa7=c’

睫三 H39，

【P，：o
将(4．39)式代入(4．40)式，我们得到了像素的长宽比，．、斜率s、图像的中心点坐

标(蛳，Ⅶ)的初始化方程

，．：暖
， b
S 2一：

口

靛一葫
UO 2石glC万一D。

^^
^^

bd一越
vo 2石ac万一D一

(4．40)

文献[Ⅵng and Hu，2004】给出了度量平面上几个直线相关的几何不变量，其中一

个与有效焦距工有关，以上的不变量，对于所有直线投影的二次曲线都成立。假

设直线投影的二次曲线参数为q=(口；巧4 Z Z Z’r，因此我们得到石的

初始化方程

Z=

就此，所有需要估计的相机参数的初始化方程都已给出。

4．3．2．平行线在图像上的约束

(4．41)

在3．2．1节中，我们证明了一组平行线将在球面上交于两点。考虑到射影几

何的唯一性，一组平行线在图像平面上将投影为一组二次曲线，并且交于两点(图

4．101。在3．2．3节中，我们证明了一组平行线在球面上的截面圆与投影中心Dc

构成了一组圆锥，这组圆锥共享一个公共顶点0c以及两条公共母线OcB和OcF．

每个圆锥Qf经过点B和点，的切平面，这些切平面包含了公共母线OcB和OcF,

因此公共母线垂直于上述切平面的法向量，如(3．39)式和(3．40)式所示。



浙江大学博士学位论文 使用直线标定单视点折反射系统

图4-10．平面的法向量和公共交点

根据(3．29)和(3．30)式，公共交点￡l和三2在图像平面上的投影可得

弘(南玩十南帆忐z+％·)r ㈣

厶=(去坑+去m。去z+vo·)r H43，

在无穷远平面上三l=G知Dl其中艺+，；+芝=l，交点厶有可以表示为

厶=(cosOsin·p sinosin·p cos缈)7’ (4．44)

因此，交点Ll和三2有2个自由度(DOF)。如果有坍幅图像，就有2m+6个未知

数需要估计，包括2m个交点的参数和像素的长宽比，．、斜率s、图像的中心点坐

标(坳，vo)、有效焦距石以及镜面的参数孝。

(a) ． (b)

图4．11．平行线在图像平面上的投影
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如图4-9所示，每个大圆所在的平面，它的法向量nf_(cosOfsinef sinOfsin@f

cosec)r。将(2．17)式代入(3．8)式，我们得到

tan只=专
丛： 五 ：￡
％ cosS,tan仍d’

对以上两个式子整理之后，我们得到

q=一㈥

吧=一(盎]
由此，我们求得了向量m。所有的向量Ill，组成了矩阵

M==

n；

nj
：

交点，垂直于所有的向量n，，我们有如下方程

(4．45)

(4．46)

(4．47)

MF=0 (4．48)

当二次曲线的数量大于等于3时，M是一个满秩矩阵。(4．46)式是一个超定

方程，因此可以通过求解特征值和特征向量的方法求得。当二次曲线的数量为2

时，交点，是两个法向量的向量积

F=11l×n2 (4．49)

当图像没有噪声时，所有的二次曲线将交于两点．如图4．11a所示。然而，

在实际图像中，由于成像效果、角点提取等过程中的问题，图像中往往存在噪声。

这些噪声影响到二次曲线的拟合，假设有m条二次曲线，那么这些二次曲线至

多会有(j：，)个交点，如图4-lib所示。结合(4．45)式，3．2．3节中给出的两个约束(3．39)

式和(3．40)式包含了周期性的三角函数，这使得优化的过程成为非凸问题，可能

使得优化参数陷入局部最小值。为了加速优化的速度，我们需要引入额外的约束，

即公共点和所有二次曲线之间的几何距离

口(屯xf)=匆#+2毒薯只+色谚+2匆五+2毒乃+Z (4．50)
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对一副图像而言，我们需要最小化两个代价函数
、

一⋯rain一，l(n，qF)
(4．51)

p霉{，．刚o，vo，五，f}、‘。7

p={，，懋2。五埘口(匆丘)，口(龟三2) (4．52)

因此，理论上最少需要一幅图像，图像上至少包含两条直线的投影，便可以标定

出折反射系统的参数。该算法的流程如图4-12所示。

4．3．3．实验结果

初始化r,$Uo,vo,fe

上
求每条二次曲线对应的球体上

大圆平面的法向量n，，由两个参

数Oi和9，表示
’’

上
I求解一组法向量所在平面的法

向量，即球面上点，的坐标

I求每组平行线在图像平面上的

两个交点

上
最小化代价函数minniOcF和两
个交点与每条二次曲线的几何

距离a(oJi三1)、仅(蚴L2)

图4．12．基于平行线的单图标定算法流程图

理论上，标定算法总是能够很好地收敛到最优解。然而在实际图像中，噪声

和量化误差会造成角点提取的不准确，进而影响到二次曲线的拟合以后后面的标

定算法。在下面的实验中，我们假设镜面参数亡已知，所有有5个参数需要估

计：像素的长宽比，、斜率s、图像的中心点坐标(撕，vo)、有效焦距石。首先，我

们使用仿真数据，验证标定算法的有效性。

袈-州衅．
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4．3⋯3 1仿真数据

在仿真实验中，我们预设了如下参数作为真实值：，．=l、s=0、U0=500、vo

=500、．后=300．图像的分辨率设定为1000x1000，镜面参数设定为f=0．9。当镜

面参数f=0．9，投影二次曲线可能为椭圆、抛物线或者双曲线这三种类型的任意

一种。根据(3．7)式，b2一卯=l一善2一刀；<0时，二次曲线是一个椭圆。图像的法

向量和Z轴的夹角0S伊<79．04720。考虑到镜面的边界，在实验中，我们设定0

S9<200。因此我们使用了4．2．5节中的直接最小二乘法估计二次曲线的参数。

在仿真图像中，10个离散点表示镜面的边界，并且随机分布在整个边界上。

围绕Z轴随机转动并有随机扰动的角点平面代表标定板。每个标定板由4条线

构成，每条线由10个点构成(如图4．11b)，每个点附加了均值为0方差为盯加性

高斯白噪声。在仿真实验中，噪声的方差以步进0．4个像素从0到4个像素。每

组实验分别运行100次，求取平均值，结果如图4．13。图4．13aq分别显示了像

素的长宽比，、斜率s、图像的中心点坐标uo、有效焦距．石，由于Uo和VO的统计

结果十分相似，我们只给出了Uo的仿真实验结果。图4．13e．f给出了文献fBarreto

and Araujo，2002】中提出的算法的结果比较，这种方法至少需要两幅图像。从实

验结果中可知，参数的估计效果随着噪声的增加而变差。然而，实验结果并没有

因此图像数量的增加而有明显的变化，这可能是由于二次曲线是由一小段弧少非

常少的点拟合得到，因此二次曲线的不准确性影响到了非线性优化的结果。

4．3⋯32实际图像

在对实际图像的测试中，我们使用了双曲面镜．和Sonv XCD．SX910CR相机

的组合。从双曲面镜的参数中，可以计算出双曲线的离心率s=1．3017，从而得

到镜面参数孝=0．9662(http：／／www．neovision．cz／prods／panorami￡／h3s．html)。图像的

分辨率为1280x960。透视相机的镜头和成像系统本身存在失真，为了使得实验

更准确，我们预先对图像进行了矫正，去除透视相机的径向和切向失真，如图

4．14。图像的边界和角点被手动提出来，图4．15a．b显示了边界点提取和拟合的

过程，图4．15c．d显示了标定板上角点的提取和二次曲线拟合的过程。在实际操

作中，我们对边界点和角点进行了优化，只需要在一定范围内选择点，然后自动
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图4．14去除径向和切向失真后的图像

(a)

68

图4-15．标定和曲线拟合的过程过程
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(b)

图4．16．边界点和角点的提取与优化

一副图像 结果 方差

，． 1．01624 士6．1636x104

S 0．00744 ‘士2．3×10’2

(UO，VO) (636．7727，486．4721) (士4．1 289，4-3．8957)。

{e 335．1572 士3．4537

四副图像 结果 方差

，． 1．0002 4-9．7450x 1 0‘5

S 0．0147 士4．5×10‘3

(uo，vo) (635．5244，480．2509) (4-1．1578，4-1．1607)

{e 339．5925 ：tO．9399

表4．1．实际图像的实验结果

找到最优的边界点或者角点，如图4．16所示，点表示一开始选择的点，圆圈表

示优化后的结果。使用1幅图像和4幅图像的实验结果列在表4．1中。从结果中，

我们发现，随着图像数量的增加，计算结果的方差减小，这也就意味着优化的残

差减小。比较1幅图像的标定结果和4幅图像的标定结果，两者没有数量级上的

太大差异，也就说明我们提出的标定算法，在已知镜面参数的情况下，可以仅仅

依靠一副图像，就更够估计出相机的内参，即使二次曲线是任意的类型。在抛物

面折反射系统中，所有度量平面上的二次曲线都将是圆。在抛物面折反射系统中，

像素的长宽比，．和斜率s，使得度量平面上的圆在图像平面上成为椭圆。现今常

用的相机，它的像素的长宽比，．和斜率s已经比较接近理想值l和0，因此抛物

面折反射图像上的椭圆非常接近于圆，这使得二次曲线的估计变得简单而且鲁棒。
的
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4．4．单视点折反射系统的共点线标定法

在本节中，我们将尝试在估计相机内参的同时，估计出镜面的参数。因此，

我们需要估计以下6个参数：像素的长宽比，．、斜率s、图像的中心点坐标(1‘o，vo)、

有效焦距工以及镜面的参数f。同时，在本节中，我们将考虑镜头的失真。在文

i缺[Weng etal．，1992】中，作者将失真分为径向失真和切向失真，分别用多项式表

述
’

乞d=l+k,p2+乞p4+屯矿 (4．53)

屯=瞄当捌 ㈨4，

其中p=√x2+y2。因此，失真函数一共有5个参数k1、怒、乜、缸、砖。

4．4．1．共点线模板的引入

经过3．2．1节中证明，共点线是在图像平面上能够相交于两点的直线组。类

似图4．11，共点线在图像平面上也相交于两点(图4．17)。当图像上的点没有噪声

和量化误差时，共点线拟合的二次曲线和平行线相同；当图像存在噪声和量化误

差时，共点线的投影仍然保持了一个交点。在共点线的投影中，各条直线仍保持

一定的联系，在本节的后续章节里，我们将利用这种直线之间的联系，加强二次

图4．17．共点线模板的仿真图像
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(a) (b)

图4-18．共点线模板的图像

曲线拟合的准确性，从而增强相机参数估计的准确性。

我们设计了如图4．18a所示的共点线标定板。该标定板由一系列射线组成，

为了方便提取角点，我们仿照传统棋盘格标定板的形式。图像上公共交点的准确

位置对于共点线系统非常重要。我们增加了左下角黑色方格，方便公共交点的提

取。

4．4．2．相机参数的初始化

我们需要初始化以下参数：像素的长宽比，．、斜率s、图像的中心点坐标(蜘，to)、

有效焦距石以及镜面的参数己以及5个失真参数kl、扔、如、缸、砖。类似于4．3．1

节，我们初始化，．=1、s=0，使用镜面的边界初始化

镌一葫
Uo 2磊万nc—O‘

^^
^^

bd一琵
Vo 2石丽钟一D’

假设主点6在图像的中心。第三章证明了，在无穷远平面上原点0关于二次

曲线Qf的极线经过点L(图4．19)。这一性质在图像平面上同样成立。参考(3．20)

式，我们求得了点三在图像平面上的坐标

(壹。6)7’

(佥：6)7’

(盎，6)7’

L=0 (4．55)
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直线p经过点厶、三2、6和三，我们得到直线口=三^6。点衍是直线p和无穷

远直线丸--10 0 IIr的交点。根据定义，二次曲线壶，的直径是点心关于二次

曲线盎，的极线。考虑到(3．34)式，每条直径壶．昭和直线p相交于二次曲线点壶的

中心点e，如图4．19。由此，点0可得

(盎。衍)r

(壶：衍)7

(盎，衍)r

C=0 (4．56)

根据(3．33)式，点厶可得，即厶=2C一丘，得到了点三2之后，便可以重新估计每

条二次曲线盎，。此时，所有的二次曲线都交于两个公共点厶、厶。若二次曲线

Q经过点Ll、／,2，则直线∥关于二次曲线Qf的极线在直线叩上。参考(3．27)式，

直线纾是如下齐次方程的解

图4．19．共点线在无穷远平面上的投影



面上的对应点三’和Ⅳ7的笛卡尔坐标如下

肚呼-(竽 (4．58)

肛蚓MN‘-(_搀z一惫z]r ㈣
根据以上两个式子，经过整理之后，我们得到了焦距石的方程

细d (4．60)
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其中，括号中的除法表示向量的对应元素相除，然后求向量的各个元素的均值。

最后，参考(3．25)式，镜面参数毒可以求得，孝=√{6，三．府，o}。
考虑到镜面的对称性，我们将径向失真归并到镜面参数f中。因此，仅需要估计

切向失真参数蛔、七5，并把这两个参数初始化为零，即缸=0、砖=0。此时，我

们已经求得了所有参数的初始化值。图4．20给出了增加了公共交点的约束后，

二次曲线的拟合结果，已经标定过程中的关键点和直线的位置。

当／．-=0时，点三在无穷远处，值得注意的时候，公式(4．56)仍然正确。而点

对、0和点6重合，仍可使用上述的公式初始化相机参数。

4．4．3．共点线标定算法

在图像平面上，公共交点中的一个厶在我们的算法中预先得到。我们需要估

计另一个交点厶，并可以矫正二次曲线的估计参数。已知点厶和点0，就可以

求得点三2。所有的二次曲线盎，都应经过两个公共点，因此增加了点厶之后，二

次曲线佥。可以重新估计。而后，更新点三、e和直线p、疗的坐标。

74

图4．21．在图像平面上经过矫正后的参数点
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然而，点厶估计的坐标可能并不完全正确，因此我们引入了新的约束。在无

穷远平面上，直线O吧正交于平面A，同时对称轴OOc也垂直于无穷远平面n。。

直线叮垂直于直线∥，所以直线瑁垂直于平面A。这一性质在度量平面上保持不

变。因此，在度量平面上，直线，7’垂直于直线∥’

(K乞p)’Q。略纾=o (4．61)

其中Q。=diag[1 1 0】。

点厶在直线口上移动，使得(4．61)l撮zJ、化，同时也更新了二次曲线壶。的参

数。之后，点三、点力、二次曲线壶的中心点e被重新估计，镜面参数f和焦距

石也被更新。最后，角点被重投影到图像平面上，所有的参数{巧岛Uo,vo，石，蠡缸，

砖)经过全局优化之后，得到比较准确的估计值。

图4．21中，点E经过调整之后，点三的位置也随之调整。二次曲线壶。被重

新估计，直线p和毋渐渐趋向于正交。二次曲线壶，的估计参数相比于初始化的

时候，更加接近共点线所在的二次曲线。整个算法的流程如图4．22所示。 。．

图4．22．共点线标定算法流程图
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4．4．4．实验结果

在实际应用中，标定算法受到各种噪声，如系统噪声和量化误差等的影响。

基于直线性质的标定算法中，二次曲线的拟合受到最严重的影响。为此，我们设

计了特殊的共点线标定模板，共点线上的角点被检查和提取出来。在仿真实验中，

每条直线由10个点构成，每幅图像生成4条直线。如今的相机一般而言满足方

形像素的条件，因此我们假设斜率s=0。

文献[Barreto and Araujo，2002】中提供针对抛物面折反射相机的标定工具箱，

更够比较有效地估计抛物面折反射相机参数。同时，作者也提供了针对一般情况

的标定工具箱。但是由于负责的非线性优化和不准确的二次曲线估计，该工具箱

往往不收敛。我们的算法与文献[Mei and Rives，2007】中的算法提供的标定工具箱

做比较。该工具箱可以处理所有类型的单视点折反射系统，并且一般能够收敛。

4．4⋯4 1仿真数据

首先，我们在仿真实验中验证我们提出的算法的性能。在仿真实验中，折反

射系统的参数被设定如下：，．=l，s=0，uo=500，vo=500，石=300以及f=0．9。

图像的分辨率为1000x1000。二次曲线的拟合在标定算法中是非常重要的环节。

我们假设直线图像都是椭圆，因此我们使用了针对椭圆的二次曲线估计算法

[Fitzgibbon et a1．，1 999]。

仿真图像中，镜面的边界又10个点构成。4条直线组成了标定模板。在每幅

图像中，标定模板在边界内随机旋转和扰动。在每条直线上，我们旋转了十分之

一二次曲线上的10个点。然后加上均值为0方差为。的高斯白噪声。方差从0．5

个像素到4个像素，以O．5个像素为步进，图像的数量从2幅到6幅，以2幅为

步进逐次生成仿真数据。对于每种情况，我们都进行了1000次测试，并求得均

值和方差。

如图4．23所示，相机参数I／o、Vo、石、正和f的实验结果分别显示了各自的

均值和方差随着噪声水平和图像数量的变化。由图中可知，估计结果的方差和噪

声水平成正比而与图像数量成反比。均值背离真实值的幅度也有类似的性质。l‘0、

vo的均值较之其他三个参数收噪声的影响较小。这可能是由于可能是由于成像系
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图4．23．共点线标定算法的仿真实验结果



浙江大学博士学位论文 使用直线标定单视点折反射系统

图4．24．共点线标定模板提取角点

统的中心对称性，使得估计值比较鲁棒。图4．23f显示了，使用图像数量和参数

相对于真值的误差之间的关系。随着图像数量的增加，参数估计结果改善。

4．4⋯42实际图像

在实际图像的测试中，我们使用了双曲面镜．和Sony XCD．SX910CR相机的

组合。从双曲面镜的参数(http：／／www．neovision．cz／prods／panoramic／h3s．htnll)中，

参数 结果 方差

(uo，vo) (637．25，473．08) (士0．2126，士0．2617)

们，五) (333．63，333．09) (士1．2295，士1．1304)

孝 0．9617 ：tO．0032

(扔，缸) (O．0086,-0．0075)

(PⅣ，e0 (0．6 1 08，0．5560)

表4．2．共点线标定算法的实际图像测试结果

参数 结果 方差

(uo，vo) (639．37，474．92) (士1．6451，士1．3889)

(，i，正) (372．1 3，372．62) (士26．6492，士26．6576)

{ 1．1860 士O．1555

(岛，缸) (O．0133，一0．0129)

0。，Pv) (0．2138，0．1835)

表4-3．Mei算法的测试结果
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参数 结果 方差

(uo，vo) (639．1 6，474．92) (0．2556，O．32 1 4)

们，五) (323．45，325．25) (2．0346，2．1 168)

f 0．9481 0．0053

(k3，缸) (0．Ol 1 5，一0．0020)

p。，Pv) (0．7871，0．6813)

表4-4．使用共点线标定板的Mei算法的测试结果

Co)

(d)

(a)

(c)

(e)

图4．25．使用不同标定结果将折反射图像投影到立方体的展开图
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可以计算出双曲线的离心率￡=1．3017，从而得到镜面参数f=0．9662。图像的分

辨率为1280x960。相机的径向失真归入到镜面参数中，我们仅估计切向失真参

数缸和砖。我们分别在二次曲线上取7个点，图像边界上取6个点(图4-24)。我

们使用了5幅图像进行标定，参数的估计结果在表4．2中，其中(P纳ev)表示重投

影误差。文献[Mei and Rives。2007]提供的标定工具箱的参数估计结果列在表4．3

中，使用了10幅图像。我们对该工具箱做了修改，使得它可以处理共点线标定

板作为输入数据，实验结果在表4—4中。从表4．3和表4_4中，不难发现镜面参

数的估计结果影响到焦距的准确性，两者具有一定的正相关性。即使镜面参数的

微小变化也可能引起焦距估计比较大的变化。结果显示，使用共点线标定板的结

果由于使用传统标定板，而本文提出的分布优化的方法使得镜面参数更加接近真

值。

有许多种展开全景图像的方法，这些方法将球面映射到不同的面上，比如圆

柱面、立方体的6个面，立方体的4个面等等。我们使用的折反射相机，垂直方

向的视角为2120，我们将全景图像展开到立方体的5个面上：前、后、左、右、

下5个面，每个面的视场为900x900，如图4．25。图4．25b使用了表4-2的结果，

图4．25c使用了表4．3的结果。从图4．25b．c的图像中，当参数正确时，全景图

像上严重失真的曲线被矫正为直线，这验证了共点线标定算法的有效性。

4．5．小结

本章首先回顾了几种常用的二次曲线拟合算法，包括归一化的最小二乘法、

Bookstein算法、近似均方算法、统计偏差算法、直接最小二乘法、梯度权重最

小二乘法，而后以仿真实验验证和比较了各种算法的性能。通过实验，我们发现

直接最／j、--乘法的估计效果优于其他几种算法。在我们的应用中，需要在极少的

点中估计出二次曲线的参数，这些点仅分布在二次曲线的四分之一。由于镜面参

数的关系，’二次曲线又以椭圆为主，直接最小二乘法针对于椭圆，因此效果优于

其他算法。对于折反射系统中，除了传统相机的5个内参需要估计以外，还需要

再考虑一个额外的参数j即镜面参数。在更一般的模型中，还需要考虑成像系统

的失真。结合第三章的推导，我们分两种情况，提出了两种折反射系统标定方法。

当镜面参数已知时。我们利用了传统的标定模板，将平行线的约束引入到标定算

如



浙江大学博士学位论文 使用直线标定单视点折反射系统

法中，提出了平行线模板的标定算法，并在理论证明和实际数据两个方面，验证

了该算法最少需要一张折反射图像。镜面参数未知是更加普遍的情况，而且成像

系统也存在失真。我们引入了共点线模板，加入直线之间的关系作为约束，以此

优化二次曲线的估计，从而能够更加鲁棒地估计相机的内参和镜面参数。我们利

用仿真实验，考查了以上两种算法的性能，并且与现有的算法进行比较。最后，

我们将折反射图像展开到立方体的5个表面上，验证标定方法的有效性。

|锫

8l
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5．全景图像的场景与运动同时重建

在前面的章节里，我们分析和研究折反射系统的几何模型，提出了两种标定

成像系统相关参数的方法。为了使得折反射相机更好地应用到机器人导航等领域，

我们将在本章中，研究和讨论使用折反射系统实现运动和场景同时重建的方法。

本章首先列举了几种计算摄像机运动和场景重建的常用算法，在此基础上进行拓

展，推广了原有的算法，使得原有的线性解法可以应用到非线性的折反射系统中。

最后，我们使用图像序列验证了算法的正确性。

5．1．传统相机的运动与场景同时重建

假设空间中的一点X，用齐次坐标表示为4xl的向量。经过透视变换，空间

中的点被投影到某个平面上的点x，点x和点X之间投影关系表示为一个3x4

的矩阵P。

x=PX (5．1)

相机运动是一种单纯的刚体运动，因此，如果点x在归一化的平面上，则

P=【R t】

如果点x在图像平面上，在传统相机中，我们定义了一个放射矩阵K，从归一化

平面投影到图像平面则

P=K[R t】

在折反射系统中，非线性的投影函数将点X投影到图像平面上的点X，即

x=／(1R tlx)

为了简化问题，我们仅分析归一化平面到空间点之间的运动关系，即旋转和平移。

5．1．1．传统相机的对极几何

相机之间的运动仅有旋转和平移，如图5．1。假设相机C在坐标原点，则透

视矩阵P=fI o】，相机C’的透视矩阵表示为P’=限t】。空间中某一点X，在

相机C上投影为x，在相机C，上投影为x，。
82



浙江大学博士学位论文 全景图像的场景与运动同时重建

X

C’

x～【1 0]X

x’-JR t】x 。

～表示左右两边的向量相差一定的比例系数，图像坐标x=O Y 1)To点X和两

个图像平面存在一定的约束。点C、C，和X在同一个平面上，那么直线CC’、CX

(CX x C’x)·CC’=0 (5．2)

x吁(txR)x=0

向量积可以表示为反对称矩阵的乘积，即aXb=[al。b，上式重写为

x盯【t】x Rx=0 (5．3)

州。：心j斗
【·乞‘0 j

定义基本阵E=【t】。R。分解矩阵E可以得到旋转矩阵R和平移向量t。在文

i献[Ma．2003]，作者提出了一个分解基本矩阵E的方法。设

叱)=㈥
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(a)

仁：#豁剐 @4，

IcR：，t：)=(u-岛(一乏)∑Vr，u-之(一考)Vr)
。J。。’

5．1．2．传统相机的运动轨迹估计

由上一节的讨论可知，相机的旋转和平移通过分解基本阵得到，因此，求得

了基本阵也就意味着得到了相机的运动轨迹。本节我们将讨论针对传统相机的计

算基本阵的方法。

一个实数非零矩阵是基本阵，则矩阵E的秩为2，因此矩阵E的行列式为0

84
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lFaugeras，1 993]：

det(E)=0 (5．5)

EE7E—ltrace(EEr)E=0 (5．6)

(5．6)式包含了(5．5)式的约束。将(5．3)式展开后，我们得到如下等式

泓’置l+砂五2+皿3+∥’易l+∥’如+坞3+，乓l+少E2+岛3=0

对于一组输入点对，可以构造矩阵 ．

A=

五爿五爿咒墨粥爿五乃《“1一五五 五乃 咒五 粥乃 五 乃 墨 M

吃墨恐以此t躬必毛儿砭以l
； ； ； ； ； ； ； ； i

xi墨xi谚yi墨 yt谚毫y；墨谚。lxiXi xiyI yiXt ytyt xt yi xi yi

使得Ae=0，其中e=【巨。置：互，岛。％％忍。％岛，】r。。

5．1⋯2 1 8点法

(5．7)

当i=8时，输入数据是8个点对。矩阵A是一个8x9的矩阵。对矩阵A做

奇异值分解A=U∑v7’，向量e的解是矩阵V中对应最小奇异值的列向量。对向

量e重新调整之后得到矩阵E。 ．

8点法得到的矩阵E并没有完全考虑(5．5)和(5．6)式的约束。当成像系统己标

定时，矩阵E仅和旋转矩阵R和平移t相关。我们将矩阵E做奇异值分解E=

U∑Vr，将矩阵∑改为∑=diag[1，l，0】，从而强化了5．5)和(5．6)式的约束。

5．1．2．2．7点法

当净7时，输入数据是7个点对。矩阵A是一个7x9的矩阵。对矩阵A做

奇异值分解A=LrLVr，向量e的解是矩阵V中对应最小的两个奇异值的列向量，

记为el和e2。对向量e1和e2整理之后，得到矩阵El和E2。矩阵E是矩阵E1

和E2的线性组合

E=aE。+(1一口)E： (5．8)

考虑约束det(E)=0，将(5．8)式代入得det(E=aEl+(1-a)E2)=0。由于矩阵El

和E2已知，因此上式整理为关于变量a的多项式方程。解多项式方程可以得到
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变量a的解。多项式方程总有1个或者3个实数解，复数解被舍 [Hartley,1994]。

将a的解代回到等式E=aEl+(1飞)E2，我们得到一个或者三个可能的矩阵E

的解。

5．1⋯2 3 5点法

当净5时，输入数据是5个点对。矩阵A是一个5x9的矩阵。对矩阵A做

奇异值分解A=IYLVr，向量e的解是矩阵V中对应最小的四个奇异值的列向量，

也就是矩阵A的零空间，记为e1、e2、e3和e4。对向量el、e2、e3和e4整理之

后，得到矩阵El、E2、E3和E4。矩阵E是矩阵El、E2、E3和E4的线性组合

E=xEl+yE2+zE3+wE4 (5．9)

文献[Nister,2004]考虑了(5．6)式，将(5．9)式代入(5．6)式，假设W=l，得到关于X、

y、z的三元三次方程。求解三元三次方程之后，得到至多10组可能解，代A(5．9)

式，得到矩阵E。Nister指出正确的矩阵E可能是计算得到的矩阵E的转置，这

是由于矩阵E和E7’同样满足(5．6)式。

5．1．3．传统相机的场景重建

我们已经得到了相机的投影矩阵，此时可以使用点的三角化的方法求取三维

点的坐标。在给定视角几何和图像时，三角化的方法可以根据点在两个或者多个

视角中的位置确定三维空间中的坐标。当空间点所有的反投影射线在两帧或者多

帧中可见并且互不相同时，三角化的方法可以决定三维点的坐标，即空间点和相

机中心不共线。

5．1⋯3 1齐次三角化

假设有若干个视角，每个视角存在一个透视矩阵B，图像上的点蜀～PiX。

这个式子还可以表示为两个向量的向量积

xf×e,x=0 (5．10)

因此，所有的视角可以组成一个齐次方程
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【xl】。E
【x：】，P2

【x丑E

X=0 (5．11)

其中齐次向tllXll2=1。最小二乘法求解以上方程可以通过奇异值分解左边的矩

阵。每个投影矩阵P=

以写作

(p：)7

(p；)r

(p∥

图5-3．齐次三角化

Q

，其中pk是矩阵P的第七个行向量。(5。11)式又可

砷；7一p：，

卯；7一p；，

冲y—p17’

卯；7一p≯

X=0

Ⅻ

(5．12)

这种三角化的方法计算得到的三维点可以是无穷远点。当输入的点对不是理

想点时，三角化结果的好还依赖于图像的选择。
‘

5．1．3．2．中点三角化

如果图像序列中的帧数有限，而且所有的三维点不是无穷远点，三角化方法

可以实现空间反投影射线的最小俐(&[Beardsley et a1．，1997]。对于两视角而

言，重点是两条反投影射线的公垂线的中点。假设f个视角有若干个点对Xl，X2⋯蜀，

各个视角的投影矩阵

87
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反投影射线表示为

C

E=【R，t，】

{-RX+2D，：五∈吼)

图5．4．中点三角化

(5．13)

舯。，。商舳像上鼬炉拍邑假设待求虻触韵x’存在撒
2=Dj(X+R,rt，)

反投影射线上最近的点为

X，=一RX+D，Dj(x+R㈡

最小化问题如下

(I-D。Dj)
(I—D：D；)

(I-D，Dj)

X

X

X

—x1]

卦。
X=：

(I-D。Di)(一R㈤

(I-D：D；)(一R；t：)
i

(I-D，Df)(-R,rt，)

对上式整理之后，我们得到了点X的闭合形式的解

x=(姜(I也。j))‘1善(I-D，。j)(卅t，) (5．14)

88
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5．1．3．3．两视角最优三角化

Olinesis在文献[Oliensis，2002】中提出了2视角最优三角化的方法。除了最小

化重投影点和图像点的残差之外，我们还可以最小化反投影向量和图像点向

c2

咖肛沪糖x!12+l鞘×"@㈣
=∑(sin2 qJ+sin2吃J)

对于图像上的某个点x，而言，它在第二幅图像中的对应点x，。为我们首先将坐

标系转换到与原有的坐标系无关的位置。Olinesis将坐标Z轴旋转到平移t的方

x，-t(t气)I Itx x，I

x=’[[兰]+主暑[工2+Xp227一y，，2+G]] c5．，6，

G=、／(X2--Xt2--y’2)2+4x'2y’2

1√叫J
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九=—(x：-—x'2两-y'一2-G)y'
D’--2x'z'x+z(x2一x“一y”一G)

之后，三维点X再经过旋转矩阵

[制呙t]r
回到原有的坐标系。推导的细节请参考文献【Oliensis，2002]。

5．2．从球面投影到多平面投影

图像上的点的齐次坐标x=O y 1)r，表示平面上的一个点，投影矩阵P

是线性变换。因此计算相机运动的方法，如8点法、7点法、5点法适用于线性

成像系统。折反射相机的投影过程如2．2．2节所示，投影过程中包含了非线性变

换，所以上述方法不能直接应用于折反射系统。我们需要对原有的方法进行修改，

使得折反射系统可以利用现有的比较鲁棒的算法。

5．2．1．扩展的8点法

透视相机的成像系统中，假设成像系统的像素比，．，斜率s，主点(蜘，vo)和焦

距石。已标定的图像上的点x=@Y 1)7’，未标定的图像上的点m=@'， 1)r，

f．坑 s‰]
其中K=1 0 z ％l。在未标定的成像系统中，焦距为石，图像平面在三维空

l 0 0 1 I

间中是z=石的平面，平面上的坐标轴不正交，而且不等长(图5．6b)。在已标定

标轴正交，而且等长(图5．6a)。图像点更一般的写法可以表示为

x=(x Y z)7’，ax+by+cz+d=0 (5．17)

满足约束时匆)^已州=0的点在一个平面上。此时，图像上的点仍满足在同一个
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C

C

图5-6．标定和未标定的成像系统 ‘’ ．-

平面上要求，因此图像平面的法向量可以为任意方向。我们有如下命题

命题5-I假设存在刀个透视系统，当且仅当这些成像系统有公共的投影中心

0时，这拧个透视系统组成的复杂成像系统仍满足单视点约束(图5．7a)。
●p”％ 一

这个复杂的单视点系统中，图像上的点表示为x=O Y力r，若两帧之间的

对应点能在同一平面上，则两帧之间的点对能满足对极几何。我们将球面上的点

投影到若干个平面上，如图5．7b，在多平面单视点系统中，我们可以利用对极几

何的性质和现有的算法，求得折反射系统的相机运动参数。．。j ．．

图5．7．多面单视点系统和球面投影系统

5．2．2．从折反射成像系统到单视点多相机系统

我们选择球体的外界立方体，作为和球体对应的多平面单视点系统，如图

5．8a。在立方体成像系统中，单视点系统由6个成像平面组成，分别为Cl、C2、

9l
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C3、C4、C5、C6。以第二个投影点Oc为原点，球面点xs是以Oc为原点经过点x

㈦I：=l

七；型萼掣 段嘞
X。+1，‘+l

以球心为原点的坐标系中，图像上的点x在球面上对应点的坐标为

x劝。=妇一[圣] c5．·9，

立方体成像系统在图像上投影为6个区域。相机在运动过程中，图像上的点会发

生移动。点对在图像上可能处在不同区域，不同子相机相机之间存在旋转的差异。

图5-9．图像平面上多相机的划分
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因此我们将立方体的每个面加以扩大，如图5．8b所示，不同的区域存在重叠。

所有点对仍满足对极几何的约束。

5．3．折反射系统的运动与场景同时重建

经过以上章节的推导，我们将原有的平面8点法扩展到了立体空间的多平面

成像系统中，本节通过实验的方法验证算法的可行性。本节提出的运动与场景同

时重建的方法如下：对于输入的图像序列选取特征点、帧间匹配、跟踪匹配点；

根据匹配的特征点的数量选取关键帧；当匹配的特征点出现在3帧关键帧，则认

为该特征点是有效特征点；对图像进行标定矫正；将标定后的点投影到球面，再

从球面投影到立方体上；得到一定数量的关键帧后，找出其中对于同一个点的视

角差最大的两帧；求得两帧相机的运动轨迹，然后重建三维场景，初始化相机位

置姿态和场景；根据已有的帧，求得余下的帧的相机运动；根据所有这些帧运动，

估计三维场景，并进行局部优化，完成初始化过程；当新的关键帧出现，估计新

关键帧的相机运动和新出现的有效特征点的空间位置；当新关键帧积累到一定数

量，局部初始化新的关键帧，根据新的运动轨迹，更新场景的三维点。为了增加

优化算法的鲁棒性，本文使用了残差为重尾分布的光束法平差。

图5．10．相机运动和场景同时重建算法流程
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5．3．1．特征点匹配和关键帧的选取

图5．11．特征点匹配和跟踪

常用的特征点提取与跟踪的方法有l姐．T算法[Shi and Tomasi．1994]和SIFT算

法(Scale Invariant Feature Transform)[Lowe，2004]等等。KLT算法通常要求匹配

的两幅图像中对应的特征点之间的像素位移不超过lO个像素。然而在折反射图像

中，两帧图像之间有明显的尺度变换和特征点的旋转，因此我们选择SIFT算法。

在文献[Lowe，2004】中，Lowe首先建立不同尺度的图像金字塔，对每一层使用高

斯差分滤波器(DOG)处理图像。然后在金字塔的各层图像中提取空间域和尺度域

的共同极值点。作者利用特征点周围的梯度直方图的统计得到的特征点主方向并

构建了主方向的DoG梯度直方图，然后生成128维特征点描述子。SIFT算法对

于图像的尺度和旋转变换有非常好的鲁棒性。图5．1l显示了两帧图像的SIFT特征

匹配和跟踪的结果，蓝色十字表示特征点，图像中的特征点并未去除外点，但是

不难发现大部分特征点能够正确匹配。

输入的视频序列中有些可能是冗余帧，因此需要去除冗余帧而提取关键帧。

Nister在文献[Nister,2001b】中提出了一种应用于高速输入序列的去冗余帧方法。

我们采用了其中的基本思想。当某一帧能够跟踪的特征点小于某个阈值乃时，图

像的内容发生了比较大的变大，此时停止特征点跟踪，从下一帧开始提取特征点，

如果提取的特征点数量大于阈值死，则这一帧被认为是关键帧。由于折反射图像

的特点，水平方1向3600的视角使得特征点基本不会突然消失或出现，如传统相机

那样，因此关键帧基本上是等间距的。



点的反投影结果。图5．12a．b显示了球面上的反投影点，其中图5．12b是球面的

顶视图。图5．12c-d显示了立方体上的反投影点，其中图5．12d是立方体的顶视

图。5．11中的两帧图像的特征点对可能存在于两个子相机的边界处，因此，如图

5-12d所示，我们选择了其中的一侧交界区域(图5．9)作为特征点对在立方体上反

投影坐标。

'0．8 O．O 0．4 0．2 0 ．o．2也●-0．6．oJ -4

图5．12．反投影到球面和立方体
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将特征点反投影到立方体之后，我们计算一定帧数内的图像点向量，找出对

于同一点而言视角最大的两帧作为初始帧。我们使用5．3．1节提出的扩展的8点

法，估计两帧之间的运动方向和姿态变化。不难发现，5．2节罗列的几种三角化

的方法都是基于图像点的向量方向和两帧之间的旋转和平移。因此，用于三角化

的向量不需要在一个平面上。我们在得到旋转和平移之后，对球面上的向量代表

的特征点对，使用5．3．1的齐次三角化方法，从两帧中恢复出三维场景。8点法

能够计算的是旋转矩阵和归一化的平移向量。对于某一帧，，旋转矩阵为R，归

一化的平移为勺，假设待求的平移的距离为弓，则xj～RjX蚺，f就可以求得

铲一!坐上嬖!掣! (5．20)
’

(x，×tJ)■，×t，)
、 ’

可以使用RANSAC的方法，使得巧的估计更加准确。在得到了各帧相对于第一

帧的运动之后，我们使用5-3．2节的中点三角化，重新计算所有三维点的坐标。

而后对已有的帧进行局部优化，再次使用中点三角化更新场景。．

5．3．3．重尾分布的光束法平差

光束法平差是一种基于稀疏矩阵的Levenberg．Marquardt算法，该算法被用于

优化相机的运动轨迹和三维场景。光束法平差的基本思想如图5．13所示，相机

中心和三维点之间可以认识是一些光束联系在一起，通过调整相机和三维点的位

图5．13．光束法平差
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置。使得所有的三维点和相机中心的联系都能经过图像上的投影点。光束法平常

的目标在于最小化一个代价函数

49)=f(p)7 f(P) (5．21)

其中f(p)是一个向量函数，可以是线性函数也可以是非线性函数，P表示待优化

的参数向量。对上式在某一点P处做泰勒展开，并舍弃掉高次项

c(p+dp)≈f(p)7’f(p)+2f(p)7’J，(p)dp+dp7’J，(p)r Jf(p)却 (5．22)

其中抓p)是Jacobi矩阵

J，(P)=

参(p)⋯毒
● ●

●

： ： ：

誓(p)⋯象
对(5．22)式中的却求导数得

Jf(p)7’J，(p)却=一J，(p)7’f(P)

假设A为某个正数，那么每次增加的步长dp为
’。

alp=-三搬(J，(p)r J，(p))叫J，(p)7’f(p)
关于光束法平常的细节请参考文献[Triggs et a1．，1999]。

一般情况下，代价函数c(p)=P(p)=x(p)-i，其中x(p)表示反投影点

(5．23)

0二+
枷m．

，i表

示图像点。在这种代价函数下，残差满足高斯分布。为了提高算法对外点的鲁棒

性，Engels等在文献[Engels ct a1．，2006】中提出了一种满足柯西分布的代价函数，

这是一种重尾分布。Engels等定义了代价函数

如灿(·+剀地(-+掣] @24，

其中盯是标准方差。假设残差向量为(民，动，那么

吒2

巳2

以上两个式子的平方和满足(5．24)式。

南南翌刳阿肝
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5．4．实验结果

我们采集了一组室内图像序列作为测试用例。在折反射系统中，反射面镜垂

直于地面向下方式，摄像机位于反射面镜的下方。折反射相机从房间的一侧移动

到另一侧，共移动了约6m。每前进约20cm的距离，拍摄一幅图像。场景中，

图5．14．折反射图像序列
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图5．15．初始化4帧的运动轨迹和场景 ．鬈。～

两侧宽约2m。总共有3l帧图像被挑选出来作为关键帧。由于缺少对极几何的约

束，我们只得到了稀疏重建的结果。致密重建的方法有待进一步研究。 警i～。
一_‘

’’

我们取前4帧为相机运动和场景做初始化，而后以4帧作为局部优化的窗口

大小，更新场景和相机运动。图5．15显示了前4帧的初始化结果的顶视图。红。

点表示相机的运动轨迹，蓝点表示场景中的特征点。摄像机的实际运动基本上箝。

着某个方向做直线运动。摄像机运动轨迹的估计值显示，相机的运动轨迹有一定

的弯曲，因此与实际值存在偏差。沿着相机的运动方向，两边的场景特征点估计

得比较准确，而前方和后方的特征点沿着前进方向扩散。这是由于沿着运动方向

的点，图像噪声和量化误差对点的估计造成比较大的影响。对于折反射图像而言，

有效区域只占很小的一部分，一定程度上降低了各个区域的分辨率，这也使得特

征点更加不准确。

随着帧数的增加，相机的运动轨迹逐渐被矫正，更多的三维点被估计和更新，

如图5．16。相机前方的点逐渐趋向于收敛。在图5．16b-f中，在相机的运动轨迹
jq

附近存在一些离散的外点。随着帧数的增加，这些点逐渐往前推进。外点的数量

并没有明显地减少，这可能是由于场景中物体颜色的相似性和重复的图形，比如

∞

∞

∞

∞

∞

0



(a)6帧

(c)14帧

(b)10帧

(d)18帧
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图5．17．最终结果

抽屉，造成了一定程度的无匹配，而且这些无匹配一直存在于图像序列中，不能

被RANSAC方法完全去除。但是随着帧数的增加，这些外点逐渐远离摄像机的

运动路径。图5．17显示了运动和场景重建算法的最终结果。由于遮挡的关系，

折反射相机运动方向后方的场景未被重建出来。红色点表示的相机运动轨迹，约

占22格，相机移动全程约6m，比值约为0．2727。场景宽约占8格，实际测量场

景宽2．15 m，两者之比为0．2687，与重建的结果基本吻合。最后结果显示，沿着

相机运动方向的外点比较难以去除，而两侧的估计效果优于前方的估计效果。相

机的运动轨迹保持了直线的状态，这和真实值一致。扩展的8点法能够比较准确

地估计相机的旋转和平移。
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5．5．小结

本章首先回顾了目前已有的针对传统相机的对极几何约束，和由此发展而来

的计算基本阵的方法以及三角化计算三维点的方法。本章所提到的各种计算基本

阵的方法要求成像系统是线性系统。然而折反射系统的成像过程中包含了非线性

的步骤，所以现有的计算基本阵的方法不能直线应用到折反射成像系统中。本文

分析了基本阵计算方法在几何空间里的意义，指出多成像平面的成像系统同样满

足对极几何，从而扩展了现有的8点法，使之可以应用到多平面的成像系统中。

之后，本文以球的外界立方体为桥梁，将折反射系统线性化。扩展的8点法可以

用于估计折反射系统的运动轨迹，包括旋转和平移。估计场景三维点的三角化方

法仅考虑对应点向量的方向，不要求对应点在同一平面上，因此在已知旋转和平

移的前提下，球面上的点可以直接通过三角化的方法，估计它在三维空间中的点。

最后，我们用实际采集的图像数据验证了这一方法的正确性。
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6．总结和展望

6．1本文总结

随着机器人导航、视频监控等技术的发展，计算机视觉技术得到了长足的发

展。摄像机作为计算机视觉的信息采集系统，其性能对于很多复杂功能的实现起

着至关重要的作用。更大的视场也就意味着同时获取更多的信患，从透视相机到

鱼眼相机到全景相机，人们对摄像机视场的要求迸一步提高。单视点折反射成像

系统作为全景相机中的一种，因为其满足单视点约束的特性，近年来成为研究的

热点。本文从单视点折反射相机入手，针对单视点折反射相机的建模、标定和应

用，采用了目前流行的球面统一模型，将模型中的线性投影过程拆分为三个子过

程，在对各个子投影过程深入分析的基础上，提出了基于直线投影性质的平行线

单图标定方法和共点线标定方法，之后扩展了传统的8点法，使之可以应用到单

视点折反射系统中，实现相机运动和场景的稀疏重建。本文提出的标定方法考虑

更加一般的状况，比如双曲面折反射系统，可以有效地同时估计相机的内参和镜

面的参数。扩展的8点法使得针对透视相机的经典算法可以应用到单视点折反射

系统中。线性方法的引入，使得在非线性的折反射系统中也可以使用线性的方向

估计相机运动和重建三维场景。本文的贡献可以归纳为以下几点：

1．线性子过程的划分。本文将无穷远平面和度量平面整合到球面同一模型中，

提出了从球面到无穷远平面，从无穷远平面到度量平面，从度量平面到图像

平面的投影过程。在无穷远平面上，平行直线相交于两点，在度量平面上，

坐标轴正交，而在图像平面上坐标轴可能存在倾斜，以及不同的比例关系。

三个投影子过程中，各个平面的约束逐渐减弱，各个平面上的投影性质更容

易被分别研究，并且依据一定的投影不变性，在约束比较弱的平面上得以保

持。

2．单图标定方法。本文提出了一种基于平行直线投影性质的单图标定方法。该

方法利用了一个共识，即平行直线在无穷远处交于一点。由于单视点折反射

系统的对称性，平行直线在无穷远处的交点被单视点折反射系统投影到了两

点。利用直线拟合的结果，以及本文推导出的平行直线在度量平面上的约束，

该方法可以在仅有一副全景图像的情况下，标定出折反射相机的内参。然而，
103
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由于约束的非线性以及图像上两个交点的不确定性，该方法在已经镜面参数

的前提下，可以得到比较准确的内参估计值。

3．共点线标定方法。为了克服单图标定方法需要预知镜面参数的缺点，本文提

出了改进方案。本文首次将共点线模板引入到单视点折反射系统的标定算法

中。共点线模板充分考虑了一组共点线之间的相互关系，将原来的非线性投

影问题，在无穷远平面上拆分成若干个线性子问题，使用特征向量的方法求

解线性问题，提高算法的抗噪性能。该算法能够同时估计镜面的参数和相机

的内参，并得到比现有方法更准确的估计值。

4．扩展的8点法。本文扩展了经典的8点法算法，将原有的只能适用于平面的

8点法扩展到三维空间中。同时也对球面投影进行了修改，从球面投影转换

到多平面投影，后者同样满足单视点约束。经过转换之后，适用于透视相机

的运动估算和三维重建的经典方法在单视点折反射系统中也可以使用。本文

在实验中验证了上述方法对于估计摄像机运动轨迹的准确性。

6．2工作展望

折反射系统仍处在研究阶段，新的方法正在被不断提出。本文在几何研究的

层面，依据建模、标定和应用的顺序，对单视点折反射成像系统做了初步的探讨。

笔者认为在以下几个方面还有待进一步的深入研究：

I．对极几何。实现场景的致密重建之前，对极几何是必不可少的几何约束。对

于图像中的一个点，在另一副图像上的对应极线上搜索匹配点，对极几何的

约束不仅加速了搜索的过程，也让匹配结果更加准确。目前已知的对极几何

仅适用于抛物面折反射系统[Geyer and Daniilidis．20011，对于更加一般的情况，

比如双曲面折反射系统不适用。因此，针对普遍情况的对极几何仍有待研究。

2．非单视点折反射系统。单视点折反射系统中，存在唯一的有效视点，如在球

面统一模型中，球心就是成像系统的有效视点。非单视点系统中，不存在唯

一的有效视点，因此目前还没有简单的统一模型，这使得非单视点折反射系

统分析起来比较困难，算法收到噪声等因素的影响也比较大。本文列出的单

视点折反射系统的图像投影性质不能直接应用到非单视点折反射系统中，因

此目前非单视点折反射系统更被限制在以视频跟踪为主的应用领域中。
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