
摘要

马尔可夫骨架过程的概念正式形成于1997年，这是一个涵盖面十分宽

广的概念。在马尔可夫骨架过程理论的初期研究中，重点在于过程的瞬时

性态的分析。在这篇学位论文中，回顾和系统地总结了马尔可夫骨架过程

瞬时性态的理论及其在排队论、可靠性理论和存储论等方面的应用结果。

在这个基础上，对马尔可夫骨架过程的理论进一步进行了探讨，将注意力

集中于一类特殊的马尔可夫骨架过程Doob骨架过程，给出了这类过程的广

义极限分布、极限分布以及不变测度存在性条件和表达式，并应用这些结论

于排队论、可靠性理论和存储论等领域一具体分析了GI／G／1排队论系统模

型、并联系统模型、水库储水模型、易腐烂物品库存模型～一这砦模型都

不同程度地被许多学者研究过，特别，如前面提及，已有人成功地应用马

尔可夫骨架过程的瞬时性态理论，获得了上述各模型中的主要参量过程的

瞬时分布，但是，却并没有探讨它们的极限性态一一建立了若干关于上述各

模型的主要参量过程的极限性态的结果。

关键词：马尔可夫骨架过程，有限分布，排队论，可靠性分析，存储模型。



Limit theory of Markov skeleton processes and its applications

Abstract

The concept of Markov skeleton process(MSP)was originated in 1997．This concept

constitutes of a broad class of stochastic processes．In earlier study of MSP,the emphasis is

laid on the transient behavior of these processes．

In this doctoral thesis，first，an overview of transient behavior of MSP and the

applications to queueing theory,reliability theory and inventory theory is presented．And with

these results．I delve further into the theoretical issues of MSP and the concentration is oil a

special class of MSP—Doob skeleton processes．Generalized limit distribution，limit

distribution of these processes and conditions mad the expressions for the existence of

invariable measure of such processes are provided．Finally,these new results are then applied

to queueing theory,reliability theory and inventory theory．

A detailed study of GI／G／1 queuing model，parallel connection system model，water

reservoir model and perishable inventory model is discussed．These models have already been

investigated to some degree．In particular,as mentioned above，some scholars have already

successfully applied the transient behavior theory of MSP to these models and transient

distributions of main variables in such models have been obtained．However,the limit

behavior has not been addressed．In this thesis，limit behavior of main variables in the

above，mentioned models is established．

Keywords：Markov skeleton processes，limit distribution，queueing system，reliability

analysis，inventory model
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第一章绪论

1997年，侯振挺m 341等提出了～类新的随机过程——马尔可夫骨架过程

的概念，并建立了这一类随机过程的理论框架．该随机过程的定义如下：

设(Q，F，P)是一完备的概率空间，(E，￡)是一可测空间．并设

Ⅳ={Ⅳ{f，co)，0≤f<∞)是定义在(Q，F，P)上取值于(E，s)鲍随机过程，{F。‘，r≥0)

是x的自然盯一代数流．

定义1．1．1称随机过程x=Ⅸ0，co)，0≤t<o。)为马尔可夫骨架过程，如果

存在一停时列{r。}。，满足

(1)f。=O l二t r。1、‘。。，并对任意的H≥O，r。<00jf。<f¨：

lu∞l

(2)对每个f。和任意定义在E‘ 上的有界一。㈤一可测函数厂，有

E[f(X(r。+。))IF0]=E[厂(Ⅳ(o+．))l x(o)]，P—d．J．，(1．1 1)

其中Q。=(co：f。(国)<。o)，并且

F0=<彳：Vt≥o，彳n(∞：‘sf)∈F。。)

是Q。上的盯一代数．

进而，如果在Qt．上

E[厂(Ⅳ(o+。))lF0]=E[厂(x(o+·))l x(‘)】
2
Ex。。，[，(石(1))] (1．1．2)

尸一口·J·成立，这里E，(．)表示对应于尸(-Ix(o)=x)的期望，则我们称x是时齐

的马尔可夫骨架过程．
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由定义1．1，1可知，马尔可夫过程，半马尔可夫过程，逐段决定马尔可夫过

程，更新过程及半再生过程等诸多类型的随机过程均可视为马尔可夫骨架过程的

特例，关于这一点，可如下说明之：

设讧，，f<r)是～个随机过程，0=fo≤r．≤f2≤⋯≤f。tf，t，i=1，2

是口，}的第i个跳点，r为爆炸点．若

(州置，f<f}在f。，H≥O具鹃尔咣，
(ii)Xr=爿。，ojj<“ⅢⅣ=0,1，2⋯，

(ai)r。～。的分布是依赖于x。的负指数分布，即

Pcr。。一r。≤rIx。，={1一；j!：i。
则显然{彳。，f<略是一个马尔可夫过程．此类过程由马尔可夫于1906年提

出．若{一。，f<r}满足(i)和(ii)，而不必满足(iii)，则{X，，t<r)是一半马

尔可夫过程．这一概念由Levy[41]及若干学者于i953年提出．之后，Davis[12，13]

放弃了条件(ii)，引入了逐段决定马尔可夫过程的概念．而由定义l-1可见，

马尔可夫骨架过程是一类放弃了上述条件(ii)和(iii)，仅只保留(i)的随

机过程．

由于马尔可夫骨架过程是一个涵盖面极广的概念，因而其应用前景将十分宽

广，侯振挺等已成功地应用马尔可夫骨架过程的理论于多个领域

[25，26，27，28，29，30，37，38]．在本学位论文中，我们进一步探讨了马尔可夫骨

架过程的理论，对一类特殊的马尔可夫骨架过程一Doob骨架过程，建立了若干

极限状态下的结果，这是在马氏骨架过程理论中的新的进展，我们将其应用于排

队理论，可靠性理论，存储理论等多个方面，得到了一些新的结果．
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本论文的主要内容如下：

第二章介绍了马尔可夫骨架过程的概念及基本性质．这一部分内容是其后各

章的理论基础．第三章讨论了O_【lOll排队系统，利用第二章的结果，给出了这个

排队系统的队长和等待时间的极限分布存在的充分条件．第四章主要是应用第二

章的结果于可靠性理论，具体分析了并联系统在极限状态下的性态．在第五章中，

分析了二个水库储水模型及一个易腐烂物品库存模型，所得结果详见相应章节．
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第二章 马尔可夫骨架过程

§2．1 马尔可夫骨架过程的概念

设(E，s)是一可测空间，x={x(t，功)，0≤f<oo}是定义在完备的概率空间

(n，F，P)上取值于(E，s)的随机过程，{F。。，t≥0)是x的自然盯一代数流．0

为推移算子：(只∞)，=co。，．(q)。∈Q

定义2．1．1称随机过程x=x{t，co)，0<-t<。。1为马尔可夫骨架过程，如果

存在一停时列{f。}。，满足

(CI)r。=0且f。1、。。，并对任意的H≥O，r。<。。j f。<r¨；

(C2)对于一切H=0，1，⋯，有r¨=f。+口，．fI；

fo．∞】

(C3)对每个f。和任意定义在E 上的有界∥“。’一可测函数厂’有

研厂(—￥(o+‘))lFf]=E【，(x(L+。))I x(L)】， P一口．占．，(2．1．1)

其中Q“=(co：r。(∞)<oo)，F0=。4：Vt≥o，A c、(co：o sf)∈F,x}

是Q。上的盯一代数．我们把{r。}7-。叫做马尔可夫骨架过程x的骨架时序列．进

而，如果在Q。上

E[厂(工(‘+．))lF0】=E[f(X(r。+·))lⅣ(L)]
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=E‰【，(x(’))] (2·1·l’)

P--a．s．成立，则称爿是时齐马尔可夫骨架过程，记为MSP．这里E。(-)表示对

应于P(·Ix(o)=x)的期望．

注2．1．1在本文中，设E为Polish空间，s是Borel盯一代数，Q是定义在

皿+=[O，o。)上取值于E的右连续函数空间．

我们考虑取值于E的右连续随机过程x=x{t，oJ)，0≤f<o。1．设

F。=l三F，。．假定存在(Q，F)上的一族概率测度只，XE E，满足

VA∈F。T一只(4)是f一可测的，]gVx∈E，

只(爿)=P(4I五=工)，

对(E，s)上的任意概率测度Ⅳ，我们定义(Q，F。)上的概率测度只如下：

VA∈F。，0(爿)=f。只(爿)川!出)．令F，”为F,x关于测度0的完备化，并且

F，=nⅣ；㈣F—f≥0

这里P(E)为(E，占)上的概率测度的集合．

注2．1．2 由于Polish空间可度量化，可视爿是定义在度量空间上的右连

续随机过程，所以Ⅳ关于{F：。，t≥O)是循序可测的．故x(r。)和f(X(r。+-))是可

测的，这里厂是(En“’，占‘o川)上的可测函数．

设Ⅳ=ⅨO)，0≤t<o。)是一马尔可夫骨架过程，令仇=(吒，Ⅳ(L))，n≥0，

这里O"o=0，O"n=Z"n一"rnⅢn≥1(约定：00一o。=0)，则巩，月≥0是取值于可测

空间(／R+×E，B(ra+)x s)的一随机变量序列．

命题2．1．1 如果{五，)；f20)是以{r。}知为骨架时序列的马尔可夫骨架过

程．则r¨一f。是d(Ⅳ(o+f)；f≥0)一可测的．
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证明 由f．是一停时可知它是F。可测的，从而存在一可测函数厂和一序列

(t．，f：，⋯)使得

ff(co)=f(X(tf，co)，x(t2，co)，⋯)

故，由f¨一f。=目。·r。=f(X(r。+f．)，x(r。+t2)，⋯)可得f¨一L是

盯(z(f。+r)；f 2 0)一可测的．

定义2，1．2设G为F的一个子o-代数，(“U)为一可测空间，且掌为在

(“u)中取值的随机元．如果{K(oa，4)，∞∈Q，A∈U}．是(“u)上的一簇概率测度，

满足条件：

(1)VA∈U，七(·，A)是Q上G可测函数；

(2)VA∈u，尼(·，椰是P(善_1(五)lG)的一个版本，即VB∈G，

SRK(co，4)JP(d∞>=JP(口n善一1(4))．

则称{K(co，爿)，09∈Q，A∈U}为善关于n的混合条件分布．

定理2．1 1 若(“U)为一个Radon可测空间，则对于任意的取值于(“U)

的随机元及F的子盯代数G，存在关于G的混合条件分布．

(参考严加安，测度论讲义，P180，定理3．1．3)．

定理2．1．2如果Y是取值于可测空间(K V)的随机元，}是取值于(“U)

的随机元，(“U)为～个Radon可测空间，则存在VX∥上的(混合)条件分布

Ⅳ(n A)，使得

(i) 对于固定的Y E矿，K(y，．)是(“U)上的概率测度；

(ii) 对于固定的A∈U，足(-，4)是矿上的V可测函数：

(iii) 对于固定的A∈U，K(y，4)是P(掌。(4)l口(y))的一个版本。

6
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证明：显然(】，，手)是取值于(VXU，V×U)的随机元，(y，告)的分布记作

P‘”’5’(．)．令f：V×U斗U，f((u，“))=“，f是∥×U，V×U)上的随机元；令

r／：V×U寸V，f((u，“))=u，77也是(V×U，V×U)的随机元．令G=仃(77)匕V×U

由定理 2．1．1 知， 存在f关于G 的混合条件分布

詹((u，“))，．爿)((“，u)∈VxU，A∈u)，使得

(i)对于固定的A∈U，足(·，』4)是G可测函数，从而霞((u，“)，爿)与“无关：

(ii)对于固定的(p，Ⅳ)∈矿×U，露(j爿)是(以tO)上的概率测度；

(iii)对V曰∈V，

J口霞((“，u)，一)P(7一{’(duchf)

：』f。；研足((刁，f)，A)P‘’㈣(d(即，f))

=P‘’·‘’{叩∈B，f∈4)

由于霞((u，“)，彳)与H无关，故可令K(u，4)=霞((u，“)，爿)，则{Ⅳ(D，爿)；

u∈矿，A∈U}满足如下条件：

(i) 固定A∈U，丘(．，彳)是V可测的；

(ii) 固定D∈V，K(v，．)是(“U)上测度；

kBl K(r，A)P(aeo)

2k珊足((玎，a)P‘7’翱(却df)

：f{_。日}露((77，f)，a)p‘7_{’(d77df)

=P‘71‘’{叩∈B，f∈4)

即足(y，爿)=P(善∈4悟(y))p-d且

{世(u，爿)；u∈y，A∈U}称为随机元掌关于随机元j，的混合条件分布．

7
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注2．1 3 由于Polish空间是Radon可测空间，故上述二定理对于取值于

Polish空间的随机元亦成立．

对于马尔可夫骨架过程{Ⅳ，，f≥O)来说，由于其．轨道右连续，所以

以L)，Ⅳ=I，2，⋯是取值于(EF)的随机交量，(r。Ⅳ(f。))是取值于Pollsh空间

／R+x
E的随机变量，于是由定理1．1．2知，(f。x(r。))关于随机变量坝0)的条件

分布g⋯(z，ds，妙)=P(‘eds，肖。∈aylx(o)=力存在．

对于任意的x∈E，r≥O，q‘“’(x，[O，f)，咖)是(E，占)上的测度，记作

q一(x，f，咖)．

由过程爿的齐次性及定理1tl·2易证

定理2．1．3 g“’(x，f，妙)，x∈E，t≥O，A∈5满足以下条件：

(i)对于固定的A∈F，q‘“’(·，一，爿)是E X／R+上的占×B(皿+)可测的函数

(ii)对于固定的x∈E，t≥O，g‘”’(x，f，．)是(E，s)上的有限测度：

(iii)对于任意的f≥0，彳∈s和删∈Z+=(O，l，2，⋯)

g一(x(f。)，t，A)=P{x(f。+。)∈4，r。+。<-tlx(r。))，P—日矗

g“’(x，f，圆简记作g(z，f，爿)川‘‘’(x，dt，痧)简记作窜(x，dt，ay)

定理2．1．4对于任意的n∈N，t≥O，A∈F，戈∈E，

g““’(工，t，A)

2 I e g一(x,ds，dy)q(y，㈨棚

2￡r q(x,ds，dy)q⋯(∥q4)

证明：由条件概率的基本性质

q⋯“(石，t，爿)
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=P(X(r。+1)∈A，r．+l蔓tlx(o)=x)

一￡r户(x(L+，)∈爿，。+．-<dx(L)=y，。=J，z(o)=x)
P(X(r。)∈妙，r。E dsIX(O)=x)

=￡r尸(z(‘)∈4，r。s卜一s防(o)=y)P(x(。)∈咖，L∈dJlx(o)=x)

=￡r g(y，㈨，A)q一(置ds，dy)

利用数学归纳法可以证明对任意n∈IN，

￡r q(x,ds，dy)q⋯(y，f—J，爿)=￡』：g⋯(‘ds，dy)q(y，f—s，^4)

定理证毕

§2．2向后和向前方程

定义2．2．1称时齐马尔可夫骨架过程x={X(f，co)，0≤t<。o)是正规的，如

果存在E×1R+×s上的函数^(x，t，爿)，使得

(i)固定x,t，h(x，f，．)是s上的有限测度；

(ii)固定A∈占，矗(，-，椰是E×R+上的s×B(豫+)可测函数：

(iii)对于任意的t≥0．A∈s，

h(X(r)，f，一)=P{X(r+f)∈爿，t+1-r>flⅣ(L)}p-口5．

令

P(x，t，4)=P{x(f)∈AIX(O)=x}

定理2．2．1设Ⅳ={Ⅳ(f)，t≥o)是以{f。}：。为骨架时序列的正规马尔可夫骨

架过程，则对于任意的x∈E，t≥O，A∈s，有
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尸(‘}，爿)=^(列，爿)+￡『：(艺q一(z，ds，咖))^(y,t-s,A) (2．2．1)

从而{P(x，t，爿))是如下非负方程组的最小非负解

P(』，f，一)=^(一f，4)+￡L’q(x,ds，dy)P(y，f—s，4) x∈E，f20，A∈s (2．2．2)

证明：对于任意的x∈E，t≥O，A∈s，n∈N，

P(Ⅳ(f)∈』4，f。≤t<r。+lIx(o)=z)

=￡￡P(x(f)∈爿，L≤f<r川IⅣ(‘)=Y，L=J，Ⅳ(o)=x)

P(Ⅳ(r。)∈dy，r。∈dslx(o)=x)

=￡J：：P(X(i-J+k)∈一，卜一J<已。．『II爿(。)=y，。=s，x(o)=司

‘g⋯(x，ds，咖)

由命题2．2jl，Ⅸ={鼻(f)，f≥O)的齐次性及肖={x(f)，t≥0)在f。处的马尔可夫性

立得

P(X(t—s+f。)E A，t—J<目。。’rlI x(r。)=y，f。=s，x(o)=占)

=P(X(t—s)∈A,t—J<iIx(o)=y)=h(y，t—s，以)

故

P(x(f)∈4。蔓f<L+，卜(。)=x)=￡r g”’(上，出，dy)h(y,t-s,爿)

从而

P(x，f，4)=P(工(f)∈AIX(O)=z1

=|P(Ⅳo)∈一，f<气lx(o)=上)+∑P(J(r)∈4，写≤f<‘+。Ix<o)=工’
l ■zt

=^(列，爿)+￡f芝g⋯(z，ds，ay)h(y,t-s,4)

即(尸(x，t，一)；f≥O，x∈E)满足方程(2．2．1)．由最小非负解理论可知
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{P(x，t，爿)}是方程组(2．2 2)的最小非负解

方程组(2．2．2)称为正规马尔可夫骨架过程{(爿(f)，t≥0)的向后方程组

{h(x，t，一)}记作H，{q(x，dt，咖))记作Q．由定理2．2．1可知x(t)的一维分布

由(HQ)唯一决定．

定义2．2．2 如果存在测度簇@={口(五dt，砂))。，使得对于任意的

A∈占，X∈￡，t≥0

￡f：^(Ⅳ飞一)g(工，ds，咖)=￡￡^(刈．--．S,ay)O(y，ds，爿) (223)

则称如下方程组：

P(x，f，4)=^(工，f，爿)+￡￡P(z，f一矗咖)口(y，ds，爿)
x∈E，t≥0，A∈s

为马尔可夫骨架过程Ⅸ(f)，t≥0)的向前方程组

令

口“’(z，ds，咖)=O(x，ds，咖)

4。’(x,ds，咖)=￡r口‘“(‘ds，出)口(z，卜s，妙)

尹(x,ds，咖)=￡J：扩”(x,ds，az)O(z，f飞ay)

(2．2．4)

定理2·2．2如果存在满足等式(2．2．3)的垂={口(x，dt，妙))。，则马尔可

夫骨架过程(x(f)，t≥o)的转移概率P(x，f，爿)=P(x(r)∈Alx(o)=x)也是向前方

程组(2．2．4)的最小非负解．

证明：利用数学归纳法可以证明，若等式(2，2．3)成立，则对于任意的n∈N，
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有

￡r^(弘h，A)q⋯(z，(is，dy)=E J：：^(州吨咖)r(儿ds，4)
由定理2．2．1，对于任意的A E s，t≥O，J∈E

P(列，』4)=^(剐，爿)+￡『：宝q⋯(‘ds，dy)h(y,t-s,A)

。㈣棚+￡￡砉^(X,t--S,堋⋯(腑，棚
故P(x—t A)也是(2．2．4)的最小非负解．定理证毕

令

^。(x，爿)=r 8“^(刈，A)dt，

吼(j，爿)=f P～g(州，A)dt

只(五A)-r e“P(引，爿)m

酊”(工，爿)=r 8“q一(“，A)dt

十是由定理2．2．I得

定理2．2，3设膏={一；f≥O}是以{r。)二为骨架时序列的正规的马尔可

夫骨架过程，则对于任意的x∈E，兄>O，A∈E，有

只(x，一)=^a(t爿)+￡∑gHx，ay)h。(y，爿)． (2．2．5)

从而{只(五一))是如下方程的最小非负解．

PAx，爿)=hi(x，A)+L q^(^砂)只(y，A)． (2．2．6)

方程(2．2．6)也称为x的向后方程．同样，我们也把与(2．2．4)等价的方程

只(工，A)2％(x，爿)+1只(z，ay)卓Ay，A)． (2．2．7)

称为石的向前方程，其中幺(五爿)=r e”口(j，≠，A)dt．
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由定理2．2 1知正规马尔可夫骨架过程应是我们进一步研究的对象．下面我

们给出马尔可夫骨架过程成为正规马尔可夫骨架过程的一个充分条件，这个条件

就是过程轨道以概率1处处有左极限．在实际应用中，到目前为止，我们所遇到

的马尔可夫骨架过程都具有这个性质．

在今后的研究中，我们所说的马尔可夫骨架过程都是指正规马尔可夫骨架过

程，不再一一申明．

令D。[O，oo)={∥：【O，oo)斗E；∥(．)是[0，。。)上右连左极的映射)，周知，

D“o，∞)在Skomhod度量下是一个Polish空间．令{∥(f)Ⅲ)为DE[o，oo)上的坐标过

程，B(DE[0，。。))表示DE[O，∞)上的Borel代数．显然B(D￡[O，∞))=o-{W(t)，f∈IR+)

引理2．2．1 对于任意的A∈s，，月(∥(f))是皿+×DE[0，oo)上的

B(／R+)×B(DE[O，oo))可测函数．

证明：(1)对于E上的任意的有界连续函数，(·)，对于固定的占>0，以

ks≥0， i11f(W(s)IL。。)是关于t和矿的B(／R+)×13(D#[0，。o))上的可测函数．

显然

否1 f‘。呐(j)／(∥(J))出是瓜+×。。[。，m)上的可测函数．令6。o，显然由

渺(f)的右连续性以及，(．)的连续性，厂(∥(f))=。li．m。l占J["。。‘。旧(J)厂(∥(s))西是

1R+×嘎[o'。。)上的Borel可测函数．

(2)利用单调类定理，可以证明对于任意的A∈晶，。(矿(f))是皿+×DdO，∞)

上的Borel可测函数，即O，∥)斗，。(∥0))是m+x D。[O，oo)上的Borel可测函

数．

定理2．2．4如果(E，￡)是Polish空间，{Ⅳ(f)，t≥0}是取值于(E，s)且
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具有右连左极轨道的马尔可夫骨架过程，则{x(f)，t≥0)是正规的

证明：设{r。)二是{x(f)，f≥0}的骨架时序列．由于(x(f)，f≥0}的所有轨道

是右连左极的，故可以将{x(f)，t≥0)看成是取值于D。[O，。。)的随机元掌．由定理

2．1．3 以及注 2．I．3存在亭关于(Ⅳ(O)，f，)的混合条件分布

K(x，s，dco)=P(告∈dco[X(O)=x，r．=5)使得：

(i)对于固定的x∈E，s≥O，K(x⋯S)是D￡[O，。o)上的测度；

(ii)对于固定的c∈B(9。(o，o。))，彭(·，·，c)是g×B0m+)可测的：

(iii)VC∈B(DE[o，。o))，世(Ⅳ(o)，fl，C)是P(孝∈clx(o)，r．)的一个版本．

对于任意的A∈￡，由引理2．1．1，I,i(矽(f))是／R+×De[0，。。)上

8(JR+)×B(DE[0，∞))可测函数·令z(一J，f，爿)=￡水．叫L(矿(f))K(_J，do)，显然

￡(z，5，t，4)满足以下条件：

(i)对于固定的x，s，f，^(z，s，t，』4)是(E，s)上的概率测度；

(ii)对于固定的A∈占，Ji；(x，J，t，4)是E×尿+×／R+上的占×B(／R+)×BUR+)可

测的函数；

(iii)对于固定的f≥0，A∈5

^(石，s，t，爿)=P(xO)∈爿Ix(o)=x，l=t=5)P—d．s．

令^(x，f，爿)=j：：￡(工，s，f，4)户(x，ds)，其中户(‘出)是f．关于坦o)的混合条件分

布P(r，∈刮J(o)=z)．

显然有：

(i)对于固定的A，^(·，·，4)是E×／R+上的s×B(瓜+)可测的函数；

(ii)固定z∈E，t≥0，h(x“t)是(E，￡)上的有限测度；
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(iii)由条件概率的性质，对于崮定的t≥0，A∈s，

^(x，f，爿)=f。￡(J，以t；A)／5(x，ds)

2r P(Ⅳ(f)∈AIx(0)=x，rl=s)P(rl∈dslx(o)=x)

2P(x(f)∈4，f<f。Ix(o)=柚 P1．J．

即

^(Ⅳ(o)，f，爿)=P(J(f)∈A,t<．1-l J鼻(o)) P—以．s．

由弘(f)，t≥0)在f。上的马尔可夫性及该过程的齐次性，立得

P(X(r。+f)∈爿，f。+I—f。>tlx(f。)=x)

=P(Ⅳ(f)∈4，f．>tlx(o)=z)

2 h(x，t，爿)P一口·s．

即

P(x(r。+f)∈4，f川一f。>fIx(o))=^(x(o)，t，4) P一口．s

故(Ⅳ(f)，t≥0)是正规的马尔可夫骨架过程．

§2．3 正则性准则

为了讨论方便，我们假定马尔可夫骨架过程(Ⅳ(f)，t≥O)是不中断的(或称正

则的)．实际上，上面得到的定理2,2小——2．2．4对于中断马尔可夫骨架过程

{x(f)；O s t<r}也成立，这里f称为x(f)的生命．在应用中常需要判定一个马

尔可夫骨架过程是否是正则的，下面我们给出判别准则．

定义2．3．1过程弘(f)；O≤t<r)称为正则的，如要对于每个x∈E有
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P{『=oolx(o)=x)_I (2 3．1)

引理2 3．1 {x(f)}为正则的充分必要条件是对于每个x∈E及f 2 0．有

P(x，t，E)=1．

或等价地，对于每个x∈E及丑>0，有

码(x，E)=1．

证明结论显然．

令％垒{，：厂是E上的有界Borel可测函数)．

引理2·，3-2若O-f∈BE，且对于某Z>0，存在O茎“(z)∈BE，使得

厂(x)一￡吼(z，dy)f(y)=￡啊(x，咖)“(y)≥o，(213．2)

则

／(y)≥￡只(x，dy)“(y)，Vx∈E． (2．3．3)

进一步，若方程

{g(。)2上吼(。j守)g(y)，坛∈6； (2 3．4)
【0≤g(z)∈吼．

⋯

只有零解，则(2．3_3)成为等式，即

，(x)=￡PAx,dy)H(y)；帆∈E_ (2，3．5)

证明由定理2．2．3知假(x，4)；x∈E)是非负方程

z(x)=￡qz(x，dy)Z(y)+￡^。(J，爿)，』∈B

的最小非负解，从而易证{￡只(‘咖)“(y)；x∈E)是非负方程

z(石)=￡吼(z，匆)z∽+￡％≮胡“(j，)，x∈E(2．3．6)

的最小非负解．而由引理的条件得

厂(z)=￡q2(X,砂)厂(y)+￡％(x，dy)“(_y)， 帆∈E．
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从而(2．3 3)成立

对于任意的z∈E，令

g(工)箩(x)一￡只(x，咖)“(y)

则0茎g∈BE，且g(·)满足方程(2．3．4)故若(2．3．4)只有零解，则g=0

即(2．3 5)成立．

日。表示(E，5)上的所有有界可测函数的全体．

定理2．3．1 正规的{x(o，t≥0)正则的充分必要条件是方程

jf(x)5 i吼(t咖)m)，Vx∈E,2’o， (2．37)
【0sf(x)≤l，，(●∈Bz．

只有零解．

证明充分性：在(2．3．6)中令“(y)=A，可知{ZPAx，E)；x∈E)是非负方程

P)_h‘2翌引?’羔o，E)，觇“， (23．8)
C 0≤z(工)兰l，z(-)∈匪．

。

的嘬小非负解．由于(2．3．7)只有零解，从而(2．3．8)只有唯一解

{—L只(』，E)；工∈E>．易知Vx∈E，

即

q(x，t，E)+h(x，f，E)=1，

去f e“船础E)+去卜‰蚶)=去

从而z(z)；1也是(2．3．8)的解．因此码(x，E)=I，协∈E．由引理2．3．1，过程

爿正则．

必要性：由于{识(J，E)；石∈E)和z(T)P-1分别是(2．3．8)的最小解和最大

17
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解，因此{1一鸩(x，E)；z∈E)是(2．3．7)的最大解，事实上，(2．3．7)的最大解

可从如下迭代法得到：

显然

从而

厂扛“’(J)；【qz(x，咖)厂n’(y)
叱

n=l，2，⋯

厂‘1’(x)=g^(工，E)

=1～以(x，E)

厂㈣(x)=￡qz(五dy)fm(y)

=qa(x，E)-2￡吼(x,ay)，h。(y，E)

=，’一丑￡qa(儿ay)hAy，E)，

，‘”‘’(石)=广’(z)一丑￡吼(x，砒)￡⋯L吼(儿+砂．h(y。，E)
、‘———————————————————-————————，—-————-—·-----—-—----—--————一

=1一Ⅲ∑Q‘·H№E)，

，(x)。!魄广’(工)=1一越∑k*O Qk．HI(x,E)=卜碣(一E)

由z正则及引理2．3．1，五只(‘E)=1，从丽(2．3．7)只有零解．定理证毕

下面给出一个较易验证的充分条件

定理2．3．2如果吼(x，4)满足条件
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从而

∥(^)A supqi(x，E)<1， V兄>0， (2．3．9)
2一jEE

证明由(2．3．9)及方程(2．3．7)的最大解迭代求解法知

厂‘1’(z)=g。(上，￡)s∥(五)，

厂‘2’(J)=l。q。(x，咖)厂”’(y)≤∥2(兄)，叱

，∽‘’(x)=￡吼(x,dy)f㈨(y)≤∥1(五)，

o≤厂(x)=limf‘”’(x)≤limfll(A)=o
^一 ㈣

故‘2．3．7)只有零解，由定理1．3．2知爿正则．

推论2．3．1如果状态空间E只有有限个点，且h∈E

P(r>otx(o)=』1>0

则』正则

§2．4 有限维分布

令D‘”’=((rl，t2，⋯，f。)；‘1，一，t。∈／R+，0<f【，．2t，⋯<f。}

定义2．4．1 称时齐马尔可夫骨架过程{Ⅳ(r)，t≥o)是严正规的，如果对于任

,W,ff口n∈N，存在E×D‘邮×￡“上的函数^(x，‘【，．．，f。，Al，．，4。)，使得

(i)对于固定的x。t⋯，f。，h(x。t⋯，f。，．)是(E”，∥)上的有限测度；

(ii)对于固定的彳1'．-，A。∈占，K，⋯，AI)一，A。)是E×D㈨上的Borei可测的

10
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函数：

(iii)
对于任意的O<f。<f2⋯“。，爿lI．．爿。∈s，

P{肖(‘t)∈爿i，一，x(t。)∈4，f。<r。Ix(o)：z}

2^(x，^，乞，⋯，‘，4，-一，4，)P—d^

对于任意的n∈N，(‘，f2，⋯，‘)∈D("，4，⋯，4∈占，令

f2『i‘．(z(‘))⋯L。(z(‘))％．删(f。)

玎2肖(。t)L．(Ⅳ(^))⋯IA。(xq。))，f。Ⅷ(r1)

(f’卵)
关于以0)的混合条件分布记作可(z，f。，f：⋯，r。，4，⋯4，疵，咖)即

P谐∈出，彳∈妙fⅣ(o))=g(工(o)，‘，r：⋯，f。，4，⋯4，出，妙) P—aA．

当n=0时，即为g(』，dt，dy)．

下面我们利用厅；即(五‘，毛⋯，‘，4，．．：4)；n∈N)和

Q=-{q(x,tt,t2⋯，f一，爿1)‘·爿一，出，咖)；n∈N)来确定马尔可夫骨架过程的有限维分

布．

对于任意的彳∈占，‘<岛⋯<f。，令

P(x,lt，t2⋯，‘n，爿I'．’～。)=P(工(f1)∈4，⋯，爿(f。)∈爿。JⅣ(o)=z)．

定理2·4·1
设彳≈{J(}”≥o)是严正规的马尔可夫骨架过程，z的有限维

分布由下列递推公布被(厅，西唯～决定：

P(x⋯t 41

“州一)+善量J：：1 r’(x,ds力)h(x,t-s,彳) (24．1)

(VxE E，Vt≥0，A∈s1

P(j，，【，，2⋯，，。，彳【，彳2，⋯A。)
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^(硝一一，。如⋯4)+艺￡r g(y^，。⋯，I，4，如⋯，4，出，妙)

TP(y，f⋯一S，，‘’，t。一s，A¨，’一，A。)

+萎￡r q⋯(葺凼-，咖1)[^(％rt一％⋯以，⋯，以)

+￡瞄‘q(x,ds。，咖。)q(¨卜吣⋯一飞，4l，．-，爿。，ds：，咖：)
P(yz，t。+l—sI—s2，‘‘‘，t。一sl～s2，A。+l，·一，4)]

(Vn>1,x∈E， V(tl，t2，⋯，f。)∈D‘刖， A】∈占，⋯，A∈占)

证明；(2．4 1)即是(2．2．1)，故只须证明(2．4．2)

由马氏性以及

P(x"t ti⋯，t。，Al，42，⋯A。)

P(X(t1)∈A【，一，x(t。)∈A。，t。<r1)

+∑P(X(t1)∈Al，f一，X(t。)∈4∥f<‘≤ti+1)

十∑P(X(t1)∈缸一，x(t。)∈爿。，r。≤t。<t。<Tm+1)

+∑∑P(X(t。)∈4l'-．，x(t。)∈以，r。-<t1<f。<b+。≤ti．t)

(2 4．2)

立得(2，4．2)。定理证毕．

下面我们给出马尔可夫骨架过程成为严正规马尔可夫骨架过程的充分条件

——过程的轨道以概率l处处有左极限．

引理2．4．1对于任意的H∈N，A1⋯A。∈s，

∞卜÷，』，(co(t1))⋯L洄(f。))
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是D(“)×Ddo，oo)上的Borel可测函数．

证明(1)对于任意的(E，￡)上的连续函数，l(-)，⋯L()，对于固定的占>0以

及s，>O，s>0，⋯，S。>0，

珊H f(CO(S。))“”J】(s1)，⋯％州](5。)

是D‘“’×D“O，o。)上的Borel可测函数．

因此

∞H嘉．r。⋯r。工沏(印)⋯^(∞(啪)％自删(如，⋯‘“”州(毛)凼-，如z，⋯出一
是D‘“’×D￡[O，∞)上的Borel可测函数．

令占山0得：

国卜÷^(co(t1))⋯一(co(t。))=

船古C”⋯r。』(酬)¨，正(呻乩．删“h，‰”以)凼t，虹，戤
是D‘4’×DE[O，co)上的Borel可测函数．

(2)由单调类定理，知对于任意的H∈N，A、⋯A。∈s。

mH，^．(co(tI))⋯』^(coCt。))是D‘“’×De[O，∞)上的Borel可测函数-

定理2．4．2设X={x(f)；f≥o)是以{L)：。为骨架时序列的马尔可夫骨架

过程．如果X的轨道都是左极的，则{x(0；t≥0)是严正规的马尔可夫骨架过程．

证明：由于{X(f)；f≥0)的所有轨道都是右连左极的，故可以将

{X(f)；f≥O)．看成是取值于D￡【O，∞)的随机元{．由定理2．1．3以及注2．1．3，

存在毒关于(x(o)，q)的混合条件分布K(x，5，d珊)；P(害∈do,IX(0)=石，f．=J)使

得：

(1)对于固定的XE E，J≥0，K(x，J，-)是D。[O，。。)上的概率测度，
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(2)xCT-固定的C∈B(DE【0，o。))，足(-，·，c)是￡×B(／R+)可测的，

(3) VC∈B(D。【o，∞))，K(Ⅳ(o)，r。，c)P(4∈clx(o)，f。)的一个版本

对于任意的n∈N，A一一，A。∈￡，由引理2．4．1

∞H，^(co(t1))⋯，^(co(t。))是D‘”1×D“o，oo)上的Borel可测函数．

令

i(x^rlI一，f。，4，⋯，4。)=Lf0。)J^@(ft))⋯，一。(∥(f。)K(x，J，d国)

显然^(x，s，‘l，一，f。，一I，⋯，A。)满足以下条件，

(i)对于固定的x，Lfi,"bln，石(x，s。t⋯，t，．)是(E“，s1)上的概率测度

(ii)对于固定的A。⋯，4∈占，i(．．，⋯，⋯，互，⋯，4)是E×／R+×D㈨上的

Borel可测函数．

(iii)对于固定的0<‘<t2⋯<‘， 4⋯，4∈￡

^(z，s，‘，’’’，f。，At，‘·‘；4，)=P(X(t。)∈4，’··x(‘)∈A．IX(O)=z，『I=5)p-＆．s

令

^(x，^，⋯，t，名一～，4)=r磊(‘s，‘，⋯，f。，4，⋯，A)P(石，凼)

其中p(x，出)是q关于彳(o)的混合条件分布P(r．∈dslX(O)=∞．

显然．h(x，^，⋯，tn,AI，．-，A。)满足以下条件：

(1)对于固定的4，⋯，4，^(t，⋯，4，⋯，以)是E×D(”’上的Borel可测函

数．

(2)对于固定的x，‘<屯⋯<t。，h(x”t⋯，f。，．)是(E“，￡4)上的有限测度．

(3)对于固定的A【I．．，4∈s，tI<t2⋯<t。，

h(x，t1，。一，t。，Al，t一，A。)
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=(^(耶^，⋯^，爿1'一，A。)P(x，出)

=r P(x(r)∈一I)-．，Ⅳ(f)∈Aol『【=J，x(o)=z)P(f。∈astx(o)=z)

2P(X(t1)∈Al，‘_．x(t。)∈4，『1<tlx(o)=x)P—e1．s．

由(Z(f)；f≥O}在T。处的马尔可夫性及齐次性，可得V。∈N．

P(X(r+fI)∈AI，‘‘‘，X(r。+，，)∈Am,f。+【一f。>，。fJ(f。)=却

2P(X(t1)E Al，⋯x(t。)∈爿。，t，<z"Ilx(o)=x)

2^(x，tl，．．，f。，4l，-．，A。)

因此，{Ⅳ(f)；f≥O)是严正规的马尔可夫骨架过程．

§2 5 极限分布

定义2·5·1设x(f)是(Q，F，P)上的取值于(E，s)的随机过程，P(x，t，4)△

P(x(f)∈Alx(o)2工)．若对于任意的J∈E，A∈s，lim，．÷。P(x，f，4)存在且与x

无关，fl(-JlP(A)=lira，⋯P(x t，爿)(4∈s)是(E，s)上的概率分布，则称Ⅳ(r)的极
限(概率)分布存在，称P(·)为x(f)的极限(概率)分布．

定义2．5．2设Ⅳ(f)是一个以{f。}二为骨架时序列的马尔可夫骨架过程．如

果存在(E，占)上的概率测度，r(．)，使得对于任意的彳E s．

P(X(vI)∈爿】x(o)=x，fl=占)=P(X(vf)∈4)=石(一) (2．5．1)

则称x(f)为Doob骨架过程，称石(．)为x(f)的特征测度，{f。)≥称为x(f)的再生

点．
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注2．5．1 Doob骨架过程是齐次可列马尔可夫过程中Doob过程的推广．在

应用中，我们会常常遇到Doob骨架过程，或者通过骨架时序歹0的再选择而得到

Doob骨架过程．

令

F(x，f)=P(rl sfIx(o)=z)，Vx∈E，t≥o；

F(f)=r x(dx)F(x,f)，Vt>o

引理2．5．1设x(o为Doob骨架过程，则

q(x，ds，咖)=F(x，西弦(砂) (2．5．2)

证明：由(2．5．1)得

q(x，ds，妙)=P(rl∈ds，x(r。)∈ay[X(O)=x)

=P(f。∈aslx(o)=x)P(X(r1)∈方IⅣ(o)=z，『1=s)

2 F(x，ds)P(X(r1)∈咖)

=F(x，出)厅(dy)

引理2．5．2若x(t)是Doob骨架过程，则

P(X(r。)∈A)=P(X(v。)∈A)=厅(爿) (n≥1)

证明：由(2．5．1)得

P(X(f2)∈A)

=￡‰)(dx)P(X(r2)∈AIx(_z-0=x)

=￡石(dx)P(x(t)∈爿Ix(o)=工)

=上万(dr)疗(爿)=丌(爿)L x(dx)=丌(4)

用归纳法立得我们的引理．
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于是

引理2．5．3若x(t)是Doob骨架过程，则

证明

令

P(r。+l—f。≤f)=P(r2一气≤f)=F(t) (n≥1)

尸(。+t一‘≤f)=L只(“)(出)P(“+。一"t-n≤ffx(L)：工)

=￡n(dx)P(f：一‘≤flx(_)=J)

=|P(r2一r【≤t)

_丘“c(dx)P(r2一‘-<tlx(一)=x)

=￡石i出)P(『I stlx(o)=x)

=￡，『r(dx)F(x，f)=，(f)

只(x)=r P“F(置dt)，

只=￡E(x)石(出)，

ha(A)=￡％(t4)，『(出)

定理2．5．1设石为Doob骨架过程，则

删)=等， (2．5．3)

只(‘爿)=^z(x，4)+掣． (2．5，4)

证明：由向后方程可知

只(‘彳)=％(‘爿)+￡Fa(x)n'(dy)P。(y，彳)

=％(x，爿)+‘(圳：Jr(dy)Pz(y，彳)， (2-555)
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所以

￡z(出)只(t爿)=￡万(出)％(x，4)+￡玎(出)只(z)￡z(dY)Pa(y，爿)

=hz(A)+疋丘玎(出)只(x，4)

只(爿)2￡石(出)％4)=可hx(A) (2 5．6)

把(2．5．6)代入(2．5．5)即得(2．5．4)．定理证毕．

定理2．5．2设x(f)为Doob骨架过程且f tdF(f)<。．若对于一切的

x∈E，A∈s，极限lim，．jp(x，t，鼻)≈字在，贝4

Drl．、 、F(删)r L h(y^A)z(dy)dtAli
P‘。，爿’—=—，ram P(x,t,A7 2—————二旦—i}：ir
(2．5．7)从而户(x，，4)与z无关，当且仅当F(x，∞)=const．，这时令P(爿)=

P(x，A)(VA∈s)，P(·)是(E，s)上的概率测度当且仅当F(x，∞)=1，vxE E

证明由定理2．5．1，得

妃(舻等̂

对于固定的f>o，当A上。时，上善兰个f．故
／L

。li．ra。1-AFx=慨f生手二押(r)=r。li。m。1-Ae-a'护(r)=r胛(嘎

嬲k(4)=。li。ra。。[。。P“L^(”r，爿弦(dy)dt=r L^(儿f，4弦(dy)dt

由(2．5 8)，(2．5．9)及(2，5．10)得

(2．5．8)

(2．5．9)

(2．5．10)
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由定理2．5．1，得

Pc爿，；坚珊只c爿，=二[—警． cz．s．，-，

只(z，A)=h^(X，A)+‘(x)只(A) (2．5．12)

P(x，一)=limP(x，t，爿)

2Mlim织(‘一)

5烛2ha(x，爿)+l。im■嬲假(爿)

：。+F(墨。。)．￡：曼竺：：：：竺三!空!竺
j。tdF(t)

定义2．5．3 设x(f)为Doob骨架过程，若r tdF(t)<。。且对于任意的

x∈E，F(x，0)=O，F(x，o。)；1，则称x(t)为正常返Doob骨架过程．

由定理2．5．1立得

定理2．5．3设x(t)为正常返Doob骨架过程．若对于任意的X∈E，A∈s，

极限lim，+。p(x，t，A)存在，则x(t)的极限分布P(．)存在且

删)：』』!竺竺竺， (w叫
Jo tdF(t)

并非每个正常返的Doob骨架过程都有极限分布，有时甚至极限

lim⋯p(x，t，一)不存在，且看

倒2 5，1(D／D／1排队) 考虑如下的排队系统：
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(1)顾客到达时间间隔为2小时

(2)顾客服务时间为1小时．

令上(f)表示上述排队系统的f时刻的队长，‰=O，y。表示第n个忙期的开始

时刻．易知L(t)是以{y。)≥为骨架时序列的正常返的Doob骨架过程．设在t=0

以前服务台前没有顾客，t=0时恰好有～个顾客到达服务台前并且立即对他开

始服务．显然

只，。，垒Pc￡cr，=-}上c。，=，，={≥袈羹：：；：!；：：：+：，。
h=0,1，2，··、

故极限lim⋯只。(f)不存在．

下面我们给出正常返的Doob骨架过程存在极限分布的一个充分条件．

引理2．5．4设x(o是Doob骨架过程，tr(x：F(z)绝对连续)=1，则

F(f)绝对连续．

证明：由(2．5．2)得

q(x，t，A)=F(x，f)玎(爿) (2．5．13)

由(2．5．14)及q(z，t，4)对固定A是(z，f)的Borel可测函数，知F(x，r)是(工，f)

的Borel可测函数，从而其密度函数厂(tf)也是(z，f)的Borel可测函数，于是由

Fubini定理得

F(f)=L zr(dy)F(y，f)=L石(y)r m，s)as

=『：(L丌(y)m，s))出

从而，(r)是以L zr(y)f(y，f)为分布密度的绝对连续函数，证毕．

引理2．5．5设世，(工)’K：(z)，⋯，K。(曲 m(m≥2)个分布函数，若其中之一
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是绝对连续的，则其卷积K，(x)+K：(x)+⋯tK。(z)也是绝对连续的(+表示卷

积)．

证显然只需考虑m=2的情形，不妨设K，(x)绝对连续，因而

Kt(x)4Kz(z)2 J一。Kl(J—u)dK2(u)=

J二{￡Ki(t-“)dt}dK：(“)．

由于K。(J)为分布函数，其微商Ki(t一“)≥0，因而由富比尼定理，积分次序可交

换，于是得到

K(z)+K：(x)=￡{『二《(f一“)dK2(“)胁

此式左端<。。，因而右端被积函数J二K』(f一“)dK：(“)为f的可积函数，由此可见，

K，(x)+Kz(J)为绝对连续，引理证毕．

引理2．5．5 tT面的弓11 2．5．7的证明摘自徐光辉的书“随机服务系统(第

二版)，北京，科学出版社，1988”．下面不加证明地引用更新理论的两个定理

作为我们的引理2．5．6与引理2．5．8，前一引理可参看J．L．Doob[1]，后一引

理可参看W．L．Smith[1]．

引理2．5．6 设jt，x：，⋯为相互独立的非负随机变量，X2,。3’，．具有相同分

布JF(f)，且，(0)<1．令

^

n(f)imax{n：∑Xi≤好
f_1

则对任～t≥0，

E(H(f))<oo

引理2．5．7设K(f)，，(f)为两个任意的非负随机变量的分布函数，而

X(O)<1．令
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则

I碟’(r)=K(r)
【砭哪(f)；FI””(f)+F(f)，tn=l，2，

∑碟州(f)<m

又若K(t)或v(t)绝对连续，且记

收(f)；∑碟“’(f)
m=0

则H。(})绝对连续，且对Ⅱnt，有

日∽；∑雕州(f)

证 取一，x2，⋯为一串相互独立的非负随机变量，使葺的分布函数为

置(f)，Xi(f≥2)的分布函数均为F(t)，则显见

Ⅲ+l

砭州(f)=P{∑Xi≤f)，m≥0

若令

则

因而

n(O§max{n：∑Xi≤f)

FP’(f)=P伽O)≥川+1)，m≥0

∑砭“’(f)=∑P呲)≥m+1}=E晰)}
m=O tn=O

由引理2．5．6，即得(2．5．18)式．

其次，若彤(x)或F(f)绝对连续，则由(2．5，17)及引理2。5，5，即知所有



—— 博士学位论文=j■■—■■————————二二二————～
《州(‘)沏≥o)均绝对连续．另一方面，由(2．5．21)知曙(f)为f的非鬲ii

因而由(2·5·18)，应用富比尼逐项微分定理于(2．5．19)得

峨(f)s∑《"(f)，鲫上

此即所要证的(2．5．20)式．

由于砭”’。)非降，雎’。(f)≥o，故上面的级数可运项积分，将上式两端积分
并利用《“’(f)的绝对连续性，即得

r峨(“)矗2薹．r农”’-)如=薹碟“)(f)
此式表明Jv。(r)是绝对连续的．引理证毕

再令

则

引理2·5-8
世(f)，，(f)为两个任意的非负随机变量的分布函数，并假定

1)矿(f)在f≥0上为有界函数；

2)少(f)∈厶(0，∞)；

”⋯lira．矽(f)=o

4)，(‘)在任意有限区间[0’明内都绝对连续，且F(O)：O

5)△；r taF(t)<。o

J蹬’o)=世(f)
I《哪(f)粤，p-”(r)·F(f)， m≥1

‰(，)；∑《1协
(2．5．26)

地J：：缈(t--U)dHK(咖墨譬f缈(u)du． (25．27)
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引理2．5．9设x(t)是Doob骨架过程，令

F“’(t)=F(x，t)

F⋯1’(f)=F硼’+F(f)=￡F一(ds)F(t—J)o=1，2，·-_)

H(f)=>：F“’(f)

若F(x，f)0∈E)绝对连续，则F一(t)和H(t)绝对连续，且对a．a．t，有

H’(f)=∑F一’(f)

从而

dH(t)=∑dF一(f)

证明：由引理2．5．5和引理2．5．7立得本引理．

定理2．5．4设x(t)是正常返Doob骨架过程．

如果疗0：F(x，t)绝对连续)=1．则Ⅳ(f)的极限分布P(．)存在，且有

证明：令

P(锄：』生篓兰：!坚!兰， (嘲∈。)
J。tdF(t)

掣(f)=f z(dy)h(y，f，4)

于是由引理2．5．9得

P(列，爿)：^(Ⅳ，爿)+￡f(芝g⋯(x,ds，痧))^(y,t-s,椰

叫州，m r喜P’(嘞L撕Ⅲy,t-s,A)
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=^(州，4)+J：：妻P’(出)掣(f—s)

=^(刈，爿)+r甲(卜s)2dF一(s)

=^(‘f，4)+f甲(卜s)d2F一(s)

=^(州，4)+f甲(卜s)主柑(s)

于是由定理2．5．2及引理2．5．8立得我们所要证的结论

§2．6广义极限分布与不变概率测度

定义2．6，!设工(f)是(Q，F，P)上的取值于(E，j)的随机过程，若n(．)是(E，s)

上的概率测度，使得对于任意的A∈s．z∈E

PI!im I。IA(X(s))ds
I⋯t

=兀c一，IⅣcj，=x]=t

则称兀(·)为x(f)的广义极限(概率)分布

定理2．6．1设x(f)是以(L您。为骨架时序列的正常返的Doob骨架过程，则广

义极限分布n(-)存在且

兀(舻￡蜂竺竺肚。
10 tdF(t)

证明显然对于任意的一∈￡￡，IAx(J))出，n=0,1，2，⋯是一列独立的随

机变量，f?“L(x(J))凼，”=1，2，⋯ 独立同分布并且与z(o)独立． 于是有
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E{f_IA(X(s))出j=E{C2L(Ⅳ(s))出j=r L^(y，r，4)石(dy)dt

由强大数定理，对于任意的A∈s，

。i。婆￡坐竺竺
特别地，若取A=E，则

=￡婢y'f，A)z(dy)dt，p吨s

。．，‰一‘。。∑M，。(x(s))西lim玉!!二王：lim兰!：!!!=：!：：==：

因此

=f￡^(y^E)z(dy)dt=r胛(f)

。jm蔓：：±!兰望!竺：。im』L￡：±竺!望!．—翌．二上』￡曼!竺：：：!!!!空!竺⋯
7n一『1 ⋯”1 ” 。_fl r胛(f)

同理

‰小(x(s))出r L^(y，f，A)z(dy)dtlim上L————一：!!竖⋯。+-一7t fo',aF(O

又由于忸(f))是正常返Doob骨架过程，所以r．<∞，JP一口^．从而

ti掣学一。令
卟Ico；!im_fii''Ia(X(s))ds lim￡坐婴!—j：—fEh(y,t,A—)z(dy)dtl

【
。。 ⋯。t—fI ffftdF(t) }

于是P(Q。)=1．

x寸t>O及任意固定的∞∈n。，存在月，使r。≤t<o∥且当f个∞时，n个c0

从而r。个∞
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另外

limsup—r IAX—(s))ds⋯t
兰。im￡。鱼!兰!!!!
f-+。 f

要iE hty，l’A)x(dy)dt

r tdF(t)

In IA(彳(s))西 r tj(XCs))ds
liminf型————一≥lim!L————～⋯ f ⋯

r“+l

：，imj二L二玉。。im』：±!兰竺!!

t l：hty'f，A)万(dy)dt
f tdF(t)JO

}i罂_r IAX(s))ds：j：—』：-{!型：n(爿)，P一。．。”。 ‘ f tdF(t) “⋯⋯一⋯

显然FI(·)与爿(o)的分布无关，故n(·)是{X(f)}，≥0的广义极限分布

定理2．6．2设{x(f))是取值于(E，g)的齐次Markov过程，并且是一个正常返的D00b

叫，=警，c爿㈤
是忸(f)}的唯一的不变概率测度

毕p蚕i+
学p蓍!铷
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证明(i) 这时P(z，t，dy)是{x(f)}的转移函数，对于固定的t>0及

一∈￡，”≥1，取／：(x)2蒌；考t旱，：]‘P(x，f，4))·显然ll^(x)一|P(x，t，4)||≤吉
令

最=b剐棚∈(寻孙

显然热)=喜吉ux)
对任意的于；0，显然

熹·rPix(眯A)ds
2寿·r郴∽删出+击．厂眦∽删出
5志·』：哗∽刊)出+志·f￡眦∽e咖)P(y,t,A)ds

2南，胁耶M)幽+雨1喜r郴∽∈B,)L：ds
+了l_·r￡P(彳(。)∈咖)【P(y，r，爿)一^(y)k

b·r舭∽删西一亓I喜(即∽删纠
s南·【眦∽删出+去，
令，斗o。．得

吣一苦兀c置樗
再令月-9"。o，得

1兀(4)一￡n(咖)册，f'4)i=o．
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即丌(一)=IEI-[(dy)P(Y，f，爿)．这意味着兀(．)是扭(讲的不变概率测度．

(ii)设丌‘()也是讧(f))的不变概率测度．若x(o)的分布为n+(·)，则对于任意

的A E s及t>0，P(X(t)∈A)=n+(4)．于是对于任意的A∈s，

兀+(爿)={，rP(x(r)∈爿)疵

=专r L P(x(o)∈出)尸(x(f)∈AIX(O)=z)出

=￡兀‘(出)专·r P(盖(，)∈aIx(o)=x)dt

；￡H*(dx)。lim。1，·r P(z(f)∈AIX(O)=z)疵

2上兀-(dx)I-I(A)

蝴=些掣，
所以兀’(·)=丌’(·)．bk而l-I。(·)是似(f)}的唯一的不变概率测度．

定理2-6·3设x(f)是正常返的Doob骨架过程，若极限Iim⋯P(t，z，爿)存

在，则极限分布P(A)(A∈占)存在，且等于广义极限分布n(爿)(A∈s)：

Pc4，=兀c爿，=!王j蔓{掣
证明由定理2．5．2和定理2．6．1立得定理2．6．3
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第三章GI／G／1排队系统

所谓GI／G／l排队系统，即为如F描述的系统：

(i)顾客在时刻⋯，f：：，t。，b，一，r：，··-陆续到达服务台，到达时间间隔

t。=r，一L一，∞∈Z=(⋯，一3，一2，一1；0；I“2··))是独立同分布的随机变量，其分布函数

记为A(x)，即

A(t)=P(t。≤f) ∽∈Z)． (3．1．1)

(ii)顾客的服务时间⋯，D。u。u。u。，u，，u：，⋯相互独立，并且与

‰，m E z)相互独立，而各‰有相同的分布

占(f)=P(u。≤t) (，，I∈z)， (3．1．2)

(i i i)服务台只有一个服务员，且按先到先服务规则进行服务．

设￡(f)表示GIIGll排队系统在时刻r的队长(即为时刻t在服务台前等待的

顾客数与正在被服务的顾客数之和)，OL(f)表示在时刻f之前最后到达的那个顾

客的到达时刻到时刻z的时间，岛(f)定义如下：若在时刻f服务台空闲，则令

＆(f)20，否则令岛(f)等于在时刻f正在接受服务的顾客已消耗的服务时间。一般

而言，￡(f)本身未必是一个马尔可夫过程，但(三(f)，q(r)，0：(f))是一个马尔可夫过

程，也是马尔可夫骨架过程。设∥(f)表示GIIGll排队系统在时刻f到达的顾客

的等待时问(包括对该顾客的服务时间)．令口(f)=Ot(f)，显然(∥(f)，目(f))是一个

3q
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马尔可夫过程，也是一个马尔可夫骨架过程

令

"2等妄笋

础)2鬻
(3．1．3)

(3．1．4)

以B(豫+)表示／R+=[O，o。)上的Borel集的全体，ro sO，_，，2，⋯为(三(f)，岛(f)，02(f))

的一系列相继的断点(即在时刻‘(一≥1)有一个顾客到达或有一个顾客被服务完

毕而离去，或以上这两个事件在时刻r都发生)

对f，J∈E={O，1,2⋯}，01，02∈职+，A。，A2∈B(侬+)，令

h(i，0l，02，J，Al，A2，t)

=P(L(t)=／，q(f)∈爿。，岛(f)EA2,f<‘江(o)=f，0．(o)=q，岛(o)=吼)

(3．1．5)

g(f，0I，02，ds，J，AI，A2)

=P(‘∈ds，三(I)=，，q(‘)∈一，，O：(r3∈A2陋(o)=f，鼠(o)=只，岛(o)=02)

(3．1．6)

特别对a，b∈腰+，

q(i，0l，吼，ds，j,a，b)圭q(i，0l，02，ds，J，{Ⅱ)，{6)) (3．1．7)

P(i，0I，02，J，Ai，4，f)

=尸(工<f)=，，B(f)∈一．，口：(f)∈A21L(O)=f，q(o)=01，＆(o)=目：)

(3．1．8)

关于(￡(f)，0。(f)’02(f)的瞬时分布，蒋放鸣在其博士学位论文[383中，已得如

40
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F结果：

引理3．1 1

h(i，0．，0”，，A，，A2，f)=

0， ，≠i

』^。(曰l+f)(1一A目。O))，^(O)』㈨(臼2)， ／=i=0

，^(曰。+f)(1一Aol(f))，^(臼2+r)(1一B目，0)) J2i>O

g(f，鼠，岛，ds，J，AI，A：)=

dAo,(5) i=O，／=1，吼=0,0 AI,0∈爿2
(1一Bo,(s))dAo,(J)， i≠O，，=i+1，0∈Ai,s+臼2∈心

(1一A许(s))d口岛(s)， i≠o，，=i一1，5+舅∈爿f，o∈鸣

(爿日．(s)一A口．(J一))(占B(s)一B岛(s～))，／2i≠0,0∈A1，0∈A2
0． 其它

特别有

q(O，01，O，ds，1，0，0)=dAo,0)

q(i，0l，02，ds，f+l，0，s+岛)=(i-B岛0))础qO)，i≠0

q(i，0】，02，cls，i—l，s+臼I，0)=(1一AB(5))dB岛(s)，i≠0

g(f，p，，02，ds，i，0，0)=(Ao，(s)一Ao,(s一))(口岛(s)一B目，(s一))，i≠0

(3．1．9)

(3．1．10)

(3，1．11)

定理3 1．1{P(f，0，，0：√，A．，A：，f)}是下列非负线性方程的最小非负解，也是其唯一

有界觯

P(i，0l，02，^A】，A2，t)

=h(i，q，岛，歹，Aj，A2，z)
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+，㈨(f)f(删巩(s)P(f+1，o，02+s，』，爿。，42，f—s)

+，i”}(f)(r(1一^(5))拈目：oOP(i一1，口，+s，o，，，爿，，一：，f—s)
+ZABo)一爿qo一))(B＆(s)-8口：(s-))P“，o，0，J，一，，A：，t—J)

+Io'o一口如(s))d4B(J)尸o+1，0，臼：+s，／，一。，爿：，f—s)) (3．1．12)

定理3．1 2若4(x)和B(x)中至少有⋯个为连续函数，则{P(f，臼。，岛，／，爿，，A：，f)}是

下列非负线性方程的最小非负解，电是其唯一有界解

尸(f，臼l，口2，，，A1，爿2，t)

=^(i，B，02,J，4，爿：，f)

+J{0l(f)￡枷日o)PO+1，o，口：坞．，，4l，4：If_s)

+，扎：J(f)(f(1一爿Bo))拈＆o)P(f一1，臼。十s，o,j，4．，爿：，f—s)

+J!：(1一曰岛o”幽q00P(i+1，o，02+J，／，爿l，爿2，r一5)) (3．1．13)

定理3 1．1和定理3．1．2乃是应用马尔可夫骨架过程理论中有关瞬时分布的

结论而得。

下面r我们将应用第二章中有关极限分布的结果，建立GI／G／I系统的队长

过程的极限分布存在的充分条件。

§3 2关于系统的忙期和'itf东l期的若干结果

所谓GI／G／I系统的忙期，是指这样的一段时间：它起始于一个顾客到达空

闲的系统的时刻，截止于系统再次成为空闲的时刻。

在统计平衡下，忙期和闲期是交替出现的。

令

42
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．finfit>qL(O=o)
d=f
f+。。 ，

finf{t>4z(t)=1}
y1={
l+00

若{f>OIL(t)=o)≠≯
若p>ol五(f)=0}=≯

若驻>dlL(O=1)≠≯
若口>d忆O)=1)=≯

在这-4,节中，还将假设A(O)=B(0)=0及

o<÷=M∽<。。五 i
～

。<古=№如
称p：兰为服务强度。

∥

(3．2，1)

(3．2．2)

引理3．2．1 {23独立同分布，E{x。l<∞，EX，=o，P{五=o)<1，1)TjJR,J任一

x，有

P匹Xf>x，fD．)_1 (3．2．3)

这个引理的证明见Chung和Fuchs[10]。

以t．表示f=0后第一个顾客的到达时刻，tl(扣2，⋯)表示f=0后第i个到达

的顾客与第(F一1)个到达的顾客的时间差。

设E(O)=f，0l(O)=q，岛(O)=02，于是在时刻f≥0之后顾客第一个到达点t，的

分布不是彳(z)，而是山。(x)。对于在f-0时已到的f个顾客的服务时间记为u。，

魄的分布函数不是B‘。(x)，而是B02(x)}日‘Ⅷ(x)。令吼=tl—u．，

(『。=t，～u，(f=2，3，⋯)，仃．，O-2，⋯相互独立，盯2(『∥·-同分布。令

fl^(f，01，61)=P(仃l≤O，仃2≤O，-．．，仃l+q+··-+盯¨茎0，

仃1+口2，+··-+盯々>OIL(o)=f，B(o)=01，02(o)=日2) (3．2 4)
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于是，兀。(i，只，臼：)表示在三(O)=f，口。(0)=口l，p2(0)=臼2的条件下，在[0，d]

中服务了k+(i～1)个顾客的概率。为了简洁，不致引起混肴，在引理3．2．2～3．2．4

的证明中把条件上(O)=f，目，(o)=岛，臼：(O)=包省去未写。

BI理3．2 2若p<l，则

∑兀。(f，B，02)=1 (3．2．5)

证以M表示在[0，d]中服务了的顾客数目。于是，为了证明(3．2．5)，只需证

明：若p<1，则有

t

P(M=+。o)=尸(∑q≤o，k>o)=0
f-1

下面证明(3．2．6)。由强大数定律知1im![生墨—±二二±垒=lira—O-2-l-G]+—'"+O"k=E口．
‘_+* k 々一+* k一1

‘

若P<l，即E盯2>0，则由(3．2．7)得

P(∑q>mi。．)=1

于是，由P(仃，<+o。)=1得

尸(∑q>o，i．。)=1

(3．2．6)

故(3．2．6)成立。引理得证。

5I理3．2 3若p<1，则

P(O<d<+cO、=1

证由A(o)=B(O)=0§口P(d=0)=0，由日『理3．2．2缶口

P(d<+。。)=∑p(d<+o。，M=女)=

(3．2．8)

(3．2．9)
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∑P(M=k)P(d<+。。阻=A)=

∑P(M=k)P(vl+v2+¨+叱<+o。)=
k=i

∑P(M=≈)=∑兀。(i，臼，，p：)=1，

引理得证。

引理3 2．4若P<1，则

P(O<Y，<+。o)=1

证 由Yl≥d及P(d=0)=0得P(y1=O)=0．以Ⅳ表示在(D，y．]中到达顾客

的数目，显然有M=N+i一1．由引理3．2．2知

P(Y．<+。。)=∑p(r】<+。o，N=☆)=

∑P(M=k+i-1)P(y1<+∞)阻=k+i一1)=

∑P(M=k+卜1)P(t1+f2卜州I<+o。)=
k=‘

∑P(M=k+i-1)=ZH。(f，q，臼：)=1，

于是，引理得证。

令

兀。=兀。(1．0．0)

J二是自

∑兀。=1
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令

F(f)=P(r，≤r陋(o)=1，B(o)=o，02(o)=∞

引理3 2 5设P<1．若A(t)绝对连续，则F(t)绝对连续

证以f(t)表示爿(f)的密度函数，在上(O)=1，0。(O)=O，02(0)=0条件下，在

(o，d]中服务的顾客数等于在(0，y1]中到达的顾客数，从而

故

Fo)=Jp(f．+f2+···+rM≤tlL(O)=1，g(o)=o，02(o)=o)

∑P(M=kILo)=1，B(o)=o，02(o)=O)P(t。+f：+¨．+

tw≤f)l三(o)=1，q(o)=o，已(o)=02，M=女)=∑兀。

P(fI+f2+-··+“<tlL(O)=1，q(o)=o，02(0)=B)

善兀t￡厂。∽出

=喜nt扩砸肼。薹．兀。扩飞)出

荟L兀t扩邙肛『：喜n∥b(呦出

斗j：：(妻兀。厂‘t’(s))出， 工j。。 (3 2．19)

∑兀。C厂“(s)c『L、≤芝兀。_÷o， ￡一÷。。
k=L+1 ‘

女=L+1

(3．2．20)

由(3．2．18)，(3．2 19)以及(3．2．20)得
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F(r)=r(妻n。厂。(s))幽 (3．2．21)
t=I

所以，(f)绝对连续，其密度函数为∑品nt．厂“’(n定理证毕。

令

五∽ⅢM=E(MIZ(0)=l，岛(o)=o，岛(o)=o)

巨Ⅲ)d=E(d{￡(o)=l，鼠(o)=o,oAo)=o)

&Ⅵ∽“=E(r。1三(o)=1，鼠(o)=o，02(0)=o)

下面的命题是Finch[10]的一个结果

命题3 2 1若P<1，则

其中

‰。∥=exp{三L--1一／-}<佃

Eo,<o)d=1卢唧嘻半Ho。

n。=r(1一爿㈩(f))棚㈨(f)

我们进一步得到如下结果

定理3．2．1若P<1，则

m。舰2万1 exp{台三Tl-ak}<佃
证由(3．2．17)及(3．2．25)得

臣i o o)Y1=E(tl+f2+··-+t")

=ZP(M：k)E(tl+f2+t·+fMIM=j})

(3．2．22)

(3．2 23)

(3．2．24)

(3．2．25)

(3 2．26)

(3 2．27)

(3．2．28)
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=∑兀。E(f；+f2+ +“)=∑兀。∑Et

=。Hk k．去=去喜叽

=去唧{窆k半}<+。。=l几 K

于是定理得证。

§3 3系统队长的极限分布

令

y。20， y。“=y。+吼‘y1， (n=1,2，，) (3．3．1)

i，=0， ‘=‘^n， (H=1,2，··) (3 3．2)

显然(三(f)，0。(f)，0：(f)，t<^)是以(吒)为骨架时序列的马尔可夫骨架过程。

令

h(i，0l，02，J，A1，A2，t)

2P(上(f)2 J，0·(f)∈AI,0z(f)∈A2,f<iIL(o)=i，0。(o)=0。，02(o)=02)

(3．3．3)

4(f，0】，02，ds，J，A1，A2)

=P(i，∈ds，工(‘)=／,0。(‘)∈AI,0：(i)∈A2IL(o)=f，B(o)=臼。，0：(o)=02)

(3．3，d)

P(i，0．，02，／，4，A：，f)

2P(己(f)2／，0。(z)∈Al,0：(f)∈A2,t<nIt(o)=f，0l(o)=01,岛(o)=02)

48
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于是有

h(i，q，02，工A，，A2，t)2h(i，ol，02，J，Al，A2，f)．

O(i，0】，02，ds，J，Al，A2)

f0， f=0
=f

【q(i，B，02，ds，J，A。，4)，i>0．

P(O，0{，02，J，AI，A2，t)=h(o，01，02，J，Al，A2，f)

令

户(f，，，41，A2，f)=P(i，0，0，J，A{，A2，f)

e(z)=P(i，0，0，／，馏+，豫+，f)

P(i，J，Al，A2，t)=P(i，0，0，J，Al，A2，t)

B(f)=P(i，0，0，，，豫+，豫+，t)

(3．3．9)

(3．3．10)

(3．3．11)

(3．3．】2)

由(3．3．6)，(3．3．7)，(3．3．8)以及定理2．2．1立得

引理3 3．1{p(f，0。，0：，／，A。，A：，f)}是下列非负线性方程的最小非负解

P(0，0l，02，J，A。，A2，t)=h(o，0】，02,J，Al，A2，f)．

P(i，01，02,J，A】，A2，t)=h(i，01，02，／，4，A2，f)．

+¨一如(s))棚如(s)尸(f一1，0t+s，0，工Al，A2，f—s)

令

+∑(爿Bo)一ABo一))(B。：o)一％o一))户(f，0，0，／，A。，A：，t—s)
，E r

+J：：(1_B吃(s))dAo。(s)户(f+1，0，0：+5，’，，AJ，爿2，f—J)

(f=1,2，’，，=0,1，2⋯，0≤01，02，t<。。，AI，A2∈B(僚+))

廊(f"0 0：，M，A：)=f讯只。0，。A一：，t)dt (3 3．14)

49
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肪(f。0 0：，／⋯A A：)=e讯0㈣0，，，爿。，爿2，})西

于是有

扁(f，0I，02，／，A1，A2)=

E(S-{，}(L(f))·』^(qo))，』：(口：(r))·，h，)(‘)I工(o)=i，0，(o)=01,0：(o)=02)

(3．3．】6)

M(i，q，02，J，A。，A：)=

E(I⋯(工o))‘，。。(臼，o))·，。：(吼f))-‘。门(n)陋(o)=f，q(o)=B，02(o)=02)

(3．3．17)

令

M(i，J，A1，A2)=M(i，0，0，J，A1，A2) (3 3．1 8)

嘲n=如q，j，IR’、／R1．弼li=嘲i t3．3．19)

显然有

删属蛳州：)：黔@+『)吲嚣．啪z_0∈且(3 3．20)0l， “。‘ 、““。。7

f，√．(臼．+f)，^(曰：+f)[(1一B目，(f))枷B(f)+(1
而(f”0 0：，出，．，，爿。，爿2)j抬岛(r)]+∑”。。，一．(q+t)s。，(目：+f)[(』日．(f)

(气(f)一BB(t-))]，J=i>0
O，J≠i>0．

Aa(f))

A口(f～))

(3．3．2】)

引理3 3．2 {As(／，0．，0：，ds，，，A。，A。))是下列非负线性方程的最小非负解：
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府(O，0。02，^A，，A2)=廊(0，0，，02√，A，，A2)

M(i，pl，0：⋯／A．，A!)一而(f，01～0，，A。／1。)

+J(：(1一Aq(s))dBo：(s)M(r1，B+J，0，／，At，A2)

+∑(如。(s)一A40一))(％(J)一岛：o一))衍(f，0，0，，，A，，A：)
5<--t

+水一Bo。(5))卯B(s)M(i+1，0，口2+s，_，，A1，A2)．

(i=1,2，⋯，／=0,1，2，⋯，0≤0l，只，t<。o，A1，A2∈B(IR。)

证明 仿定理2．2．1的证明立得本引理。

定理3．3．1 (三(f)，只OLB(呦的广义极限分布兀(·)存在的充要条件是

P<1，

此时

特别

n(j，Al，A：)=
旃(1，／，A。，A：)

扣砉半，

其中，2吒／(1，／，A，，4)和肪，由引理3．3．2决定。

iiEN显然，(￡(f)，0。(n02(f))是一个以(n，n≥1)为骨架时序列的骨架过程

于是由定理2．6．1和定理3．2．1立得证明。

定理3．3．2若户<1，且爿(f)绝对连续，则(￡(r)，岛(r)，岛(f))的极限分布JD(．)

存在，日等于它的广义极限分布n(·)：

脚P(i，q，02)J—A Az，f)=H(j⋯A A：)，

也甭=)UⅡ
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特别有

liraP，(t)：=n(，)

证明，由定理2．5．4，定理2．6．1，定理2．6．3，引理3．2．2和引理3．2．3

立即导出。

§3 4等待时间的瞬时分布和极限分布

这一节，仍将使用前节的方法，即马尔可夫骨架过程方法首先考察

(渺(f)，口(f))，然后获得关于w(t)的极限性态的结果。

取(o)为(肜(r)，臼(f))的骨架时序列．

VA∈口(衄+)X，t∈IR+ 令

h(x，t，爿)=P(缈(})∈A,t<f1IⅣ(o)=x)，

q(x，t，一)=P(矽(r1)∈A,t≥"F11w(o)=z)，

P(x，t，爿)=P(∥o)∈A1w(o)=x)，

引理3 4，1

h(x，f，A)=(1一爿(f))』。((x—f)+)，

g(剐，4)；J：：fA-(x-O*clB(x)相(J)

证

h(x，t，爿)=P(∥O)∈爿，t<‘l∥(o)=互)=

P((x—r)+∈A，r<f1)=P((x—f)+∈A)P(t<r．)

，。((x—f)+)(1—4(f¨

(3．4．1)

(3．4 2)

(3．4．3)

(3．4．4)

(3．4，5)
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q(x，t，A)=P(w(rI)∈A，t≥rll矽(o)=x)=

J：：Pf∥(．s)∈，4，r．∈出1∥(o)=z)=

￡JP((z—s)++u，e 4)以o)=』：P(u．∈一一(X--S)+)础(s)=

J：：fA-(x t)*aB(』)clA(s)

于是，引理得证。

由引理3．4．j和定理2．2．1立得

定理3．4 1妇(x，t，爿)，0≤j，t<+o。，A∈B(R+))是下列非负线性方程的最小非

负解(也是唯一有界解)：

P(x，f，爿)=f jP(y,t-s,4)船(y一(z—f)+)洲(s)十(1一爿o))，。((x—f)+)

(O≤x<+∞，A∈B(R+))

以下是关于极限分布的计论

q，crl(i=2,3，⋯)，d。，厂。的定义均见§3．2． 令

兀女(j，口)=以q≤O，o"l+盯2≤0,---o"t+o-2十··t+o’，【s0

13"i+cr2+···+吼>oF(o)=j，口(o)=日)

仿引理3．2．2的证明，可得

引理3 4 2 若P≤1，则

∑1I。(五日)=1
t=l

仿引理3．2．3和引理3．2．4的证明，立得

引理3 4．3若P≤1，则

P(a<+oolW(0)=z，臼(o)=臼)=1

(3．4．6)

(3．4．7)

(3．4．8)
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P(r．<+。。l彤(o)=X，o(o)=o)=1

VA∈R(R+1，令

io=0，；。=r。^n(M=1,2，⋯)

^‘哪(x，0，A，f)=P(矿O)∈4，r<≠。lⅣ(o)=x，臼(o)=目)

h(x，0，A，t)=P(W(t)∈A，t<y。IrV(0)=x，o(o)=o)

由于≠。个n，故有

^‘41(x，0，A，f)1、^(x，0，爿，r)(n中+∞)

并且有

^‘‘’(x，0，爿，f)=J。((x—f)+)(1—4(f))

(3．4．9)

定理3．4．2 {^(x，0，A，f)，0≤z，0，t<+c。，A∈占(尺+)}如下唯一决定

{h(x，o，A，f)，0≤x，t<+oo，A∈B(R+)}是下列非负线性方程的最小非负解

而

h(x，0，A，f+)=ho)0，0，A，f)+

f^((x—s)+，0圳A—J)捌(s)

(0≤x，r<+00，A∈8(R+))

h(x,O，爿，f)=h㈣(一o，A，f)+f^(“一s))+，o，4，f—s)dA目(s)

(0≤上，0，t<+。。，A∈B(R+))

证显然(∥(f)，曰(f)，t<ft)是一个马尔可夫过程，且是以(；。)为骨架时序列的马

尔可夫骨架过程。



博士学位论文

^‘1’(x，0，A，f)=，。(x—f))+(1一^0))

驴‘1’(T，0，A，，1-h0)(_x，0，A，，)+

f∥((X--S)+，0川A—s)aA。(s)

于是立得我们的定理。

令

爿㈦口)(r)=P(r．≤tlw(o)=x，口(o)=0)

仿引理3．2．5的证明立得

Dltlll 3 4．4设P(f·=¨2常数)<1及p≤1．若爿(z)绝对连续，则4M、也绝对

连续，且4邶)(+m)：1．

令

P(x，0，A，f)=JD(矽(f)∈A1w(0)=x，臼(o)=臼)

定理3 4．3设P(fl=ul=常数)

⋯∽2苇斧

<1及p≤1．若A(x)绝对连续，则

3)limP((0，s])=1⋯

其中h(x，爿，t)=h(x，OA，f)可由定理3，4．2计算出来。
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第四章马氏骨架过程与可靠性理论

可靠性理论大约起源于上世纪三十年代。最早被研究的领域之一是机器维修

问题，另一个重要的研究工作是将更新沦应用于更换问题。此外，威布尔

(weibull)、龚贝尔((}umbel)和爱泼斯坦(Epstein)等研究了材料的疲劳寿命

问题和有关的极值理论。

在解决可靠性问题中所用到的数学模型常为概率模型和统计模型。在这一

章，我们将考察机器维修问题中的一个概率模型：两个部件的寿命及修理时间均

服从一般分布的并联系统。这样的系统为如下所描述：

系统由两个不同部件和一个修理工组成，若两个部件都工作或一个部件：f

作，另一个部件故障，则系统均能正常工作，只有当两个部件都发生故障时，系

统才处于故障状态。若部件一旦发生故障，修理工立即对故障的部件进行维修

而维修好的部件立即进入工作状态。若一个故障部件未修好时，另一个部件也故

障，则它处于待修状态，此时系统故障。

设两个部件每次故障后均能修复如新，第i个部件的寿命置的分布函数为

以，(r)2p(一g)，研五]=≯暖(。=砉
第i个部件故障后的修理时间V的分布函数为

G以M郾m础]=k0(f)=去
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一——————————————————————————一
设x1，x2，Yl，Y：为相互独立的随机变量。在本章中，总以L(t)表示时刻t

L(t)=

0，时刻t两部件均在]：作

时刻t部件1在维修，

时刻t部件2在维修，

时刻t部件1在维修，

时刻t部件2在维修，

部件2在工作

部件2在工作

部件2在待修

部件1在待修

显然，犯(f)，f≥O)N-N机过N，其状态空间为E={O⋯1 2 3，4}，而系统的工

作状态集为∥：{O，1，2)，故障状态集为F={3，4)，由系统假设知

{三(f)，t≥o}一般不是Markov过程。现引进补充变量：

对f∈{l，2}，令

r部件i在时刻r以前最后⋯次连续工作至f的时间，

X．(})={ 如果在时刻f部件i处于工作状态：

l o如果在时刻￡部件i处于被修理状态。

x．(f)称为部件i在时刻t的寿命．

厂部件i在时刻f已花去的修理时间，若时刻f部件在修理

¨(f)= 一

L。，若时刻，部件在运行．
则旺(f)，x，(f)，互(f)，I(f)，砭(f)l构成一个马尔可夫过程．

令To=0， 疋表示(L(r)，X，(f)，X：(吐Y，(f)，Y：(f))的第n个断点，湿见

(三(f)，X。(f)，；cAt)，y。(r)，y：(f))是以(‘)为骨架时序列的马尔可夫骨架过程·

令
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I—FAx。)
i=1,2

i=1，2

设置，x2，Y1，Y2∈1R+，AI,A2，B，，B2∈B(m+)，并令

Po。(f，Xl，X2，A1，Az)=P(L(O=0，x1(f)∈AL,X2(f)∈A2

L(O)=0，XI(0)=xl，X2(0)=X2)

只o(f，z2，Y．，A1，A2)=P(L(t)=0，X【(f)∈Al，X2(f)∈A2

L(O)=1,Xz(O)=X2，yi(O)=Yj)

BoO，x1，Y2，Al，A2)=P(L(t)=0，XI(f)∈A1，X2(f)∈A2

L(O)=2，置(0)=五，E(0)=Y2)

‰(f，Yl，Aj，A2)=P(L(t)=o，Xl(r)∈Al，X2(r)∈A2l

L(0)；3，K(O)=Y1)

只。(f，Y：，4，A：)=P(￡(f)=o，X。(f)∈Al,X：(f)∈A：l

L(0)=4，匕(O)=Y2)

Po，O，X。，X2，Bt，A2)=P(工(f)=l，一20)∈A2，IO)∈B。f

L(O)=O，Xl(0)=zj，x2(O)=工2)

只l(t,X2，YI，BI，A2)=P(L(t)=1，五G)∈A2，|8(t)∈雪【

工(O)=1，X：(O)=x2，X(O)=Y1)

Rl(fmX y2，BL，A2)=P(L(t)=1，五(f)∈A2，K(f)∈BI

L(O)=2，置(O)=X。，砭(0)=Yz)

只．(t,y，，B1，A2)=P(L(t)=1，X2(f)∈A：，I(t)∈B
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L(o)=3，K(0)=Y．)

只。p，v!，口。，A，)=，)(工“)=1，置(，1∈爿”y：n)∈口

工(o)=4，y，(o)=Y2)

只：0，z。，J2，4，B2)=P(L(t)=2．X。O)∈A。，Y2(t)∈B2

L(O)=O，XI(0)=xt，X2(O)=x2)

PI：(f，工2，yI，4，色)=P(￡0)=2，爿．(f)∈Aj，E0)∈B：

上(O)=1，x2(O)=x2，K(0)=M)

E2(f，z：，Y2，At，B2)=P(L(t)=2，墨O)∈4，EO)∈B2

L(O)=2，X．(o)=X．，t(o)=Y：)

只2(f，y1，Al，B2)=P(L(t)=2，Ⅳ1(f)∈Aj，艺(f)∈B2

L(O)=3，_(O)=Y1)

P42(f，Y2，Al，4)=P(L(t)=2，五(f)∈A【，E(f)∈B2

L(O)=4，E(O)=Y：)

晶(f”X X2，Bi，A：)=P(L(t)=3，X(f)∈Bl，X2(r)∈A2

L(0)=0，x【(O)=』1，爿2(o)=X2)

只，(r，xz，yI，E，4)=P(L(t)=3，X：O)∈A：，I(f)∈BI

L(0)=l，五(o)=)22，X(O)=M)

吃(f，xl，Y2，Bl，4)=P(L(t)=3，X2(f)∈A2，I(f)∈B

三(O)=2，五(o)=置，E(O)=Y2)

＆(f，Y1，蜀，A2)=p(L(t)=3，Ⅳ2(f)∈A2，I(t)∈B

￡(O)=3，一(O)=Y，)
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民(f，Y：，B．，4)=P(L(t)=3，置(f)∈A：，×(f)∈B

，』(())=4，rt(0)=)，．，)

PoAt，^，x：，A．，B。)=JD(三(f)=4，一O)∈爿l，E(r)∈B：l

L(o)=0，X1(0)=X1，X2(O)=X2)

Pi4(f，屯，Y．，4，B：)=P(E(f)=4，X，(r)∈4，I(f)∈B!l

工(o)=1，X：(O)=x2，X(O)=Y。)

只。(f，xj，Y：，Al，B2)=P似(f)=4，五(f)∈At,YAt)∈Bl

L(O)=2，五(O)=z。E(o)=Y：)

只。(f，Y．，4，B：)=尸∞(f)=4，X。(f)∈A1,‘(f)∈Bl

L(O)=3，K(O)=Y，)

匕(f，Y。，A。，B2)=P(上(f)=4，五0)∈4，E0)∈B：l

L(0)=4，砭(0)=Y2)

§4．2瞬时性态

由定理2．2．1，我们有

定理4．2．1 {R。(f，_，t，A1 4，f)，日。(f，x：，Yl，4，A0，B。(f，一，Y2，A．，4)

B。(f，Y．，4，4)，P40(t，Y：，4，4))是下列非负方程的最小非负解：

只。(f，xl，x2，At，A2)2(1一只，_(r))(1一‘％(f))1』，(x1+f)1』：(x2+f)+

r(1一，：‰(5)护。，。2(s)只。(f—s，0，z：十s，A1,A 2)+

f(1一鼻‰(s)峨，。(J)如(卜蹦。+J，o，爿。，A：)

P,o(t，工2，y。A，A2)=J=(1一E，q(5))dGl，H(s)Po。(1--S,0，x2+E4，A2)+

f(1一G。，。(s)dF2k(s)＆(卜s，Y．+s，4，，A：)

60
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￡。o，xhy：，爿，，爿：)=r(1～E，。．o))dG：，，：o)只。o--S,XI+s，o，爿．，爿：)

"一G，v，(N)奶弧(s)‰(卜圳，2+J⋯A A2)

￡。(fwY At，Az)。J。dGt，¨(s)R。(f飞o，o。A A：)

只。(f，y：，4。，4)=rdG：，儿o)置。o—J，o，o，爿，，爿：)
定理4．2 2 假1(f，xl，z2。B A：)，弓1(f，x2wY Bj，A2)，最1(f，X1，y2，B1，爿2)，

Et(f，M，B-，Az)，只。瓴Y：，蜀，鸣)j，是下列非负方程的最小非负解：

昂。(t,xl,xz,B。，A：)=f(1一E，。：(s)d‘，。(s)只，o—s，x：+5，o，B．，爿：)+

Jf：(1一鼻，≈(j))dE，工。(5)只，(卜一是_+墨0，县，A。)

只t(t，X2 Yt，B-，A2)2(1-G-，H(坝1一，2，t(t)lA：(x：+f)1且(yl+f)+1一F2。(s))

dGj，H(s)只)(f—s)，o，x2+s，Bi，A2+

J。(1一G1Ⅵ(s))dF2，，：(s)只10—s，Y1+s，0，8l，A2)

只z(f，‘，，：，B，，A：)=J：：(1一E，。(s)dG2，，，(s)Po。p—J，^+J，o，曩，爿：)

拇～G2饥(J))犯q(s)只l(卜s，Y2+s，Bl，A2)

Et(f，Y。，Bi，4：)=l'odG。‰o)只，(t-s,0，0，且，爿：)

e，(，，Yz，BI，Az)=I：dGz，n(S)Pll，o-s,0，0，Bi，A：)
定理4-2·3

{Poz(，，X1，t，4，最)，Pi2(t，x2，Y1，AI，B2)，最2(r，zl，_y2，4，B)，

只z(f，Yt，At，芝)，只：0，Y：，AI，易)}是下列非负方程的最小非负解：

昂z(t,Xt,X2,A。，B：)=J：：(1一E‰(s))凹k(s)墨：(f一¨：+s，O,A1，B：)+

j。(1一只q(s))峨，b(s)￡：(f一蹦，+j，o，A，，B2)

鼻z(，，xz，yt，爿。，B：)=J：：(1一E，。(J))崛，h(S)Po：(卜鹕o z：+s，At,B：)+

水一Gh、(J))峨％(s)只：(1--S，0，A B：)

61
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只20，x。，_v：，A。，B2)=(1一G2，n 0))(1一F1，＆(}))1．^(xl+t)lB：(Y2+f)

f(1一只Ⅵ(．_))df；㈠．(．，)只、(f—Kk+s，0，爿I，B11

J：：(1一Gz饥(s))犯q(J)只z(卜J，0，4。，B：)

只：(f，Y。，4．，B2)=rdG．，，。o)只：(f—J，0，0，4。，B2)

只：(f，Y：，A，，B：)=』：：粥：，，：(s)P2：o—s，o，0，4，盈)
定理4．2．4 {P03(f，x1，x2，Bl，Az)，P,3(f，x2，Yl，E，A2，屹(f，xI，Y2，BI，A2)

＆(f，Y，，B，，A。)，只，(f，Y：，且，A：)}，是下列非负方程的最小非负解：

％(f，x．，x：，B。，A。)=J：：(1一‘‰(s))峨k(s)只，(卜蹦：+s，o，B A：)+

J：：(1一EⅥ(s))dF2，。(s)P2，(卜蹦。+s，o，B。，A：)

P,3(啦：。Y B。，A：)=r(卜F2‰(J))崛Ⅵ(S)Po，(卜J，0，x：托曰。，A2)+

J：(1一G．，，．(s))aV2沁(s)P3，(f吨0⋯B』4：)

P23(t,xl,yl，B A2)=J=(1一FLⅥ(J))dq，，：(s)Po，(f～J，0，x。+J，O,B。，A：)+

r(1一G：，，：o))d一‰o)只，o—s，0，B，，爿：)

只，(f，舅，口l，4)=(I—q，。(f))1。。(M+f)+rdGIⅥo)最，(f一只0，0，E，A2)

只，(f，Y：，B．，一：)=J：dG：，n o)E，o—s，0，0，B．，4。)

定理4t 2。5{兄(f，t，x2，A。，B2)，#4(f，恐，Yl，4，B2)，{墨4(f，五，y2，A。，B2)，

{只。(f，Y．，4，B2)，{只。(f，Y：，4，B))，是下列非负方程的最小非负解：

P04(t，一，x：，4，B：)=J』(1一‘，。o))dE，。(s)只。o—s，x：+s，o，A，，B。)+

r(1一只，。(s))dF2，＆(s)P2。o—s，x。+s，o，爿。，B：)

只。(f，z：，Y。，4，B：)=r(1一F2强(s))dGl，。o)R。o～s，0，x：+s，A。，B：)+
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r(1一G．Ⅵ(s))dE饥(s)E。(r—s，0，A，，B：)

，；．(，，rhr，，A·，曰z)：‘j，门一Fxq(f))一G：，、，o)只。n—s，工，+s，o，A，，曰，)

小1一G2饥(s))d‘Ⅵ(J)只。(f—s,O，A，，B2)

只。(f，咒一A Bz)=J：i崛，。(s)B。(卜叭0 0，Aj，B：)

只一(‘，yz，4，Bz)=(1-Gz饥(r))1岛【_y：+f)+』』dG2，。：(s)只。(卜㈨0 0，A1，B2)

以上结果，参见[37]．

§4，3极限性态

为方便计，在这一小节，以∥(f)表示(工(f)，五(f)，屯(f)，一(f)，E(f))。此外，令

fI 2：inf{t：t>O，∥(￡)=(2,0，0，0，O))

％50，V月≥o， ‘+I=f。+砟fl

由吒的定义知，在时刻‘．系统必处在故障状态(3，0，0，YI，O)。在现实世界中，

任一系统必在一个有限的时间段内发生故障，鉴于此，下面的假设是合理的

E0,tw(o)=(2，0，0，0，0))<+。。

我们还将假定

q；(f)是绝对连续的。

以下，将应用马尔可夫骨架过程的理论，求得{缈(f)，t≥O}的平稳分布。

设∥(f)的全体取值的集合为E”，则

E⋯={(i，z．，z2，Yl，Y2)：i∈(0，l，⋯，4)x．，z2，Yl，Y 2∈[O，+。。)}．

设∥(，)的状态空间为(F”，s)，3是E”上的一个盯一代数。

Vx∈EW,t≥O，令

D(x，t)=P(rl≤fl∥(o)=工)，
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V，1∈=i

D(O=P(r2一rl≤t)

丌(4)=：尸(∥(r．)∈A)

容易验证{缈(f)，f≥0)是一个以{f。}。为骨架时序列的Doob骨架过程，且厅(●

为其特征测度。

由引理2．5，3可以推知：

D(f)=p(出)D(x，f)=P(L+。--Tn≤r)， n>-1。
Ew

进一步，还可得到

ItdD(t)=E(r2—2"1’

=E(r2一f。l缈(f1)=(2，0，0，0，o))

=E(r，1w(o)=(2，0，0，0，o))

此外，由D(x，t)的定义，亦易看到

D(x，0)=0，D(x，00)=1，Vx∈E”

故由定义2．4．3知，{∥(f)，t≥0}是一个正常返的Doob骨架过程。

由系统的状态转移规律及『【的定义，可以知道：无论矿(O)取E”中何值，r

总可以表示为若干相互独立的随机变量之和，这些随机变量可以分为四类

a)部件1在时刻0的剩余工作寿命或剩余修理时间

b)部件1的工作寿命；

c)部件1的修理时问；

d)部件1的待修时间。
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注意：a)类随机变量至多只有一个，而d)类随机变量等于相应时刻部件2的剩余

修理时F1J，_Il-UTI-， 卜述f，的表示中，必龠有一个部件1的修理时问。

于是可知，E的条件分布函数D(x，f)为若干个分布函数的卷积，且构成卷

积的这些分布函数中，含有G。．(·)，由引理2．5．5知，D(x，f)是绝对连续的

(Vx∈E”)。

至此，对过程{矿(f)，t≥0}，我们验证了其满足定理2．5 4的所有条件。故由

定理2．5 4知，w(t)的平稳分布P(-)存在，且有

仆(彤，A)^c(dy)dt
P(爿)=业L‘———一，VA∈S

jtaD(t)
0

其畔1，^(y，t，4)=P(缈(f)∈爿，f<f，1w(o)=y)

余下的事情，便是确定^(y，f，4)及J tdD(t)
0

设ro=0，0=￡“fl，／'t=1,2，⋯，贝U

(∥(f)，0≤t<f。)是一个以以}n≥0为骨架时序列的正规马尔可夫骨架过程

从而，可以应用定理2．2 1，确定P(矽(f)∈4，t<f。1∥(o)=_y)

协l，X2，yl，y2∈R+， Al，A2，B1，B2∈s，令

芦oo(t，XI，x2，4，4)=P(上(f)=0，x，(f)∈4，Xz(t)∈4，t<r

L(O)=O，Ⅳl(O)=■，X：(O)=x2)

i。(f，x2，Y。，4，4)=P(工(f)=o，Ⅳl(￡)∈Al，x2(f)∈4，t<r

L(O)=O，X2(O)=X2，Z(O)=Y，)

置。O，X1，Y：，AI，A：)=P(上O)=o，五(f)∈At,X：O)∈4，t<r
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L(o)=2，X1(0)=X1，Y2(O)=Y2)

L(o)=3，I(o)=Y；)

豆。(f，Y：，A1，A0=尸(三(f)=o，Xl(t)∈At，五(f)∈A2,t<f

L(o)=4，艺(O)=Y：)

露。O，x．，x：，B。，4)=P(三O)=l，X：(f)∈Az,IO)∈Bt，t<r

L(O)=0，XI(0)=XI，爿2(0)=x：)

只1(f，x2，Yl，BI，4)=尸(三(f)=1，X2(r)∈A2,IO)∈BI，t<rlI

L(O)=1，X2(O)=X2，I(0)=F)

Bi(f，Xl，Y2，B1，A2)=P(L(t)=1，X2(f)∈A2，Yt(t)∈BI，t<r

L(O)=2，X1(0)=zl，YAo)=Y：)

只l(f，Y1，B．，4)=P(L(t)=1，X2(f)∈A2，I(})∈B1，t<f

L(0)=3，X(0)=Y。)

豆。(f，Y：，Bt，A2)=P(工(f)=l，X2(f)∈A2,X(r)∈B1，t<f

三(O)=4，112(0)=奶)

P020，jl，x2，4l，B2)=P(工O)=2，Xl(f)∈At,墨(f)∈B2，t<r

L(o)=0，Xl(O)=■，X2(O)=X2)

只2(f，x2，Y，，Al，B2)=P(￡(f)=2，X1(f)∈A1，E0)∈B2，t<r，l

L(o)=1，置(0)=z：，誓(O)=Y．)

只2(f，X1 Y2，AI，B2)=e(L(t)=2，Xl(f)∈爿l，E(f)∈B2，t<f

L(O)=2，X，(0)=X1，匕(0)=Y2)



博士学位论文

亏2(f，Yl，At,B2)=P(三O)=2，x．(f)∈Al，匕O)∈B!，t<r

只：(f，Y2，A1，A2)=P(工(f)=2，工lO)∈一1，Y2(t)∈曰2，t<f

L(o)=4，匕(o)=Y：)

露3(f，‘，x2，B1，A2)=P(￡(f)=3，I(f)∈BI,置(f)∈A2,t<r

L(o)=O，一l(O)=一，托(0)=X2)

鼻3(f，t，M，E，A：)=P∞(f)=3，并2(f)∈A2,一(f)∈BI,t<-}

L(o)=1，』z(o)=t，I(0)=M)

￡3(f，■，儿，Bt，A2)=p(L(t)=3，z20)∈A2，誓(t)∈曩，t<ri|

L(o)=2，x1(O)=X1，艺(O)=Y：)

只30，yi，置，A2)=P(L(t)=3，彳2(f)∈彳2，I(r)∈曰．，f<f。

三(O)=3，一(O)=Y．)

只3(f，Y!，Bl，A2)=p(L(t)=3，X2(f)∈A2，K(f)∈Bi，f<7

L(O)=4，t(o)=Y2)

昂a(f，_，石2，A1，B2)=JP(￡O)=4，盖。0)∈4，艺O)∈Bz，t<彳1f

L(o)=O，xl(0)=xl，x2(0)=x2)

只40，z2，yl，爿l，B2)=P(上O)=4，置O)∈4，匕(f)∈B2，f<f

L(O)=1，x2(0)=x2，K(O)=y1)

B4(f，_，Y2，Al,B2)=尸(三(f)=4，X。(f)∈Ai,E(f)∈B2，t<r

L(O)=2，z。(O)=Xl，E(O)=Y：)

只。(f，Y，，Al,B2)=P犯(f)=4，x1(f)∈Al,t(f)∈B：，t<f
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L(O)=3，¨(0)=Y．)

只《f，．v：，一I．B?、=P(L(，)=4，Ⅳ．(，)∈Al，KO)∈口，，t<f

L(0)=4，y2(O)=Y：)

}il}j我们有

定理4 3 1{豆。(f，x。，x2，爿，，A2，f)，再。(f，x：，Y，A．，AO，豆。(f，x。，Y2，A。，A：)，

曩。(f，Yl，A。，爿：)，丘。(f，Y：，A，，A。)j是下列非负方程的最小非负解：

露。(f，xl，x：，A：，A：)=(1一一，h(f))(1一E’12(f))1。、(‘+01_，(而十f)+

J：：(1一‘％(J))奶，。(s)葺。(f_0，z：+5，AI,4z)+

f(1一鼻Ⅵ㈤峨，，(s)豆。(卜”。蝇o，4，4：)

P,o(t，石2wY AI，A2)。Jl：(1一只沁(s))崛Ⅵ(J)民(f飞0，^+J⋯A A2)+

f(1一G㈣．(5))峨‰(s)茂(f咱Y。蝇Al,彳z)

置。o，x．，Y：，A，，A：)=f(1一只Ⅵ(s))dG2，¨(s)Poo(t—J，_+￡o，爿。，A。)

f(1一G2饥(s))峨q(s)只。(∽，Y：蝇Ai,A：)

fi30(t，y。，爿，，A。)=I：dGt，，。(s)瓦。o一5，0，0，4．，A：)

‰(f，Y2㈣A A2)2 J。dG2饥。圮。(f吨0，0㈣A A2)

证明 因为(L(f)，z。(f)，x：(f)，X(f)，艺(f)，t<rL)是马尔可夫过程，也是以

(_，n≥0)为骨架时序列的马尔可夫骨架过程。

令

hooO，x1，x2，Al，A2)=P(L(t)=O，Xl(t)∈A1，z20)∈A2，t<‘

L(O)=O，X1(0)=X1,Ⅳ2(0)=X2)

hlo(f，x2，y．，Al，A2)=P(L(t)=o，爿l(f)∈AI，置(f)∈42，t<_j
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L(O)=1，X：(o)=X2，X(O)=Y、)

瓦。(，，‘，1一!，A，，爿!)=Pf￡rf)=0，Ⅳ。(f1∈AI．Ⅳ!(r)∈Aa,r<_

L(O)=1，X，(0)=X，，匕(0)=Y：)

^]o(f，Yl，AI，A2)=P(L(t)=0，Xl(f)∈Al，X2(f)∈A2，f‘‘

Z(O)=3，X(O)=YI)

h40(f，Y2，Al，A2)=P(L(t)=0，XI(f)EAl，X2(f)∈A2，f<‘

L(O)=4，K(O)=Y：)

砭”’o，j。，z：，4。，A2)=P(￡o)=0,Xfo)∈Al X20)∈Az,t<％

L(O)=0，Xl(O)=XI,Xz(O)=z2)

置：”o，z：，Y。，A。，A：)=P(三o)=o，X．(f)∈A1,X：o)∈A2,r<‘

c(o)=1，X2(O)=X2誓(O)=Y．)

薯’(￡，_，Y：，A．，42)=P∞(￡)=o，x。(})∈4，x：(f)∈4，f<_

Z(0)：1，Xl(O)=xl，rAo)=Y2)

覃_o，Y。，A。，A：)=P(上o)=o，五o)∈AI，五(f)∈A2,t<‘

L(o)=3，rl(0)=Y-)

露’o，Y：，A。，A：)---P(L(t)=o，五o)∈At,爿：o)∈4，r<‘

三(O)=4，墨(0)=Y2)

于是有

瓦(f，x，，工：，A。，A：)=磁’(f，X1，x：，A，，AO，

i。o，x：，y。，A。，A：)=葺：’O，工：，Y。，爿。，A：)

Lo(f，X1，Y：，A。，4)=惑’(f，_，Y：，At，4)，
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h300，Y，，A．，A：)=只：’(f，Y。，彳．，4)

瓦。(f，Y：，A1，4)=魂’(f，Y：，AI，A0

当n寸。。时

P。oo”’(f，_，x2，』lI，A A2)j露。(f，_，-，A1，A2)，

豆妒’(f，x：，Y。，A1，A：)叶茸。(f，x：，Yl，4，，A：)

船’(f，‘，Y2，A1,A2)斗豆。(f，‘，Y2，Al，42)

嚣’(f⋯Y爿。，一：)斗豆。(f⋯Y A．，A：)

船)(f，Y：。A A2)斗豆。(f。Y A㈣A)

显然有

瓦。(f，x，，x：，彳。，爿：)=(1-Fi，，。(f))(1一Fz，，：(f))，。，(x。+t)I。2(j。+f)

瓦。(r，X2，Yl，4，AO=o，瓦。(f，‘，y：，At，A：)：0

瓦。(f，M，4，4)=o，h4。(}，Y：，4，4)：0

由马尔可夫骨架过程理论有

嚣’(f，z。，z：，4，4)=瓦(f，‘，z：。A A：)+

f(1一‘，。(J))奶，。(s)葺∥(f_J，0，X2+s⋯A 4)+

r(1一‰(s))峨，。(s)露’(卜蹦。幅o⋯A 4)

覃护’(t，X2 y。，A．，A：)=￡(1一五，，：o))dG。，。o)豆妒。一只0，x：+s，4。，爿：)+

I)1一G。，，．o))d‘，，：o)豆宁’o—s，0，Y。+s，At A：)

露’(f，‘，儿，Ar，A：)=J：：(1一只“(J))粥：饥(J)惑’(卜j，^+J，o⋯A A：)

J：：(1一G：，，：(s))峨，。(s)豆护(f_∽0 A。，A：)

嚣’(f⋯Y A⋯A)=I：dGm．(s)惑’(f飞0，0⋯A A：)
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船’(f⋯Y A。，爿：)=rdGⅥ：(s)础(卜㈨0 0，彳⋯A)

因而由定理2．2．1，立知定理成立。

定理4 3 2 {磊。(f，x．，x：，B。，4)，茸l(f，X2，M，Bj，A：)，豆。(f，z。，Y：，B1，A：)，

茸。(f，Y。，Bl，4)，豆，(r，一：，置，4))是下列非负方程的最小非负解：

瓦(f，x。，z：⋯B A：)=r(1一E，^(s))扭。：(J)丘，(卜¨。蝇o，B A：)+

f(1一巧q(s))舻：，_(s域(f吗石。蝇o⋯B A：)

亏，(f，x：。Y B1，A：)=(1一Gl，。(f))(1一t，々(f))l。：(x2+f)1。l(M+f)+

上(1一E碣(s))dG‰(J)只】(f—s)，0，jz十J，0，B1，Az)十

扣一Gl，y。(s))dF2‰(s)只I(f—s，YI+s，Bl，A2)

P2。(t，x。，少：，B。，4：)=J：：<l—EⅥo))dG：，，：(J)磊，o—s，工。+s，oIBl，爿：)

J：：(1一G：，，：o))卯。．o)豆，(t-s，Y：+J，B。，一：)

只t(f，y—B，A2)。J。dGt，H(J)最t(f—s，0，0一B A：)

只t(f，y2，B·，Az)2 j。弼2，，；o)只l(f—J，0，0，B-，A：)

证明 同定理4．3．1的证明，此处略。

定理4．3．3{磊：p，葺，X2，4，盈)，吃O，墨，咒，4，挽)，歪：O，^，Y2，AI，盈)，

焉：(f，Y。，A。，B：)，豆：(f，Y：，A。，岛))是下列非负方程的最小非负解：

P02(t,XI,x。，4。，B：)=r(1一只，o))矗巧，。：(J)置：(f—s，x：+足o，A，，B：)+

』：(1一互，。(s))峨k(s)豆：(卜蹦。+s，o，A。，B：)

只2(￡，x2，Y1，AI，B2)。j。(1一F2，＆(s))dG㈨，(S)e02(￡吨0，x2+s㈣A B2)+

J：：(1一G．，。(s))d‘，，：(J)E：o—s，0，爿．，B：)

豆。0，x。，y2，A。，垦)=(1-G：，，，(f))(1一鼻，，2(f))1d．(x，+f)1日：(y：+})
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』：(卜‰(s))dGz饥(s)豆z(㈤，_怕0⋯A Bz)

r(1一G：，，：(5))蚯Ⅵ(s)豆：(f吗0，At，B：)

艿2(f幽，爿。B)=J：dG¨(s)茸：(卜∽0 0。A Bz)

E：(f，助爿。B)=f：dG：，：(s)曩：(f飞0，0，A1，B：)

证明 同定理4．3．1的证明，此处略。

定理4．3．4{磊，(f，zl，z：，B。，A2)，丘3(f，z2，Y。，B。，A2)，声23(r，x．，y。，B。，A2)

P～,3(f，Y，，旦，4)，豆，(f，均，皇，A：))是下列非负方程的最小非负解：

％(f，xi，x 2ⅧB A2)2小一只‰(s))崛，％(s)暑3(卜s，z⋯s，0，B1，A2)+

Yo(1一只，，o))峨，。o)豆，o—s，一+s，O,B，，4：)

鼻3(f，xz⋯Y B-，A2)2上(1一只‰(s))崛Ⅵ(s)％(f一蹦z+s—B 4)+

J：：(i-G。，。㈤幔，。(J)置，(≠飞0⋯B A：) ”

最，o，zt，Yt，Bt，爿i)2 j。(1一只，。．(s))dGz，，：(s)异，o一只zt+5，0，Bt，A：)+

上(1-G2，，：(j))蜗k(s)气(卜鹕0且，Az)

E3(f，J，⋯B，Az)=(1-GLⅥo))l。．(y-+f)+J。嬲m．(s)毛(f—s，0，0一B A2)

％(f，儿，B。，^)=j：：据：，，：(s)茸，(卜∽0 0。B A：)

证明同定理4．3．1的证明，此处略。

定理4．3．5{瓦(f，_，x2，A1，B：)，再。(f，x：，Y。，A．，B：)，豆。(f，x。，Y：，A。，B2)，

巨。(f，Y．，A1，B：)，瓦(f，Y：，A。，B：)}是下列非负方程的最小非负解：

磊。(￡，x。，x：，4．，B：)=￡(1一F2，，。o))d‘，，：(s)豆。(f--5,X2+S,O，4。，B：)斗

J：(1一E强(s))峨，，：(s)豆。o--S，xI帆0，爿，，B：)

丘。o,x2,Y。，4。，B：)=((1一E，，：o))dGl，，．(s)P04(t一是0，z：+J，4，，B：)+
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【(1一G1Ⅵ(s))峨％(s)亏。(卜¨0 A⋯B)

豆。(f，‘，y：，A1，B：)=J：(1一f，^(s))dG：，h(s)豆。o—s，x：+s，o，A．，B：)

J『：(1一Gz饥(5))犯‰(s)只。(f—s，0，A1，B：)

亏。(r，M，4。B)=rdG‰(J)砭。(h⋯0 0 A。B)

只。(f，儿，爿㈣B)=(1一G埘：(f))1口：(y2+f)+)rdG：∽(s)葺4(r吨0，0，A．，B：)

证明 同定理4．3．1的证明，此处略。

于是，Vx∈E”，A∈3，由上述之各定理，便可确定

P(Wft)∈4，t<rl|矽(o)=x)．

从而，可得P(‘≤fJ缈(o)=工)(=D(x，f))，

最终，便可确定ftdD(t)=归f p(矗)．D(x，f))．
D 0 E”

综上，有

定理4．3．6 如果E(fl忙(o)=2，x。(o)；x2(o)=K(o)=rAo)=o)<co，且

Gr。(f)是绝对连续的(f=1，2)，则(￡(})，五(f)，x：(f)，I(f)，rAO)的极限分布P(·)存

在，且有

”^(川，A)z(dy)dt

P(爿)=业Li——一，VAe3
ftdD(t)

其中，^(y，f，4)和ftdD(t)蝴=4．3．1——定理4．3．5导出。
0
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第五章 马尔可夫骨架过程与存储论

§5．1水库储水模型(I)

本节所讨论的水库储水模型可以概括如下：

(1)假设有一个水库，总容量为矿，当水库的容量达到多时，水库中的水

就自动溢出。在时刻f水库的储水量记作矿(f)；

(2)水库有Ⅳ令进水速度G，⋯，C,v，进水速度是被取值于￡：<l，2，⋯，Ⅳ}的

半马尔可夫过程Ⅳ(r)所控制，在时刻f水库的进水速度为Cx。；

(3)水库的闸门用于水库泻水，闸门的开和关是由取值于{o，1)的半马尔可

夫过程y(，)所控制a在时刻f，如果j，(f)=0，则闸门关闭：如果y(f)：1，则闸

门开放。泻水速度为ct，为了行文方便，令6。=0，即闸门关闭时泻水速度为o；

(4)假设{Ⅳ(f)；f≥0)与{，，(f)；f≥o)独立．

{矿O)；f 2 0}称为储水量过程，它的轨道如下图所示．

如果{y(f)；r≥O}是～个马尔可夫链，水库的进水速度只有～个，这时的水库储水
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模型退化为经典的随机流体模型．如果省(f)，f≥o}是马尔可夫链，这时的水库储

水模型退化为Mitm[1】的生产消费流体模型。对于{z(f)；f≥o)和{y(f)；f≥o}都只

是半马尔可夫过程的情况，从我们掌握的资料来看，N+N止N内外还没有人研

究．

下面我们应用马尔可夫骨架过程的理论，建立了这类问题的数学模型

令

0l(t)=inf{s≥O；x(t—S)≠xO))

020)=inf{s≥O；Y(t—J)≠y(f))；

(3 1．1)

(3．1．2)

r。=O，f．为(Ⅳ(f)，y(}))在【O，o。)上的第n个间断点a一般来说，储水量过程

{矿(f)；f≥O)不是马尔可夫过程，但{(矿(f)，X(f)，y(f)，Ot(f)，0：(f)))m是一个马尔可夫

过程，并且是以{f。)二为骨架时序列的马尔可夫骨架过程a

以T．表示x(f)在(O，。。)上的第一个跳跃时刻。令

Eu)=尸{正≤tIx(o)=f，鼠(o)=o}

E．tO)=P{x(墨)=七，正茎fI．r(o)=f，最(o)=o)

一矗(f)=P{墨≤flz(o)=f，B(o)=B}

f^ao)=P{x(I)=k，互stlx(o)=i，0．(o)=01)

以，I表示y(f)在(O，m)上的第一个跳跃时刻。令

Gift)=P{Tl≤fl】，(o)=f，02(o)=o)；

Gf岛(f)=P西兰fly(o)=i，巴(o)=02}．

由于x(f)和y(f)是己知的半马尔可夫过程，所以E(f)，E。(f)，和Gi(f)是已知

的。从而鼻，B(f)，一^B(f)，和Gf．B(f)可由E(f)，E^(f)和G∥)计算出来，即：
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解

哪，=等等产；

Fi．g．ol∽=攀笔铲
Gi．02∽=普杀掣．

对于IR+上的Borel集A，B，V，i，m∈E，J，n∈{0，1)，t2 0，令

h(v，f，J，Ol，05，V，m，Ⅳ，A，B，t)

P(矿(f)∈y，xo)=In，y(f)=月，01(0∈爿，02(t)B，t<r1Iv(o)=v，z(o)=f，}

r(o)=／，0I(0)=0l，02(0)=02)

显然有：

h(v，i，／，0l，02，V，m，聍，A，B，f)

=(1一只¨(t))(1·Gj，岛)占m占巾Iv(min{V，(V+(CJ一_『)矿})，』(臼，+f)』口(占：+f)

令

P(v，i，J，0l，吼，V，m，H，A，B，f)

P{V(t)e矿，xO)=聊，yO)=n，01(t)∈爿，02(t)∈曰I矿(o)=v，z(o)=i

r(o)=／，01(o)=01 02(0)=Oz)

由定理2．2．1，我们得：

定理5．1．1 P(v，i，／，Oi，02，矿，m，H，爿，B，f)是下列非负线性方程组的最小非负

P(V，i，，，01，02，V，m，n，A，B，t)

2^((V，i，J，Oj，02，V，m，H，A，B，f))
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+。羔。n㈣(删1-G；,o：∽
·P(min{V-,(v+(C；～E弦)+}，k，／，O,02+矗V，m，％A，B，，一5)

+rq鸭(ds)0一f，q(s))

·P(min{V-,(v+(C,～弓)。)+j，i，1一，，01+凡0，V，m，H，A，B，f一。)

+∑∑(E。。．(s)一E。。．(s一))(GⅢ：(s)一G删：(s一))

P(min{V，(V+(c，～己)s)+)，女，，，0，0，V，m，n，A，B，t—s)

利用定理5⋯1 1可盼唯～确定储水量过程彤(fk}≥O}的有限维分布(参见[38])。

下面，考察矿(f)的极限性态。

方为便计，令

W(t)=(yp)，—￥O)，y(f)，最(f)，易O”，t≥0。

且以(E”，s)表示{∥p)，t≥o}的状态空间。

以下的讨论，均建立在假定

尸(V=0)=l

之下：(+)的直观意义是：水库可以以概率1干枯。此外，鉴于问题的实际

背景，还假定{∥(f)，t≥oj是～个既约的正常返的马尔可夫过程。

令

‘=inf{t≥olw(t)=(o，io，0，0，0}

其中，io∈E是Ⅳ(f)的～个给定的状态

设ro暮0， ‘“=_+口，．_， 九=l，2，·-·

Vx∈E”．t≥0，令
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D(x，f)=P(^≤tlw(o)=x)

D(f)=P(r2—1 sf)

在假设E(‘l矽(o)=(o，io，0，0，o))<o。之下，容易验证{彬(f)；f≥o)是一个以

以)乏。为骨架时序列的正常返的Doob骨架过程，又若假定x(f)在各状态的逗留

时f自』均是绝对连续的随机变量，则易知：Vx∈E”，D(x，t)是绝对连续的。从而

由第二蕈中定理2．4 2司得：矿(f)的平稳分布P(‘)存在，且VA∈s

J p(列，4)z(蹦P(爿)=旦量二—-——_
jf扣o)

其中， 厅(-)是{∥(f)，t≥0)的特征测度(见第二章)

h(x，t，爿)=P(w(O∈A,t<,-dw(o)=z)

若能确定^(z，f，爿)(Vx∈E”)及p扣(f)，则通过取某些特定的4(∈3)，譬
0

如取A=VXEX{0,1)×R+×R便能确定g(t)的极限分布。

为此，考虑如下的马氏骨架过程：

{W(O，0st<_)，

其骨架时序列为{瓦)。一，其中_0；O，瓦=r。A‘，n≥l

对且上任意的Borel集合A，B，V，令

i(v，i，／，0l，0 2，v，m，n，A，曰，f)

。P{V(t)∈V，x(t)=m，y(t)=n，只O)∈A，oat)∈B

瓦>f渺(o)=V，x(o)=i，y(o)=／，01(O)=0．，岛(o)=岛)

直接计算可得
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令

亦即

h(V，i，，，0】，0 2，V，m，H，A，B，t)

2(1一f口．(f))(1一G，日，(r))占：，。J，，。Iv{min(V，V+(Ci—C』V)

‘IA(0l+t)Iz(02+t)，

户(v，i，，，0l，02，v，所，月，A，B，f)

=p{v(t)∈V，x(t)=m，y(t)="，0l(t)∈A，02(t)∈B．

f<‘ly(o)=V，Ⅳ(o)=f，y(o)=，，q(o)=01，岛(o)=占：)

卢(v，i，_，，0l，02，V，m，n，A，B，r)

=^((V，f，^01，02)，t，矿x(m)×{H}×A×曰)，

由第二章所建立的结论，可得

定理5．1．2 {声(v，i，／，01，幺，V，m，H，A，B，f))是下列非负线性方程组的最小非负

觯：

F(v，i，，。0 0：，V，m，n，A，B，r)

=石(v，i，工0。，幺，V，m，月，A，B，f)

+兰k=l r只，。，B(西)(1--Gj,e：(J))声(min{矿，V+(cf一。，)J)，≈，／,0,02+s,V,m,n,A,B,t-s)

+J：：G，，B(出)(1一只，岛o))声(min{矿，v+(Cl一弓沁)，i，1一工01+J，o，V，m，n，爿，B，f—J)

×∑(只^q(s)一只^B(s一))(G"，(s卜Gj，B(s一))

×fi(min{V，v+(q一己)5)，i，1一／，q+墨o，V，聊，月，爿，B，f—s)

由此定理及芦(v，i，J，01，岛，矿，研，H，A，B，f)的定义，便知^(x，t，一)可被完全确定，

从而又可导出D(x，f)=P(1≤tlw(o)=J)，再由第二章引理2．4．3，可求得
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D(f)=fD(x，Ox(dx)
E”

最终求得jtdD(t)
0

经以上步骤，便能求得v(t)的极限分布．

§5 2水库储水模型(II)

在实际的水库储水过程中，一般而言，水库的泻水速度是依赖于进水速度和

储水量的，因此较模型(I)更符合实际情况的水库储水模型可概括如下：

(1)假设有一个水库，总容量为矿=Mdo(其中以>0，M∈IN)，当水库的

容量达到矿时，水库中的水就自动溢出。mdo，州=1,2⋯，M称为标志水位，在

时刻，水库的储水量记作v(t)；

(2)水库有N个进水速度C，，⋯，CN．进水速度是被取值于E={1，2，·，Ⅳ)的

半马尔可夫过程x(f)所控制，在时刻f水库的进水速度为C。，；

(3)水库的泻水速度是依赖于储水量和进水速度的，具体说，当储水量

v∈[mdo，∽+1)以]，进水速度为G时，泻水速度虿(v，G)=妒沏，f)．其中妒(Ⅲ，f)是

整数m∈(1,2，⋯，M}和i∈E的函数．

(4)假定对于任意的m∈{0,1，二)2一，M}，存在f，J∈E，使得

伊(Ⅲ，i)>e (3．2．1)

对于任意的i∈E

妒(肌，_，)<C，． (3．2-2)

妒(吖，i)>C

妒(O，f)<cJ

我们首先引入几个记号

(3．2．3)

(3．2．4)
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对于任意的v∈[o，习，如果v∈[Ⅲd。，(m+1)d。)， m=o，1，⋯Ⅳ，则令

㈩一md”

对于任意的v∈[0，矿]，i∈E，令

S(v，f)

V一【v]

C(v，C1)一Ci’
M十d。一v

c1一C(v，c1)

l厂C(V，Ci)>e；

ifc(v，C。)<C．

S(v，z) 表示当水库储水量为v，进水速度为Ci，泻水速度为石(v，e)时，储

水量从v到达F一个标志水位所需要的时间．

令O(t)=inf{s≥0，x(t～S)≠x(f))，o(t)表示时刻t以前爿()的最后一个断

点到f的时间间隔．令％=o 2"n是哆(矿(f)，CⅦ1lx(f))在[o，。。)上的第n4-,'Hi嘟-r

点．～般来说，储水量过程{矿(f)；f≥0}不是马尔可夫过程，但{(矿(})，X(f)，口(f)))

是一个马尔可夫过程，并且是以慨)二为骨架时序列的马尔可夫骨架过程．

以I表示x(t)在时刻0以后的第一个跳跃点，令

-lo)=P{正≤tlx(o)=f，o(o)=0)；

只、。(f)=P{z(五)=k，五≤tlx(o)=f，p(o)=0)；

鼻口(f)=尸{I≤tlx(o)=f，目(o)=口)；

E点口(f)=P{x(五)=k，正s≠lx(o)={，p(o)=0)．

于是有： 叫惦鬻；
‰以，=笔毒筹．

任给[O，00)上的{?orel集y，A，v∈[0，p-]，，∈E，0≥O，t≥0，令
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P{y(，)∈V，Ⅳ(f)一／，o(t)∈一，f<T11矿(o)=1，，x(o)=f，o(o)=0}

显然有

令

2(1一Fi．目0))，(。，(“))占u，^O+臼)，r((V+C，一C(v，C，))f)+)

P(v，i，0，V，J，A，t)

=P(V(f)∈矿，x(f)=J，口(f)∈Air(o)=v，爿(o)=f，口(o)=毋)，

由定理2．2．1可得：

定理5．2．1 P(v，i，0，V，J，A，t)是下列非负线性方程组的最小非负解：

P(v，f，0，V，J，A，f)

=h(v，i，0，V，／，A，f)

+[1一E日(占(V，i))]尸([V+(c：一c(v，c，))s(v，f)】+)，i，

0+S(v，f)，V，／，A，t—S(v，f))

+。-兰1,k；，∥’E^。(西肌+(e一8-(V，啪】+，☆，
0+s，矿，J，A，f—S)．

类似于§5．1中的讨论，亦可得到模型(II)的储水量过程的极限性态。为

此，令

w(t)=(矿O)，x(o，移(f))，t≥0；

以(E”，s)表示矽(f)的状态空间，仍维持§5．I中的假定(+)：P(V：0)：1。

并设{∥(f)，f≥0)是既约的、正常返的。取定七∈E。这里，io表示v(t)：O，拶(f)：0
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时，x(f)所在的状态，令

7j—inf{t>oIW(，)=(o．i(1，o)}，％30，l，l=r，+臼。l，，"=1,2

假定 E(1l矽(o)=(o，i。，o))<+c。

Vx∈E”，t≥0，令

D(x，f)=尸(‘≤tlw(o)=x)，

D(f)=P(r2一‘玉f)．

易验证{形(f)，t≥O)是以娥}为骨架时序列的正常返的Doob骨架过程。且若

设Ⅳ(f)在各状态的逗留时间的分布函数是绝对连续的，则可知D(x，．)是绝对连续

的Wx∈E”)，于是，由定理2,4．2得∥(f)的极限分布尸(．)如下：

VA∈3，

f卜(列，A)n(dx)
P(爿)=业t-—一

(tdD(t)

其中，h(x，t，爿)=P(缈(f)∈A,t<11∥(o)=x)，若能求得P(爿)(V4∈s)，则可

以确定{矿(f)，t≥O)的极限分布。为此，如同在§5．1中一样，只须确定h(x，t，爿)即

司’。

考虑过程{∥(f)；O≤t<‘)：

令_。；0，瓦=f。^‘， ”=1，2，⋯，易知，{∥(f)，O<t<I)是一个以瓦)为骨

架时序列的正规马尔可夫骨架过程。

Vz，／∈E，V，0∈腰+，V，B∈占(监+)，令

i(y，i，占，V，／，召，f)

=P(矿“)∈V，Ⅳ(，)=／，口0)∈B，f<瓦fy(o)=v，。r(o)=z，臼(o)=护)
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户(v，f，0，y√，B，f)

==Jp(y(f)∈V．Ⅳ(，)=，，pr，)∈B f<‘ly(o)=v．Ⅳ(o)=f，口fo)==p)

显然侑

i(v，i，0，y，J，B，f)

=(1一只，d(f))，【。，s(。)】O)占F，。O+臼)，，((v+(c：一U(v，C))f)+)．

而关于声(v，i，0，y，／，B，f)，则由定理2．2 1，有

定理5．2．2 F(v，i，0，V，／，B，f)是下列非负线性方程组的最小非负解

声(v，i，0，V，√，B，f)

=i(v，i，0，V，／，B，f)

+[1一f，日(J(V，f))】P([v+(c，一芒(v，c，))s(v，i)]+，i，

0+S(v，f)，V，J，B，t—s(v，1))

C(v，cf)弦]+，k

0+S，V，J，B，t—J)．

注意：卢(V，i，0，矿，，，B，f)=P(彬(f)∈爿，f<r，lW(0)：z)：^(石，f，爿)，这里

A=V×{n×B，z=(v，i，0)。

§5．3易腐烂物品库存模型

易腐烂物品的储存是现实生活中经常出现的问题。这一节，我们建立了一个

关于此类问题的模型，并对此模型进行了分析。为简单计并不失一般性，仅考虑

库存物品为单一种类的情况。

问题可以概括如下

e+p以出岫n。。∑=!}
+
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(1)假定库存物品的寿命是一个随机变量，且各库存物品的寿命是相互独

(2)每次出售只售出一件物品，相邻两次出售的时间间隔是相互独立同分

布的随机变量，它们与物品寿命亦是相互独立的，其共同的分布函数为o(t)。

(3)仓库的容量为一个固定的值S⋯，当缺货量达到一s(s>0)时，立即进

新鲜货品，补足缺货并使库存量达到s～。

设S(t)为时刻t的库存量。欲考察其在任意时刻f的分布规律及其在统计平衡

状态下的分布规律。

一般而言，$(f)；f≥o}不是马尔可夫过程。引入补充变量如下

o(t)表示时刻t仓库中物品的寿命

占(f)表示时刻f前(包括时刻f)最后一次出售物品的时刻到r的时问间隔。

易见，{(S(f)，曰(f)，目(f))；}≥O}是一个马尔可夫过程。令f。=o，r。为

^ ^

(s(f)，臼(f)，口(f))在[O，。。)上的第n个间断点。显然(s(f)，臼(f)，臼(f))是一个以{f。)：。为

骨架时序列的马尔可夫骨架过程。

对于任意的臼，舀≥o，f≥o，令哪)=筹；
G．(f)：—G(—O+—t—)--G(O)．
。

1一G(01

对于任意的f√∈p+1，5+2，⋯，S。。)，0，；∈[o，。。)v2及[o，o。)上的Borel集爿，j
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若z>0，令

h(t，0，0，J，A，A，t)

P{S(t)=J，O(t)∈A，粕∈A“，t<r，∞)=j，o(o)=0，o“(o)=0“))=， )∈，护(r)∈，<r，陋(o)=j， )=， )=)

P(i，0，0，J，A，爿，f)

^ ^I ^ ^

2

P(so)。I，，甘o)∈4，口o)∈AIS(O)2 z，口(o)=臼，日(o)=臼)

若i≤0，则令

^ ^

h(i，0，J，A，t)

“ ^ I ^ “

P{s(t)=／，口(f)∈A，t<flls(o)=f，o(o)=0}

^
“

e(i，以J，A，A，f)

^ ^l ^ “

P{S(t)=／，O(t)∈A，o(t)5 4s(o)=f，口(o)=目}
【

显然，

姒臼，只，，彳，以，‘)2瓯,jIa(口+‘)乇(口+f)(1一B(f))I(1一G∥)

h(i，臼，J，爿，t)=4．fI．(臼+f)(1一G．O))
A 0

由定理2．2．1，我们得：

定理5．3．1 P(i，0，含，／，4，刍，f)是如下非负方程的最小非负解

P(i，0√，A，A，t)

=，”z，川(f)fG；(ds)P(i一1，o，／，爿，A,t-5’)

ifi>0；

ifi≤0
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+，"∽￡G；(出)P(s。。o，o小爿，盖，f—s)

P(i，0，0，J，A，A，≠)

=h(i，0，0，／，爿，A，f)

饥A一(f)喜舯一聃∥弋1一G∥黼凼)
^ ^

×P(i～l，0+J，臼+s，，，A，A，t—s)

“⋯(f)喜脚飞∽蹦础(0'批肌五，㈤)

+，{2划(f)J：：f(1一B(s))‘G；(出)P(¨，臼托o，／，一，j，f—s)

+‘。}(f)f(1一局(J))Ga(ds)P(O，o，，，一，五，f—J)
卜l

+∑∑C(Fo(s)一Fo(s一))『(1一乃(s))H(1
j≤f f=I

^ ^

‘P(i一，，0+J，O+s，J，A，A，t-s)

G．(s))
0

+善(磊(s)一B(s一))‘(1一Ga(s))Jp(o，札／，爿，五，㈠)
5Et

+萎善‘cJ(Fo(小耶_))f(1一琊))f+协∥卜G∥-))
^

‘P(i—f，0+s,O，J，A，4，t—J)

+善i(‘(s)一‘(s一))’‘(G∥一G∥))P(o，o，／，4，j，h)s(，
” 。

(0<i≤S。。)。

定理5 3．2如果F(f)，G(f)是连续的，I)ljjP(i，0，占，，，爿，盖)是如F非负方程的最小
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非负解

令

P(i，0，J，A，A，，)

，”z川(f)J。G；(ds)P(i一1，0，／，A，，4，卜s)
．， ^

+Its+U(f)『：G；(ds)P(S。。o'O√'一，五，f_J)

O<i≤0)；

P(i，0，0√，A，A，f)

=hCi，p，0，J，A，A，t)

‰^√嘻跏一∞))j弋t-ca(劝局(鳓
^ ^

×P(i—l，0+s，口+5，J，A，A，f—s)

‰(f)喜胁巴。)FAds)P(o，讥州，一，h

+I{2，‘‘。，s。、)(f)j：：f(1一F日。))iG；(ds)P(i一1，目+s，o，J，4，j，}一s)

+％)(谯(1一vo(J))G；(as)P(O，0，J，A，A,t-$)

(0<i≤‰)。

占=inf{t>O；s(t)=k，}

，，。=g'n^d；

n=1,2，

．．

^ ^ ^ ^ I
“

^+(f，0，J，A，f)=P{S(t)=J，o(t)∈A，t<yIIs(o)=f，占(o)
I
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．． ． 1 ．

P‘s‘f’=／，臼。’∈爿，口(})∈4'f<JJs(。)=j，晷(。)=目，

(s<i≤O)；

． ． ^ ^ l
^ “

h+(f，0，0，J，A，4，r)=尸{so)=／，口o)∈彳，曰o)∈彳，f<y．Fs(o)=f，目(o)=目，臼(o)=目)

P+(i，0，口，／，A，4，f)=P{s(0=／，oq)∈爿，臼O)∈4，f<Jls(o)=j，目(o)=臼，目(o)=臼)
^ ^ ^ o 、 “ “

(0<i≤S。。)

显然，我们有

h 4(f，0，0，J，A，A，t)

6，．ilA(臼+哆(p+‘)(1一乃(帆1一G∥,yo<f<S。。；
lion(峨俐舶¨吲o) 矿。=smx；

h+(f，0，J，A，t)

=t，I．(0+0(1一G．(f))

由定理2．2．1，立得

定理5．3 3 P+(f，0，含，／，4，j)是如下非负方程的最小非负解

^ ^ ^ ^

P+(s+1,0，J，A，A，f)=h 8(J+1，0，J，4，A，f)

^ ^

尸4(f，0，／，A，A，f)

h 8(f，0，歹，A，A，f)

+『：G；(ds)P+(f一1，0，，，爿，j，f—J)

b 4-2<i≤01

89
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P+(z，0，曰，J，爿，A，f)

h+亿∥、0，／，A，A，r)

+k，战一(f)喜(羽一只(∥。(1_≮(劝B(如)

×P4(i—I，0+S，臼+S，，，A，A，t—S)

‰(f)窑j：：(卜G∥胤妒Ⅷ，谷托川，五卜s)

+，{2凡。)(f)触一F口(s))‘G；(出)尸+(f-1，臼+5，o．，，4，五，f—s)

+，⋯(f)r(1一只(s))G；(ds)P+(o，o，／，爿，j，f—J)

+∑∑彰(‘(s)一局。一))砸一‘(s))“(1一G．(s))
sS，t=l o

^ ^

‘P。(i—z，0+J，臼十s，J，4，A，t—s)

Fo(5一))2(1一巳(3))尸4(o，臼+s，／，A，爿，f～s)

+∑∑icJ(t7,(s)一fo(s一))‘(1一Fo(J))‘一。一1(G．(s)一G．(J一))
j立1=1 口0

‘P+(i—f，0+s,O，J，A，A，t—S)

+萎2(局(s)一B。一))’1(巴(s)一≮。一))P4(o'0，工爿，j，f—s)

(0<i≤S。。)。

令瓦=o，瓦表示(S(f)，p(f)，曰(f))的第n次回到状态(S一，0，O)的时刻，即F，表

示在初始时刻0以后第n次进货的时刻。显然口(f)，口(f)，占(}))是以亿)：。为骨架

刚序列的Dood骨架过程。令
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h(x，t，A)

^ f n

，’((P)，，p(，)，o(0)t?A，，(__l}(_(())，o(o)，∥(0)) r)
I

M=E(r,ls(o)，臼(o)，臼(o))=(S，。⋯o，o))
J

山第二章的结论，容易导出

M：窿州‰'0，0)，“m／R+。IRm
0』=3

h(x，t，爿)，特别地，^((S⋯，O，O)，f“刀×／R+xIR+)由定理5．3．3唯一决定。

定理5．3．4若M<。o，且G(f)绝对连续，则(s(f)，目(f)，占(f))的极限分布JP(．)

存在，且

跗)=击沁∽忡(∞dr,VA E§

其中(Yz，亏)是(5(f)，o(0，谷(f))的状态空间。

证明：由定理2．5．4立得。

此外，类似于§3．2，可得

定理5．3 5

l ^

(1)P{正<。。l(s(o)，口(o)，目(o))=S⋯，o，o))=1
I

(2)ftF(折)<c。，pG(西)<c。§M<。。
0 0
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