
摘要

无刚格伽辽金法(EFGM)是基于移动撮小二乘法的一种用来求解偏微分方

程非常有效的方法，在处理诸如高度大变形、裂纹动态扩展等有限元法(FEM)

较难解决的问题时有其独特的优势，但是存在处理边界条件复杂，计算量大的不

足，将无网格法同有限元耦合可以解决这些缺点，极大的提高计算效率。

本文首先分析研究无网格方法、无网格同有限元耦合方法在国内外的发展

历史和现状，对EFGM法进行了较为深入的研究，探讨了权函数中参数的选取

对EFGM法精度的影响。针对最为常用的高斯型权函数，有效地引入个综合

控制因子反映权函数的紧支性，并经算例验证了控制因子的有效性。其次，深入

研究基于积分弱形式的EFGM--FEM耦合方法，详细推导了刚度方程，指出其

理论推导中的不足，并进行了修正。再次，基于广义埴元的概念，提出EFGM⋯

FEM喜接耦合方法，该方法不需要构造过渡区形函数，也没有引入拉格朗日乘

于t实现简单，计算量小，算例证明其可以很好的保证精度，具有较好的工程应

用前景。最后，将EFGM--FEM直接耦合方法同直接位移法结合计算了典型结

构的应力强度因子，并同手册解进行比较，证明了方法的有效性及正确性。

同时t本文使用APDL语言编制了前处理程序，使用c+十语言编制主体计

算程序，使用Matlab进行后处理，并实现T--者之问的接口，程序通用性好，

训算功能强，为程序的软件化奠定了坚实的基础。

关键侧：无网格伽辽金法 综合控制因子 EFGM—FEM耦合EFGM—

FEM直接耦合法直接位移法应力强度网子



Abstract

Element—free Galerkin Method(EFGM)is a effective method for solving partial

difti!rential eqnations with the help of shape functions coming from moving Ieast

squares approximation It is well—suited to problems involving large deformation and

crack propagation ctc on which Finite Element Method(FEM)carl not be used easily．

But EFGM is computafionally expensive and it is hard to impose the essential

boundary condition．Coupling the EFGM and FEM can fetch up the defect of EFOM

and improve tile efficiency highly

At first，EFGM and kinds of nrethods used to couple EFGM mad FEM are

studied In this pm，the basis of EFGM，for example，weight function and parameters

involvingthe precision ofthemethod are studied．A coefficientusedtO controlthe relative

weight and compact domain is proposed Numerical examptes show methods with the controlling

coefficient can compute displacement field accurately and effectively Then．Stud)'on the

EFGM-FEM Coupling Method Based on the weak forms of control equations is

carried out．The mathematical and physical meanings efthe coupled part ar。discussed．Then，a

Row method named EFGM-FEM Direct Coupling Method which is based on the concept of

generalized。l。ment is brought forward．This method does riot need construct a complicated

transition shape function or involve additional computational cost like methods coupling EFGM

and FEM with lagrange multiplier Numerical studies show that the coupling method cart get the

displacement field correctly and efficiently which proved it is a potential method．At last．山e

EFGM．FEM Direct Coupling Method is used on the stress Jntenslty factor analysis
of classic

structtire and the computed results a∞compared with theory values which pmved the direct

coupling method is correct and effective

IIhe C+}language is used tO make up the mainly computing part while APDL language is

used ln the preprocessing part and Matlab is in the postprocessing pmt—l'he connecting
between

these three parts is carried oat too ALL of those programming works establish
a base of a

generalized soft

Key words：Element-free Galerkin Method Controlling coefficient EFGM—FEM Coupling

EFGM．FEM Direct Coupling Method Direct Displacement Method Stress Intensity
Factor
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1．1选题意义

第一章绪论

随着科学的进步，计算力学的发展面临着诲多难以处理的问题””，例如：

(1)高度大变形问题，如冲压成型；(2)动态裂纹扩展问题；(3)内外边界奇

异问题：(4)高速撞击引起的几伺畸变问题；(5)高振荡，陡梯度问题：(6)自

适应计算问题：(7)相变问题等。对于这些问题，传统的计算方法如有限元法、

有限差分法等都难于应付，其主要原因是网格的存在妨碍了处埋与原始网格线不

一致的不连续性和大变形。这些基于网格的计算方法，在处理随时间变化的不连

续性和大变形时，常用的是网格重构。然而，这样不仅计算费用较高且往往导或

计算精度严重受损。于是，无稠格法应运而生，吲于采用基于点的近似，网格可

以彻底或部分地消除，使得法种新方法具有较大的灵活性，在处墨常规方法不易

解决的问题时可以完全抛尹网格重构，从丽保证了计算精度，

存固体力学，特别是在断裂力学领域，无躅格伽辽金法B“51(EFOM)量为

流行。它是求解偏微分方程的～种非常有效的方法。由于没有单元的连续性问题，

可吼在场函数梯度较大的区域方便的添加节点。这使得EFGM方法比有限元方

法(FE峋更加灵活。在求解含裂纹的问题时，可围绕裂尖分布任意密度的节点；

当裂纹长度变化时，无须重新分布所有的节点，只需改变在裂尖附近点的分布即

可。但是．两点限制了EFOM法的广泛应用。

一、参数选取方法不成熟。EFGM法基于移动最小二乘法⋯fMLSA)。在

用MLSA获得节点形函数时，需要事先确定一系列的基函数和权函数f而不是

像自限兀那样通过单元内插值得到形函数J，在县体计算日T，影响域的确定，权

幽数参数的确定等等都无成熟的方法，已有的确定影口目域半径和权函数参数的原

则适应性较差。

二、计算量较大。在使用MLSA计算形函数时，同FEM相比要多求一次逆。

同时，由于所使用的形函数并不满足严格的插值条件Ⅳ，(x，)=乱，要精确地求
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解所得的线性方程组，需要使用高阶的高斯积分；处理边界条件时也比较复杂。

这些因素综合导致了完全使用EFGM方法所需的计算费用较大，在处理实际的

丁程问题时柏很大的限制，

EFGM和FEM相耦台(EFGM．FEivl方法)则白』以很好的解决上述第二个问

题。即只在关心的局部区域使用EFGM方法，而在其它区域使用FEM法。这种

耦合可以极大地减少计算时问，简化边界条件的处理，充分利用FEM和EFGM

二者的长处，具有更大的工程应用潜力。

总结以E论述可以看出，由于EFGM—FEM方法在解决不连续问题时所具有

的独特优势，使之在疲劳断裂问题的分析研究方面，前景远大，这也是本选题的

意义所在。

1．2文献综述

1．2．1无网格方法的研究历史及现状

无网格法最早发展于七十年代末，Lucy E7]引入一种粒子方法称为光滑粒子

动力学，简称SPH，用来模拟天文物理现象。Gingold和Monaghan㈣使用畦种

方法处理无边界的旋转星体和云团。Libersky和Petschek‘。’：悔该种方法扩展于固

体力学领域。Swegle等人⋯1发现了SPH方法不稳定的现象并给出一种解决方

案。Jonhson和Beissel L111等人提出了 些改善戍变计算的方法；Attaway et al c”1

通过一种接触算法将SPH方法和有限元耦合起来。

无网格法的另一分支起源于Nayroles等””提出的离散单元法，简称DEM，

该方法任用基函数和权函数来构造基于节点的局部近似函数，即基于当Lancaster

和Salkauskas提出的移动最小=乘近似，简称MLSA方法[61。Belytschko等[31将

DEM进行r发展，提出了无网格伽辽金法，简称EFGM，该方法被证明是解决

断裂和裂纹扩展等问题的一种非常有效的方法14,51。Liu等人”⋯提出了基于核函

数的再生核质点法。核函数的形式与SPH的核函数相似，但包含了一修正函数，
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用来增强协调性。Belytsehko等证明了修正的核函数近似同最小二乘近似一致。

第三种无网格法的思想基于单位分解法。这些方法包括hp一云团法邮1和有限

单元的单位分解法(PUFEM)舻】。在hp．云团法中，构造了’种基于MLSA的

单位分解方法。Melenk和Babuska对该法进行了进一步的增强。其他无网格方

法还有胞质点法(PIC)[171，一般有限差分法““，有限点法[191，自然单兀祛[201，

小波伽辽金法12”等。

国内对无网格方法的研究始于20世纪90年代。1995年，清华大学的周维垣

教授对无网格方法的基本理论进行了比较全面的阐述，并首次将无网格方法应用

于岩土工程力学问题中。

清华大学工程力学系的陆明万和张雄[22 23,241等于1996年丌始研究无网格方

法，受国家自然科学基金资助，取得了许多研究成果；(1)以紧支函数作为试函

数，以加权残最法为离散方法，建立了紧支试函数加权残量法及最小一乘配点型

无网格方法，并在此基础上建立了加权最d'--乘无网格方法。(2)建立了基于子

域法的无网格方法，控制方程的残差在每个子域内予以消除(3)将其建立的无

网格法应用于求觯弹塑性问题、波动传播问题、对流一扩散方程等问题中，显示

了无网格法在求解某些特殊问题中的优势。

刘欣、朱德懋⋯261提出了求解节点影响域的四象限法则，并对边界奇异性半

解析无网格方法进行了初步探讨。

周瑞忠、周小平等㈣研究了无网格方法的权函数问题，提出了求解权函数影

响域半径的自适应方法，算例表明采用该方法在处理非均匀离散时有一定的优

势。

庞作会等人Ⅲ””o在1999年第一次详细的介绍了无网格伽J辽金法。庞作会

⋯1在后续工作中又提出一种处理集中力边界的方法，通过一个Dirac函数将集中

力转换为分布力。

目前已有的主要无网格法小结如下：
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名称 代表学者 近似方案 离散方案 背景网格

光滑质点流体动土
Lucyt 桩函数近似 配点泣 无

学方法(SPH)

移动最小二荠
离射单元法(DEM] Nayrdes Galerkia法 有

近似

无网格伽辽金堙 1移动最小二乔
Belytschko Galerkin法 有

fEFGM)
一

近似

无网格局部伽辽盆 移动最小二荠 Petrov-Galerkir
Athtri 无

法(MLPGIvl) 近似 法

移动最小i荠
有限点法(FPMl Onate 配点法 无

近似

再生核质点摧
“u 核重构近似 Galerkirt方法 有

(RKPM)

无网格配点涅
Aluru 重构核近似 配点法 无

(PCM)

Hp 云团湛 移动最小二拜
Oden Galerkin方法 有

(Hp-clouds) 近似

单位分解法(PUM) Babuska 单位分解近似 Galerkin方法 有

紧支径向基丽数禹 紧支径向基西
张雄等 配点法 无

网格法 数近似

表L1无嘲格法小结

1．2，2耦合方法的研究现状

由于EFGM中通过最"1'--乘法得到形函数，FEM中通i二：单元节点插值得到

形函数，所以一般情况下，在二者的边界上，节点的位移并不匹配。EFGM和

FEM结合时需要考虑二者的交界如何处理的问题。近些年来，国际上主要发展

了三种方法‘”～“1：一是出Itegen提出的，当节点的影响域和有限元中的单元一

致时，由移动最小：乘法得出的形函数与有限元中的形函数相同，Hegen将与
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FEM区域相邻的点的影响域耿为有限元单元，称为虚毕元，这些虚单元同FEM

区的单元是相容的；二是同样由Hegen提出的，根据变分原理，引用拉格朗日

乘子，使用拉格朗日插值处理FEM区同EFGM区的耦合边界；三是由Bclytsckko

和Organ提出的，他们在交界区域引入一种过渡单元。这种过渡单元的形函数是

由FEM和EFGM的形函数共同组成的，且具有线性的连续性。第一种方法实现

起来最为方便，但却由于EFGM区与FEM区相邻的节点的影响域须取为有限元

单元，影响域半径较小，由此得出的形函数及其导数出现较大振荡，给数值积分

带来较大困难，降低了解的精确度。第二种方法FEM区域同EFGM区域的计算

独立进行，编制程序较为方便，经证明电可得到较好的结果，但由于额外引入了

拉格朗日乘子，增加了计算量。第三种方法引入过渡区域，在理论上保证了两个

区域的形函数在公芪边界上连续，但在计算前须确定过渡区的大小，构造过渡区

域形函数(一般情况下，该函数形式较为复杂)，给计算带来较大不便。

1．3本文主要研究工作及创新点

本文的主要工作主要体现在阻下几个方面：

一EFGM的基本原理的研究

1研究EFGM法的基础，MLSA方法，探讨基函数，权函数，影响域大小

等对计算精度的影响，研究了影响域内节点数对MLSA方法拟合精度的影响：

2研究EFGM方法的基函数、权函数、影响域的确定方法，根据矩阵可逆

条件，找到适应f生较好的参数选取方案。提出能够反映权函数紧支性的综合控制

因子，并经算例验证了控制园子的有效性：

二EFGM与FEM耦合方法研究

1 深入研究了已有的EFGM与FEM耦合的各种方法，探讨这些方法的长

处和不足；

2对基于积分弱形式的耦合方法进行了详细推导，明确了耦合区域部分的

数学、物理意义， 发展了一种基于广义单元概念的EFGM司FEM耦合的新方

法。

三EFGM--FEM法在断裂力学中的应用研究

l研究如何使用EFGM--FEM法处理不连续问题、采用可视性准则确定节
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点的影响域；

2运用直接位移法求解典型结构裂尖的应力强度园子。

四EFGM．FEM法计算程序的编制

l使用c一+语言自行编制了具有较好通用性的EFGM—FEM程序；

2编制了初步的前处理，后处理程序，为程序的进一步完善奠定了基础。

本文的创新点主要体现在以下两个方面：

1 提出了能够反映权函数紧支性的综合控制因子，卢：!t
C

2发展丁一种EFQM同FEM的耦合新方法一直接耦合法。

1．4章节简介

第一章绪论。对无网格方法的起源及发展历史，现阶段的主流方法进行了

概述，对无网格法的长处和不足进行分析，指出了研究EFGM同FEM祸合方法

的重要意义。

第二章基础理论介绍及研究。详细介绍了移动最小二乘法(MLSA)，EFGM

方法刚度方程的推导．现有龄EFGM--FEN'[耦合方法以及计算廖力强度匿子必

需的理论。并研究了影响域内节点数对MLSA方法拟合精度的影响。

第三章基于积分弱形式的无网格一有限元耦合方法研究。指出了基于本构

方程积分弱形式的耦台方法在理论推导中的不足，对其进行了修正，详细推导了

刚度方程，并使用一次，=次和不连续算例验证了方法的正确性。

第四章无网格一有限元直接耦合方法。基于广义单元的概念提出一种新的

耦台方法，EFGM--FEM直接耦合法，使用具体算例验证了其在耦合边界上的连

续性，证明新方法能够很好的保证精度，且实现简单．计算量小。

第五章EFGM FEM宜接耦合方法在断裂力学中的应用。将直接耦合力法

应用于断裂力学领域，同直接位移法相结合，求解了典型结构的应力强度因子并

同手册解进行比较，证明了方法的正确性。
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第二章基础理论介绍及研究

2．1移动最小二乘法

移动最小二乘法，又称移动最小二乘近似(Moving Least Square

Apprsximation，简称MLSA)，最早由Lancaster和Salkauskas提出，主要进行

数据拟台：Nayroles等人对其进行了发展，把它用于散射单元法，晶后

Belytschko将其用于更具应用6U景的EFGM方法中。可以说MLSA方法是EFGM法

的基础，它的一些性质以及参数的确定对EFGM法有着重要的影响。

移动最小二乘法使用空间n上已知的一系列点“k。来拟合该空间上未知

的函数“，近似的表示为；

““(x)=∑P，(j)口，(x)=P7(x)Ⅱ(x) (2．1．1)
j=l

式中“5(x)表示函数“(z)的近似值，p，(x)称为基函数，m为基函数中的项数，

口．(x)为相应的系数，它是空间坐标x的函数，与～般的最小二乘法的区别在于

参数a(x)也是z的函数，体现了移动的概念。对二维域来说，常用的基函数有

线形基p70)=[1，x，川

平方基p’O)=[1，X，y，j
2

xy，y 2]

式(2．1．1)中的系数矩阵口(x)可通过使得范数，0)=(Pa—i)7W(x)(Pa—i)

取极小值得到，、即使得对函数的局部近似误差最小，其中

P憷
P2(x1)

p2(x2)

p+(X1)

p。(x2)

p2(x。)只。(z。)

由掣：o得到
oa(x)

a(x)=A“(x)母(x)_

O ⋯ O

wO一恐)⋯0 {一
． M2

0 ⋯¨积一‘)j

q

吨
●

：

％

1
o

～o

一№

．

=㈣
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其中一(x)=P7w(x)e，B(x)=P7w(x)

可见，在求解“(x)的过程中引入了一个权函数矩阵。权函数w(x—x，)，

i=1,2．H用来控制点x，对点x影响的大小，t，i=1,2⋯n组成了』的影响域。

w(x—X．)的数学意义对其性质提出了一定的要求，稍后对其进行详细的讨论。

将(2．1．2)带入(2．1．1)中得到

Ⅳ“(z)=J口7(曲4一(x)B(x)订=中0)订 (2．1．3)

其中中(x)；p⋯(x)一。1(x)B(x)=[仍，p2，⋯，n]称为由移动最小二乘法得到的

形函数，其对空间变量的导数为

中‘。’”二P‘：：：#一A：：：；：：：；：P，。x)A一。。。，，B。。，+P，。：，爿一，。。，B。，，，c。．·．t，= 1(z)。叫(』)口(J)+ 。( 叫(x)，B(x)+ 。(z)爿_‘(z)B(z)，

式中一_1(引。=一A“(x)爿(引．，A-1(x)，，代表空间变量z。

2．1．1基函数的选择

常用的基函数主要是多项式基函数，如一次基，二次基等。多项式基函数

有计算简便，适应性强的特点。实际上，由泰勒展开知，绝大多数函数都存在泰

勒展开式，这是多项式基能够较好的逼近各种函数的理论基础。

由(2．1 3)、(2 l 4)式看出，tuLSA拟合得到的近似解“6(z)及形函数曲(x)的

连续性与基函数P7(x)和权函数w(x)的连续性有关，如果基函数在域内有t阶连

续导数，权函数有z阶连续导数，则““(x)和中(J)有min(k，f)阶连续导数。所以

在选取基函数时，要考虑待解问题的连续’牲要求，例如，使用EFG!rI方法求解位

移场时，要得到连续的位移场，采用一次基即可，但要得到连续的应力场，至少

须取二次基。在固体力学领域，基本的平衡方程中对空间坐标的导数不超过两次，

多数情形下二次基都可满足要求。
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2．1．2权函数的选择

由～ILSA法的推导过程可阻看出，影响拟台局部性的有两个因素，一足权函

数本身的性质，二是影响域的大小。一般情况下，影响域的确定与权函数的确定

是相结合的。权函数应遵循以下原则来选取：

(1)权函数在求解域内非负；

(2)在x的近处大远处小；

(3)同基函数其同保汪矩阵A(x)可逆。

要求(1)较易满足，要求(2)决定了权函数应是x，x，之间距离d的函数，

即w(x z．)=Ⅵ(d)，其中d爿f x—x，』J为两点之间的距离。为了方便讨论权函数关

于变量x的导数是否存在，将W。O)写为Ⅵ(x)=W，(d2‘)，且假设w，(d 2‘)关于d的

m阶导数连续。W。(d2‘)关于z的导数为如下形式：

豢=2kd 2“等掣ox=2m一∥2“篓od (2 15)
m 砌

(X—x。)／d在z趋于置时极限不存在，因此只有在k≥1／2时上面的导数才存在。

m(d“)关于z的二阶导数为：

挚瑙眺-2)(一∥∥等删2“箕Ot．,t撇2∽¨2∥警∞。 Ⅲ Ⅲ。

(2．1 6)

可以看出，二阶导数存在要求kH。通过求解w．(d 22)对x的H阶导数，总

结出如下规律：’

(L)如果t为正整数，则权函数对X的m阶导数存在：

(2)如果k非整数，但k>n／2．则权函数对x的”阶导数存在。

k的确定与所求解的微分方程中对x求导的最高次数有关。在满足以上宏观

上的要求后，权函数的选择有一定的任意性。常用的权函数有高斯型权函数，圆

锥形权函数，样条函数等，下面对这些权函数进行简单的介绍。

高斯型权函数的形式为
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w(d，)=

一(生)“ 一f立)zt
g

。
一g
o

l一。一t分
O

，d，<d。

(2．1．71

，d，>d。

式中d，是x与x，的距离，d，=忙一z棚：d。是x的影响域半径；#是控制权

函数相对权重的参数，≈=1时高斯型权函数的形状如图2．1所示。

L 2

1

0 8

口0．6
吧

圣o．4

0 2

0

-O 2

＼
＼ +高靳型较函数

t
、
、k． ．．。．

0 5 1 1． 5

圉2．1高斯型权函数的彤状

圆锥型权函数的形式为

w∥一=P7∥2’≥；乏 亿∽

式中d。是x与x，的距离，d，=【Ix-x，¨d。，是节点，的影响域半径；当I=l时

圆锥型权函数的形状如图2．2所示。

i．2

1

0：8
口
o O．g
鲁
0．4

0．2

O

0 1 2 3 4 5 6

dI

图2．2圆锥型权函数的形状
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三次样条权函数的形式为

f 2／3—4孑2+盯3 孑≤i／2

w(孑)={4／3—4d+4d 2—423／3 1／2<孑≤1 (2 1．9)

0 孑>l

式中孑=训‰，d=lIx-x，¨其中d一是节点影响域的半径。三次样条权函数
的形状如图2．3所示。

O．8

O．7

0．6

一O．5
3 0．4

}0．3

O。2

0．1

0

0 O．2 0．4 0．6 0．13 1 1．2

dI

图2．3三次样条权函数的形状

2．1．3影响域的确定

影响域的确定对MLSA的计算精度有很大影响，如果影响域取得太大，局部

近似就很不明显，计算精度下降；如果影响域取得太小，又很容易导致n(x)不

可逆或者形函数的导数在节点附近有较大波动，不利于EFGM法中刚度方程的积

分计算Ⅲ]。理论上影响域司以为任意形状，常用的有圆形域和矩形域两种。2 I．2

节中介绍的权函数的影响域都为圆形域，需要先确定影响域半径d。且权函数只

与计算点距节点的广义距离||z—x川有关。文献[35]提出一种矩形的影响域：

w(x—x，)=w(‘)·“r，)

其中。=掣旷掣川∥删分别为计算点x方同和y方向的影响域
半径。采用矩形影响域的优点是可以将积分网格同计算点的影响域方便的联系起
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来，有利于提高积分的精度，但也存在实现复杂的缺点，本文采用圆形域c

具体的计算影响域的方法有如下几种：

(1)四象限法则

四象限法则是一种求解计算点影响域比较好的方法，方便而实用，刘于不增

加计算时间而保证计算精度是很重要的。该方法由刘欣、朱德懋，陆明万““等

人提出。其基本思想是：

1)总节点数N循环；

2)对每个节点，以此节点为原点建立局部坐标系，确定吾象限与该点距离

最近的点，其自动计算得到的四个象限内的距离分别为h，1，h∥h⋯^。确

定^，=max{h。hⅢhmh，。)。为保证求解能正常进行，当采用线性基时，要求节

点影响域内至少包含不成一线的三个节点；当采用二次基时，要求节点影响域内

至少包含不成一线的六个节点；

3)循环结束：

4)每个h，乘以一个系数a。，节点的影响域半径d。=口。^，一般取

口。=1．2～1,5。

通过对比任一节点I和计算点9之间的距离d。与该节点影响域半径比的

大小，来确定该节点是否属于计算点的影响域。该方法在处理节点密度变化较大

的区域会出现“舍近求远”的现象问题。

(2)多参数法

引入描述特征长度的参数c，和影响域半径放大因子d。。。计算点的影响域

半径定义为d。；d。。c，。特征长度。，须保证影响域内的点可以确保(2．1_2j式中

的矩阵A(x)在计算点处可逆。该种方法引入较多的参数，增加了方法的灵活性，

但实现起来较为复杂，如d～的取法，c。的取法无一定的确定规则等。在进行计

算时，需先得到计算点的影响域半径，然后根据计算点距邻近节点的距离确定节

点对该计算点是否有影响。
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(3)自适应方法

所谓自适应影响域半径，就是夺求解某一高斯点JD的影响域半径时，人为指

定其影响域内应包含一定数量的节点Q，然后将尸与Q之间的最大距离作为铀

点P的影响域半径。在文献：27]中根据经验建议计算采用线性基、二次基和三次

基时，节点影响城内的节点数分别为15、25和30。使用出节点数确定的自适应

影响域半径，对于节点分布的疏密随意性或局部加密都具有较强的适应能力，且

取得了较好的计算结果。

与前两种方法相比，自适应方法实现起来较为简单，但根据经验得到的影响

域内的节点数无理论依据，在很多情况下计算结果并不理想。实际上，节点的密

度，分布形式，权函数的形式对影响域内应取的节点数都有所影响，本文通过对

A(x)可逆性的分析，给出了影响域内的合适点数。

2．1．4 MLSA的两个特点

(1)基函数中的任何函数都可以通过MLSA方法近似再生。

考虑某个函数”(x)=∑口，pi(x)，取只o)作为基函数，采用MLSA进行拟台，

令日(x)=口，，则J。0取得最小值，近似函数

Ⅳ“(x)=∑p。(x)d，(x)=∑a，P。(x)=”(z)

具体推导以多项式基为例，即采用多项式基时可以重生多项式函数。设“(x)

为域n内的真实函数，“6(x)为由移动最小二乘法得到得近似函数，

““0)=P7(z)“扛)，其中p(x)为脚阶的多项式基。如果““)为小于或者等于州阶

的多项式函数，则“5(x)=“(∞。

拟合节点的函数值“，=pRx，)卢，Po(』)的阶数为，，f≤m。则p(x)7可写为：

p(x)’=(por(z)，z⋯，，x4)；“‘(z)表达式中的口(z)是通过对加权余量

R=∑w(x-x，)(p 7(x，)“(x)一“，)2求最小值得到，很明显当d(z)7=(卢7—0．，o)



西北工业大学学位’它文 第二章无网格伽辽金法

时，显取得晟小值零。于是

“(x)=pj(x)／7=p(x)7口 (2．1．10)

：：Pd (2．1．11)

“‘(x)=pr(z)一’1(z)占(x)吾=P7(x)4～(x)B(x)Pa=pr(x)爿1(x)P7W(x)Pa

=pr(z)爿一1(z)A(z扣=P7(x净=“0)

(2．1．12)

(2)不具备插值函数的性质，近似函数不通过节点变量，即≯，0，)≠J”

这个特点使得基于MLSA的无网格方法在引入基本边界条件时比较困难。

2．1．5矩阵A(x)的可逆性

MLSA能否很好的定义，即能不能得到形函数取决于求解系数a(x)时，矩阵

A(x)是否可逆。可以从爿(x)的构成来讨论影响40)可逆性的因素及解决办法，

由式(2．1．2)，有

A(x)=P。W(x)e

可以看出，a(x1是否可逆，与基函数矩阵P，权函数矩阵∥有关。文献[34]

指出了A(x1可逆的两个必要条件：基函数矩阵P的秩为基函数的项数m；影响

域内至少有m个点，使权函数矩阵中有m项不为零。

2．1．6函数逼近问题的研究

如前所述，7MLSA方法是EFGM法的基础，它的性质及参数对EFGM法有着重

要的影响。为此，本节就此问题进行深入研究．讨论了影响域内廿点数对拟合精

度的影响。

采用高斯型权函数．白适应法获得计算点影响域半径d。，令权函数中另

参数c=o．2d。。

取简单算例分析，将函数，(x)=sia(x)在区间[0，2口]内离散为均匀的11个
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节点(间距为z／5)，使用MLSA方法，二次基对该函数进行逼近。图2．4给出影

响域内节点数不同(分别为5、8、9、10)时的计算误差。
1 0 000％

6 000*

《40。o％

2㈣0％

图2．4 MLS拟台sin(X)时的误差

由图2．4可以看出阻下四点：

(1)除拟合区间的始点及终点外，在其余区域，MLSA方法可以达到较高的

精度。

(2)在保证A(x)可逆的情况下，MLSA方法拟合的精度随影响域内节点数的

增加而降低。这是因为采用自适应法确定计算点得影响域时，影响域半径随着影

响域内节点数地增加而增加，导致拟合的局部性下降，精度下降。

(3)在拟合的起点和终点，拟合精度急剧F降。该处影响域内的节点只能

处于计算点的一侧，实际上降低了拟台的局部性，导致精度下降。

(4)在影响域较小的情况下，在拟合节点处MLSA方法与sin(x)的雨数值(图

2 4中误差接近零的点)相似，即得到的形函数通过进行拟合的节点。但当影响

域增大时，此种性质消失。

2．2 EFGM方法

考虑弹性力学问题中的二维边值问题
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V 2“一，=0 在域v内

d·n=t

在边界r。上

在边界r．上

式中““)为待求的场函数，，为不含“的己知项，酉为在边界L上已知的“

值，／,／为外法线，f为在边界rr上已知t的值。目标是寻找满足基本方程和边界

条件的解u(x)。

在u(x)满足位移边界条件的前提下，方程(2 2．1)的伽辽金积分等效形式为

￡(出)7(VF+6)m一￡(国)7沁'n--i)dr=0 (2·2·2)

将(2．2．2)式展开如下：

￡(踟)7VGdU2+￡(血)76地一￡(孤)7口。HdF+￡(出)7idF=0 (2·2·3)

将(2．2．3)式中的第一项进行分部积分，并考虑到试函数满足位移边界条

件，于是可得

小刚7％施I麓：僚篡 眨z．。，
=[(西1)7仃一dr一【d(V“)7仃曲＆

将(2．2．4)式代入(2．2．3)式中司得

f(赢)7口‘”盯一￡占(V”)7adCa+￡(面)7自抽￡(国)”口‘”aT"+f(执)7i盯=o
(2．2 5)

即

，一￡J(甲“)7 a锄+￡(血)。6m+f．(血)7f汀=。 (2．2-∞

于是可以构造出弹性力学二维边值闽题的自然变分原理：

Ⅱ=【去￡⋯Jm一【“76趣一【“7i盯 (2．2．7)
如’ n f

当“(z)不满足位移边界条件时，通过拉格朗日乘子法将位移边界条件引入，

可以构造出约束变分原理的能量泛函：

h

№

k

2

2

2

佗

但

心
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兀+=FI[∥(“一玎)订

上式中

；[三Fr口dE2一[Ⅳ76抛 Pf盯一L∥(“玎)灯

“=o西

^=．Ⅵ

盯=Ds=DB五

(2．2．8j

(2 2 9)

(2 2．1 o)

(2 2．“)

其中(D为由移动最小二乘近似产生的形函数、_Ⅳ为位移边界上拉格朗日插

值函数，B=中，a

将式(2．2，9)～(2．2．11)代入式(2．2．8)中可得

Ⅱ’=￡妒87DBhdr2妒砒扪一P们盯一￡穿川西d一百)dr
(2．2，12)

“、A、口的变分为

巍=中商

6丸=媳6九

出；B蕊

对式(2．2．I 2)求变分，将式(2．2 13)～(2 2 15)代入，可得

舰‘=嘲7 LB7DBdf2·d 科￡。76地一僦’ff由7i订
一掂C N7(巾女一i)打一品7 C中7NaT"-五
__ q_

令矾‘=0，则可得到如下方程组

p印国d一￡m‰旷i=上们艘+t妒{aft"

￡Ⅳ，OaF女=￡扩gdI-
整理可得

Kfi+Git={I

G7d：q

(2．2．13)

(2．2．14]

(2．2．15)

(2 2．16)

(2．2．17)

f2．2．18)

(2 2．19)

(2．2．20)
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阳州孙 慨：㈣
lG‘ojlAf一19』

、⋯’“1。

其中

足=j】B7脚如 (2·2·22)

G；一f中7NdF (2．2．23)

正=￡垂76锄+￡中7／dF (2 2．24)

q=一CⅣ’i盯 (2．2 25)

由于最小二乘法得到的形函不具备插值函数的性质，EFGM法在处理位移边

界条件时并不能像有限元那样使用置大数、删行删列等力法，常用的有有限元耦

合法，拉格朗臼乘子法，罚函数法等。下面简单介绍拉格乘子法的具体实现过程，

主要是式(2．2．23)和式(2．2．25)的计算

G=一f

吼0)0

0 吼(x)

纯(X)0

0 以(x)

仍NI cos“

p】NL sint2"

扎=一

r∽．。：

一仍M sincf

P。Nl cOs口

‰舡
吼Ⅳ‘COS口

纪NI sinq

吼N±COSO}

9，N k sinq

耻=

一PlNt sin口l

蛾以。?⋯L(2 2．26)
一仇虬s{n口l
‰帆COSO‘I

Ⅳ1玩

Ⅳ1瓦

Ⅳ。可

N曩，

其中L。l。OS搿 “““I称为转换矩阵，M(s)为位移边界上拉格朗日插值
l—Sill口COS口l

函数。

由公式推导过程可见，EFGM的形函数通过MLSA方法拟台得到，其导数是连

续的，因此EFGM法计算得到的应力是连续的(如图2．5所示)，无需进行应力磨

麓
M

M吼吼

J

●●11．¨iiii二_，j。p．，。∽

Ⅳ

Ⅳ

叶

∞

m

O．“0

Ⅳ

Ⅳ
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平之类的处理。

图2．5悬臂梁的y向应力

2．3 EFGM-FEM耦合方法介绍

使用有限元法处理无网格边界是耦合两种方法的基础，现有的耦合方法主

要有下列三种。

第一种是是由Hegen提出的，其基本思想是：当EFGM区(图2．6中的n，)中

节点的影响域和由这些节点对应的有限元单元一致时，由最小二乘法得出的形函

数与有限元得出的形函数相同，Hegcn将与FEM区域(图2．6中的n，)相邻的点的

影响域取为对应的有限元单元，称为虚单元，这些虚睁元同FEM区的单元在耦台

边界上是协调的。该种方法简单易行，但由于需要将部分EFGM区的节点的影响域

控制在对应的虚单元内，导致影响域过小，给数值积分带来较大困难，计算精度

较低。圈2．7为一维情况下，EFGM形函导数随节点影响域的变化，可以看出，在

部分区域，当节点影响域rj较小时，形函的导数显示出高度的非线性性质，这

使得刚度方程中的积分项很难精确获得，文献E34]中验证了这一点。
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如

图2．6使崩FE^I和EFGM的离散图

图2．7形函数导数≯。随节点影响域大小的变化

二是同样由Hgen提出的，根据变分原理，引用拉格朗日乘子，使用拉格朗

目插值处理FEM区同E?GM区的边界，在第三章中进行详细讨论。

三是由Belytschko和Organ提出的⋯。“，他们在交界区域引入过渡单元，如

图2．8虚线部分。过渡单元的形函数是由FEM和EFGM的形函数共同组成的，且具有

线性的连续性。过渡单元的近似函数为

“=a产+最(对【l严(曲一“旺(寸】 (2．3．1)

其中

R(曲一∑蝎(耐
’_k (2．3．2)
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数为

由近似函数，可以得到过渡元素的形函数

最《对量[1·五(x)】％f曲呻五《寸嚼(荀
(2．3 3)

其中Ⅳ，(z)是FEM形函数，西，(x)是EFGM的形函数。而过渡元素形函数的导

其中

藏。-一．置．，*÷￡1．嚣】*．。+震．．觑一鸡，。

窟『‘暑玛．一
’E’碥

(2．3．4)

(2 3．5)

矿(碎3霉(荀蜥 (2 3．6)

其蛹椎形溅矾，_J纛笔?篡篡
l N，(功，x E过渡区

● ●

●●●

●

● ●
● ●

·无粥格螭点EFG曲d诺 。有限晃鳍点FEa浏黜

图2．8耦台方法三的示意图

该方法引入过渡区域，在理论上保证了两个区域的形函数在公共边界上连

续，但在计算前须确定过渡区的大小，构造复杂的过渡区域形函数，给讣算带来

较大不便。

2．4裂尖应力强度因子的计算

2．4．1处理不连续问题的可视性准则

本文使用可视性法则处理由裂纹引起的不连续，下面对该法则进行介绍。
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在可视胜准则中，当构造权函数时，物体的边界和内部不连续线都被看成

是不透明的界面。在考虑权函数的影响域时，把某点，到节点占的连线看作光线，

如果这光线碰到不可穿透的界面，则该光线中止，B点不包括在影响域内。参看

图2．9，DA为一条裂纹，位移不连续线中止于裂纹顶点A，一般节点，和I，的影

响域如图所示，阴影区要从点的影响域中去掉。

D

图2．9节点I和节点J的影响域

采用可视性准则的不足之处在于，可能在权函数和形函数中引入了不真实

的间断性。例如图中的节点I，，其权函数与形函数在真实的不连续线DA处具有不

连续性，代表了期望的间断性；然而对于位于不连续尖端附近的点』而言，这种

准则产生的间断性就不太合理，因为在AB也将间断。这种不连续性依赖于裂纹

尖端节点的细化程度，以及计算点影响域半径的大小。当节点间距趋于零时，不

连续性将消失。三、四章的算例证明当裂尖附近节点细化到一定程度时，由可视

性准则导致的不连续性可以忽略不计(如图2 10所示)。
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图2 10裂尖附近区域的y向位移

可视性准则在保证精度的条件下，实现起来较为简便，且能够容易的推r

于三维情形，所以本文中涉及到的由裂纹引起的不连续性问题皆采用可视性准则

处理。

2．4．2直接位移法

直接位移法是计算应力强度因子的一种重要方法。根据数值方法可以求解结

构在裂纹尖端附近的位移场，也可阱根据线弹性力学求出其位移场，其中包括所

求的应力强度因子在内，将数值计算的位移解与线弹性力学的位移解进行比较，

就可以求出结构的应力强度因子。

由线弹性力学方法，I型裂纹尖端的位移场为”⋯：

胁≯∥，压
cD。鼽_1+2Sin：昙
‘～ ‘

胁舡小z‰2；

式中：☆：』旱署(平面应力)
13一如(平面应变)

，，口为极坐标，坐标系规定如图2 11。

，

，，，‘

，，7、e

圉2．11原点在裂尖的极坐标系

在裂纹面上0=，r．代入式(2．4．1)第二式得：

(2．^．1)

y=鲁c·叫J寺(川) (2t z)

在裂纹面上选择^，个不重复的节点，其垂直于裂纹面的数值解为矿，径向坐
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标为‘(f=1,2，～Ⅳ)，则代入(2．4．2)式得到不同节点处的K。为：

弘耐蒜伊乩z，州， 亿t．∞

作出毛一，。曲线，利用外推法，求出r=o处即裂纹尖端处的应力强度因子

墨。利用孙推法求K，时，为了使误差较小，使用最小二乘法处理数据。

在心‘曲线中，设其曲线方程为：

K，=Ar+B (2．4．4)

式中：A、占为待定常数。根据最小二乘法：

A：匙警，B：一KI—A—r ㈦4．5)
∑rj—r∑r。7。

、⋯‘。。

式中

，，——有张口位移的节点到裂尖的极径；

K^——对应于。的应力强度因子；

一 ¨ ／

r一≯=二，：序；l=J ，

K|——Klz∑Kl{扣t

，一用晟小二乘法所求的点的极径；

茁，一用最小二乘法所要求的点的应力强度因子。

根据式(2 4．5)求出系数占即为所求的含裂结构的裂尖应力强度因子，从而

求出其无量纲的应力强度因予。
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第三章基于积分弱形式的

无网格一有限元耦合方法研究

本章根据D．Hegen E圳提出的积分弱形式，用变分法将FEM同EFgM进行耦合，

指出D．Hegen理论推导过程中的不足，进一步明确了处理耦合区域部分的数学、

物理意义，有效地引入一个综合控制因子反映权函数的紧支性，并使用算例验证

了方法及计算程序的正确性和控制因子的有效性。

3．1耦合方法公式推导

3．1．1刚度方程

将整个求解域n离散为FEM部分QI与EFGM部分Q2，满足Q=nl+Q2。文

献E34]给出了变分后Q。、Q：上平衡方程的积分弱形式。

￡：?：“口；孢一‘：面您m—l。，撒；f泗一E。n硼(“卜“乃订 (3．1．2)

一L喝函?置订’一l。^撖，“；珊’一￡。n国飘dr=o
。一⋯。。

及雅具珂胜阴叟钟原埋为：

rI：=n-一f．．‘丑7(旷i)dr一‘屿∥“，dF (3 1．3)

n：=i-I：￡。_矾旷i)订+‘．‘矿“：dr' (3-1．4)

其中

q 2￡．≯q拥一￡，“·。6t锄～l。‘地⋯‘订 (3t¨)

兀：2￡：÷EzTO'2∞一￡：％76zdl]一l。n“：7‘盯 (3．L-6)

r．，r：为Q。，Q：的边界，^，如，丑为处理位移边界条件时引入的拉格朗Iq乘

子，r、nL为EFGM同FEM的公共边界。式(3．1．3)、(3，L 4)的最后一项，并不

打叫

觑●0o肚归毗出。k也n啦删
剐

仉

，h

f胁枷呻哪叫k
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是拉格朗日乘子法的形式，无法保证在边界r1 nr2上位移相等。

基十广义变分原理，将耦台部分看作内部边界条件，如下式所示

n+=n·+兀：一￡。r^7(”7)dr—L。‘矾旷-)汀一f．L矿(旷“：埘
．(3．1．7)

即使用拉格朗日乘法强制场函数“。，“：在公共边界r1 n r2上满足“．=”：。z的物

理意义是节点上的应力集度。显然，式(3．1．7)的数学、物理意义比式(3．1，1)、

(3．1．2)更为清晰。

令铘+=0 (3．1．8)

将％，“z分别用FEM形函数，EFCmM形函数离散化，丑，^，2用拉格朗日插值

离散化，得到

Ⅳl=西l女l (3 1．9)

“2=巾2d2 (3．1 Lo)

^=M五I (3．1．儿)

如=Ⅳ：如 (3．i 12)

^=』~Z (3．1．13)

把(3．1 9)～(3 1．13)带入(3．i．8)式

OTI。=蕊1(世l舀【+G】互+日1丑一_)+占k7(G1’玩一目．)

+蕊2(E＆：+G。兄+日。i一^)+吼7(G／觑一92)+戚(Hi女，一Ⅳ；o：)

(3．1．141

得到如下方程组

K【0

0 K2

GlJ 0
0 G；
Hj H；

Gl 0

0 q

0 0

0 0

0 0 臻
Z

^

鸟l

92

0

(3．1．15)

其中K．，G，，，，吼．i=1,2的形式与第二章EFGM刚度方程式相似。K，，K：分别

为FEM区域，EFGkl区域的刚阵，q，吼为使用拉格朗日乘子处理位移边界条件得

·26，
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到的积分项，其形式同式(2．2．23)，(2．2．25)，，为节点等效载荷，形式尉式

(2．2，24)，日．，H，为耦台项，在积分意义上保证了FEb[和EF(N在公共边界上的

位移连续，其形式为：

一=一kdbrNdF，攻2 I．L,a,：NdF (3·1·16)

在实际运用中，为TYE#f利用有限元可以方便处理边界条件的优点，简化

计算，在施加位移约束和力边界条件的区域都使用有限元进行离散，则

G，，G：，吼，q：，正都为零，式(3．1．15)简化为：

雕0
3．1．2耦合项H-，Ⅳ：的计算

(3．1．t7)

爿．，H：体现了F踟与EFGM的耦合，准确得到这两项在该种耦合方法中很重

要。当FE]～I区采用等参元离散时，H．中形函数中。为自然坐标s，口的函数，Ⅳ：中

以为全局坐标x，Y的函数而N为曲线坐标s的函数，这为计算／-／，，／-／：带来一定的

困难，下面介绍如何解决此问题。

由(3．1．14)式知，导出日，的项为一1．L虬7血扩=一l。^砘7dP，通过讨论该

项可以得到计算H-=一}。nojⅣ孤’由t和Ⅳ的具体形式。设公挺边界上分2段进
行插值目k取为该边界上有限单元数，插值节点为落在公共边界上的有限元节

点。

FEM区节点的位移向量为：i．=匮i -瓦吒1，，一为F刚区节点数，

则fnF，J二位移：

“n

V』I

：

“时

V口

0 0 ·N11 0

0 0 ．．0 N

N々l 0 0 0

0 M1 0 0

N12 0

0 Ⅳ12

N}2 0
0 0

0 N kt 0 0

M3 0⋯0

0 N1)⋯0

0 0 Ntl

0 O 0

1●●●●●●●●●●●●●●●j

‘0

0—．。．。．．。．．．．．．。。．．．．．L

=

1lllllll，●，●，j．¨．％．五矿iijjjj止H日0

一嘶一叶．．．瓦一叱矿ojjjjjjjoi业

O

O．．．O以
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其中虬为第i段第，个节点的形函数，(3．1．16)式中的中。即为上式等号右侧左

乘的矩阵。

^是应力集度，丑，^。分别为切向和法向集度(规定A逆时为正，^垂直表

面指向外为正，如图3．1)。使用拉格朗日三点插值，则第i段上任意一点的内

力集度为：

阱喜扎斛 ㈣¨e，

是

Y

◆ 】

图3．i丑，^。止向的规定

考虑第f段上作用在一个微段长度出上的力，其在x和Y方向上的分力分别

d只=(也dJcosa一九dssing)=九dx一屯咖 (3．1．tg)

峨=(2 dscosa+^小sin口)=^。dy+,ti,jdX (3．1．2 0)

此时对曲线坐标J的积分转化为对全局坐标z，Y的积分，还须转化为对自然

坐标8，rl的积分。

出：罢出+"窒zdrl，妙=罢出+罢却 (3．121)
0s u{t 06 On

由于积分边界取为有限单元的边，因此在边界上必有F=±1或者口=-+1，假
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设取口=士1，则式(3．1．19)、(3．i 20)变为

蛾=(屯妻-fi．i。塞)如，峨=(屯。妻+屯妻)出(3．1．22)
综台式(3．1．18)

斛

令．，：

口 删

8s es

却 缸

a￡as

函 却

a占af

av ax

as aF

，为第f段上的坐标转化矩阵：N。，i=l，⋯t，，=1，2，3为关

于坐标F的拉硌朗目插值函数，即对应的有限元节点的形函数。在整个公共边界

上有

『兄

《

o％o蚝oh
M．o N：0 M，J。

o 肚·o k o心。h
【o M-0 M2 0 MJ‘

器蹲 o

0

n

代’：．屹。珏
磬
(3．1_24)

m为公共边界上有限元的节点数，也即计算分段插值函数的节点数。r式

等号右侧左乘矩阵记为Ⅳ，最终得到Ⅳ．计算时的形式

Ⅳl=一』t．n击∥Nde (3·1·25)

导出日z的项为一￡。R“!。九玎=一I．L№7正P，同讨论Ht时的形式相似，dP
写作式(3．1．19)、(3．1．20)的形式，只是不需要把积分变量转换到自然坐标系，

只转换到全周坐标iY即可，此时

2^u出

二二二i二二一‰瓯一‰一‰一‰瓯r●l●●●●●●iiiijijji，●●●●，●【

O

M虬O0峨

M

O

0

M

M

O

M

0
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『(互，
I【^一

[麓]=[，，1。，，<。’][乞1 Z．弋2Ⅳ0。N。j3 Z，1蓬：
i(不，
LL^一

(3．1．26)

Ⅳ。，i=1，⋯k，J=1，2，3为关于坐标x的拉格朗日插值函数；当，。(x)在边界上

不存在时

rf互．

{(^一

褂一。．出1 Z．弋2幌0气3黜乏
l(如。

NF为关于坐标y的插值函数。

EFGM区节点的位移向量为：如=藏瓦⋯瓦司r，f为F刚区节点数

则FIn『2上位移：

阱雕 哆0

0妒／ 渊匡
其中i=l··k，妒，为计算点影响域内节点的形函数。

3．1．3基于积分弱形式的耦合方法的特点

(3．L 28)

由上述推导过程可以看出，基于积分弱形式的耦合方法有如F特点：

(1)FEId区刚阵同EFGM刚阵是分别独立计算的，节点的编号之间也无联系。

在公共边界上可能会出现同一位置两个节点的情况，但这并不影响耦合的进行。

(2)该方法只是保证公共边界上位移在积分意义上连续，并不是在每一点连

续。
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3．2 EFGM--FEM耦合方法的程序结构

3．2．1 EFGM--FEll法的求解步骤

利用无网格一有限元求解域Q上位移场的一般步骤为：

(1)将。分为两部分Q．，Q：，满足n=n．q-Q：。域Q．使用有限元单元离

散，域Q：使用无网格节点离散：

(2)分别计算Q．，Q：上的刚阵K。，K2；

(3)根据(3 1．16)式计算耦合部分的矩阵H．，H：；

(4)为了便于计算，在力边界和位移边界处都使用了有限单元进行了离散，

因此只计算力边界节点的等效载荷』，使用置大数法处理位移边界条件：

(5)将世I，K2，日l，日：装入总刚K：

(6)求解刚度方程(式(3．1．17))，得到位移场。

FEM域刚阵世，的计算已非常成熟，在这里不作说明。现将EFGM域刚阵彪，

的求解思路介绍如下。

(1)在求解域n：内按需分布z个节点；

(2)分布背景网格，把每个背景网格称为一个celt，这些celt结构与节点无

关，仅用来完成n，内的分块积分。

(3)对每一个cell，重复(a)一(g)

(a)得到cell中的一个高斯点；

(b) 若高斯点在Q内．则进行(c)一(f)，否则进行(g)：

(c) 根据一定的规则，从_Ⅳ个节点中找出该高蛳点影响

域内的点；

(d) 用式(2．L 3)、(2．1．4)计算该高斯点处的形函数

及其导数：

(e) 由式(2．2 22)计算刚度矩阵Ⅳ。
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(f) 将K8并入总刚K；

(g) 重复(a)一(n，直到遍历谚cell内的所有高斯点。

(4)重复(3)，直到遍历Q内的所有cell。

3．2．2 EFGM--FEM程序介绍

根据前面对该方法计算步骤的介绍，本文编制的程序主要分为三部分，前

处理、求解和后处理。

前处理部分完成的主要工作是计算所需信息的获取，即建模。这些信息包

括：

FEM区：有限元节点坐标、编号，有限元单元的编号及其所属节点，力边界

条件和位移边界条件的描述：

EFGM区：无网格节点的坐标和编号；

耦合区：关于公共边界的描述，包括公共边界上有限元单元的编号，节点

的编号及节点用于线积分时的顺序号。

如果自行编制程序完成EF6M--FEM法的建模，一是工作量太大，二足没有

必要。本文利用大型有限元仿真软件ansys进行前处理工作，使用APDL语吉编

制程序实现建模过程，生成耦合方法所需文件。使用APDL编制的宏命令文件主

要有fem．FflfIG，efgm．mac，q—cell．mac。

fem．Ⅲ8c生成有限元单元节点信息的fem．txt文件，力边界条件x_lead．txt

文件，位移边界条件cells％ra[n．txt文件；

efgn mac生成包含无网格节点坐标、编号的efgm．txt文件；

q eell．mac生成包含背景网格信息的q_cell．txt史件。

计算部分主妻完成有限元刚阵计算，无网格刚阵计算，等效节点载荷及位

移边界条件的计算，有限元同无网格的耦合，组装总刚，求解刚度方程等。使用

c++编制了释序，程序包括12个类：

k—elem：计算单元刚阵，采用何种有限元单元在此类中选择。其公有变量

有单元节点坐标矩阵，单元刚阵，单元的弹性模量及洎松比；

k_fem,计算FEM区刚阵K．。从文件fem．txt读入单元节点信息．将k一日Ieii
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实例化并将其装入刚阵K。。其公有变量有F巳Ⅵ区单元数，节点数，单元包含的

节点标号数组，指向刚阵的指针及材料常数：

interface—ffem；计算耦合矩阵爿，。从t nterrace．txt文件读入耦合边界

信息，进行积分计算求碍日，。其公有变量有耦合边界上的有限元单元数(即进行

分段拉格朗日擂值的段数)，有限元节点数，及指向单元编号数组和节点编号数

组的指针，指向口．的指针：

point：为计算IBFQM区刚阵准备数据。从q cell．txt文件读入积分网格信

息，生成高斯点坐标；从efgm tx％文件读八EPGM区节点，使用即时法求得各高

斯点的影响域兰径。主要公有变量有：指向高斯点坐标的指针，指向各高斯点影

响域节点坐标的指针，指向高斯点彭晌域半径的指针；

shape—func：计算积分点的EFGM形函数。根据由初始化时输入的积分点坐

标，影响域节点坐标，影响域半径等参数，计算积分点的形函数，在类k—efg

和interface efg中实例化。主要公有变量：指向形函数矩阵，形函数导数矩阵

的指针；

k_efg：计算EFGM区刚阵K2 a将类point实例化．并根据从point得到的

数据积分，求得刚阵K：。主要公有变量有：EFGM区节点数，指向K：的指针。材

料常数等；

point_b：功能同类point类似，为耦合阵日2准备数据。从interface．％xt

文件读入耦台边界信息，计算进行边界积分时使用的高斯点坐标，影响域，影响

域半径等。

interface_'efgm：计算耦合阵昱，。将point b实例化，根据得到的积分点

和积分域讨算H：。其公有变量有分段拉格朗日插值的段数，指向插值点坐标的

指针和指向H：的指针。

constrain：使用置大数法处理位移边界条件，在eoupling中实例化；

x一10ad：将集中载荷或者分布载荷转化为节点等效载荷，在coupllag中实

例化：
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coupling：组装足。，茧，，Ⅳ。峨得到总刚K，并求解目Ⅱ度方程，得到位移场。

kfem，k_efg，interface—fem，interface efg，constrain，x load的初始化

都在该粪中进行。公有变量为：指向总刚的指针，指向载荷相量(刚度方程求解

后为位移相量)的指针，结构的总的自由度。

后处理部分主要是根据得出的位移计算节点的应变应力以及进行力学分析

需要的一些参数，例如应力强度园子等，本文的程序也实现了这一部分。图3．2

为程序流程图。
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匿3．2基于弱形式耦合方法的程序流程图



西北工监太学学位论文 第三章基于弱形式的耦合方__击

3．3算例分析

直u第二章中所述，EFGM方法中权函数的选择、权函数参数的选择对计算精

度有较大的影响，在进行具体的算倒分析之前，介绍了本文采取的权函数及其紧

支性控制参数的选取。

3．3．1紧支性控制因子

常用的权函数有高斯型权函数，三次样条权函数，四次样条权函数等。由

于高斯型权函数的计算精度较高，紧支性可调，所以应用最为广泛。在这里对其

进行详细讨论。商斯型权函数形式如式(2 1．7)：

w(d』)=

一生)z 一生)：_车，哦c以
1一。争

’’⋯”

0 ，dl>d。

式中d，是x与x，的距离，x，为点x影响域内的点，d，=忙一x川：d，g．x，的

影响域半径；c足控制权函数相对权重的参数。在确定权函数时往往须事先确定

厶和c的值，多数文章中只通过调节c的值来调节权函数的紧支性，实际上在某

些情况下，d。对紧吏I生-t．g有较大影晌，如图3 3。可以看出，在d。>2时，其对

权函数的影响已经非常小，所以如果只是通过c来控制权函数的紧支性时须保证

d。>2c。
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高斯型权西教

图3．3 c=l时不同d，值对权函数的影响

现有的求解节点影响域半径的方法有：“多参数”求法捌，四象限法则1“I、

自适应求法田1，在这三种算法中由于事先无法得知d。的大小，如果只是通过调

d。<2c的情况发生．此时权函数的紧支性并不像预想的那样受到控制。

本文提出使用一组合参数卢：曼里_来控制紧支性。由口的表达式可看出．该

参数综合考虑了c和d。的影响。令a：宰，将口，卢代入式(2．1．7)得到高斯型权

。(d，-J警，⋯s·”r)。{l一。149’⋯。1 (3．3．1)
10 ．口>1

口=半决定了影响域中点*，距计算点的相对距离，实际上决定r点z，在影
“Ⅲ

响域中的相对位置。图3．4给出了口对权函数紧支性的影响。
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3．3．2算例1

图3．4口对权函数紧支性的影响

如图3．5a、b所示，一个lmmx3mm的矩形板及其使用EFGM—FEM离散后的

图形。该矩形板下端Y向固支，t端受IOOMPa的拉应力。离散形式为：上下两

端分别为一个八节点等参单元，中间部分均匀布置9个无网格节点。材料常数为：

弹性模量E=202000MPa，泊松比“=0．3。

根据文献[3]中提出的积分方案，计算过程中EFGM部分采用2×2的背景网

格和四阶高斯积分：求解形函数时采用二次基函数，采用自适应法求得影响域半

径。FEM区同EFGM区的交界处使用分段的二阶拉格朗日插值处理。
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—--X

图3．5矩形板厦其离散图

图3．6给出紧支性控制参数取不同值时计算值和理论值的比较。

圈3．6不同口F的Y向位移及同理论值的比较

由图3 6可见当口=3．333，5．0时，精确度较高，当，=1．0，2．0时就要差一些。
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这是因为在保证(2．1．2)式中A(x)可逆和影响域中节点的个数不变的情况下，权

函数的紧支性越好，由(2．1．3)式拟合得到的节点处的位移值“6(z，)就更接近

u(x，)，从而使得晟终的计算结果精度较高。

必须注意的是p越大，权函数的紧支性越好，但计算过程中发现在卢>5时，

经常会出现矩阵A(x)不可逆的现象，此时需要增加影响域内节点数，增大影响

域半径，导致计算量增加且精度下降，故建议口取3～5。

讨论：

(1)EFGM区节点密度对计算结果的影响

FEM区不变，EFGM区分别使用均布的g节点，16节点，25节点离散，积分

网格的节点同无网格的节点重合，紧支性因子芦=5时，计算值相对理论值的误

差如图3 7。

×10
5

一n=16

廿n=2fi

^

妻≤≥÷
f一一

。 }

，J

，

●

y

图3．7 EFGM采用不同节点数离散时的误差

从图3．7可以看出：

1)EFGM区的计算是独立的，即在耦合边界上并不要求无网格的节点同有限

元的节点重合：

2)在FEM区离散’隋况不变时，单纯的加密EFGM区节点数，并不能提高计算

呈千}
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精度。

(2)拉格朗口乘予z的理论解与计算解的比较

表3 l、3 l、3 3给出拉格朗目乘子^的理论解与计算解的比较。^的物

理意义是节点上的内力集度，^。，屯分别是EFGM—FEM交界处第i个节点内力集

度的法向分量和切向分量。

以 理论值 误差 屯 理论值

1 101．05

2 99 474

3 101．05

4 —102．96

5 —98 519

6 一102．96

100

100

100

100

100

100

1．05％ 一1．8593

—0 63％ 2．5423e一009

1．05％

-2．96％

一l 58％

一2 96％

1．8593

2．3073

2 3073

0．0

O．O

0．0

(1．0

O．O

O．0

表3．1 A的计算值同理论值的比较

由表3．1可见，计算值与理论值相对理论值的误差很小。

(3)耦合边界上位移、应力连续性问题

图3．8a、b为耦合边界上y向位移的计算结果。图中FEM区位移指FEM区在

耦合边界上插值得到的位移，EFGM区位移指EFGM区在耦合边界P拟合得到的位

移。

110{

(a)y=l 0处的y向位移

耋堇三崔耻

一

，
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导

(b)y=2 0处的y向位移

图3 8耦合边界上的y向位移

由图3．8可见，位移在耦合边界上的连续性很好。

图3．9a、b为耦合边界上Y向应力的计算结果。图中FEM区应力指FEM区在

耦合边界上插值得到的应力，EFGM区应力指EFGM区在耦合边界上拟合得到的应

力。

(a)y=1．0处的y向应力

∞

=呈

*

∞

啦

m

∞

神

蚰

盯

蚰

￡{、．口

，



西北工业大学学位论立 第三章基于弱形式的耦台力涪

L

、_

、一

十I~一 。一-f

】一FliiME＆^一一⋯I}E∞Ⅷg应女

(b)F2．0处的y向应力

图3．9耦台边界上的Y向应力

由图3．9可见，应力在耦合边界上的连续性较差。

3．3．3算例2

厚度为1的矩形截面悬臂梁如图3．10a、b所示，其中z=8m，D=1m，载

荷P=lOOMPa，材料参数弹性模量E=202000MPa，泊松比v=o 3。该问题位

移的理论解m1为：

一!学[(6L 3x)x+(2+v)∽s卜剀
V=啬hhH。例字．。h∥]

(a)悬臂梁的结构圈

一43-
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应力的理论解为

(b)悬臂粱的离散图

图3 10自由端受切向载荷的悬臂粱

咿一坐掣幽
口y=0

r。=土2I仨(4一(，

(3．3．4)

(3．3．5)

(3 3．6)

计算时所采用的参数为：EFGM部分采用图3．10b的离散方法，6×2的背景

网格和四阶高斯积分；求解形函数时采用二次基函数，自适应法求得影响域半径，

权函数紧支性控制因子口取5．0。

圈3．1la、b为y=1．0处的位移解同理论解的比较。

【a)，y-1 0处y向位移 (b)y=1．0处x向位移

图3．11位移计算解同理论解的比较

由图3．儿可见，使用浚耦合方法计算得到的位移解同理论值吻合得很好。

图3．12a、b、c为x=4 o"x、口，、f。在采用不同加密方案下计算僮同理

论值的比较。图中加密l，加密2分别表示EFGM区域节点间距取0．25，0 1667，

背景网格节点同无网格节点重合，FEM区单元边长取EFGM区节点间距的两倍。

I|i一_

——|j———．．1．．，1．j一一习卅11一
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t

一加密前
j加密I 血
一加密2
理论值

(a)x=4处的口。

一加自前

_=：_剖暑；
一理论值

(b)x=4姓的口。

一十“～。。

-45．

珊

瑚
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(c)x24处的T川

图3．12应力的计算值同理论值的比较

由图3 12可见在不加密的情况下，口；的计算精度较高，而口，，f。。同理论值

相差较大，这是由于不加密情况下，结构y向布点不足导致。随着节点密度的增

加，应力的计算精度增加。

图3．t3a,、b、c、d为耦合边界上的位移值。图中FEⅥ区位移指FEM区在耦

合边界上插值得到的位移，EFGM区位移指EFGM区在耦合边界上拟合得到的位移。
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》

“_1—__匿：一一EFiGM蕊譬1一■i_1． ：le B位移

0．069．|·一一j⋯一一一+⋯_- ：一．～：一·一j

008∞r。一 ’“ 。一 一⋯
每 #

0．0886l一～j一斗t一斗⋯j 一一：_ 一一j一一一一

0．0884 h一一一P一一一{一一一一一一一一l一1一一一一一’H一一一一，一_一一一一

0．088；2}一斗 ? __ 十 十 卜 j

鼍 ，十
O 088{ r一一 一一一1

?、～毒一7i

(C)x-2处的Y向位移

FEM医位移t
EFG,M区位移

1 ⋯⋯V

_
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图3．13耦合边界上的位移

由图3．13可见，位移在耦合边界上的连续性较好。

图3 14～3．16为耦台边界上应力的计算结粜。
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(a)x=2 0处的y向应力
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(b)x-6 0处的y向应力

图3．15耦合边界上的y向应力
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(b)x=5 0处的剪应力

图3．16耦台边界上的剪应力

由图3．14～3．16可见，口：在耦合边界上的连续性较好，口，，r。在耦合边界

上的连续性较差。

3．3．4算例3

几何结构、约束及受载形式与算例1相似，EFGM、FEM离散区域的划分也相

同，只是在y-1．5处存在裂纹，如图3．17所示。FEM区域使用单元边长为o．2

的等参元进行离散，EFGM区域使用间距为0．1的节点进行离散，裂尖处加密，

背景嘲格的节点同无网格点重合，如图3．18(a)、(b)所示。基函数取二次基，

紧支性因子取5．0，采用可视性法则处理裂纹导致的不连续性。

．．☆』．．¨

{j_L

_；箸
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图3．17边裂纹板结构图

鞲耩
鞲鞲

(a)EFGM区的离散图 (b)EFGM区的背景吲格罔

图3．18加密4时EFGM区的离数图披其背景网格幽

图3．19为训算所得的裂纹面上的Y向位移。图中上方曲线为上裂纹面上的

Y向位移，下方曲线为下裂纹面上的位移。
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0 01 0．2 0 3 0 4 0—5 0—6 0 7 O．8 O 9 1

mm

(h)y=1 0处的y向位移

图3．20耦合边界上(y=1．O)的位移

由图3．20可见，基于积分弱形式的耦合方法在耦台边界上FEM和EFGM分

别计算的位移曲线几乎重合，即在耦合边界上位移的连续性很好。

图3．21a、b、c分别为耦台边界上的x向应力，y向应力及剪应力，口，(FE娜

q(FEM)、f。(FEM)分别指FBM区在耦合边界上插值得到的应力值，口。(EFGM)、

O'y(EFGM)、f，(EFGM)分别指EFGM区在耦台边界上拟台得到的应力，O-，，口。，f。，是

整个结构使用Ansys计算得到的经过应力磨平处理的应力。
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(a)y=1．O处的口．

(b)y-1 0处的口。

十【xy(FEM)
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"‘w(EFGM)
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(c)y-1 0处的r。

图3．21耦台边界上的应力

由图3．21可以看出，使用该种耦合方法进行耦台时，虽然反映了应力的变

化趋势，但在耦合边界上应力的连续性较差。
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3．3．5算例中影响域的确定

采用白适应算法求解影响域，最重要的一点是确定影响域内点的个数。根

据2．1．5的叙述，矩阵A(x)可逆的必要条件是基函数矩阵，的秩为基函数的项

数m，权函数矩阵∥中至少有m个点不为零，即对于二次基的情况，至少应有6

个点。但注意到对于高斯型权函数，当∥=5时，由图3．4可以看出，当口>：0．4

时，权函数的值已经几乎为零，故实际上需保证在O～0．4范围内至少有6个点，

因此算例中影响域内节点数都取为15。

-55*
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第四章无网格一有限元直接耦合方法

由于基于本构方程积分弱形式的耦合方法需使用拉格朗日乘于法处理边界

条件，使得耦台部分的程序实现较为复杂，且增大了计算量。为了解决这些问题，

本章基于广义单元的概念，提出了无网格一有限元直接耦合方法。算例证明该方

法在能很好保证精度的前提下，简便易用，具有更好的应用前景。

4．1广义单元定义

无网格和有限元的基本思想都是将连续的求解区域离敝为有限个且按一定

方式相互连接在一起的“单元”的组合体。区别有两点：一是有限元的单元不仅

是数值意义上的，也是几何意义上的， 其几何意义表现为，．何网格。这些几何

网格实际上决定了高斯积分计算中高斯点的坐标，高斯点影响域的大小、形状及

包含的节点。无网格法的“单元”则只是数值意义上的，是按照某种原则选择的

～定数目节点的集合，即节点或者积分点的影响域。“单元”的大小形状以及所

包含的节点与采用的选取原则有直接关系。二是有限元中单元形函数是通过该单

元的节点的插值得到，而无网格“单元”的形函数则是通过对“单元”中节点使

用移动最d,--乘法或者核函数等其他方法计算得到。从以上分析可以看出，两种

方法的区别主要集中在是否存在几何网格及单元形函数的具体构造上。通过定义

一种广义的单元，可以将这两种方法统一起来。

我们将有限元、无网格中数值意义上的单元定义为广义单元，即利用在每一

个单元内假设的形函数来分片地表示全求解域上待求的未知场函数，这样 来，

无网格法和有限元法只是在求解单元内的形函数时有所区剐，二者可以看作不同

种类的广义单元。

4．2直接耦合法

将整个求解域用无网格单元和有限元单元离散。得到的离散模型的系统位能

是各单元位能之和，表示为：
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订，=莩(a”L；∥。触咖。。]一莩(∥￡。一v7肛缸妒)一；(a”￡。Ⅳ’z豫啦，)
(4,21)

将单元节点位移口8用结构节点位移日表示

令￡。；曰’DBtdxdy=世。，￡．Ⅳ7脚+￡。Ⅳ7Ttok咖=．p。则(4 2-1)式变为；
n，=ar{∑(Gr置。G)a-ar∑(G7P) (4．22)

由6{1，=0得到刚度方程

Ka=P (4．2．3)

其中足=∑G7K4G，P=∑(G7∥)。G为单元节点转换矩阵，决定了单元刚阵在

总刚中的位置。

在实际计算中．分别计算得有限元部分的刚阵K。和无网格部分刚阵K：，然

后根据节点的全局编号，把足．、K：装入总刚，求解刚度方程，得到位移值。需

要强调的是，求解K。、K：的过程中使用的是局部节点编号，组装过程中使用的

是全局编号，FEM和EFGM的共用节点有两个局部编号，只有一个全局编号．

这个特点使得组装总刚时，K．、K：出现叠加，体现了FEM与EFGM的耦台。

与FEM对单元交界面上连续性的要求相同，必须保证在耦合的公共边上没有除

共用节点的其他节点。

4．3程序结构介绍

与基于积分弱彤式的耦合方法相比，直接耦合法在程序上也简化不少，c++

程序包括9个类，除去了处理耦合边界的interface fern，poiat_b，interface—efgra

三个类；在coupling类中处理EFGM—FEM的耦台程序也有不同，组装总剐时

无耦合项Ⅳ，，凰的参与，根据节点的全局编号，将FEM刚阵K。，EFGM刚阵K：

装入总刚。程序流程图如图4．1。
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4．4．算例分析

4．4．1算例1

．58．

图4．1直接耦合法的程序流稗图

算例1的计算结构、离散方案、基函数、权函数、积分方案等的选择都与第
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三童算例1相同，表4 1为采用直接耦合法计算所得结果同理论解的比较。

y(x-0) (数值解) H，(理论解) 相对误差腑

-。__。--_—_____。-______-。_-●_——--—-——————___^__-●-一————————————“——’—1。。。。。—_—11——。。。。__●--。-。‘——一
0．5 0，00024266 0 000247525 —1．97％

1．0 0 000496019 0．00049505 0．2％

1 5 0 00074276I O．000742574 0．03％

2 0 0 00097467 0．000990099 一lI 56％

2 5 0．0012273 0 001237624 —0．83％

3 0 0．0014801 0 001485149 —0．34％

表4．1数值解同理论解的比较(直接耦台法)

袭4．2为采用基于弱形式的耦合方法时的计算结果同理论解的比较。

表4．2计算解同理论解的比较(基于弱形式的耦台方法)

由表4．1，表4,2对比可以看出，EFGM部分只分布9个节点时直接耦合法就

可得出很好的结果，其精度并不比基于弱形式的耦台方法差，但在实际计算中，

计算量加耍小的多。

图4．2a、b给出直接耦合法在耦合边界上Y向位移计算结果。同第三章中的

规定类似，图q，FEM区位移指FEM区住耦台边界上插值得到的位移，EFGM区

位移指EFGM区在耦台边界上拟台得到的位移。
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(b)y=2．o处的Y向位移

图4,2耦台边界上的Y句位移

由图4 2可见，在耦合边界上，位移是连续的。

图4．3a、b给出直接耦合法在耦合边界上的Y向应力的计算结果。图中FEM

区应力指FEM区在耦含边界上插值得到的应力，EFGM区应力指EFGM区在耦

合边界上拟舍得到的应力。
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(b)r1 0处的y向应力

图4．3耦台边界上的Y向应力

由图4 3可见，同基于弱形式的耦合方法类似，直接耦合法计算的到的应力

在耦合边界上也较差。算例2、3中在耦台边界上位移、应力的连续性同基于弱

形式的耦合方法类似，所以算例2、算例3中对连续性不作讨论。

4．4．2算例2

算例2的计算结构、离散方案、基函数、权函数、积分方案等的选择都与

第三章算例2相同。

圈4 4为使用直接耦合法计算得到的r1．0处的位移值同理论值的比较。

9
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(a)y=l O处的x向位移 (b)y；l o处的Y向位移

图4．4位移计算值同理论值的比较

由图4．4可见由该耦台方法得出的位移解同理论解吻合得很好。

图4．5～4 7给出x=4 0处应力的计算结果同理论解的比较。

i ÷直接耦合法
＼L f理论解
一一、

F、二
＼

、、

jj j冬?

图4．5 x=4．O处的盯。同理论解的比较
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O 01 0．2 0．3 D．4 0 5 n6 0．7 0,8 0 0

图4．6 x’4 0处盯。同理论解的比较

y

图4．7 x=4．0处rn同理论解的比较

图4．5～4．7同第三章图3 12相比可以看出，在纵向仅布3个节点的情况下，

口，，口，，～的计算结果与第三章算例2的计算结果相比，它们相对理论解的偏

移是类似的，这说明结构内部应力的计算不会随耦合方法的改变而有显著变化。

4．4．3算例3

算例3的计算结构、离散方案、基函数、权函数、积分方案等的选择都与

第三章算例3相同。
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图4+8给出使用直接耦合法计算裂纹面上Y向位移的结果-并同使用基于弱

形式的耦合方法和使用FEM的计算结果作了比较。
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第五章EFGM--FEM直接耦合方法

在断裂力学中的应用

应力强度因子是断裂力学分析中一个非常重要的参数，代表了裂纹尖端应力

场的强弱，表达了构件和裂纹形状，裂纹开裂模式及构件所受力的大小对裂纹尖

端应力场的影响。所以该参数同裂纹的扩展方式及裂纹扩展准则的确定都有密切

的关系。直接位移法是计算应力强度因子的一种重要方法，本章将第四章中提出

的EFGM--FEM耦合方法同直接位移法相结合，计算了典型结构的应力强度因

子。

5．L EFGM--FEM直接耦合法同直接位移法的结合

采用第四章提出的直接耦合法计算含裂结构裂纹面上的位移，然后通过直

接位移法求得裂尖的应力强度因子。直接位移法对裂纹而上计算点位移的精确度

要求较高，使用直接耦台方法求解含裂结构的位移时必须注意EFGM法中对不连

续1日题的处理，本章使用可视性法则处理由裂纹引起的不连续性。

5．2算例

5．2．1双向拉伸边裂纹板

计算结构、基函数、权函数的选择等同第三章、第四章算例3，使用EFGM

—FEM法计算裂纹面上节点位移，直接位移法求得裂尖应力强度因子。

计算中发现，裂尖局部加密程度对应力强度因子的计算有较大影响。图

5 I～5 6为不同程度的局部加密离散图。非加密区节点间距为O 1．加密2～加密

6在加密区的节点1可距分别为O．05，0．0333，()．(125，0．02，O 0167，
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圈S．1加密

图5．3加密3

图5．5加密5

图5．2加密2

圈5．4 加密4

圈5．6加密6

计算发现在一定范围内随着局部加密程度的增加，结果的精确度增加。但

是，如第三章所述，当加密程度超过一定值时，由于过渡区节点密度变化梯度较

大，容易造成矩阵A(x)在积分点处不可逆，这就需要增大过渡区的影响域半径，
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例如在加密5(图5．5所示)的情况下，如将影响城内节点数取为15，在高斯点

234，235，236，237等处4(J)不可逆，图5．7中给出各个加密情况下裂纹面上

的位移结果，o≤，≤O．1为加密区域。加密5的过渡区影响域内节点数取为20，

加密6的过渡区影响域内节点数取为25，其余加密情况影响域内节点数均取为

15。

x10‘3
6

5

4

，3

2

1

0
o 0 05 01 015 o．2 0．25 O 3 O．：35 0．4 O 45 0 5

r

图5．7不同加密程度裂纹面上的Y向位移

由图5．7呵见，裂纹面上计算点位移的精度并非随加密程度的增加而单调提

高。当加密达到一定程度时，精度达到最高。此后随着加密程度的增加，精度下

降。这主要是数值积分产生的累积误差逐渐占主导地位的缘故。

图5．8～5．11给出加密区域的Y向应力。
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圈5．B加密6时加密区域的应力

图5．9加密5时加密区域应力
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图5．10加密4时加密区的应力

图5．11加密3肘加密区的应力

由图5 8～5 11可见，过渡区应力波动随着节点密度梯度的增加而增加。可

69．
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视性法则准确地反映了裂尖附近应力场的奇异性。

图5 12给出不同加密程度下，裂纹长度由0．1变到0．5时无量纲应力强度因

子F=K，／a√磊同手册解的比较。文献【3 9]给出的F表达式为：

F=·．-z一。．zs；+，。．s(；)2一zt．7(；]3+，。．。(；)4 cs．：，，

式中口为裂纹长度，6为板宽。

—。手册解
_加密8

一

} ／一

⋯加密4
i加密5

’I‘，二

，。，

7，一∥

?鬈7j
，，7

，髯0
，≥蟛。：。

。一三二≯二哥7

01 015 0 2 O 25 0．3 0 35 0 4 0 45 05

a

图5．12取向拉伸边裂绞板的无量纲应力强度园子

由图5 12可见，局部加密5时，应力强度因子的计算可以达到很高的精度。

同部加密对应力强度因子的计算有较大影响。

5．2．2三点弯曲梁结构

图5．L3、．5．14为含裂纹三点弯曲梁结构及其离散图。粱的长度￡：4mⅢ，

宽度∥=lmm，厚度日=lmm。承受垂直集中压载荷P=100N，弹性模最

E=202000MPa，泊松比y=0．3。

FEM区使用八节点等参元进行离散，单元边长为0．2，EFGM区非加密区节

点间距为O．1，加密区节点间距为0．02。采用高斯型权函数和二次基计算，可视

性法则处理不连续性。
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P

I

图5．13三点弯曲粱结构

图5．14三点弯曲粱的离散模型

由算例1知，局部加密5时，计算结果较为精确，此算例裂尖局部区域取

同样加密方案。由手册知，无量纲应力强度因予，=墨旦g亘￡，其中肘：4l_pL。
计算值同理沦值的比较如图5 15。

＆

图5．15三点弯曲粱结构的应力强度园子计算

由图5 15可见，计算得到的无量纲应力强度因子同手册解较为吻合。

磨
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6．1主要工作总结

第六章结论与展望

本文的主要工作主要分为两个部分：理论研究和算法实现。

6．1．1理论研究

在这部分工作中，又分为三小部分。一是无网格法的理论研究，主要是无

网格伽辽金法(EFGM)的研究，清晰EFGM方法的基本思路，具体公式推导以

及长处和不足。二是耦合方法的理论研究，对各种耦合方法的特点进行了探讨，

提出EFGM--FEM直接耦合方法。三是耦合方法同直接位移法的结合，求解了

典型结构的应力强度因子并同手册解进行比较，证明了方法的正确性。

6．1．2．算法实现

算法实现分为三部分：前处理部分、计算部分、后处理部分。

由于涉及到两种离散方式．有限元单元离散和无网格的节点离散。寻求合

适的前处理方案，对整个程序的计算效率及易用性有较大影响。本文中利用大型

有限元软件ansys强大的前处理及良好的接口功能，使用APDL语言编制宏命令

实现了前处理。使用易于程序升级，思路清晰的C++语言编制了主要的计算程

序，该程序具有良好的适应性，理论上对计算规模没有限制。本文使用matlab

仿真软件实现后处理工作，主要包括各种曲线的绘制，位移云图和应力云图的绘

制，三维曲面的绘制等。本文中结构离散图、位移云图、应力云图、计算曲线等

均由前、后处理程序绘制。

6．2主要结论

1．本文提出的紧支性控制因子口：生可以有效地控制高斯型权函数的紧
C

支性，并不受影响域半径的影响。算例证明，∥=3～5时计算结果精确度较高。
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2．本文提出的针对二次基函数在节点影响域内取15个点的布点方案，在

二维均匀分稚的情况下，且选用本文提出的权函数参数选取方法时，可以确保矩

阵“(x)町逆。

3与有限元相比，使用EFGM方法计算得到的应力是连续的，不需进行应

力磨平等处理，给后处理带来了方便。

4．基于本构方程积分弱形式的EFGM FEM耦合方法在耦合边界上位移的

连续性较好，应力有小的跳跃，但并不影响结构内部位移和应力的正确获取。

5．本文提出的基于广义单元的概念的EFGM--FEM直接耦合法，能够很好

的保证计算精度，且简便、实用、计算量小。

6．采用可视性准则可以较好的处理裂纹不连续性问题．在裂尖附近节点的

间距很小时，由可视性准则引入的额外的不连续性可以忽略，并不影响裂尖位移

的计算精度。

7．一般情况下，在位移、应力变化剧烈的区域加密节点密度可以提高计算

精度，但并不是局部加密程度越高，计算精度越高。局部加密的梯度不宜过大。

8．EFGM--FEM直接耦合法同直接位移法相结合，可以精确地计算含裂结

构裂尖的应力强度园子。

6．13改进和展望

本文工作有待于在以下几个方面进行改进和提高：

1．积分方案的改进

EFGM方法中，积分的精度对最终计算结果的精度有直接的影响。使用背景

积分网格方案，积分网格的大小应与计算点的影响域之间满足一定对应的关系，

积分精度才能达到最商，这一方面有待探讨。

2布点方案的优化

如何选择合适的布点方案，节点的密度如何控制才能同时保证计算效率和精

度，需要找出通用方法。

3．对裂纹等不连续问题的处理。

虽然使用可视性总则可以精确地得到裂纹面上的位移，但由三维图可以看

出，裂尖附近的应力是有波动的，应该进一步寻求解决方法。

．73．
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4．直接耦合方法的应用

EFGM--FEM直接耦合方法潜力很大，有必要将其推广应用于三维断裂分

析以及复杂的接触问题等方面的研究。
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