
摘 要

分别针对连续和离散情形的奇异摄动系统，以线性矩阵不等式的形式给出了其降

阶有限频域风滤波问题有解的充分必要条件，而且，当问题有解时给出了一组适当

的滤波器参数。另外，为了避免由于慢快子系统相互作用而产生病态的线性矩阵不等

式，给出了与奇异摄动参数￡无关的充分条件。由于不需要对奇异摄动系统的状态进

行快慢分解，这一方法可以推广到非标准奇异摄动系统。

对于一般的线性系统，在广义KYP引理的基础上，给出了存在状态反馈控制律

使其闭环系统稳定并且具有有限频域正实特性的充分必要条件，而且当条件可行时，

给出了一组适当解。然后，用一般线性系统的结论去研究奇异摄动系统，给出了使其

闭环系统稳定且有限频域正实的合成状态反馈控制律。．

基于广义KYP引理，研究了SISO奇异摄动系统在有限频域上的模型匹配问题，

推导出了存在凰次优控制器的充分必要条件，而且控制器具有奇异摄动形式。

最后，用特征结构配置的完全参数化方法研究了带有极点配置要求的奇异摄动系

统的有限频域风控制问题。证明了全阶问题可以分解为快慢子问题，通过分别设计
状态反馈控制器去解决快慢子问题，进而构造合成控制器。

关键词：奇异摄动系统，有限频域，凰控制，正实控制，线性矩阵不等式。



Abstract

This paper deals诚th the reduced—order finite frequency风filtering problem for

singularly perturbed systems．Necessary and sufficient conditions for the existence of

solutions to continuous-time and discrete—time problems are derived in terms of linear

matrix inequalities．Furthermore，a formula for all the desired reduced-order filters is given
when these conditions are feasible．In order to alleviate ill-conditioned LMIs resulting

from the interaction of slow and fast dynamic，the sufficient conditions which are

independent of the singularly peIrturbmion￡are given．Since the separation of states into

slow and fast ones is not involved，the results are applicable to not only standard，but also

non—standard singularly perturbed systems，

For the general linear systems，necessary and sufficient conditions for the existence of

a stabilizing state feedback controller are given based on the generalized KYP lemma，and

use the results to study singularly perturbed systems，a composite state feedback controller

is constructed，which preserves the stability and positive real property．

This paper also studies the model matching problem for SISO singularly perturbed

systems in the(semi)finite frequency ranges．The necessary and sufficient conditions for

the existence of an H。sub．optimal controller are derived based on the generalized KYP

lemma，moreover,the controller is also singularly perturbed．It is further shown that this

controller is obtained through designing its slow and fast parts，and then the composite

controlJer is established．

Finally,based on the completely parametric approach to eigenstructure assignment，

the problem of finite frequency风control for singularly perturbed systems with pole
assignment constraint is studied．The purpose is to design a state feedback controller such

that the eigenvalues of the closed—loop state matrix are at desired locations，and a

prescribed H,o performance level is also achieved in the given low and high frequency

ranges．It is further shown that the problem of full—order system could be break down into

fast and slow subproblems，through designing state feedback controllers to solve the fast

and slow subproblems，respectively,a composite controller is constructed on the basis of

the above two controllers．
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硕士论文 奇异摄动系统的分频控制

第l章绪论

本章首先简要叙述奇异摄动系统的背景及其数学模型；然后，围绕本论文的研究

内容讨论奇异摄动系统在控制理论中的研究现状及存在的问题；最后介绍了本论文的

主要工作。

一般较复杂一些的工程实际问题总含有多个不同量级的时间常数n’33，即系统的

动态变化速度存在极大的差异。早期对这类系统的处理方法是简单地忽略较小时间常

数从而降低系统的阶数，达到简化模型的目的。但是，为了提高系统分析与设计的精

度，必须考虑这些小参数的影响。因此如何有效的处理这类系统成为在系统理论与控

制工程中较为重要的实际问题。

奇异摄动系统就是一种典型的具有双时间尺度的系统，有时也称为为双时标系

统。边界层法是研究上述系统主要的手段⋯。边界层法是由Prandtl在研究流体动力

学问题时提出的，它把高阶含小参数的奇异摄动问题转化成不含小参数的问题来求

解，给系统的分析和设计地带来了好处，同时避免了维数的灾难以及Stifr方程求解

的困难。在系统理论研究中，线性时不变奇异摄动控制系统的相关问题得到了充分的

关注瞳≈1。该系统模型具有如下形式n3：

毫(f)=4．五0)+42五(f)+蜀“(f)

￡是(f)=4lXl(t)十42如(f)+色甜O) (1．1)

y(f)=CJ五(f)+C2x2(t)+Du(t)

其中￡为摄动项，它是一个趋近于零的正数；五为适当维数的慢变状态变量；‘为适

当维数的快变状态变量；这里如果矩阵4，非奇异，那么系统(1．1)就是标准奇异摄动

系统，反之则是非标准奇异摄动系统。

实际上，奇异摄动特性的快变变量出现在许多系统中，这其中包括大多数维数很

大的系统。如电力系统，频率和电压的瞬变过程占用的时间可以从几秒钟到几分钟。

在许多其他的实际过程中也有类似的时标特性，如飞机和火箭系统等。

与奇异摄动概念对应的是正则摄动，正则摄动发生在系统状态方程的右边，是

系统参数的摄动；而奇异摄动在发生在状态方程的左边，是状态的摄动，在形式上是

小参数乘以状态变量的时间导数。
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对于离散奇异摄动系统，由于采样速率的不同存在多种形式，下面给出本论文主

要研究的快采样模型口1：

五(七+1)=(，+￡4I)五(七)+￡A12屯(七)+￡E材(尼)

x2(k+1)=4．‘(七)+厶乇(七)+岛“(七) (1．2)

y(足)=cI‘(|i})+C2x：(k)+Du(k)

1．2奇异摄动系统的研究现状

本节将要介绍与本论文工作相关的问题研究现状及存在的问题。

1．2．1奇异摄动系统的矾控制

在过去几十年中，奇异摄动系统的风控制问题得到了广泛的关注“删。众所周知，

对于奇异摄动系统，多时间尺度和多频率尺度是其内在特性。传统的研究方法都采用

了分两步的设计步骤，也就是所谓的降阶技术。首先针对快子系统和修正后的慢子系

统分别设计次优控制器，然后根据上述控制器可以得到合成控制器。文[5]研究了加

权灵敏度问题，将其分解成慢快子问题，然后通过合并子问题的解给出了原问题的近

似解。文[6]解决了MIMO奇异摄动系统的风控制问题，给出了存在次优解得充分

必要条件。文[7]基于线性矩阵不等式(LMI)方法，研究了一类非线性奇异摄动系统的

风滤波问题。文[8]研究了SISO两频率尺度系统的次优模型匹配问题，通过求解慢

快子系统的模型匹配问题得到了次优风解。文[12]给出了具有两频率尺度结构的次

优凰控制器以及设计独立于￡的风次优控制器的步骤。文[14]研究了带有慢快模态

的线性系统的凰滤波问题，给出了完全独立的降阶快慢凰滤波器。尽管在风问题
上，已经存在大量的结果，然而，这些结果都将研究范围定义在整个频域范围内。考

虑到实际应用中通常给出不同频段上的性能指标，而且奇异摄动系统又具有特殊的频

域特性，因此，若研究有限频域上的风问题是很有意义的。

本文将基于广义KYP(GKYP)引理n螂3，在统一时间尺度上研究有限频域上的降

阶风滤波问题，得到的结论较全频域的结论更具有普遍性。另外，本文从快慢分解

的思想出发，研究了分时标分频标下的模型匹配问题以及凰控制问题，分别在不同

频段上针对子系统设计控制器，进而得到合成控制器。通过和已有的相关结果对比，

证明本文的结论具有更低的保守性。

1．2．2奇异摄动系统的正实控制

线性电路和线性系统理论中，正实性是一个非常重要的概念乜卜221。这个概念出现

在系统和控制理论中的许多领域，其中，与之相关的一个著名结论就是：当正实系统

通过负反馈与严格正实控制器相连接时，闭环系统稳定晗11。对于奇异摄动系统，正实

2
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性也是其重要性质，然而就目前而言，很少有文献涉及。

有限频域正实特性这一概念首次出现在文[19，23]中，该文献指出，实际中的控

制带宽是有限的，有限频域上的正实特性是至关重要的，并且给出了一系列的例证来

说明有限频域上的正实特性对实现较好控制性能的重要性。既然有限频域正实特性实

质上起到了重要的作用，考虑到奇异摄动系统在低频和高频可以分别由其慢快子系统

近似，那么研究奇异摄动系统的有限频域正实特性将是合情合理的，这时奇异摄动系

统的频域特性将会充分考虑进去，相应地，保守性将会减少，设计过程将得到简化。

考虑到正实性的重要性，近期文[22]研究了奇异摄动系统的有限频域正实控制问

题，以非线性矩阵不等式的形式给出了问题可行的充分条件。在本文中，首先研究一

般线性系统在有限频域上的状态反馈控制，继而用上述结果去研究奇异摄动系统的有

限频域严格正实控制问题。针对快子系统和慢子系统分别设计状态反馈控制器，进而

可以构造合成控制律，最后通过简单的算例验证了本文结论的有效性。

1．2．3奇异摄动系统的稳定性问题

对线性时不变奇异摄动系统，其稳定性的分析结果通常是根据快慢分解得到的，

也就是如果慢、快子系统均是稳定的，那么对于系统的摄动参数，一定存在一个稳定

的上界，使得在此范围内奇异摄动系统都是稳定的n1。该方法避免了由于摄动参数引

入的病态问题，并且将奇异摄动系统的稳定性转化为快慢两个子系统的稳定性，因此

直到现在，仍然是分析稳定性的主要方法之一口1。

在线性系统理论方面，特征结构配置是非常重要的问题，已经得到了许多学者的

关注眩卜驯。文[26]提出了特征结构配置的完全参数化方法，该方法给出了所有反馈增

益和闭环特征向量的数学表达式，提供了完备的可行解空间，全部的自由度也可以用

来满足一些附加的系统指标。

本文在文[26-27]的基础上，研究奇异摄动系统的极点配置问题，从而解决奇异

摄动系统的稳定性问题。通过将全阶问题分解为快慢子问题，然后分别针对子问题进

行极点配置，就可以得到实现全阶系统极点配置的合成状态反馈控制律。

1．3本论文的研究思路与主要工作

在实际应用中，设计指标常常以不同频段来刻画。GKYP引理可以将有限频域上

的频域不等式直接变换成相应的线性矩阵不等式，因此GKYP引理可作为本文有限

频域研究的理论基础。对于奇异摄动系统，慢快子系统可以分别理解为在低频和高频

对全阶系统的近似，本文将充分考虑这一频域特性，结合双时标分解的方法，进一步

深入研究分时标和分频标组合的设计思想。
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论文的主要工作如下：

(1)研究了奇异摄动系统的降阶有限频凰滤波问题，分别针对连续和离散情形，

以LMI的形式给出了滤波问题有解的充分必要条件，而且，给出了解存在情形下的

一组滤波器参数。另外，对于滤波问题给出了与奇异摄动参数￡无关的充分条件。特

别地，当滤波器阶数为零时，本文给出了零阶滤波器存在的充分必要条件。

(2)研究了有限频域上奇异摄动系统的严格正实控制问题。对于一般的线性系

统，在GKYP引理的基础上，给出了存在状态反馈控制律使其闭环系统稳定并且具

有有限频域正实特性的充分必要条件，而且当条件可行时，给出了一组适当解。然后，

用一般线性系统的结论去研究奇异摄动系统，给出了使其闭环系统稳定且具有有限频

域正实特性的合成状态反馈控制律。

(3)研究了SlSO奇异摄动系统在有限频域上的模型匹配问题。给出了奇异摄动

系统的低频和高频的定义，并且对PID控制器进行简单的改进。基于‘GKYP引理，

推导出了存在凰次优控制器的充分必要条件，而且控制器具有奇异摄动形式。

(4)研究了带有极点配置限制的奇异摄动系统的有限频域玩控制问题。也就是

设计状态反馈控制器使得闭环系统的极点在要求的位置，同时在低频和高频段内满足

预定的‰性能指标。基于完全参数化方法，自由度可以用来实现有限频域上的预定

凰性能指标，而这一指标又可以通过GKYP引理转化为LMIs。证明了全阶问题可
以分解为两个降阶子问题，即快子问题和慢子问题。同时，本文以LMIs的形式给出

了子问题有解的充分条件，并且当条件满足时，进一步给出了适当解，最后在两个子

问题的适当解的基础上可以构造合成控制器。

本论文具体章节安排如下：第二章研究了奇异摄动系统的降阶有限频域凰滤波

问题；第三章研究了奇异摄动系统的有限频域正实控制问题；第四章讨论了SISO奇

异摄动系统在有限频域上的模型匹配问题；第五章带有极点配置要求的奇异摄动系统

的有限频域风控制问题。

4
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第2章奇异摄动系统的降阶有限频域风滤波

本章研究了奇异摄动系统的降阶有限频域玩滤波问题，分别针对连续和离散情

形，以线性矩阵不等式(LMI)的形式给出了滤波问题有解的充分必要条件，而且，给

出了解存在情形下的一组滤波器参数。为了避免由于慢快子系统相互作用而产生病态

LMI，给出了与奇异摄动参数e无关的充分条件，既然不需要对奇异摄动系统的状态

进行快慢分解，本章的结论不只可以应用到标准奇异摄动系统，也可以是非标准系统。

2．1引言

在航空、导航和信号处理领域，Kalman滤波是最基础的理论之一∞p3引。在系统

和测量噪声密度矩阵已知的前提下，Kamlan滤波方法提供了一种迭代算法口2I，该算

法可以使得状态估计误差的方差最小化。近来，凰滤波得到了广泛的应用，原因就

在于和Kalman滤波相比，前者不需要噪声的统计特性，同时针对来自内部或外部的

扰动更具有鲁棒性。

降阶风滤波问题，即设计小于给定系统阶数的滤波器，使得滤波误差系统稳定，
并且其玩范数满足预定要求，已经引起了学者的重视口4‘矧。例如文[35]研究了连续

和离散线性时不变系统的降阶风滤波问题，并且给出了滤波问题有解的充分必要条

件。在过去很长一段时间里，奇异摄动系统也得到了充分的关注。由于小摄动参数的

存在，这通常导致奇异摄动系统的出现。奇异摄动系统的凰滤波问题方面也有深入

的研究口·3毛371，如文[7]基于LMI方法，研究了一类非线性奇异摄动系统的玩滤波问

题。文[34]研究了带有快慢模态的线性系统的降阶风最优滤波。尽管在凰滤波问题

上，已经存在大量的结果，然而，这些结果都将研究范围定义在整个频域范围内。考

虑到实际应用中通常给出不同频段上的性能指标，而且噪声的频域范围一般是事先知

道的，因此若研究有限频域上的风滤波问题是很有意义的。

本章将研究奇异摄动系统的降阶有限频域风滤波问题，即设计小于给定系统阶

数的滤波器，使得滤波误差系统稳定，并且使其在给定频段内的风范数满足预定要
求。基于广义KYP(GKYP)弓I理n吼驯，分别针对连续和离散情形，本章以LMI的形式

给出了滤波问题可行的充分必要条件，并且当问题可行时，给出了一组适当解。同时，

考虑到由于慢快子系统相互作用将会出现病态的LMI，文中给出了与奇异摄动参数￡

无关的充分条件，该结论对标准和非标准奇异摄动系统同样适用。

5



第2章奇异摄动系统的降阶有限频域H一滤波 硕士论文

2．2连续情形下的有限频域总。滤波

考虑n阶稳定的连续奇异摄动系统：

(∑。)： 《f)=4“f)+展∞(f)

J，(f)=Cxq)

z(f)=Gx(t)

或其扩展形式为：

毫(f)=4I‘(f)+42x2(t)+B60(t)

e-量2(t)=4l■(f)+42屯(f)+忍∞(f)

J，(f)=G五(f)+C2x2(t)

z(f)=Gl‘(f)+G2x：(t)

其中：工(r)=【五(f)7 xAt)7】7∈彤是状态向量，y(t)eR“是测量输出，z0)∈R-是需要

估计的信号，∞(f)∈R，是干扰信号。4，盈，C，G为具有适当维数的实常数矩阵。

考虑五阶线性滤波器，这里，卉≤胛：

(∑可)： 王(，)=Ajc(t)+B／y(t)

三(r)=q曼(f)+DrY(t)

其中：主(f)∈∥，三(f)∈R9．滤波参数4∈R榭，哆∈R棚，q∈R例，哆∈Rq,,m为需

要计算的矩阵。

相应地，滤波误差系统如下：

(∑。)： j(f)=,42(0+80(0

P(r)=良(f)

其中：舅(r)=№)7印)7]7，P(f)=z(f)一三(，)，

j=段孙后蝌e=G-巧c埘
记从干扰信号∞(f)到估计误差P(f)的传递函数为嚷(s)。那么，连续情形下，降阶

有限频域凰滤波问题可以描述为：

给定①，Y∈H：，丫>o，寻求∑∥使得：

6



硕士论文 奇异摄动系统的分频控制

(C1)∑。稳定．

(c2)I阪(s)jI。<丫，Vs∈天(矿，甲7)．

注2．1对连续情形，选择西=[o习，通过恰当的选择甲，A就可以表示低频、中频
或是高频n引，这时如果定义矽=删问∈天(中7，甲7)}，那么有限频域鼠。范数条件(c2)是

指sup。。∥a。。(瓯O’‘to一))<丫．j日 ∞e∥am戕L“钟 <丫·

值得指出的是，当h=0，即为零阶(静态)滤波器，这时，∑矿为2(0=Dj(O。

在给出本章的主要结论之前，先给出两个引理。

引理2．1㈣给定①，甲∈H：，n∈H，+，和G(s)=c(九，一彳)～B+D。假设A表示复平面上

的曲线并且A在A上无特征值。那么，下列描述是等价的：

(i) 对V九∈天(①7，、王，7)，a(G‘(九)，Ⅱ)<0．

(ii)存在矩阵形，P=P‘和Q=Q．>o使得

r[①圆P言甲@Q
M=[纠
肌蹦盼，

其中A∈R～，D∈R仰，T是置换矩阵并满足

m鸩托帆】r=m鸠鸠M4】

其中，M，必，必和尬是列数分别为，2，P，，z和q的任意矩阵。

证明：对V九∈五(西7，甲7)，o(G‘(九)，rt)<o等价于

[‘九‘，一A，r)-1Cr]‘[吾?7]‘兀[等乞『_][‘九‘，一A，7)一cr]<。，V九‘∈天c啦、y，．
根据GKYP引理n93，上式等价于存在矩阵P：P．和Q：Q‘>o使得

(2．1)

(2．2)

(2．3)

7



==!12=!=!=====!====e==}===211=!!==!==e==≈!!=≈!!．! ：：：：：竺±

[等暑]‘c①。P+甲@9[等吾]+[等等]‘Ⅱ[髻
即

[cA。I。B。ZJ]Lf-①。P+o甲。Q：][罢。I三?]7<。 (2．4)

睇研=瞄。I三：]
令肘=f三丢f，(2．4)等价于
[M，】rl①。P言甲@Q三Tr【M，r<。 (2．5)

注意到【膨叫Z}=o，根据Finsler定理㈣，(2．5)等价于存在矩阵彩使得

r[西。P：Y固Q三]r’<Hec[Z]彩，
{J下毕．

引理2．2‘201给定彳∈C～和①∈H：并假设detp)<0。那么，下列描述是等价

的：

(i)A的任意特征值九满足o(九，矿)<o

(ii)存在矩阵形和P=P’>0使得

⋯m(防H砌
其中，．=【p 9】’eC2任意满足r+由，．<o的NgNN。

(2．6)

(2．7)

证明：根据[40]中的定理1可知，a(九‘，①)=a(九，∞r)<0当且仅当存在矩阵尸：户·>o

满足a(∥，西。JP)<o。考虑projection引理㈨，可知(i)营(ii)．

证毕。

下面给出关于连续奇异摄动系统的有限频域风滤波问题的相关结论。

定理2．1考虑连续奇异摄动系统E的降阶有限频域风滤波问题，存在五阶滤波

器∑矿的充分必要条件是存在矩阵墨E EP=尸’，Q=Q．>o，只：只’>o满足

8



硕士论文 奇异摄动系统的分频控制

丁[①。P+甲。Q，0IT*<He0 I 4亿+B二H爿Zz+eoxz I (2．s)
L 】 f 4亿+ + I

⋯一7

窿神e[4淼] 仁9，

以=[舌习，鼠=[台]，co=p。，，否=E习，三=e。一，，， z=[习， L=[三，二]，
兀：l?，1，p，g∈c是满足万+妒’<o的固定向量，r是置换阵．并且如果(2．8)和(2．9)
成立，杰阶∑矿可由下式给出：

[孑≥]=Ⅳc。y，’+尺c。，，，上
其中，。=罡习，月是任意(矗+g)×(疗+版一，．)维矩阵．
证明：滤波误差系统瓦具有如下形式：

量(f)=(4+BJ昏C)j(f)+或∞(f)

(2．10)

其中，心=[舌：]，鼠=[台]，c：=rG。，，否=[?：]， e=[三三]， 占=r。一，，，

K=眵甜
令兀=瞄珊则

a(瓯’(s)，兀)=瓯(s)瓯‘(s)一y 2I．

相应的，烃㈤8<1，．Vs∈X(eor．妒1等价于6fG·r．r1 l-I)<0．Vs∈天f∥甲1．

根据引理1可知，滤波误差系统∑。满足条件(C1)的充分必要条件是存在矩阵形，P：尸‘

和Q=Q’>0使得

，『_①oP+ToQ
1[0 净mc鼢， (2．11)

9
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舯舶削榭)x(州’一秒m小∞埘卅川肌[乏：嚣对
令形=阱(2．11)则变形为

r[①@P言甲pQ三T"<Hec

其中，睨∈c(”叭‘2“2“帅J，％∈Cgx(2n+2h+q+川．

一I，。^0

0 一l
p

4+BKC Bo

Co+EKC 0

鼢 (2．12)

令(2．6)中西=[o习，则。(九，矽)=九+九‘<。。因此，系统∑。满足要求(c2)的充分必要条
件是存在矩阵形，只=只+>0使得

[三神e([4七+BKC—J]彬【叫
其中，芝eC∽州棚’，睨∈c(榭蚴们，p矿+卵‘<o．

(2．13)

由于(2．12)和(2．13)中出现了乘积项，故二者均不可解，同时，呢和形又是具有不同

维数的不相关矩阵。为了使得上面两式可行且获得非保守的结论，需要引入新的变量

来统一形和形。

rrPQ鼽瞰l 4‰-岛Iv0
一厶+‘

1co+EKC 0

其中％∈C’小“’．

暖 (2．14)

类似地，(2．13)可以写成

[兰台]<·te([，。。-．．&拶+氏．。jJ7，wo，r：，[。(2H+2；+79)x(^+☆’]c——q_，玎，， c2．，5，

令[睨K】-l，，【睨％】=x，贝JJ(2．14)和(2．15)分另IJ等价于(2．16)矛N(2．17)

10

r[∞尸PQ乎<H文l 4+0觚-岛Iv0
一厶+一

【．Co+EKC 0

[㈡幽c[凡麓百YL，

∞ (2．16)

(2．17)

1hPJ麓‰怫形％

1●●●●●●●；●●●●J



硕士论文 奇异摄动系统的分频控制

其中Z=[o(。2划小O(2n+2fi+q+p州崩)pO]．
通过矩阵乘法，(2．16)和(2．17)可以进一步变形如下：

r①oP+YoQ

71l o

‘

一yZ

一义Z

AoYZ+BKCYZ+民xz

c0您+EKCYZ

[兰0]<He[代咒：弩BKC—YL]1L乞 o j L代咒+

令廊】，=H，那么(2．18)和(2．19)分别等价于下列两式：
『 一陀 1

rr吉悯Q O]T'<Hek兹妣l
【 c0亿+EHZ J

巴<He0[4五‰]L只 L4地+B舭j
这时满足髓Y：H的K可以由下式给出：

K：日feyr+R(CY)上

其中，R是任意(而+g)×(五+所一厂)维矩阵。

证毕．

(2．18)

(2．19)

(2．20)

(2．21)

(2．22)

注2．2值得指出的是，定理2．1得到的结论有别于文[20]中的结果。针对一些特殊

的情况，文[20]获得了非保守的结果，然而该结果仅针对闭环传递函数进行频域整形，

并未涉及稳定性，当需要引入稳定性限制条件时，该结果则是充分条件，原因就在于

变量(2．2)中的变量∥和(2．7)中的形是相互独立的。本文中的结论是充分必要条件，

不只包括传递函数的频域整形，还有稳定性。

当￡充分小时，定理2．1中的LMIs将变成病态条件，这正是奇异摄动系统具有

特殊性质的表现。为了避免病态问题的出现，可得如下结论：

定理2．2如果存在矩阵墨，y11，h2，圪1，圪2，E p-__p’，Q=Q’>o和只=乞’>o满足

厂①oP十、壬，op

71l o

。

一艺Z

三T"<Heb矗田

[三神e[E兰]
Cohz+EHZ

(2．23)

(2．24)
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其中：

引叫m[；。0]小卜小z锕三_[与井H：[：斟艺=[点0
互_[城]冉一针磊=[a置=刚一畔是满踟‘可<。
的固定向量，r是置换阵．

则存在充分小的￡+>o，使得对任意￡∈(o，￡‘】，系统∑。的降阶有限频域凰滤波问题有

解．并且疗滤波器z矿可以如下给出：

[考乏]=月c。艺，++尺c。匕，上

其中，。=曙习，尺是任意(h+q)x(h+m-r)维矩阵．

(2．25)

证明：令彪=[乏乞]=Ⅳ(6匕)’+R(。艺)上，则Ⅳ=丽艺，将Ⅳ分别代入(2．23)和
(2．24)可得：

r一峨斗’m[E蠢Z1
[兰只0]<№[豆￡盏艺￡]【．只 j L匕￡+占Kc艺￡J

令y=瞪1斗即K，
贝u以y=[￡乞巧l￡毛12]，

(2．26)

(2．27)

注意到￡4-[麓1 2]=s互+互，那么4y=[￡警18警2]+[繁1繁2]=￡霉+E．
令肫⋯㈨-[￡料
注意至o￡皖=[：妻]=￡蜃+运，习g么

*[￡料[繁卜峨
若(2．26)和(2．27)成立，则存在充分小￡‘>o，满足对任意￡∈(o，￡。】都有下列两式成立：

12



硕士论文 奇异摄动系统的分频控制

r一删三卜k篡却卜k巍z卜8，r一姻叶mb蒜+eK缈CV=Z卜kCor,遗Z+EXCK即Z J(2．28)L CoEz j L j

窿／：1<He0[五工盏艺￡卜[巧￡盘8KCgLJ]L只 L匕工+BKc艺￡J L巧￡+

(2．28)*I(2．29)分别等价于：

证毕．

r一啦oI九№l交爿
[三乞]<Hek‰d

(2．29)

(2．30)

(2．31)

下面给出零阶有限频域风滤波问题的相关结论，该结论也是充分必要条件。

定理2．3考虑连续奇异摄动系统∑。的零阶有限频域风滤波问题，存在零阶滤波

器∑巧当且仅当满足下列条件之一：

(i)存在矩阵P=P‘，Q=Q+>o使得

其中彳=4，否=盈，C=o—qc．

(ii)存在矩阵X只EP=P‘，Q=∥>o使得

r_嘲oj八He斟
其中j=4，百=芝，n=瞄?，]，丁是置换阵．
并且如果(2．33)可行，三矿可取为

B=H(CY)++JR(c，，)上

1<o (2．32)

(2．33)

(2．34)

13
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第2章奇异摄动系统的降阶有限频域H一滤波 硕士论文
II

其中R是任意qx(m一，)维矩阵．

证明：滤波误差系统∑。具有如下形式：

ic(t)=Ax(t)+Bm(t)

e(t)=Ⅸ(f)

其中2=4，百=反，e=G—D，c．

应用Schur补定理，(2．32)等价于

阳‘c帕⋯叫Ⅺ+阳[：珈列<。
令嚷(s)=C(sl—j)一百，应用GKYP引理，(i)成立当且仅当：

『_瓯(J)]．『，
【．，儿0 珈叫<。嘶c州，
上式即为条件(C1)．

令Ⅱ=l?，]，则。(瓯飞)，n)<。，坼∈天(扩，甲7)等价于条件(c1)．滤波误差系统匕
满足(C1)当且仅当存在矩阵形，P=P‘和Q=Q‘>0满足

rr言悯Q 鼽M[珈
其札㈣～一∥训x(2州Ⅲ⋯[矗c a
将形进行块分解有彩-[二]，则(2．35)变成

r[mp尸言Y@Q三T'<Hec

其中Y∈C州2“”朋，X∈CpX(2¨州'．

令D／CY=H，贝JJ(2．361变成

14

一l，0

0 一，，

爿 B
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巾一删廿’m铡
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这时，满足D，cy=Ⅳ的9可以由下式给出：

口=H(CY)’+月(c】，)上

其中R是任意qx(m一，．)维矩阵。

证毕．

(2．38)

注2．3(i)降阶有限频域凰滤波的最优化问题可以通过求解基于LMI的极小化问
题：

minimize T

受限于(2．8)和(2．9)．这是一个LMI凸优化问题，可以用LMI工具箱求解H引．

(ii)零阶有限频域风滤波的最优化问题也是一个凸极小化问题：

mlmmtze丫

受限于(2．32)或(2．33)．

2．3离散情形下的有限频域风滤波

考虑n阶稳定的快采样离散奇异摄动系统：
(∑d)：x(k+1)=4工(后)+芝∞(J|})

y(七)=cx(D

z(五)=Gx(k)

或其扩展形式为：

‘(七+1)=(，+e4I)‘(五)+842jc2(后)+￡E(I)(后)

屯(后+1)=呜l五(是)+42t(七)+局∞(盂)

y(五)=C1五(后)+Gxdk)

z(七)=GI‘(尼)+G2t(七)

其中：x(后)=如(七)7恐(Jj})7】r∈R”是状态向量，少(Ji2)∈R”是测量输出，z(尼)∈Rq是需

要估计的信号，co(k)∈Rp是干扰信号。4，盈，C，G为具有适当维数的实常数矩阵。

考虑卉阶线性滤波器，这里，五≤刀：

(∑∥)： 量(七+1)=4耍(尼)+Bjy(k)

三(七)=C，量(七)+D，灭膏)

15
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其中：舅(七)∈R。，三(七)∈R9．滤波参数4∈R椭，哆∈R南泔，c，∈R耐，哆∈R忡为需

要计算的矩阵。

相应地，滤波误差系统如下：

(∑出)： 量(七+1)=五曼(七)+台幻(七)

P(七)=e鹫(七)

其中：舅(尼)=[工(七)7娴7]r，e(忌)=z(Ji})一锏，

善]，豆=[0]，。=[G一。，c 七]．
记从干扰信号∞(七)到估计误差g(露)的传递函数为瓯(z)。那么，离散情形下，降阶

有限频域凰滤波问题可以描述为：

给定①，甲∈H：，丫>o，寻求∑∥使得：

(D1)∑出稳定．

(D2)8瓯(z)lL<丫，Vz e X(Or,1=I'7)．

注2．4对离散情形，选择①=[_l o]，通过恰当的选择甲，A就可以表示低频、中频
或是高频n引，这时如果定义矽={eI扩∈天(矿，甲7))，那么有限频域凰范数条件(D2)是

指supe。∥叮一(吒(扩))<y．丁日 e。∥叮m【c-7么【P”"<y·

值得指出的是，当h=O，即为零阶(静态)滤波器，这时，∑∥为主(f)=qy(，)。

下面给出关于快采样离散奇异摄动系统的有限频域H∞滤波问题的相关结论，这

里的证明过程与连续情形类似，故均略去。

定理2．4考虑离散奇异摄动系统∑。的降阶有限频域凰滤波问题，存在h阶滤波

器∑妙的充分必要条件是存在矩阵Z E H,P=P，，Q=Q+>o，￡=只‘>o满足

16
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r_嘲廿二el毒爿
瞄三]<He[凡淼]

(2．39)

(2．40)

其中：

鸽=[矧一[讣酬G吼百=阴屉卜玑础一匕玎
兀_[：?，]，仍9∈c是满足pg‘+锣‘<。的固定向量，丁是置换阵．并且如果(2．39)取1(2．40)
成立，卉阶∑∥可由下式给出：

[乏2]=Ⅳ正y，’+尺Fy，上
其中，。=曙：]，月是任意(五+g)×(疗+删一，．)维矩阵．
与连续情形类似，为了避免定理2．4中病态LMIs的出现，可得如下结论：

(2．41)

定理2．5如果存在矩阵x Hl，y12，兄l，场，且P=P．，Q=Q+>o和只=eo‘>o满足

巾_嘲廿’@[壶Z]
[台三]<He[《淼]
其中：

(2．42)

(2．43)

吲叫每[堋屠”m z=m=匕井n书?J，，=陋a
互=匕a E=降针巨=阱元-[W刖碟满踟‘可<。
的固定向量，丁是置换阵．

则存在充分小的￡。>0，使得对任意￡∈(o，￡’】，系统∑，的降阶有限频域玩滤波问题有解．

并且五滤波器∑∥可以如下给出：

[cA-s象]=Ⅳc。y，++尺cey，上 (2．44)

17



第2章奇异摄动系统的降阶有限频域H co滤波 硕士论文

其中，e=罡习，R是任意(h+q)x(h+m-r)维矩阵．
下面给出离散情形下零阶有限频域风滤波问题的相关结论。

定理2．6考虑离散奇异摄动系统∑。的零阶有限频域玩滤波问题，存在零阶滤波

器三∥当且仅当满足下列条件之一：

(i)存在矩阵P=P’，Q=Q．>o使得

其中j=4，否=吃，C=o—qc．

(ii)存在矩阵五E巧P=P’，Q=Q‘>o使得

rl①。尸+甲。Q o IT"<He
L 0 ⅡJ

—J，

一x

AY+BX

GY—H

其中彳=4，否=统，一《：?，]，丁是置换阵．
并且如果(2．46)可行，∑∥可取为

9=H(CY)’+尺(cJ，)上

其中R是任意q×(所一，)维矩阵．

2．4数值仿真

算例2．1考虑如下连续奇异摄动系统：

毫=-2五十∞

￡毫=一一2x2+2西
y=2五+恐

z2五十X2

其中￡：0．025．

令coh=1000，Y=o．1．

18
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应用本节的结论可以得N-阶滤波参数为：

眵荆嚣捌
作为对比，这里也给出了零阶滤波参数：

Dj=0．9878

可以看出滤波误差系统是稳定的，并且在高频段上满足凰范数指标要求。

2．5本章小结

Bode Diagram
20 。⋯⋯‘广t丽丽赢

‘L：二』三!!!!：!堕!竺!1
0一一～一一一一一一一?一：=二二～、一．一‘一p一一·#·⋯H⋯ 一

一100⋯⋯⋯+ ⋯⋯⋯⋯：⋯⋯～⋯：一一“⋯～一
10‘2 100 102 104

Frequency(rad／sec)

图2．1高频段上的滤波误差系统

本节研究了奇异摄动系统的降阶有限频域风滤波问题。针对连续和离散情形，
分别给出了滤波问题有解的充分必要条件。为了避免病态LMIs的出现，给出了独立

于小参数￡的充分条件。注意到本节中的结论并未涉及状态的快慢分解，因此本文的

结果不只可以应用于标准奇异摄动系统，也可以是非标准系统。

19
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第3章奇异摄动系统的有限频域正实控制

本章研究了在有限频域上奇异摄动系统的严格正实控制问题。对于一般的线性系

统，在广义KYP(GKYP)]I理的基础上，给出了存在状态反馈控制律使其闭环系统稳

定并且具有有限频域正实特性的充分必要条件，而且当条件可行时，给出了一组适当

解。然后，用一般线性系统的结论去研究奇异摄动系统，给出了使其闭环系统稳定且

具有有限频域正实特性的合成状态反馈控制律。

3．1引言

众所周知，对于一类具有慢快动态的系统，其数学处理上通常应用奇异摄动理论。

由于奇异摄动系统具有极大的实际应用价值，近年来得到了广泛的关注．关于奇异摄

动系统的风控制问题，已有许多研究成果“t纠町，其中主要是针对快子系统和修正后

的慢子系统分别设计风次优控制器，进一步得到合成控制器。然而，上述提到的方

法都是基于整个频域范围，实际上，奇异摄动系统的快子系统和慢子系统可以分别理

解为原系统在高频和低频的描述H3J。传统的方法并未考虑子系统的频域特性，故而保

守性会增加，且设计过程将趋于繁琐。

作为一个实质性的特征，正实这个概念出现在系统和控制理论中的许多领域，其

中，与之相关的一个著名结论就是：当正实系统通过负反馈与严格正实控制器相连接

时，闭环系统稳定乜¨。有限频域正实特性这一概念首次出现在文[23]中，该文献指出，

实际中的控制带宽是有限的，有限频域上的正实特性是至关重要的，并且给出了一系

列的例证来说明有限频域上的正实特性对实现较好控制性能的重要性。既然有限频域

正实特性实质上起到了重要的作用，考虑到奇异摄动系统在低频和高频可以分别由其

慢快子系统近似，那么研究奇异摄动系统的有限频域正实特性将是合情合理的，这时

奇异摄动系统的频域特性将会充分考虑进去，相应地，保守性将会减少，设计过程将

得到简化。

在过去几十年中，KYP引理被公认为是系统理论中最重要的定理之一H4。4们，它在

频域不等式(FDI)SN线性矩阵不等式(LMI)2_／N建立的等价关系。然而，当实际指标以

不同频段来描述时，KYP引理则不能有效地进行处理。为了将KYP引理推广至更一般

的情况，1wasaki掣19啦，47侧得到了GKYP引理，该引理可以将有限频域上的FDI直接变

换成相应的LMI。

近期文[22]研究了奇异摄动系统的有限频域正实控制问题，以非线性矩阵不等式

的形式给出了问题可行的充分条件。文[49]研究了奇异摄动系统在有限频域上的风
指标，并且设计了静态状态反馈控制器。在本文中，首先研究一般线性系统在有限频
20
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域上的状态反馈控制，继而用上述结果去研究奇异摄动系统的有限频域严格正实控制

问题。针对快子系统和慢子系统分别设计状态反馈控制器，进而可以构造合成控制律，

最后通过简单的算例验证了本文结论的有效性。

3．2问题描述

考虑如下奇异摄动系统G(5)：

I岩=41x+42z+置zf+尽w

G：{￡三=4lx+如z+岛甜+色W
【Y=cl工+c2z+Dw

(3．1)

其中二∈彤，z∈JR7，甜∈Rp,w∈Rp,y e R，，4：非奇异。这里o<￡《I是奇异摄动参数啪1。假

设G(s)没有不稳定的消隐极点。

考虑状态反馈控制律材：Kl
x

I，将其应用到系统(3．1)可得闭环系统。本文所研究
z l

的问题就是，寻求内稳定的状态反馈增益K，使得闭环系统满足：

a) 6(如)+6‘(jco)>0 V[col≤哆

b) 6(灿)+否+(jco)>o VI￡∞l≥∞。

其中哪<oh．

3．3一般线性系统的状态反馈控制

本节将就一般线性系统的状态反馈控制进行研究，进而去研究奇异摄动系统的有
限频域正实控制。

考虑如F线性系统：
ri．=彳r士Bu

瓯：{y：Cx+觑

其中爿∈尺⋯，B∈∥”，C∈Rp”，D∈Rp”，”∈Rp，y∈Rp．

在状态反馈控制律“=触+v作用下，上述系统的闭环系统为：

己：ti=(A+BK)x+By (3．2)D％。，、一⋯⋯～v (3·2)

注意到引理2．1并未涉及稳定性，故而引理2．2也将会在本文中得到应用。接下

来将给出存在内稳定状态反馈控制器的充分必要条件，而且当条件满足时，给出了一

组适当解。主要结果如下：

定理3．1给定①，甲eH：和形如(3．2)式的瓦(s)。假设人表示复平面上的曲线，那么

2l
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如下描述是等价的：

(i)存在状态反馈增益K使得(3．2)稳定，并且对于Vs∈天(妒，Y7)，瓦(s)+瓦+(s)>0．

(ii)存在矩阵五E EP=P‘，Q=Q‘>o和只=只’>o使得

丁rPQ牡Hek⋯-XZ腮
I 一亿

CYZ+DHZ+DXZ

[㈡mL篇舭]．

(3．3)

(3．4)

其中n=[三：]，z=[。三：三，]，￡=[m2一n+∥2p脚盖]，p，9∈c是满足pg’+够+<。的固定
向量，T是置换阵．并且如果(3．3)91(3．4)成立，K可由下式给出：K=HY++RY上．其中，R

是任意px(n—r)维矩阵．

证明：令n=io j]，则瓯(s)+瓦知)>。等价于

。c㈨，n)=[叫‘[o／水斗。
根据引理2．1，对Vs∈天@7，tF7)，cs(己+(s)，Ⅱ)<o等价于存在矩阵形，P=P‘和Q=Q‘>o使

得

丁[①。P言甲。Q三]r’<Hec[：]形，
其中明杉”，矽∈C(帅M2m川，肚LcA++脒BK卦
将形进行快分解为形=[笼]，这样有

rf①。P+0甲。Q三lr‘<HecI 兀f
、

其中形∈C“‘2¨2川，形∈c9x(2n+2川．

进一步，(3．5b)等价于

r[①。P言Y@Q

一}，

O

A+BK

c+D{(

(3．5a)

(3．5b)

(3．5c)

又因为闭环系统(3．2)是稳定的当且仅当A+BK的任意特征值九具有负实部。令(2．6)中

1hPJ孵％

r．●，●●●●，●●●●j

O‘B

D

％％

B

D吸％呱暖堋堋胱以％％爿C

O

n
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①=[：习，可知。(九，矿)=九+九‘<。，那么闭环系统是稳定的充分必要条件是存在矩阵
形，只=只‘>o使得

[兰0]<He《彳-恻，"1w}9，肿 (3．6a)

其中形∈9“，只∈∥”， [p 9《：：j【p订=，g++锣’<o．
(3．6a)的另一种形式可以是：

[兰P4I<He《彳形纛睨卜州， (3．6b)

因此存在内稳定的状态反馈增益K使得对Vs∈天(矿，甲7)，瓦(s)+瓦+(s)>0当且仅当
r3．5c)N1(3．6b)N时成立．

比较(3．5c)和(3．6b)可知，这两个条件均不可行，不只因为乘积项，还有呒和彬是具有

不同维数的不相关矩阵．为了统一变量睨和雕，将引入新的变量．

将(3．5b)写成如下形式：

|--I．0 1

rrP肌瞰f彳盖训麓孤I啦2n棚+2p，，]) @7a，

l C+DK D I

其中％∈C删．显然，(3．7a)是独立于变量彬和％，这也意味着形作为附加矩阵已经

引入到条件(3．7a)中．

类似的，(3．6a)可写成：

[昱神e吐铷呢形，心n+2加卜砌
这里，呢独立于(3．8a)．

令【睨睨】-Y，【％％】=x，那么上述内个条件也就是
r√一0]

丁[①@尸+甲。Q 0IT"<He(f+On≥l[二][n七。(“2n+幻2p0 II A BK 0，]，+ 召|I X ll 、17

[兰只]<HeL惫"2nL*20 加p肿l￡ -J 1彳+BKJ l L -|‘1
1—

71f①p尸+甲。Q oIT"T<He71l
。

<

L 0 n-J

[兰只0]<Hek+况BKYLJ]【-只 j L爿况

(3．8a)

(3．7b)

(3．8b)

(3．7c)

(3．8c)

23
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其中z=[丧m卜心2n+2p"
令KY=日，(3．7C)和(3．8c)分别等价于

f『-①。Pl甲。Q 01f·<He
l 0 兀I

[三舯e[彳淼]
这时，满足KY=H的K可以由下式给出：

K=Hyt+RY上

其中R是任意px(n一，)维矩阵．

证毕．

一泫

一Xz

AYZ+BHz+BXZ

CYz+DHz+DXz

(3．9a)

(3．9b)

(3．10)

注3．1值得指出的是，引理2．1并未涉及闭环稳定性，因此，保证稳定性的条件
如区域极点配置等，常常作为附加的设计指标被考虑进入。

注3．2考虑N(3．7a)和(3．8a)分别等价于(3．5b)矛I(3．6a)，但在实质上前者确实是必不

可少的。因为矩阵变量吃和配是不同维数且不相关的矩阵，(3．7a)和(3．8a)可以不带保

守的统一呒和形。因此，本文的结果是充分必要条件，不只可以保证闭环系统的正

实性，还有其稳定性。

3．4奇异摄动系统的有限频域正实控制

在上一节中，给出了对于一般线性系统，存在内稳定的状态反馈增益K的充分

必要条件，接下来，将应用上述结论去研究奇异摄动系统。

奇异摄动系统具有多时间尺度以及多频率尺度，将其控制问题分解成快慢部分是

行之有效的，其中经常应用的是奇异摄动理论。按照通常的处理方法，首先引入一个

变量P=￡J。文[1，51]研究了奇异摄动系统的合成状态反馈控制，其中通过针对快慢

子系统分别设计控制器，进而可以构造合成控制器。本节中，对于系统(3．1)，这里采

用如下合成状态反馈控制器：

Ⅳ=[‰+K：彳丢4，+K：刽岛K。

这时，闭环系统召0)为：

西{豢w
其中互。=4。+B,Ko+EK：利(／4。+最K)，互：=4：+BlK2，
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4。=A2．+最K+垦K2倒(4。+岛Ko)，42=4：十色％．

根据奇异摄动了理论，可以得到否(j)的慢快子系统，其中元的求法已经在文[1]

中给出，为了本文的完整性，这里将给出所有的推导过程：

互=互。一五：砑A一2。

=4。+蜀K+BIK：《(4。+BK)一4：79(，+吃心《)4。一4：79(色+B2K：刭岛)％

一蜀K：习(，+岛K2利)4。一置心习(B2+展K：趔岛)Ko

因为7982K：《=79(互：一4：)《=《一习，所以

740=4，+目K+EK：利4。+B,K：刭色蚝一4：《4。一4：制岛Ko—B,K：《4，一B,K2《色Ko

=4l—A124-21彳2l+且Ko-42剑&K．

磊=置一互：耐色

=旦一Aj：刁岛一置心砑岛

=E一4：利岛一B,K：砑色+4：制色一4：79色

=E一4：《呸一B1K279岛+4：制吃心列岛

=(蜀一4：《色)一(蜀一4：《岛)心砑吃

=(且一Al：倒忍)(，一％习岛)

=(县一4：《B2XI+K2《吃)一．

己=cI—C2列(，+B心程)4。一C2动(岛+岛心《岛)‰

=c1一c2《4。一c2《岛K．

反=D—C2动岛

=D+Cz《岛一C2动岛一C2利忍

=D+G型(乙一4：)司岛一c2程易

=D+c2倒垦砭倒岛一C2《垦

=D—GA；gs：(I—K。互：琶)

=D—C2《展(，+％《垦)～．

令以=4。一4：利4。，鼠=蜀一4：《芝，co=c1一C2《4。，域=‘《易，T=(，+又：《岛)一，

那么，6(s)的慢、快子系统分别是：

瓦：q=(,40+BoKo)x,二‰巩

弘港端¨妒I
(3．11)

(3．12)

而且，如果4+岛K和4：+垦K：都是Hurwitz矩阵，那么对充分小的￡闭环系统否(s)稳

定。

25
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相应的，可以得到慢、快子系统的传递函数：

巨(s)=(co+DoKo)(Sl～4一岛瓦)一BoT+(D+Dor)

召，(p)=e(∥一如一是KO-1易+D

根据文[43]可知，慢快子系统分别在低频和高频近似全阶系统。因此可以研究

E(s)和G，(p)的特性代替否(s)，也就是若巨(s)和否，(p)都是稳定的并且分别在低频和高

频严格正实。那么对充分小的￡，百(s)也是稳定的并且在低频和高频严格正实。基于

上述分析，下面给出奇异摄动系统有限频域严格正实控制问题的求解算法：

正实控制算法

(a)对于快子系统(3．12)，设计恐使得(3．12)是稳定的并且在高频严格正实。

(b)对于慢子系统(3．11)，设计凰使得(3．11)是稳定的并且在低频严格正实。

(c)状态反馈控制律甜=[K+K：《4，+K2A薯B2K。 心][习可计算出来。
令五=￡∞，则P=面。下面给出快子系统的相关结论：

定理3．2,NgN(3．12)，并且给定形=p∈R：I'll->,o。)，则下面的描述是等价的：

(i)存在增益阵％，使得(3．12)稳定并且对于V丽∈彬，嘭(p)+嘭(p)>o．

(ii)存在矩阵五E EJP=P’，Q=Q’>o，￡=￡‘>o使得

一，Z

—Xz

42肱+岛HZ+B2XZ

C2眩+DXZ

(3．13)

(3．14)

舯z=[。捌小心21+2p州井朋∈c 7E't-：qff=pq’坷<枷定幔丁是置
换阵．并且如果(3．13)和(3．14)成立，如可由下式给出：K：=HY++RY上．其中，R是任意

px(1一，)维矩阵．

证明：令m=[：习，Y=[：二：]，那么人cm，甲，={声IpI≥∞。}．
对比(3．12)和(3．2)，将(3．7b)和(3．8b)中的A+BK,B，C+DK,D分别替代为

4：+B2K：，B2，c2，D，可以得到(3．13)和(3．14)．

H

匝

“

m．

●

，E

r

陉H礼∥盎

．

‰

o

o

o

o，0
H

Q

<

尸前o

o明叫
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证毕．

关于慢子系统的结果可以类似给出：

定理3．3考虑系统(3．11)，并且给定％=和∈R：川≤∞，}，则下面的描述是等价的：

(i)存在增益阵K。，使得(3．11)稳定并且对于V∞∈％，巨(s)+E(s)>0．

(ii)存在矩阵五LH,P=p‘，O=O‘>o，只=只‘>o使得

一Q P 0 0

P武Q 0 0

O 0 O —Jr

0 O 一， 0

一亿

一。XZ

4亿+BoHZ+BoTXZ

GyZ+DoHZ+(D+DoT)XZ

[三神e[4篇舭]．
其中：z=[。二：：：二，]，上=[。(2一n+∥2p)xⅣ

(3．15)

(3．16)

p，qeC是满z足：pq’+qP‘<o的固定向量，T是置

换阵．并且如果(3．15)和(3．16)成立，K可由下式给出：Ko=HY’+RY上．其中，R是任意

px(n-r)维矩阵．

鼢令①=㈧严F 那么A(O，甲)=洳I 01<o)t)．

对1：C(3．11)矛I(3．2)，将(3．7b)和(3．8b)dP的A+BK,B，C+DK,D分别替代为4+鼠蚝，岛r，

co+DoK。，D+DoT，可以得到(3．15)和(3．16)．

证毕．

注3．3令n=瞄一y0：，]，定理3．2和定理3．3可以应用于有限频域凰控制，这时合
成状态反馈控制律仍是K=[K+K：《4，+K：爿：-：1B：K。K2]．

3．5数值仿真

针对奇异摄动系统的有限频域正实控制问题，之前已经给出了设计合成状态反馈

控制器的步骤。下面将通过简单的例子验证上述结论。

算例3．1考虑如下SISO奇异摄动系统：

27
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r膏=x+2z+甜+w

{￡三22x+z+zf+w

【Y=3x一2z+0．5w

其中￡=1×10。3．

在本例中，令q=1，03．=2．应用本文的方法，可以得到合成状态反馈控制律：

K=[-2．4-2]

闭环系统的特征值是(一1．4，一1000)，其传递函数是

闭环系统的Nyquist曲线如图3．1所示，容易看出闭环系统在给定的低频和高频范围
内严格正实。

∞

爱

言0
C

o’
坩

量-0．5

．1

—1．5

．，，，一一⋯一’～■一～·～～、

，／‘==二二二一～，。0，、，＼＼＼＼ ．{，∥：==：一一一～～、0，、， ＼＼、-、． ．{

．2’⋯～⋯⋯⋯·
一1，5 ．'

图3．1低频和高频上的严格正实控制

为了更好的说明本文中提到的有限频域特性，这里将和全频域上的正实控制作为

对比。文[21]研究了全频域上的严格正实控制问题，根据其中的算法，可以得到状态

反馈控制器：

K=[一51．7591—36．5798]．

闭环系统的Nyquist曲线如图3．2所示，可以看出闭环系统在全频域上严格正实。
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．虫

爱
套

．墨
君
至
．0．01 L

．0．02：

一0．03}

．0．04i
—O．5

3．6本章小结

Nyquist Diagram
—f。～ r⋯ 。“ ’一：⋯⋯一⋯⋯一⋯⋯f 。：一1

f，一⋯．．～⋯—．．．⋯．．一+1．．⋯ ，⋯。⋯，j⋯

一0．4 -0．3 —0．2 —0．1 O O．1 O．2 O．3

PeaI Axis

图3．2全频域上的严格正实控制

本章研究了奇异摄动系统的有限频域严格正实控制问题。对于一般线性系统，基

于广义KYP引理，给出了存在内稳定状态反馈控制器的充分必要条件，然后用上述结

果去研究奇异摄动系统。针对快子系统和慢子系统分别设计状态反馈控制器，进而可

以构造合成控制律，使得原系统稳定并且严格正实。

29
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第4章奇异摄动系统的有限频域风模型匹配

本章研究了SISO奇异摄动系统在有限频域上的模型匹配问题。基于广义KYP

(GKYP)引理，推导出了存在风次优控制器的充分必要条件，而且控制器具有奇异摄

动形式。可以分别设计该控制器的慢和快部分，然后得到合成控制器。通过和传统凰

方法对比，验证了本文所提出方法的有效性。

4．1引言

作为两时间尺度系统的频率对比，文[43]引入了两频率尺度系统，并且给出了这

样的结论：慢快子系统可以分别理解为在低频和高频对全阶系统的近似。文[51]研究

了奇异摄动系统的合成状态反馈控制和输出反馈控制，给出了一系列的可以保持受控

对象两时间尺度特性的内稳定控制器。奇异摄动系统的凰控制也得到广泛的关注
H侧。文[5]研究了加权灵敏度问题，将其分解成慢快子问题，然后通过合并子问题的

解给出了原问题的近似解。文[6，9]解决了MIMO奇异摄动系统的凰控制问题，给出

了存在次优解得充分必要条件。文[8]研究了SISO两频率尺度系统的次优模型匹配问

题，通过求解慢快子系统的模型匹配问题得到了次优风解。文[12]给出了具有两频
率尺度结构的次优凰控制器以及设计独立于￡的风次优控制器的步骤。然而，上述

结论都是研究整个频域上的相关问题，并没有充分考虑到子系统的频率特性。

在系统理论的研究领域，KYP“屯删引理起着重要的作用，原因就在于KⅦ引理在

频域不等式(FDI)和线性不等式(LMI)之间建立了等价关系。然而，KYP引理仅能处理

全频域上的FDIs，而实际中的指标常常在不同频段上来给出。GKYP引理在文

[19—20，23，38，47-48]中引入，它可以将有限频域上的FDI转化成LMI。

本文的主要贡献在于不只提供了具有奇异摄动形式的控制器，而且给出了奇异

摄动系统的低频和高频的定义。如前所述，慢快子系统可以分别理解为对原系统在低

频和高频的近似，那么如何定义低频的最大值和高频的最小值成为了重要的问题。也

就是说，在什么范围内，给定一个频率范围属于低频或是高频。既然在低频段内，可

以研究慢子系统代替全阶系统，在高频段内，可以研究快子系统代替全阶系统，自然

可以得到这样的结论：低频和高频的定义应该由子系统和全阶系统的关系来决定。

本文研究了奇异摄动系统在有限频域上的模型匹配问题，设计了满足不同频域指

标的具有奇异摄动形式的控制器。基于GKYP引理，该控制器可以通过设计其快慢

部分而得到。最后，在算例中和传统凰方法进行对比，证明了本文结论的优越性。



堡圭笙茎：。：：。。：，：：：：：。。：。：：。：。，：。：：。。：。兰堡翼星堑塑塑墅型
4．2问题描述

考虑奇异摄动系统G。∽，瓯(s)∈‘P。：

q：{￡ic立=41x+如z+芝“

f=4lx+42z+蜀“

【y=cj工+cjz+Du

其中x∈只“，2∈R”，ll∈只，Y∈只，4：非奇异．

(4．1)

f主=互，贾+互：三+毒P

G。：{￡量=互。i+互：艺+豆：g (4。2)

p=Gj+C2三+DP

其中曼∈R6，三∈R而，e∈R，Y∈R，瓦非奇异．

寻求控制器Gc(s)∈Q。使得：

R1)Ik(s)Q(s)一瓯(s)k<丫+o(￡)：[coI_<cor

R2) l{GP(s)Gco)一瓯(5)配<丫+o(￡)：Oh-<10,I

其中0<∞，<哦．

注4．1文[13]研究了类似的问题，和本文相比，主要的区别在于前者研究的是全频
域上问题，而本文则是有限频域上的问题。

在本文中作如下假设，其中下标S和f分别表示慢快子系统。

(A1)吒(5)，G∥(s)，G艚(s)，％(s)∈矾·

(A2)Gp,(jco)≠o川≤卿．

(A3)69(jco)≠o‰≤pf．

(A4)Gp(s)和am(s)没有不稳定的消隐极点．

这里，关于两频率尺度传递函数的消隐极点的定义已经在文[4，43]中给出。

在给出本章的主要结论之前，先给出两个引理。

嘏4．俨，给定⋯tian矩陬P铀，假抓卜阶阶。)并
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_且det(joI一彳)O(Vo∈∥)。那么下列描述是等价的：

[coI-A)一B+D』]Ⅱ[c(小彳)-1B+D叮<o V0)∈∥ (4．3)

(ii)存在Hermitian矩阵P，Q，使得O>o并且

[cA o：]+甲7。Q][：：]’+[三，。1．Jn。I。B；]。<。 c44，

其中A∈尺nxn，B∈尺”。”，c∈R9。”，D∈R9。”．

引理4．2[431给定两频率尺度有理函数矩阵G(s)。假设q(s)和G小)在虚轴均没有

极点，并且G(s)在虚轴上没有消隐极点。那么

凹№)一q(s)一G，(J)+vii=o(0

其中矿=e(s)J，。=g(s)|c，=。，II．1|是矩阵范数，D表示虚轴．

4．3主要结论

应用奇异摄动理论，可以得到q(s)的慢、快子系统的状态空间实现：

吒．一嘲砖=[
其中4=4．一4：程爿：。，Bo=E一4：剑B2，co=cI-G利一：。，Do=D—c2《岛．

同样地，

其中五：互，一互：雹互。，鼠=磊一互：霹怠，eo=G～岛程互，，或=西一丘露展．

32

考虑具有奇异摄动形式的控制器Gc0)：

(4．5)

(4．6)

(4。7)
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其中P∈∥，q∈Rrh，P∈JR，甜∈R，％非奇异。GAs)的慢、快部分的状态空间实现为：

啦[黹]和

(4．8)

(4．9)

其中R=巨，一层：砭易，，Fo=巧一层：剧E，G0=GJ—G2砭易。，乩=吼一G2列E．

PID控制器在许多工程应用中被广泛采用。文[48]研究了多频率范围内直接的开

环PID整形，该控制器的形式是：

饰M+等+番 ⋯o)

其中7=f>o是小常数。然而，该控制器存在纯虚的极点，即它有一极点在原点，因此

不适合本文的讨论，具体原因在本节最后给出。

为了避免在原点处的极点，本文在形如(4．10)式的PID控制器的基础上作简单的

改进，这时，瓯(s)和吒(占)具有如下形式：

瓯∽=％+刍+丽kas， (4．11)

啪)=蠢+忐+r。-蝣2G,+s l。 (4．12)

并且

瓯(吼～=％(s)L (4．13)

其中乃>o和口>0都是小常数。

注4．2对于奇异摄动系统，限制条件(4．13)是这类系统的内在特性，这一特性已经

在文[43]中指出，因此设计瓯(s)和吗(s)时必须考虑这一限制条件。

对于固定的乃>o和a>O，下面给出瓯(s)和嘭(J)的状态空间形式，其中‘，乩和

五，皿是分别是设计参数(砟，七J，屯)和(乞，丘，乞)的仿射函数。
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～口 O 七，

n
1 屯

U·一——

乃 巧

l l 。．艺
～十F
‘d

一旦0 向‘。-—
￡ ￡

O
I 屯

乃￡ 巧￡

} k{
l l

～+方

(4．14)

(4．15)

定义G(s)=q(J)e(占)一q(s)，g(s)=GA占)瓯p)一％(J)，G，(J)=吗(s)啄(s)一％0)。容

易验证Gj(s)和G，(s)分别是G(s)的慢、快子系统。为了叙述的简洁，这里称假设q(s)

和G，0)在虚轴上没有极点，并且Gp)在虚轴上没有消隐极点为标准假设。作为引理

4．2的一个应用，可以得到如下结果：

定理4．1给定形=扣∈R：bfsq}，％=扣∈R：pf≥吼}，其中q<‰。在标准假设

下，假定慨(s)一矿fL≤0(￡)(V∞∈既)同时8G，(s)一矿k≤o(￡)(VcoE％)。如果0Go)眨≤y

(V∞∈彤)并且8G，(s)k≤’，(wo∈％)，那么IfG(J)|L≤'，+o(￡)(v∞∈％)

其中矿=q(s)i⋯=G／(s)l。，卸，％=％u％．

证明： 根据(4．5)可知

I|G(s)一q(s)一G／(J)+矿9：≤0(￡)，V∞∈％

考虑到范数的特性，那么

llG(J)i|：-<fIG,(s)一矿ff：+8G，(s)0：+o(￡)，V∞∈吸

考虑到有限频域上的凰范数的定义可知，如果J陋(s)一矿JL≤o(￡)(v∞∈％)并且

8G厂(s地≤'，(V∞∈彬)，那么IIG(s)ll=-<r+off．)(vco∈％)．

同理，如果lIG，(s)一矿k≤o(￡)(Yco∈％)并且f随(s)k≤丫(Vm∈％)，那么UG(s)忆≤丫+0(￡)
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(vo∈形)．

因此， lIc(s)ll。≤丫+o(￡)(V∞∈％)．

证毕。

事实上，对于奇异摄动系统，在适当的低频和高频范围内，假设条件

IIG,(s)一vlL≤o(￡)(vo∈％)和0G／(s)一vllo≤o(￡)(V∞∈彬)将会自然地成立。定理4．1实质上

提供了低频和高频的定义，低频的最大值q一和高频的最小值‰。i。定义如下：

q一=max{q>011G,(5)一G∞)灶≤o(￡)viol-<o,)

∞。。。=min{o。>oⅧGo)一c,(-)ll。≤o(￡)viol->o,)

根据定理4．1的结论可以知道，在有限频域上奇异摄动系统的模型匹配问题可以

转为两个低阶的模型匹配问题，相应的步骤包括如下三步：

第一步：设计控制器的慢部分瓯(s)使得ll吆(s)瓯(s)一G埘(s)k<y(viol<o,)．

第二步：设计控制器的快部分q(s)使得4G∥(J)啄(s)一G埘，(J)|L<丫(V川≥‰)同时受限于

(4．13)．

第三步：当瓯(s)和吗(J)设计完成之后，可以采用如下形式的合成控制器【4】：

Q(s)：=瓯(s)+％(J)一瓯(o。) (4．16)

注4．3考虑到限制条件(4．13)，可以首先解决慢(快)问题，这是一个标准的问题，

然而这时快(慢)问题就不是标准问题了。

注4．4如果0吒(s)瓯(s)一瓯(J)k<丫(vlol-<o,)并且8％(s)啄(s)一％(s)k<丫(vlol_>o。)，

那么0嘭(s)q(s)一G肿(s)k<丫+o(￡)(V∞∈％)。考虑到引理4．2，可知09(J)一丘(J)k=o(￡)，
那么

I悻(s)童(s)一瓯(s)|L=8G，(s)晦(s)一q(s)】+q(J)g(s)一G卅(s)k

-<lie，(s)晦(s)一e(圳|。+牌o)aA5)一嚷(s)IL
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-<lie,(s)e(s)一Q(s)k+o(￡)

<1，+O(￡)，Vco∈Wo．

下面给出有关慢子系统的相关结果：

定理4．2给定％=p∈R：bI≤q)同时假设det(问，一爿)≠o(Vo∈彤)。则存在形如

(4．11)式的控制器瓯(s)使得fI吒(s)瓯(s)一吒(s)忆<Y(Vo∈％)当且仅当存在实对称矩阵

尸，Q，满足Q>o，并且

其中：

r留翳砰”--彳C要QC焉羞]<0 ㈣17f -c础7+凹 r一丫2，日I< (4．)

【- B7 群 一刈

4=[弓第三]，廖=[薯]，c=cco岛瓯一磊，q=或风一或．
证明：考虑引理4．1和schur引理，令(4．4)中甲=[苫0]，n=瞄
等价于(4．4)。根据(4．3)可得

[coI-A)一B+Dl

那么(4．17)

铷“班爿r训‘]<。 @㈣

而且(4．1 8)等价于

Ilc(盯一彳)_B+D1 8。<丫 Vco∈形(4．19)

考虑(4．6—4．7)和(4．9)，瓯(s)瓯(s)一G0(j)的状态空间形式为【52】：

那么(4，19)等价于

证毕。

36

G§cI—G。。：

4 BGo 0 氐Ho
0 毛0 冗

0 0 4 玩

乞彩6；‘ DgHo—Do

6吒(5)瓯o)一瓯(s)lL<Y V∞∈彬

考虑之前提到的设计步骤，设计啄(s)需要考虑限制条件(4．13)，也就是

(4．20)
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‘+等=乞+鲁 (4．21)

根据定理4．2，可以设计控制器瓯(s)，求得参数％，七，，屯，然后考虑到(4．21)，啄(s)的

状态空间实现就是：

一旦0
与

￡ ￡

． I 乃
O 一——

乃￡ 巧￡

l l t+等一鲁+等

同理，下面给出快子系统的结论：

(4．22)

定理4．3给定％=p∈R：pI≥吼)同时假设det(jmI一爿)≠o(V∞∈％)。则存在形如

(4．12)式的控制器吒(s)使得l{％(s)吗(s)一％(s)lID<丫(Vco∈呒)当且仅当存在实对称矩

阵P，Q，满足Q>o，并且

l爿Jp+刚2+彳鲥7一(￡∞^)2Q AQC7+PC7 B

I 吲7+CP CQC7一丫2，见f<o (4．23)

l B7 珥 一，lL
。

J

其中：

爿=[{2筝主]，B=[警]，c=cci。Q一丘，，B=助嘎一西．
证明： 令(4．4)中甲=l_(￡童)2]，n=K?，]，N／z,(4．23)等价于(4．4)。由式(4．3)可知

8c(pi-A)。口+D2k<y vl丽l->￡‰ (4．24)

其中p=J—m．

(4．24)等价于

iIc(￡sZ-A)一B+砬肚<1，V川≥‰ (4．25)

这时，(4．25)可以写成

卜c一乡詈赳<丫V悱I％ (4．26)

G∥(s)％(J)一％(s)的状态空间实现是：
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G《Gi—G可

垒盟o B2H1
￡ ￡ ￡

o 垒 o
只

￡ ￡

o o 垒 &
￡

C2 DG2 一C2 DH，一D

那么，(4．26)等价于

Ik(s)吗(s)一％(观<丫 Vco∈％．

证毕。

(4．27)

在本节的最后，对形如(4．10)的PID控制器做简单的讨论，说明其不适合本文的

原因。

假设瓯(s)形如(4．10)，即瓯(s)=k+争十羔，那么吒(s)瓯(J)一Gm，(s)在虚轴上存
在极点，定理4．1中的标准假设条件就不能满足。同理，若嘭(s)形如(4．10)也会有同

样的问题。而且，从(4．14)和(4．20)可以看出，G。(s)q(s)一G．As)的状态矩阵存在零特

征值，这时定理4．2中的假设条件det(jmI一彳)≠o(V川≤q)也不能得到保证，因为当

∞=o时，det(jcol一爿1=o。

4．4数值仿真

对于奇异摄动系统在有限频域上的模型匹配问题，本文已经给出了设计凰次优
控制器的具体步骤。考虑到文[13]也研究了类似的问题，下面将通过简单的例子加以
比较。

算例4．i考虑模型匹配问题【131： ．

瓯(s)=而s丽+0．5
Gp(s)=而(s-丽1)(ss而-1)

其中￡：lxl0。3．

令(0，=0．2，‰=5x103,乃=口=0．05，丫=o．I．应用本文的设计方法，可得如下控制器：

G．(s)：—0—．9—3—63—s—2：_+—0—．0—4—7—0—7—s—+—0—．0—55+—0—．0—0—0—I(—Z—S)—2‘+—0—．—04—7—0—4—e—S—+—0—．9—4—06—1 8．7293％㈣5—面孬j面五石万一+—百两i万而砸i瓦石一一。

采用文[13]的算法，得到控制器是：
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e2(s)=一
6(s+2X7s+1)3(es+2)

1
．L——

6

模型匹配误差函数在低频和高频的曲线分别如图4．1．4．2所示。

10， ． ⋯ ⋯⋯。
Bode Diagram

岔
已一20-⋯～一一-⋯⋯一一⋯一一一一一一⋯-⋯一⋯一一一一⋯一-{
m
D
3

§一30
至

～～-．I

-40卜。*_一。r·一一：⋯“～⋯“ 一}o⋯“f+。{

．50二⋯⋯⋯⋯一一⋯⋯⋯⋯．一一一⋯一⋯一l

．60————————————————————————————二———————————————一
10_6 10_4 10。2

Frequency(radlsec)

图4．1低频段内的误差函数

．10一⋯一～一—，-—}-一⋯；
1：13

已-20：o、 -一

∞ 、、．

"10 ＼

3 、

g 、

§·30÷⋯一一＼_一一一
至 、

＼
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104

＼、． +‘’’’’●‘，●。，^．_———_J_H-_^^．___．__。__●‘__“______——．-‘～
106 108

Frequency(rad／sec)

图4．2高频段内的误差函数

从图4．1和图4．2可以看出，应用本文结论得到的控制器q。(s)满足设计指标，也就是
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模型匹配误差函数在低频和高频段内均小于20log q((-20dB)，

算例4．2考虑跟踪问题：

啪，=高高
其中￡=lxl0’3．

令∞，=l×10刁，乃=口=o．05，乞=￡=乞=o．

接下来，将分别设计满足不同指标的两个控制器。

(1)丫：o．1，瓯(s)：一1+y一1．
丫

这里，需要设计控制器满足

k(s)瓯(J)一q(观<丫(vlol≤o,)，那么 l南南卜 (VpI≤q)．
应用本文结论，口]以得剑弪制器如F：

．，、 11．83s+0．6825吒U)2—O．05s2+1．O—02s+0．05
(2)丫：0．01，瓯(J)：三+丫一1．

丫

同理，可以获得如下控制器：

⋯ 147．6s+7．426a；(s，2—O．05s2+1．O—02s+0．05
图4．3给出了在两个不同的控制器作用下，单位负反馈系统的阶跃响应。

Step ResponseP～””⋯⋯⋯一⋯⋯’+。 ⋯⋯一‘一⋯⋯⋯’—～
强 !——r=O．01 I．
犯⋯⋯I． ⋯。⋯⋯』⋯L：二!三!：!f，

}陆—告一————————
遗一一，一一。j．=-．---．-------i。一一一一一一_。一l一_
～一j一一一一÷一一一一一一一二一一一一一一一一：一一一一一一一一L一一_’一一一_

0 L一⋯．，--—-一⋯*
0 0．02 O．04 O．06 0，08 0．1

Trne(sec)

图4．3阶跃响应
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从图4．3可以看出，当丫=o．I，稳态误差小于0．1；当丫=o，Ol，稳态误差小于0．Ol，

这表明两组控制器均符合各自的要求。

4．5本章小结

本章研究了在有限频域上SISO奇异摄动系统的模型匹配问题。基于GKYP引理

给出了存在风次优控制器的充分必要条件，并且通过设计控制器的慢快部分，得到

了具有奇异摄动形式的控制器。

4l
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第5章带有极点配置的奇异摄动系统的有限频域玩控制

本章研究了带有极点配置要求的奇异摄动系统的有限频域风控制问题。也就是

设计状态反馈控制器使得闭环系统的状态矩阵的特征值在要求的位置，同时在低频和

高频段内满足预定的风指标。本文证明了全阶问题可以分解为快慢子问题，通过分

别设计状态反馈控制器去解决快慢子问题，可以构造合成控制器。

5．1引言

在过去几十年中，奇异摄动系统的风控制问题得到了广泛的关注，参见

[4—6，8．10，12，18,53]。众所周知，对于奇异摄动系统，多时间尺度和多频率尺度是其内

在特性。众多研究成果都采用了分两步的设计步骤，也就是所谓的降阶技术。首先针

对快子系统和修正后的慢子系统分别设计次优控制器，然后根据上述控制器可以得到

合成控制器。值得注意的是，在高频和低频内，全阶系统可以分别由其快子系统和慢

子系统近似f43J。传统的方法忽略了子系统的频率特性，在某种程度上将会增加设计过

程的保守性。

作为研究系统理论的主要工具，Kalman-Yakubovich．Popov(KYP)引理[44，46】在频

域不等式(FDI)和线性矩阵不等式(LMI)之间建立了等价关系，并且在系统分析、控制

以及信号处理领域发挥了重大作用。考虑到实际的指标常常在多个频率范围内给出，

而KYP引理只能处理整个频域上的FDIs，因此KYP]f理并不是完全适用于实际的场

合。文[19．20]提出了广义KYP(GKYP)弓I理，该引理可以对有限频域上的FDIs给出LMI

形式的描述，特别地，当设计指标以有限频域的FDIs给出时，GKYP弓I理将会非常适

用。

在线性系统理论方面，特征结构配置是非常重要的问题，已经得到了许多学者的

关注【24锄】。我们知道，对于一个系统来说，其暂态响应很大程度上取决于它的特征值

的位置。特征结构配置不只可以配置闭环特征值，还能提供容许的特征向量。文[26】

提出了特征结构配置的完全参数化方法，该方法给出了所有反馈增益和闭环特征向量

的数学表达式，提供了完备的可行解空间，全部的自由度也可以用来满足一些附加的

系统指标。

本文研究了带有极点配置限制的奇异摄动系统的有限频域凰控制问题。也就是

设计状态反馈控制器使得闭环系统的极点在要求的位置，同时在低频和高频段内满足

预定的凰性能指标。基于完全参数化方法【261，自由度可以用来实现在有限频域上的

预定凰性能指标，而这一指标又可以通过GKYP引理(j 9J转化为LMIs。通过分解全

阶问题，本文研究了两个降阶子问题。以LMIs的形式给出了子问题有解的充分条件，

4，
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并且当条件满足时，进一步给出了适当解，最后在两个子问题的适当解的基础上可以

构造合成控制器。

5．2问题描述

考虑线性连续奇异摄动系统【41：

毫(f)=4l‘(f)十42x2(t)+Blu(t)+B2co(t)

dc2(t)=4lxI(f)+42x2(f)+B2lu(t)+B2：co(t) (5．1)

z(t)=Cll■(f)+C12屯(f)+qI∞(，)

其中￡是小的正参数，‘(f)∈舻，xAt)JR也是状态向量，“(f)∈RV是控制向量，z(f)∈R”是

输出向量，∞(f)∈R’是干扰向量。凡，％，c1，，Dl。(f，／=l，2)都是具有适当维数的实常数矩

阵，以，非奇异。

令

工。，=[主曷]，彳=[拿拿]，县=[拿]，岛=[拿]，c=cq。c；：， c5．2，

则系统(5．1)是：

j(f)=Ax(t)+Blu(t)+艿2∞(f)

z(f)=G(f)+Dll∞(f)

考虑如下状态反馈控制律：

材(，)=Kx(t)，K∈R9。‘小”2’

将(5．4)应用于(5．3)得到如下闭环系统：

Jc(t)=(彳+尽K)工(f)+最∞(f)

z(f)=C《f)+口I∞(f)

记闭环系统(5．5)的传递函数为G(s)，那么

G(s)=C[sI一(4+尽尺)】一1色+日。

在本文中作如下假设：

(A1)：6(s)没有不稳定的消隐极点f5l】。

(A2)：色，和蜀。一4：《色。都是列满秩。

(5．3)

(5．4)

(5．5)

(5．6)
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(A3)：【如岛I】和[4，一4：《以。且。-4：《-l岛，]均可控。

本文将闭环系统(5．5)的预定特征值限制为互异且共轭的。带有极点配置的奇异摄

动系统的有限频域凰控制问题如下：

全阶问题：考虑系统(5．3)，给定两组互异且共轭的复数薯∈C，i=1，2，．．．强和

p，eC，／--1，2，．．．镌，正的实数q<Ok，丫>o，寻求形如(5．4)的实矩阵K满足：

(R1)闭环系统(5．5)的特征值是墨+。(￡)和乃+掣，扛l，2，．．．惕，y=l，2，．．．％．

(R2)lla(s)l。<丫+o(￡)，Vs∈X(Or,甲j)u天(①7，Y；)

其中： ．

垂=㈧一-[：甜咄甜
注5．1实际上，(R2)中的天(∥，甲i)和天(矿，甲；)分别表示低频和高频‘191。定义

∥=纠灿∈天@qv,7)UX(Oq甲；)}，有限频域上的Hoo范数指标(R2)可以理解为

sup。。∥a一(百(扣))<丫+o(￡)．

在给出本文主要结论之前，先给出一个重要的引理。

引理5．1【261给定满秩矩阵A量R⋯和B∈R⋯，№)和D@)满足右互质分解等式

∽一彳)～B=N(s)D。1(s) (5．7)

A：diag[s。s：⋯晶】，其中鼻，i=1，2，．．．珂是一组自共轭的复数，假设矩阵对口明可

控，那么所有满足

AV+BKV=VA (5．8)

的矩阵K∈R“”和V∈c””可以由下式给出：

K=【D(‘)石D(s：)五⋯D(s．)f．1V一 (5．9)

V=【vl v2⋯％】，K=^r(I)Z (5．10)

其中Z Cr,i=1，2，．．．胛是一组满足下面条件的参数向量：

CI"若‘=弓，贝0彳=乃．
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=!!=21==!==!=!!!e!!=自!!==!!=}!e1211=!=!!S=!==!!!!===!!==121=====!!!!!==!===!=!=!!!!!===

C2：det([N(s，)石N(s：)六⋯Ⅳ(晶)五】)≠o．

5．3带有极点配置的有限频域鼠。控制

本文中，对于系统(5．3)，采用如下的合成状态反馈控制律【11：

”=K啦剧4。+K=4：B2。Ko％蛇I (5．1 1)
L一2J

将其应用于系统(5．3)gN得到形如(5．5)式的闭环系统。可以证明，全阶问题可以

分解为慢子问题和快子问题， 具体的证明将在本节最后给出。下面将讨论快子问题

的求解。

5．3．1高频内带有极点配置的快子系统的厦。控制

考虑系统(5．1)的快子系统：

￡if=A铲f七B2一f+B矗潞f

是：

zl=cl：0+Dl。∞， (5．12)

考虑如下状态反馈控制律：

uy(t)=K2xi(t)，K2∈R懒 (5．13)

将(5．13)作用于系统(5．12)_L得到如下闭环系统：

￡砖=(4：+岛。疋)o+岛：q

乃2Cl：o+Dlt哆 (5．14)

和时域上的处理方式类似，引入新的变量p=￡s，那么闭环系统(5．14)的传递函数

G，(，)=c：：(pI-4：)一％+毋。

其中五=4：+垦。如．

下面给出快子问题的描述：

快子问题：考虑子系统(5．12)，寻求形如(5．13)的实矩阵怒，满足：

(FRl)闭环系统(5．14)的特征值是马∈C,j=1，2，．．．恐．

(FI匕)116：，(p)k<y跏∈天(①7，甲；)

(5．15)
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其中
0]
_c z《j。

注5．2值得注意的是，指标(FRl)意味着闭环系统(5．14)的极点是Pj eC，，=1，2，．．．％，

因此乙的特征值将要求在￡乃∈c，j=l，2，．．。n2。

考虑到引理5．1中的右互质分解(5．7)，在进行极点配置之前，需要寻求矩阵Ⅳ例

和D例满足

(∥一4：)一色．=N(p)D一(p) (5．16)

对[4：一pl最。】进行一系列的矩阵初等变换之后，就可以得到矩阵多项式Ⅳ(纠和D例
[261

下面将给出高频段内有关快子系统的相关结论。

定理5．1考虑快子问题，存在形如(5．13)的控制器的充分条件是存在P=，，

Q=Q‘>o，％l∈c7m，吒：∈c7川w+心+”，‘ECq,j=1，2，．．．他，满足

Q 0

0 I

尸0

O 0

P

O

《Q
O

0

0

0

12f

<He

—Kl

一圪l

巧1人，+岛2吒l

cl：嵋。+q，匕。

O

一％

垦：吒：

q。％：

(5．17)

其中瓯=￡‰，人，=diag[ep,￡见⋯￡％】，

K。=[Ⅳ(￡A)Z N(ep：)五⋯N(zp．：)五：】并且若易=砖，则Z=乃．

如果(5．17)是可行的，不妨设K。可逆，这时状态反馈控制律可由下式给出：

u／(t)=∥唁x／(t) (5．1 8)

其中，形=【D(￡A)Z D(ep：)五⋯D(￡几)正：】．

证明：假设(5．17)可行，令吃=∥时，根据引理5．1可知

42Kl+垦lK2Kl=KIA／-

考虑到K；非奇异，因此

Kil(4：+见。K：)巧，=人，，那么如+岛。K：和人．，有相同的特征值，分别是￡一￡p：⋯￡％，

这时，指标(FRl)满足。

令丁是置换矩阵满足

【M幔托托】r=【M M鸩M。】

其中蚴，肠，尬和尬是任意列数为n2，，．，H2和m的矩阵，那么(5．17)就是
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TI①@P+、王，3 QQ o IT"<He
L 0 nJ

一， 0

0 一，

4：+岛。心B：

CI： 口。

陇芝] @∽

其中
厂，0 1

n=旧1：外

令M=r≯甜矿=瞪a撇(5．19)可以写成女口下腻
rr≯pQ肌He鼢 ，@2。，

根据Finsler定理【39】，(5．20)等价于：

r肘，，r[①。P：甲3。Q三]丁一[?‘]<。
考虑(5．15)和_Jl理2．1，可以知道

a(百‘(p)，II)<0，砌∈天@7，暇)，这也意味着

《嘭(驯【o<丫，印∈天(矿，町)，这时指标(FI毪)满足．
证毕。

注5．3在定理5．1中，假设K。非奇异，如果假设不满足，可以选择标量e∈(o，1)，

使得J；：。=K，+。】；：。非奇异并且满足(5．17)，其中瑶。是任意满足如只，+B。旷=J；；。A／的非奇

异阵。

注5．4当(5．17)中出现复数参数时，下面的等价关系将会用到，该关系可以将含有

复变量的LMI转化为仅含实变量的LMItl9】：

工+jY=(X+／】，)‘>0

铮匕州羔小。
其中X和】，都是实方矩阵。

5．3．2低频内带有极点配置的修正慢子系统的矾控制

考虑系统(5．1)的修正慢子系统：

j，=Ax，+玩甜，+磊∞。
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zI=coxt七D影s+DoQ s

(5．21)

其中4：4．一4：4-：14。，‰=JBl。一4：剑岛。，co=Cl。-c,：《4，，Do=‘：程最-，4：2 4：+墨-K2，

反=B。：一互：砭B控，50=Dt。-c,：79&：．

考虑状态反馈控制律

“，(f)=Ko‘(f)，Ko∈R私槐

将(5．22)应用于(5．21)得到如下闭环系统：

毫=(4+BoK。)t+磊∞，

乙=(co+域Ko)‘+风啦·

记闭环系统(5．23)的传递函数为雹(s)，那么

巨(J)=(co+Do心)(sI-4,-BoX：o)一磊+或

假设矩阵多项式Ⅳ例和D例满足

(豇一4)一’玩=Ⅳ0)D一0)

下面给出慢子问题的描述：

(5．22)

(5．23)

(5．24)

(5．25)

慢子问题：考虑修正慢子系统(5．21)，寻求形如(5．22)的实矩阵岛，满足

(SRl)闭环系统(5．23)的特征值是墨E C，i=1，2，．．．强·

(SR2)艮观<y弘∈天(矿，甲i)

接下来给出低频段内关于慢子系统的结论。

定理5．2考虑慢子问题，存在形如(5．22)的控制器的充分条件是存在矩阵P=P’，

Q：Q’>0，％∈C哪，％∈Crx(m．1-nI+r)，乃∈c9，／=l，2，．．．玛，满足

-Q 0

O ，

尸 0

O 0

尸 O

O O

∞恝0
0 12f

其中A，=diag[s，s：⋯‰】，

<He

-v,l 0

一％， 一匕：

K，A，+B0砭。 玩吒：

coy,。+B形+Do％l D0％

K。：【Ⅳ(s。)Z N(s：)五⋯Ⅳ(屯)五，】，形=【D(毛)彳D(s：)以⋯D(s川)Z。1

(5．26)



硕上论文 奇异摄动系统的分频控制

并且若o=i，Nf,--7,．

如果(5．26)是可行的，不妨设K。可逆，这时状态反馈控制律可Eh-F式给出：

％(f)=wv,-,。t(f)． (5．27)

证明：假设(5．26)n-I行，令Ko=rvv,7‘，根据引理5．1可知

AoV,l+鼠KoV,l=K1人，

考虑到K，非奇异，因此

吲(Ao+BoKo)V,。=人，，那么Ao+BoK07flJA，有相同的特征值，分别是丑s：⋯‰，这时，

指标(SRl)满足。

令丁是置换矩阵满足

眦鸩鸩％】r=【M鸩鸩眠】

其中脱，M2，尬和地是任意列数为I'll，，，I'lI和m的矩阵，注意到W=KoV,。，那么(5．26)

就是

TI OoP+Wl oQ
。【0

一， O

o —j

氏+BoKq Bo

Cq七DaKo D。

苴中，、J

兀=盔封
下面的证明与定理5．1类似，这里略去。

证毕。

瞪芝]

注5．5在定理5．2中，假设K。非奇异，如果假设不满足，可以选择标量o∈(o，1)，

使得l：：。=巧。+9 J；；。非奇异，并且l：；，和矿=w+0ff"满足(5．26)，其中J；；，是非奇异阵，并且

满足Aoe,。+BOW。=瑶。人，。

基于上述推导和分析，下面给出求解全阶问题的算法：

全阶问题求解算法

(a)考虑快子系统(5．12)，设计形On(5．13)的状态反馈控制器&解决快予问题。
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(b)考虑修正后慢子系统(5．21)，设计形如(5．22)的状态反馈控制器肠解决慢子问题。

(c)形如(5．4)1拘I状态反馈控制律可以由(5．11)给出。

注5．6值得指出的是在指标(R2)中，考虑的是在低频和高频段内的风范数指标，

这里可以看出中频段并未考虑进去。实际上，根据文【5】的附录可知，如果给慢子问

题增加一个附加的条件(sR3)，那么就能保证全频段内的鼠范数指标。(SR3)可以由
下式给出：

(sR3)陬观<y协∈五(矿，町)．

这时全阶问题中的(R2)将变成(R’2)：

限’2)116(s>lL<丫+o(8)

在本节的最后将给出将全阶问题可以分解为快慢子问题的证明。将状态反馈控制

律(5．11)作用于系统(5．3)得到如下闭环系统：

l矗=41而+42屯+E2W

G：{￡也=4l而+么22x2+岛2w (5．28)

Iz=cll毛+C12吒+qlW

其中五。=4。+最。K+置。屹剑(4。+最。Ko)，互：=4：+E。K：，

互。=4。+岛，％+岛。如《(4。+岛。‰)，瓦=4：+垦，心．

观察(5．28)，可以看出它的快子系统就是系统(5．14)，下面给出召(s)的慢子系统求解
过程：

五=互。一4一：习互。

=4，+量。K+墨。K：利(4。+最。Xo)一4：裂(』+恳。K《)4。一4：雹(垦。+芝。心《易。)Ko

—旦，心刁(，+垦，K2《)鸣，一蜀。K2动(忍，+岛，砭利垦，)Ko

因为习嘎，K：《=刁(瓦一呜：)《=47一砑，所以

五=4。+最．K+骂。《程4。+蜀。砭《垦。蚝一4：动4。一4：(倒一习)4，一4：呜---：I芝。X-o

一4：(《一刁)B。K。～E，K：习4，一旦。K：(一-I一磁)4。一尽。K：刁B。Ko一蜀。K：(一-I一习)最。Ko

=4，+蜀，％+最。心《4，+且，砭趔垦，K。-4：程4，一4：《岛。K一置，心《4。一尽。t《最。K

=4。-4：剑4。+(E。-4：剑吃，)Xo

=氐+BoKo

象=E：一4一：露％=瓦

eo=G。一G：砭互。

=Cl。一c1：习(，+色。砭《)厶一CI：习(岛，+垦。K：利忍。)毛

=cl。一cl：砑A：，一Cl：(倒一习)4。一CI：霹色。K。一cl：(《一月--芷-I)如Ko
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=cl。一cI：程4。-c,：爿丢岛。％

=Co+战Ko

巍=日。一cl：砑最：=厩

那么，6(s)的慢子系统就是系统(5．23)。因此可以研究快子问题和慢子问题束代替全

阶问题。

5．4数值仿真

算例5．1考虑形如(5．1)式的连续奇异摄动系统，其中各参数如下：

4。=窿二。]，4：=[二；]，4．=匿_1]，如=[o：]，
且。=[二。：]，且：=[：]，愿。=[?：]，B丝=[：]，
cl。=【l-1]，CI：=【2 3】，日。=o，￡=10一．

'n

给定丫=o．8，∞，=o．2，‰=型，

A：一三，见：一三，‘：_3，如：-4．

首先，设计状态反馈控制器膨解决快子问题。

通过对【乞一pl岛1】进行一系列的矩阵初等变换，可以得到Ⅳl纠和D例：

Ⅳcp，=[三：]，。cp，=[p2_，一1：]．
这里选择石=圈，五=[：]，在本例中(5．17)是可行的，那么由(5．18)可得到砭：
心=[-3丑
其次，设计状态反馈控制器Ko解决慢子问题。

同理可以得到Ⅳ(s)和D(s)如下：

私∽=一乏0]．
选择彳=[=：]办[丑 这时(5．26)有解，那么由(5．27)可求得Ko"

K_[弓2丑
最后，根据(5．1 1)得到合成状态反馈控制器如下：
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K：|33 5_3—4 I．
I-12-1 1 0 I

为了更好的说明本文的结论，将求得的凰，恐和K分别代入闭环系统(5．23)，(5．14)和

(5．5)。这时，系统(5．23)的极点是一3和-4，系统(5．14)的极点时!和兰，而系统(5．5)

的极点则是兰竺堕，兰竺丝，-4511—3，因此闭环系统(5．5)满足设计要求(R1)．

从图5．1可以看出，形如(5．5)的闭环系统满足设计要求(R2)，而且，系统(5．23)矛n(5．14)

分别是系统(5．5)在低频和高频的近似。

盆
已
∞
D
星
C
o'
∞

苫

Bode Diagram

5．4本章小结

Frequency(rad／sec)

图5．1不同系统的频域特性

本章研究了带有极点配置的奇异摄动系统的有限频域凰控制。证明了全阶问题
可以分解为快慢两个子问题，通过分别设计状态反馈控制器去解决快慢子问题，可以

构造合成控制器。以LMIs的形式给出子问题可行的充分条件，当条件满足时，给出

了适当解。
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6．1主要工作

第6章总结与展望

本文主要研究奇异摄动系统的分频控制问题，论文的主要工作如下：

(1)研究了奇异摄动系统的降阶有限频域风滤波问题，分别针对连续和离散情

形，以线性矩阵不等式(LMI)的形式给出了滤波问题有解的充分必要条件，而且，给

出了解存在情形下的一组滤波器参数。另外，对于滤波问题给出了与奇异摄动参数￡

无关的充分条件。

(2)研究了有限频域上奇异摄动系统的严格正实控制问题。对于一般的线性系

统，在GKYP引理的基础上，给出了存在状态反馈控制律使其闭环系统稳定并且具

有有限频域正实特性的充分必要条件，而且当条件可行时，给出了一组适当解。然后，

用一般线性系统的结论去研究奇异摄动系统，给出了使其闭环系统稳定且有限频域正

实的合成状态反馈控制律。

(3)研究了SISO奇异摄动系统在有限频域上的模型匹配问题。基于GKYP引理，

推导出了存在凰次优控制器的充分必要条件，而且控制器具有奇异摄动形式。

(4)研究了带有极点配置要求的奇异摄动系统的有限频域风控制问题。证明了
全阶问题可以分解为快慢子问题，通过分别设计状态反馈控制器去解决快慢子问题，

进而构造合成控制器。

6．2主要创新点

(1)分别针对连续和离散的奇异摄动系统，给出了其降阶有限频域风滤波问题
有解的充分必要条件以及与￡无关的充分条件。另外，当滤波器阶数为零时给出了存

在零阶滤波器的充分必要条件。

(2)针对一般线性系统，给出了其有限频域正实控制问题有解的充分必要条件，

同时给出了奇异摄动系统的有限频域正实控制问题的求解方法。

(3)给出了奇异摄动系统的低频和高频的定义，为有限频域上的研究提供了频段

划分的依据。

(4)针对奇异摄动系统的有限频域模型匹配问题，改进了PID控制器，给出了存

在凰次优控制器的充分必要条件，而且控制器具有奇异摄动形式。

(5)完整的证明了在经典状态反馈控制律作用下，全阶问题可以分解为两个子问

题。通过极点配置，解决了有限频域上稳定性缺失的问题。
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6．3研究展望

本文主要研究了奇异摄动系统分频控制的一些基本问题，但是对这个方向还有很

多有待进一步解决的问题。例如：

(1) 离散系统有限频域上很多问题的研究还不充分，如离散系统的正实控制、风控
制以及稳定性问题等。

(2)参数不确定性、非线性以及多参数奇异摄动系统的研究成果还几乎是空白的。

(3) 当状态不可观测时，应用状态观测器进行反馈控制是非常有意义的课题。

(4) 现有的结论大都以LMI的形式给出，而有限频域问题求解的代数方法未有文献

涉及。

(5) 奇异摄动系统与其子系统的频域关系仍有一些问题需要解决。
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