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摘要

本文在文Il】【2J之上，分析了迎风紧致群速度格式(upwind compact finite

difference scheme with group velocity control简称UCGVC格式)。首先分析了数

值解行为特征，由此提出群速度概念，从物理的角度分析了它在控制数值格式稳

定性中的应用。利用Hamilton-Jacobi方程与双曲守恒律方程的关系，将UCGVC

格式用于求解Hamilton-Jacobi方程，并推广到多维及方程组情形。最后利用

UCGVC格式，对图像的平移、旋转、变形等运动进行了数值模拟和计算。计算

结果表明，UCGVC格式是令人满意的。
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Abstract

Based on papersⅢ【”．we investigated an upwind compact finite difference

scheme witll group velocity control(UCGVC)．Firstly,we discussed the characteristic

behaviors of numerical solutions and the application to the numerical stability．Next
we employed UCGVC to solve the Hamilton—Jacobi equations．According to the

relationship between Hamilton—Jacobi equations and Hyperbolic Conservation Laws，

we solved one dimensional Hamilton—Jacobi problems and extended to hi曲
dimensional cases．The movement of image WaS simulated by UCGVC scheme．

Numerical results indicate this scheme iS satisfactory．
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1．1引言

第一章：前言

Hamilton-Jacobi方程Ⅲ(简称H-J方程)，如一维情形：

"粤哆y矿)=¨xE∥d>o (111)

【矿(工，o)=丸(x)

它来源与晟优控制理论、微分方程、流体力学等学科14II”，目前，Hamilton．Jacobi方程在光

学、计算流体、控制系统、以及网格生成等方面有非常重要的应用，并产生了像用于计算流

体界面的水平集方法【6】等新理论。

n维空间下一般形式的Hamilton．Jaeobi方程：

J谚+日(_，恐⋯·吒，‘，屯，噍⋯·破)。o (1-1-2)

【庐(为，叠⋯⋯吒，o)=纯(葺，毪⋯⋯矗)

方程(1．1．2)解的性质很复杂，在满足熵条件下是唯一的。一方面，H．J方程的弱解存在但

不是唯一：另一方面， 即使初值和Hamilton函数充分光滑时，它的解也可以是不光滑的，

可能会在某一时刻出现间断情况(类似于双曲守恒律问题中的激波)．导致解曲面(线)出

现尖点或扭结等现象。Hamilton-Jacobi方程解的这些性质和双曲型守恒律方程解的性质相

似，实际上，他们有着紧密的联系。在一维情况下，H-J方程与双曲守恒律方程是等价的。

对于一维情况下，由一维Hamilton．Jacobi方程：

』j+磐假o“即刈 (1．13)
【庐(x，o)=丸(x)

令

I“(x，t)=丸如f)

Iuo(x)=以(x，0)

对Hamilton．Jacobi方程两边关于x求导，推出与之等价的双曲型守恒律方程初边值问题：

』q+参(“，‘)=o x∈R伊o (1．14)

Iu(x，o)=Uo(X)

二者关系是：“=丸，妒(x)=c+r“o)ds，romeo(工)∈w驷，且

以O，0)=uo(x)∈口矿僻)nr(R)，BV(R)表示有界变差函数空间，f(u)为Lipschitz连

续的Hamilton函数。
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对于多维问题。虽然没有上述一样的转化，但可以从形式上认为Hamilton．Jacobi方程

是双曲型守恒律的积分形式，有多维H-J方程与弱守恒律方程组等价‘5】【7J口1，求

Hamilton．Jacobi方程可以等价求解弱守恒律方程组。所以参考双曲守恒律方程组的解法．可

以建立相应的多维Hamilton．Jacobi方程的数值逼近格式。

通常确定H-J方程的某一弱解，需要额外增加一些条件。比较常见的具有物理意义的解

是粘性极限解(简称粘性解)，是通过将陛消去法得到的。文171从粘性解的角度分析了双曲

型守恒律与Hamilton．Jacobi方程的关系。由于在一维情况下，H—J方程与守恒律方程有着等

价关系，Osher和Shu 110l借用守恒律方程的数值解方法推导出H．J方程的ENO格式，而

Corrias，Falcone和Natalini IJ”反过来利用H．J方程推导出守恒律方程的差分格式。

在计算资源有限的条件下，采用高精度格式是有益的I”1【”1。为了求得双曲守恒律方程

的高精度数值解以及有较好的分辨率，人们提出了许多很好的数值方法。采用现有的一些格

式在计算激波时数值解中将有数值振荡产生。为克服数值振荡。已发展了许多有效的方法，

其中包括TVD，NND，ENO,WENO等类型的格式。这些格式已经成功地用于求解实际问题。

然而现有的一些高分辨率格式多是从数学观点出发而构造的，这些方法没有很好的研究数值

解产生振荡的根本原因，也没有针对其原因对格式进行改造。群速度控制方法是近年来出现

的求解双曲守恒律方程的一种新方法㈨2¨Ⅱ¨Ⅲ”】，它是从物理角度分析非物理振荡产生

的原因，并提出改进数值解的方法。该方法构造简便，物理意义清楚，利于实现，分辨率较

高，没有非物理数值振荡产生。

H．J方程的数值方法主要分为：传统的有限差分法，其文献相对较多一些[711”m1，另

外还有有限体积法【”，李祥贵等人用有限元方法也得到很好的结果I⋯II 9】I⋯，用迎风紧致格

式求解H．J方程的文献较少I⋯II”。而迎风紧致群速度控制法有很多优点，迎风紧致格式有

着精度高、网格基架少的优点，利用数值解的群速度特性和迎风紧致格式本身的耗散性基本

抑制了数值振荡的产生，使计算易于稳定，可用于求解非定常多尺度的复杂流动问题，研究

其细微结构和机理．已经成功地应用于求解双曲守恒律方程。

本文的思想是将迎风紧致群速度格式用于求解H—J方程，并借助双曲守恒律方程已有的

结果分析格式的性质。根据文lq[2l将UCGVC格式应用于求解Hamilton-Jacobi方程。对于一

维情况等价地利用了双曲守恒律已有的结果对格式的性质进行了分析，将这种新的UCGVC

格式推广到了多维和方程组得情况。采用本文所述方法，对于一些界面追踪问题进行了数值

模拟，取得了较好的效果。
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1,2古典解、弱解、熵条件的概念

1,2．1古典解

例如考察如下一阶拟线性双曲型方程的初值问题

导+吴(乌：02at 。x、。

“I『-o=P(x)

(f>O，---．oo<x<佃) (1．2．1．1)

(1．2．1．2)

定义1．2．1．1：【221在包含仁。的上半平面t≥o中连续，而在不包含仁。的上半平面伊。

中满足方程(1,2．1．1)，且在t=0上满足初始条件(1．2．I．2)的函数u(x，r)成为初值问题

{(1．2．1．1)，(1．2．1．2)'的古典解。

1．2．2弱解

所谓双曲守恒律方程是指具有如下形式的非线性双曲型偏微分方程(组)：

隆掣=u ㈦1 22．1，{西 缸 (．．．)

lu(x，o)=1,10(x)
其中一般假设，(”)是函数“的二阶连续可微函数。不管是对方程(1．2．2．1)进行理论研究

还是构造其数值方法，所遇到的晟本质的困难是其解的不连续性。即不管初值函数如何光滑，

在有限的时间内其解有可能发展成为间断。为了解决这个问题ELax在1954年首次提出了

弱解的概念，为双曲守恒律理论的发展奠定了基础。关于双曲守恒律的弱解，文f231中给出

如下定义：

定义1．2．2．1：如果存在一个有界可测函数珊，使得对于所有的伊∈c孑(Rx月+)·均有

Ⅱ。矿(m仍+他)依)栅=o
(1_22．2)

，l。im0+II 60(x，r)一uo(t)11420

成立。则脚称为方程(1．2．2．1)的一个弱解。

1．2．3熵条件

注意方程(1．2．2．1)的弱解不是唯一的。一般物理问题都要求有“物理意义”的，即要

求有唯一解。从弱解中选出所要求的唯一解，必须在弱解加上条件，即所谓“熵条件”。

设U为守恒律初值问题(1．2．2．1)的弱解，如果在间断线z=宇(，)上满足

』(垫2=』!竺2≥』!生!二』!堡2≥—f(u,)-—f(co)，v国∈I(1‘23．1)
％一m 甜，一蜥 “，一∞

．3．
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兰n+l二至1皇n：型n+』坠!二￡坠!：o (1：3：)

归一知妒僻1)]
㈦：3，，

+j1‘石At)2【曩；(，(略，)一，(q))一哆；(，(“；)一，(呼。))]
⋯

其中嚏刮圭(嵋+略-))， 咖)叫∽
使得双曲守恒律方程数值解方法的研究进入了一个新的阶段。所谓守恒型差分格式是指具有

下列形式的格式：

咋n+l 2《一尝‘巧o ㈠z3·，

其中At，tix分别为时间和空间步长。而且数值通量厂l满足相容性条件：
』+j

‘+；2：6‘“』一t+-，⋯⋯“J+t)’6‘Ⅳ，⋯⋯“’2厂‘“’
‘1·2·3 J5’

守恒格式能很好的捕捉激波位置，而非守恒格式则给出错误的激波位置。

P．Lax和B．Wendroff还证明了如F定理：

定理1．2。3。1：如果差分格式(1．2．3．4)的解{彬)当At，Ax趋于0时几乎处处处有界，并

收敛到某个函数u(x，r)，则“(x，f)为方程(1．2．2．1)的一个弱解。

在此后的近二十年中，Lax-Wendroff格式及其变形被广泛应用于实际问题的计算当中。

然而，非常不幸的是，他们同时证明了单调差分格是至多只有一阶精度。于是，如何提高格
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式的精度并使其满足离散熵条件和总变差稳定性质成为人们亟待解决的问题。

1．3激波的数值模拟

126]对于非线性双曲守恒型方程，不管初值如何光滑．它的解都可能存在间断，对应的

物理问题是流场中激波和接触间断的产生。这一特性使得非线性双曲守恒型方程的求解有它

特殊的困难，流场中的数值模拟成为近年来流体力学、计算数学中的研究重点之一。激波的

数值模拟方法主要有两类：激波装配法、激波捕捉法。

(1)激波装配法(shock-fiRing-type methods)

这种方法的基本思想是将激波作为非连续的边界面来处理12”。此方法的优点是计算精

度高，而且在间断面处满足“熵条件”，故可以认为所得到的数值解是唯一的物理解。然而

它要求所求的流体运动的流场结构为己知，这在大多数情况下是不可能的，因为流场事先是

未知的，向一般情况推广的困难，极大的限制了该方法的发展和应用。关于该方法在文献‘281

中有详细的论述。

(2)激波捕捉方法(shock-capture．type methods)

该方法又nq间断解捕捉方法，这种方法在当代更为活跃、更为广泛地被采用。其基本思

想不是将激波分出来作为边界处理，而是借助方法所固有的数值耗散效应，采用合适的计算

方法自动捕捉激波，在激波和光滑区用统一的计算格式。最初人们采用一阶精度格式捕捉激

波．可得到激波的单调解。然而因一阶精度格式具有较大的数值耗散，使得差分解激波的梯

度被抹平，其物理特性失真，见图4-2。二阶(或者更高阶)精度差分格式所给出的数值解

在激波附近将产生非物理的振荡，见闰4-1。而且可能出现非物理的弱解。近年来，在改善

激波附近数值解的分辨率方面已经取得了很大进展，如TvD格式、ENO格式、WENO格

式等。

1．4高分辨率方法，TVD、ENO、WENO格式的介绍

Harten于1983年在重要期刊J．Computational．Physics上发表了题目“Hi【曲Resolution

schemesforHyperbolicConservationLaws”的著名论文‘⋯，第一次提出了“高分辨率(High

Resolution)方法”，TVD(Total Variation Diminishing)概念，为数值方法特别是差分方法的理

论和构造，开拓了一个崭新的方向，为双曲守恒律方程的现代数值方法的发展奠定了基础。

如果“(x)在整个实轴连续可微，则在实轴上的总变差定义为

丁矿【“(工)]=fI竺I dx。戚

．5．
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如果函数是离散的‰(七=0，±1，控，⋯⋯)．则总变差定义为：

∥【“(x)】=∑k。--U。I
^

于是差分格式的解{“?)的总变差定义为：

TV(u”)=∑‰一q (1．414)
』

所谓TVD格式是指一个差分格式的解对任意的自然数满足不等式：

TV(u”。)≤TV(u“) (1．4．2)

A．Harten还构造出了一个二阶精度的五点TVD格式‘2”。此后，许多人都进行过这方面的研

究，构造出了各种各样的高精度TVD差分格式，并且被广泛应用于各个相关方面的计算。

Shu(舒其望)于1987年提出总变差有界TVB(Total Variation Bounded)格式的概念和思

想㈨。如果存在B=B(u。(x))>0，使得

rZ(u”)≤B， Vn，At，nAt s T

显然TVD格式必须是TVB的。这种格式更着眼于整体的变差，使格式的设计和构造，以及

理论上的讨论变得更简洁和直接。

所谓高分辨率方法，是指数值解图形的锐利和逼真，表明数值方法的数值耗散微弱而适

中。TVD方法是以高分辨率。或者说得到数值解的锐利(sharp)、逼真图像为根本目标。但

是，事实上，TVD、高分辨率并不能完全的包涵人们对于数值解的要求。所有的TVD格式

都有～个共同的缺陷，那就是在极值点附近总要退化为一阶精度。以Harten为首的科学工

作者，不久就注意和强调无振荡(Non-oscillatory)和本质无振荡(Essentially Non-oscillatory)

问题。1986年Harten提出了无振荡格式的概念和思想””，次年，他和Engquist，Osher和

Chakravathy等人提出了本质无振荡格式的方案和方法‘32li33料113”。文献135l完整而系统的讨

论和研究了这种方法的基本结构、步骤和理论。之后，文献闭提出了WENO(WeightedENO)

格式，得到了更为广泛的应用[361|⋯。国内很多学者也提出了很好的计算方法，如NND格

式【”1、MmB格式【”1、迎风紧致格式【40】⋯142J㈣、GVC格式【l】[2㈣I等．都取得了很好的效

果。

1．5本文的工作

全文共分四章，第一章首先分析了H-J方程与双曲型守恒律方程的关系，提出了古典解、

双曲守恒律方程、弱解、熵条件等概念，其次介绍了双曲守恒律方程的激波捕捉技术及近年

来该领域应用比较广泛的TVD,NND,ENo'WENO等格式。

第二章给出了数值解的行为分析。首先提出本文讨论的双曲守恒律模型：第二节介绍了
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算子象征的概念；第三节讨论了守恒律半离散方程；第四节介绍了数值解格式的耗散性：第

五节介绍了数值解的群速度效应及其物理意义，阐述了用群速度控制法构造数值解格式的物

理背景及其在控制数值振荡中作用。

第三章第一节讲述了偏微分方程时间方向的离散格式；第二节给出了本文讨论的迎风紧

致算子及其算子象征．基于此在第三节讨论了它的稳定性；第四节分析了在多维情况中的各

向异性耗散效应，并用数值解方法求解出迎风紧致格式中耗散因子的最优取值。第五节讲述

了迎风紧致群速度格式(UCGVC格式)求解一维H—J方程，等价的将它应用于求解一维双

曲守恒律方程(基于IlJl2】)，并且给出了相容性的证明。然后用UCGVC格式求解．Z--维H．J

方程，等价的过渡到求解二弱维守恒律方程组，晟后分别给出了求解高维H．J方程组中的

UCGVC格式，并且利用双曲守恒律方程已有的结果讨论了格式的稳定性、相容性等相关性

质，给出了简化形式。

第四章利用文中提到的方法，对图像的运动进行数值模拟，数值试验结果表明本文中的

方法是令人满意的。
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2．1模型方程

第二章数值解的行为分析

为便于讨论，考虑如下标量双曲守恒律方程：

宴+o．f：0，f：甜，c：cD删 (2．11)
西玉

。 。

讨论初值问题：

u(x，0)=妒(x) (2．1．2)

则方程(2．1．1)的精确解为：

u(x，f)=妒扛一c，) (2．1．3)

为了便于讨论，设方程的解具有周期性，解的定义域为【一万，7／"】，将这一区间分成N等

分：万277，由周期特性表明％=“Ⅳ+1。设在t=。时刻的初始分布可通过Fourier级数展开法

来表示：

妒(x) (2．1．4)

氟为Fourier系数。则方程(2．1．1)的解可为如下形式：

～，2

u(x，，)=∑磊exp[ik(x-ct)] (2．1．5)

t=一Ⅳ／2

很显然，对于线性问题数值解的逼近精度依赖于以每个Fourier分量为初始值时数值解

的逼近精度。因此可以以一单个Fourier分量为基本元。讨论数值解的逼近精度及数值解行

为特性。

设以单个Fourier分量为初值：

u(x，o)=exp(ikx) (2．1．6)

利用分离变量法，寻求形式为：u(x，r)=d(f)exp(fh)的解。将其带入(2．1．1)，不难求出

满足初始条件(2．1．6)的准确解：

u(x，f)=exp[ik(x-ct)] (2．1．7)

h““．纯

m∑一
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2．2算子象征分析

我们知道．微分算子是现代数学中应用最广泛的一类线性算子，其重要性是众所周知的。

利用Fourier变换可以将微分算子的概念推广，使它能像通常的函数那样进行运算．从而更

灵活地处理各种问题。

定义2．2．1： 149]如果定义在R”上的函数伊(x)满足如下性质：

(1)伊(x)为R”中的C。函数：

(2)对任意的重指标盯．P(这里均指非负整数重指标，下同)

I她x。a’妒(x)=o

其中ra9妒@)表示斧⋯赞aX“I⋯露妒(x)，则称妒(x)为速降函数。记速降函数空间为

J(月”)。

由于任意两个速降函数的线性组合仍是速降函数。故o(R”)是一个线性空间。

定义2．2．2： ‘481该函数口(x，七)∈C。(彤×群)，且对任意重指标口，卢。

I a：a?口(‘七)I≤Q。口O+l k 1)“一l“

其中巴．口为常数a则称日(x，七)为s”类函数，记口∈S”-

定义2．2．3： [481若函数口(x，k)∈S“，则可以定义口(掣)j o(R”)的线性连续映射A为

Au(x)=p㈣’口(x，t)；(七)珊
算子A称为拟微分算子，并记为A=a(x，D)， a(x，_j})则称为A的象征，其中

O，k)=‘与+⋯+矗k。

按上述定义的拟微分算子a(x，D)是O(R“)js(R“)的线性连续算子。

给定函数v(x)，x∈R1，一个正参数Ax>0。定义平移算子瓦为

(』0v)(砷=v@+△功，则￡，e，《，《可定义如下：

《等量。一I， 《；I一互j，

《：：；(《+￡)， 《：：￡．《：￡．《 (2．21)

．9-
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其中1为恒等算子，下标x表明算于作用在X方向上。基于Fourier变换，可得算子￡，￡，

《，霹的象征。

例如嚣=瓦一，，有：

《u(x)=(瓦一1)u(x)

=P“舯a(k)ak—p“站’卉(≈)班

=p朋(e“札”-1)d(k)dk
所以有：

a(x，k)=(e’‘“·“一1)=cos(Ax，七)一1+i·sin(Ax，七)

即 ￡=cos(Ax，女)一I+f-sin(Ax，七)

在一维情况中，有：毒=COSa"一l+isina 以=女△x)

同理有： 乏=I-cosa+isina

母=；(母+毒)=isin口

鸷=越置=2cosa一2

其中，一万≤口≤万，i2=-1。显然，向前算子E的Fourier象征的实部和虚部分别为：

5r=COSD'一1，和函=sina。同样的，对向后算子￡有西=1-cosa和西=sintz，中

心算子《有舌，=o和舌。=sina，窭有孑，=2cosa一2和占，=0。

2．3半离散方程

对应于式(2．1．1)的半离散逼近式(只对空间导数进行离散)为：

挈+c盟：o (2．31)
at＆x

誓为(孰的差分逼近式。
现在讨论差分方程的准确解。在连续函数空间设有函数“(x，t)=(t)exp(ikx)，其X方

向的～阶导数为：ux(x，r)=ikfi(t)exp(ikx)。可将其改为Axux=d；fi(t)exp(i／oc)，其中

J=口·i (口=t△x)。

对于离散空间可取初值为：
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u(xj，O)=exp(ikxj) (2．3．2)

将u(xj，f)=五(t)exp(i／ccj)，正叶=6☆(t)exp(i／％)代入式(2．3．1)，得准确差分解：

“c‘力=exp[一c七吾r]exp[(衍c-一c吾，]] cza，，

舌，+f孑，=舌，毒为舌实部，耷为舌虚部。
对照式(2．I．7)和式(2．3．3)可知。对取定波数k(或口)，数值解逼近精确解要求

生斗o， 尘斗1

2．4数值解的耗散性

文章㈣指出，可依据爱对格式进行分类。

对c>o情况：

(I)毋<o时，格式是反耗散型的，反耗散型格式是不稳定的。

(2)西=o时，格式为非耗散型的，所有中心格式都是非耗散型的。

(3)西>O时，格式是耗散型的，耗散型格式是稳定的。

文章【49l同时指出，还可以利用修正方程中的余项分析格式的耗散特性，并由此对不稳定的

差分格式修改，使之成为稳定的差分格式。

例如．当c>o时，e是耗散格式，而《是反耗散格式，《则是非耗散格式。反之。c譬

是耗散格式，￡是反耗散格式。

2．5群速度效应及其在微分方程数值解中的应用

群速度是流体力学的概念，它是指一系列单个波的叠加而形成的波群的传播速度。

2．5．1数值解的群速度

针对离散方程(2．3．1)的解式(2．3．3)定义群速度为

D(ot)=丢(孔嗍 (2．5．1．1)

显然，对应于微分方程(2．1．1)的准确解式(2．1．7)有参：口，D(口)=1。文章‘”1，依据

各曲线奢(口)随口的变化率将格式分为如下类型
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(1) 快型格式(Fast，简称FST)

D(口)>l，(0<口≤丌)

(2) 慢型格式(Slow，简称SLW)

D(口)<l，(0<口s万)

(3) 混合型格式(Mixed，简称MXD)

_D(口)->l，(O<口蔓％<，r)

D(ct)<1，(％<口≤gl")

现在来考察一下具体算例中波的传播情况。对方程2．1．1．考虑如下高频振荡波形的

初始条件：

“(x，o)：{fP-16(x-!z)z sinJh，o≤x≤1
【0 x<o办>1

其中c_1，k=40万，△x=而1，利用跳蛙格式：

∥刮，一尝(喝叫∞Ⅲ

进行计算。

图2-1是初始时刻分布。微分方程(2．1．1)的准确解(2．1．3)以C=I的速度向右

传播。在t=2时刻，数值波的中心位置应该位于x=2．5处。在图2-2中是给出跳蛙格式

计算的结果。从图中可以看出，数值解有明显的滞后，t=-2时刻数值波的中心位于x=1．97

处，这表明波是以O．74的速度进行传播的，这恰好是在口=0．79时的群速度，因为

点=COSd"=o．74。由此可见讨论群速度是非常有意义的事情。

Ⅷ， 眇 ；

图2-1
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图2-2

定理2．5．1Ⅲ1 0->1／6是，算子L=(霹一耐群+o．5耐《)～是混合型算子，对于低
频波段为快算子。

证明：考虑到■=jax，‘±l=xj+Ax，将吩=＆(f)exp(J呜)代入则有：

L=[isincz—i0-sina(2cosat一2)+O．50-(2cosa一2)2]z：(t)exp(ibcj)

所以 万=[isin cz-i0-sina(2cosa-2)+O．50-(2cos￡z-2)2】

=20-(eos口t-1)2+／(sincr+20-sina一20-cosasina)l口I≤丌

舌f：sinai+2盯sin cz一20'cosasinat 舌，：20-(cosa—n2

；(孑j(口”=cos口+2仃cos口+2盯sin2口--2盯cos2口

=(1+20-)cosat+20"一40"COS2口

≥1

j40-cos2口一(1+20-)cos cr一20-+1≤0

因为40"cos2a-(1+2仃)cosa-20-+1=0有根1，14仃一12<l。

因此，当盯>÷，存在％>o，使得I_>cosor>cos％=石I一；成立；否则就不存在

％>o，使得不等式成立。也就是说，当I口I≤arcc。s(去一圭)时，芝(磊(口))≥1。当口

落在该区间外时，芝(舌-@))≤1。所以盯>i1时，该算子是混合型算子。由于d口 O

西@)=20-(cosa-1)2≥0，VI口喀7／"，这里口>0，该算子是耗散型的，它对各种波长

的误差都起衰减作用。l口I越大，衰减越快。对于低频波段为快算子。证毕． 口

定理2．5．2 L-(《+碱0q2+o．5碱2巳2)叶，j1 2盯≥o是慢算子。

．13．
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证明：类似Th 2．5．1，略。

2．5．2群速度控制法简述

在讨论之前先作一定义，设波的传播速度c>O。则称激波的左侧为波后，激波右侧为波

前。当c<O时。则称激波的左侧为波前，激波的右侧为波后。这里所说的激波指

Navier-Stokes(N．s)方程的激波解，即在激波附近解的梯度很大．但解是光滑的。

如果所构造的格式在激波波前呈现慢性格式的特性，而在激波后呈现快型格式的特性，

则在激波的两侧将都不出现非物理的高频振荡波。即如果波的群速度都指向激波时将不出现

非物理的数值振荡。

在实际采用的一些格式中很少有快型格式，一般的，混合型格式在低中波段主要呈现快

型格式的特点，而在高频波段呈现慢型格式特点，但其在高频波段数值解中有更大的耗散特

性。因而如果在激波后采用混合型格式，而波前采用慢型格式，则基本上可使激波两侧的非

物理高频振荡得以控制。

．14．
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第三章迎风紧致差分格式

3．1 Runge—Kutta方法

半离散格式是在空间方向对原方程离散，对时间方向并不离散所得到的常微分方程

(组)：

“，=三(“) (3．I．1)

其中，L(u)是一正(“)或者一正(“)一gy(u)的逼近。

在本文中，用文章㈣⋯I中提到的TVD型Runge．Kutta方法来离散时间方向：
，一1

“‘％∑【％甜‘”+At·尻·上(z，‘‘’)]，(1=1，2，⋯，n) (3．1．2)

k=0

其中，

，一l

“‘。’=矿，”‘”’=“n+1％>--0，∑％=l
^=0

并且要求满足CFL条件

姚rat?ikn a瓦,1&o
在计算中，采用的是二阶或三阶形式。

二阶TVD Runge-Kutta格式为：

u‘1’= u“+At·L(u“1

un+l=!un+!u(1)+三△，．￡fu(1’1
2 2 2

、 ’

三阶TVD Runge-Kutta格式为：

“‘1’= u。+△f·L(u“1

u∞=4Ua+14u(1)+；△r·上(u(1’)
“《一+1)：；un+12--u(2)+21 At．上(u(4)

j j j

同时．它童1501中怕据羽I了四阶、再阶糟席的时闻离散格式。

(3．1．3)

(3．1．4)



Hamilton-Jacobi方程的一个数值解法及其应用

3．2紧致算子象征

我们在这里提出这篇文章中用迎风紧致算子来估计空间微商．它的符号形式为：

《’。；(1—2鳄+：1吒2)_1(《一2彰) (3．2．1)

由上面讨论，可知它的Fourier象征为：

妒=丁-4e—eo—so!r+4E一+i sina(一万≤口≤万) (3．2．2)

二COS搿+=一i2esin口

相应地： (3．2．3)

8P2 sint2'-8s2 sintTtcosor'+!si·n口cos口+一2 sin口

西=—1ICOS i／2"lCOSi五4ic sin产。‘24’一
。

+一 口+一+
‘

‘口
y ， y

并且一；<s<；，这将在3．51节分析。

定理3。2。1：当s≠o时，Ax-'-(1—2霹+ilq2)～·(霹一2《)在空间方向具有3阶逼近精
度。

证明由Taylor展开，有

毫沪一．(1—2霹+ilq2)-1·(《一2霹)叶一16心3(参p3．．Ax4U 4(窘pD(缸5)础。 0
。 盘。 珊一

故该算子在空间方向具有三阶精度。

可以看出当E=0时，算子在空间方向有四阶精度。

由前面讨论，数值解逼近准确解要求有生—，o及至—+1，下面给出几个具体例子
口 口

1：一阶导数两点向后差分格式：4=1一COSt2'，4=sina

2：一阶导数的二阶迎风逼近式(三点迎风)圭(e叶一e吩一I)
毒=[(1一COS口)．(3一COSG")一sin29]／2，苞=sina．(2一COStZ)

．16．

一‰磊≮石=％车r严
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3：一阶导数的四阶精度中心型逼近式壶(一“n2+8蚱+I一8M—I+”一2)：
毒=0， 毒=I／6．(8sina—sin2a)

4：三点迎风紧致格式：

． 詈(cosat-1)2占西2‘五考=i瓦
9 9 9

8占2 sintz-8s2sin口cos口+一1 s1·n口cos盯+一2 sm-口复=—ICOiS互COSi万4E产sm一 ‘口+一 口+一+
‘

+口

5：一阶导数三阶向后差分格式l／6(坼一18uj_I+9虬一2—2坼-3)：

4=÷(11—18costr+9cos2a一2cos30t)
o

葶=；(一18sin口+9sin2a-2sin3口)

图3—1

-17．
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图3-2

从图3．1可看出，与低精度格式相比，高精度格式对中高波分量有较好的模拟能力。对

于同阶精度的差分格式逼近式，与传统的差分式相比，紧致型差分式对高波分量有更高的模

拟能力。从图3-2可以看出，高精度有着更宽的低耗散波段，对同阶格式，紧致格式的低耗

散波段更宽。

3．3数值稳定性

用带有占系数的迎风紧致差分格式算子群4离散方程(2．1．1)空间微商，时间方向采用

三阶Runge-Kutta方法离散。则有如下式子：

窑=厶(v) (33．1)

其中厶是三阶迎风紧致算子。由三阶Runge-Kutta方法，从第n时间层到n+l时间层的公式

为：

v‘1’=v”+△如(v“)

，(2)：．Vn+{∥+△如(。m)】
4 4。

”、 ¨

v(“)：Vn q-三酽’+△如(v(2’)]
3 3。

“、 ’。

用Fourier方法(或称Von-Neumann方法)，分析它的稳定性。

(3．3．2)
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v‘。’=v“一丑《’‘(v”)

V(2)圳一三磺印w三4以∥(V劢2 (3．3-3)

o”‘’=v“一^《‘(v”)+{五2(《4(v“))2一{五3(《4(v1))3
Z O

令嵋=G”exp(ikj'△x)，代入方程(3．3．3)，得三阶Runge-Kutta方法的增长因子G可表示为：

G=1一他+j1旯2样2一∥1譬 (，3‘4)

舯徊置Ax耥cou刚翮撒小妒2专兰墙就要
3 3

求IG喀1，把t带入可以得到九。和s的关系。如下图：

×

垂
吣

㈣

图3—3

当占=1／6时，取定^值，可得到lGl关于Gt"图像，如下图

-19．
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Dislribution of lGl

3．4各向异性效应

蕾

图3．4

在多维情况下，弥散效应以各向异性形式出现。各项异性是多孔介质流体力学中的概念。

如果某种性质与其在介质内部的位置无关，我们就说介质关于该性质是均质的。反之，我们

则说介质是不均质的。

如果某种性质与其在介质内部的方向无关，我们就说介质关于这种性质是各项同性的。

如果在介质内部一点上介质的某种性质，例如渗透性或导热性随方向变化，我们就说在该点

介质关于这种性质是各项异性的。

在这里，我们以二维情况为例，考虑如下方程：

丝+口丝+6丝：o a_const．b=const (3．4．1)
a 瓠 匆

给定初始条件：

u(x，Y，O)=exp{i<k·X>) (3．4．2)

其中云=[毛，也】T，贾=【x，y】’，‘，如分别为x，y方向上波数。令：

k[南，南】 @。∞

．20．
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等价可写为r=[cos0，sinO]r,口为方位角。(3．4．1)的准确解可写为

u(x，y，t)=exp{i[k．j一√：f再蠢I】} (3．4．4)

(3．4．1)的半离散逼近式可写成：

一c3uj．．，+煎+啦：o8l 缸△y
(3．4．5)

及初始条件u呱o)-exp{j<榭>)。其中‰，魄朋。为謇，考的姚离散
方程的准确解可写为：

u区，t)=exp{．√：丽．云．‘．f}．exp{i．Jji_【贾一√：丽．棚)(3_46)

其中，‘：【cos口譬面目等n Hcos口譬，Sin口等n口：一缸肛也缈。其中，‘=【cos口誓面目等n i=№口等，Sin口等n口=一缸肛也缈。
第’，舌?’，≯”，舌：”，i，f分别是口，∥函数。占，，磊分别为算子象征的实部和虚部。

讨论各项异性耗散，须讨论式子：

揣=丢【cos护彦0),sin0讥(。姚万) @。m

其中客：”：占?’(口)，孑：”：参2’(卢)。甜：国cos口，卢：国sin口。用带控制系数占迎风紧致差

分算子《4去离散方程(2·2·1)中的空间微商。为控制各向异性耗散，要求获得占的最优值

须求解如下最小值问题：

呼缈硼一褊一胁E J o l|，Il

数值计算可得E*l／6。如下图：

-21一
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文【11讨论了s等于不同值时格式的情况。考虑如下问题：

q 4-(一yu)，+(xu)。=0， 一1≤x≤1

吣拂旷曩笛慕
其中a,b为常数。开始条件相当如平面上以0．5为半径的圆特征函数。取网格点为201×201，

空问方向用Rung-Kutta格式离散。下面是t=0．8时不同占值图像。

图3-6是用中心紧致差分格式(￡=o)离散空问微商。在圆的周围很明显有振荡产生，

而且有一定程度的各项异性现象出现。

图3-7是用三阶迎风紧致格式(s=0．1)离散空间微商。在圆的内部仍然有数值振荡出

图3-8用的是s=1／6时三阶迎风紧致格式。从图中可以看出数值振荡非常微弱。

．22．
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Hamilton．3acobi方程的一个数值解法及其应用

的。

图3．8

由此可见分析并取得最优的s值在格式计算中，对于控制各项异性和数值振荡是必要

3．5紧致群速度控制格式(UCGVC格式)

3．5．1一维情况

由于在一维情况下，H．J方程与双曲守恒律足等价的。为方便讨论，我们借助于双曲守

恒律已有的结果来分析格式的性质。

由引言知，对于一维Hamilton-Jacobi方程：

【谚+，(以，f)=0 X∈R，t>0

I庐(x，0)=蔬(x)

等价的双曲守恒律方程是：

卜+六(“)。o X∈R，t>o (3511)

【“(五o)=U0(x)

111【2l考虑其半离散形式，解该方程的一个紧致差分格式可以表示为：

一duj：一坚丝! (3，．m)
dt 血

《kj荨
I-2斛+了l巳2

O
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誓一去【一髟(也】-砌)』 (35．1-3)
出 缸‘ 。、。4 、。

这里A，B均为算子，其中

一=，一2鹾+：《，口=霹一24，(一j1<s<争
由上面的定义，可得

彳叶=(丢+占)叶一．+；叶t(÷一占)叶+。

B-=一(圭+2占)叶一，+4s叶+(圭一2占)叶。
令 弓=Auj

则格式(3．5．1．3)可以表示为：

堕=一1(aodt Ax一2《)m)』⋯、7 J

为数值振荡，同时保持格式的精度，使用如下开关函数‘”1矿i，

1 1坐!!二!生±竺：!! ≥七

纺2卜竺兰筮笺笠!型：<七
【 o．5(I叶“一叶I+I叶一Uj—11)+o．5(I叶“+2uj+Uj一11)

这里k称为“阀值”，计算中可取k=o．95．

在光滑区域纺=o，在激波附近纺21。开关函数能够保证在光滑区域具有D(△一)的精

度。

构造如下群速度控制的迎风紧致差分格式(盯=妄)：

鲁一去m∽，叫m卜胴埘+去群呐《吲
(3．，^。)

一乏i《【伤口《巧】+篆《【，@)，一竹(，(“L一，(刃埘

其中s，’(“)≥。，一j1<g<i1，d=m。axlf。(“)l，哆=sgn(《巧·《巧)

1

这里啤称为激波结构函数，在激波左侧有：Ssjffj>0，在激波右侧有：Ssjffj<0

计算出巧后，还需要从巧恢复到叶·由式(3．5．1．6)的计算公式为：

uj=A-lff_f=(，-2鹾+≯1 2)一1巧

．25．
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在计算时，把3．5．1．4式及3．5．1．5式代入3．5．1．3式，由3．5．1．2式，可形成一个求解

《‘f(uj)的线性代数方程组，系数矩阵是三对角的，当取定行．从左到右三个元素分别是

i1+￡，j2，i1一占。当给定边界条件，可用追赶法求解方程组，为了保证方程组有唯一解，

要求系数矩阵是严格对角占优的，即要求I：一引+lil+sI<；成立，可求解出一；<s<；。
特别的当占=÷时，就是三阶迎风紧致差分格式。

特别的．当“u)=u时，有

誓=一去《【叶一纺(～一乃)】+去霹【吩哆d《巧]
一去《【竹口《乃】+芸《【叶一伤(叶一巧)】

式(3．5．I．8)和式(3．5．1．IO，在时问方向均采用前面3．1提到的TvD型的Runge．Kutla方法离散。

式(3．5．1．8)中，在平滑区域由吩=0，格式变为：

堕dt一蛩1 oJo一2《帆)
为迎风紧致差分格式t当s≠0时，在空间方向有3阶逼近精度a在激波附近，有仍=1

则格式变为：

在这里，最后一项，塞《[厂(觋】是耗散项，它不影响算子的群速度特征，高阶耗散

项是云i霹蛾刁】。

当哆>o时，前三项变为{《一乏i霹霹+乏i霹《)L厂(厅o】，由定理2．5_1知道
该算子为混合型算子，在此，可以将其视为快算子。

哆<o时，前三项变为{《+ib辞《+乏品《霹)[／(牙)』]，由定理2．5．2知道该
算子为慢算子。

这里符合文【22】及2．5，2节中提到的在激波左侧为快算子，在激波右侧为慢算子，这

一抑制非物弹捱荡的霉袋．

-26．
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引理3．5．1．1： 1531半离散格式

d7,／．

i乩(”)J
如果可以写为如下形式

ujn+l=ujn—c卜乎：嵋+Di。掌：嘭

其中4’2+；可以是㈣的函数口如果满足
， Cd≥O一，+!≥O，

01 ri

0≤C l+D 1≤1
7+i 7+j

那么格式是TVD格式。

证明采用(3．5．1．14)式有

嘣2吐-一l+乒-训,f+?+；《眩：
用此式减去(3．5．1．14)式有

从而得

唰一町“=(吐·一时)(1一_{一墨；)+l一；(町一吐·)+?+；(吐：一吐-)

唰一时“I矧吐·一q㈠1一l+；一巴畦I+Il一；H嵋一吐tI+ID，哼I．1锯z一眼

利用定理条件有

l唰一q“lq略一一嵋l一号I略·一．Tt一?哇l吐·一《|+‘{l嵋一啪l+?+；I‰一略-
求和得

∑I喇一啦“l≤∑I吐l--彬l+ZC一．1 I《一Z／j”_·I

—Ec，+!l以-一"I+∑D，+!|吆21 一以·f．I 』’ J’‘一 ：．J‘，’ 』’1

一∑D。I略。一彬I‘一 ；．1’』+1 J

显然，不等号右边的第2项和第3项消去。第4项和第5项消去。这样就有

Tv(U“)<TV(u“)。

证毕．口

．27．



Hamilton·Jacobi方程的一个数值解法及其应用

引理3．5．1．2在{《)中，有2·《2叶--·霹巧=(￡霹)2一(《霉)2。

Egq：

2·《巧·霹巧=((乃+。一2弓+巧一。)(巧。一巧～。)

=“--卜2 1—2巧+1U—j+U—j+l弓一l一一Uj“巧一l+2弓+lU—j一露l

=(磅。一2乃+。巧+司)一(司一2乃+。弓+Ⅳ--川2)

=(巧+。一乃)2一(巧一乃一，)2

=(Eq)2一(《“；)2
证毕．口

引理3．5．1．3 在问断附近，半离散格式(3．5．1，8)可以写成如下形式：

鲁叶Z—c∥+譬霹】 ㈦s．¨s，

其中，C l≥0．D l≥0。
o+亍 7一j

证明在间断点附近，妒，=1．考虑如下4种情况：

(1)ssj+I=SSj—I=1，这时候半离散格式(3．2．8)可以写成：

蔬j 1(
—』=一1日一
础 2^【

厂(U—j+，)一f(Ks)
+4占
厂(乃+t)一，(巧)

“J+l一“』 “』+I—Uj b
+4。』!五!二￡!互二!!

一Itj一巧一l

qf三2卜等半1]pi I “H一“， ／

C2．：2。』!互!立二』!圣!

D：f虹2等掣十鬻)]’i “厂叶一l l ～一“川川

Dz．：2s!：!里!二』：!蒌二!!
’j 叶一叶一l

由口2峄怖)Ⅲ’(“)≥o，知E+；≥o，唾≥0‘3，2一；≥o，

"53(

一叶￡
1●●●●●●J鬻掣
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下面来看D1 l。

因此

如果

那么

如果

生：I二竺=!≤0
叶一叶一·

坐：I二坐二!>0
Hj一“I’I

由引理3．5．1．2和条件船，一I=sgn(8。0厅j—I·《乃一1)=1，可得

巧一一一巧一：H乃一巧一-

生：!二生：!<1
Uj一叶一1

所以哆fⅡ等掣十鬻炉
总之，在此情况下

C 1=c!l+c2 l≥0，D l=Dj l+D：l≥0

(2)当q+I=ssj—l=-1、ssj+l=1，50一l=一1及哆，+i=-1，ssj—I=1时，仿照(1)证明过程

同理可得在这些情况下有：

’l弓。￡{+呼；>0， ％；2q{+嚎；≥o’+i 』+i ’+j 』+i ’-j 卜j

又因为在激波附近，ssj=0的情况几乎不出现，这里就不考虑了。 证毕．口

定理3．5．1．4半离散格式(3．5．1．8)是TVD格式，即

引理3．5．1．5[s41如果存在豫个与N无关的数0≤J<1，口>0，使得NxN矩阵

4=(ao)Ⅳ。Ⅳ满足

础—L蔓瑾，
1纠‘”I％l

∑kI蔓JI％
i=1，，叫

．29．
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Hamilton-Jacobl方程的一个数值解法及其应用

即A强对角占优矩阵。那么，彳_1的L，范数是有界的。即

IA-'110南
证明。略。

由式(3．5．1．4)可以得出系数矩阵为：

A；

O

占O ⋯

1
一一占·一
6

．o 三+占
6

O ⋯O

由引理3．5．1．5，可得出l|A-IllL是有界的-

O 0

O 0

2 1
一一一占
3 6

o 三+￡
6

定理3．5．1．6半离散格式(3．5．1．8)是TVB的。即

TV(u。)=∑I略．一衅l蔓c
J

证明由定理3．5．1．4和引理3．5．1．5，有

TV(u”)=∑『略，一qI
j

=∑I(A。矿)川-(A。矿)，
j

---IIA。忆∑略。一霹J
，

SC

其中c2尚∥@。)证毕．口
定理3．5．1．7格式(3．5．1．8)符合相容性要求。

证明上述格式可以写成如F半离散守恒形式：

鲁=一以^，
其中△x是时间方向的步长。数值通量厂，须满足相容性条件

J+j

^(缈，m，··-∞)=f(co)国∈R

．30．
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—————————————————————生些兰堡主堡兰
先考虑式(3．5．1．8)。

1当哆=0时'

誓=一击(霹一z鹾㈣，

～去{【(三也)f(uj小(三化)他)H(圭如)盹)+(三砌)八训}
故 ‘+；=(三～2占)f(uj+。)+(；+2s)，(吩)
有

厅(弓，巧，巧)=，(巧)

所以纺=0时成立。

2纺=1时，分四种情况讨论。

1)当q+I=l，哆一l=1时：

由式(3．5．1．17)有：

(一；=(三也)，(巧)+‘j1化)，(‰)+三【-2弓+4弓_J_2纠
所以有 ^(巧，弓，巧)=厂(弓)
2)q+l 2—1，呜一I=一1、哆+1=1，吗一l=一1、吗+l=-1，q—I=1时．类似(1)的证
明。

综合上述，格式(3．5．1．8)满足相容性的要求。口

为了计算的方便．可以对格式(3．5．1．8)进行简化。

定理3．5·1．8算子￡，霹是可以交换的，即群．茁=霹．霹。

证明对V吩，／∈z 霹·霹吩=《心+。-2uy+-一。)

。毒[叶+：一2叶“+～一∽一2ug—I+～一2)】

5号(吩+z一2吩+-+2叶一。一叶一：)

《·霹叶=《2 LiI(叶+．一～一。)]

2争h2一吩一2(吩+·一叶一。)+叶一叶一：】

2音(叶+2—2吩+l+2uj一1一叶一2)
故霹·霹=霹·群。口

-31．
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定理3·5·1．9：算子一=，一2瑙+i1。，2制异丁q0是可交换的。即
A·￡=武·A

证明

A·《=(，一2趟+圭霹)·霹
o

=霹一2趟·霹+了1巳2·《
0

由定理3．5．1．8知道

或·《=砖·碇
故

=霹一24·群+÷《·霹
=《·(，一2蠼+了1 q2)

=6：·A
证毕口

定理3．5．1·10一=，一24+÷《和霹是可以交换的。即：
一·《=《·A

证明

』-《2(，一2趔+÷《)’《
=6：一24·6：+与最·砖

O

由定理3．5．1．9知道

￡-置=霹·6：
有

=《一2鹾·霹+了1q2·《

一--％2·(』一2s霹+喜《)

=《·A
证毕．口

由前面的定义，《’E=一一1B=(，一2瑙+ilq2)一1(霹一2《) 一j1<占<；
由上述定理，可以将格式(3．5．1．8)简化为：

鲁=一去∥f(uj)+否qo[伤哆毋于旦2zxx霹睁6]uj] (3．5．¨8)
其中，盯≥0。

具体计算“．时，我们用下述简便方法。

．32．
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由(3．5．1．18)伺

等=一去《‘厂(叶)一去F。厂(“)+石Gr叭0乃哆鸭2叶】一丢母【竹口《叶】
其中掣：f-(∞．_Ou：口(。)宴，，t(。)：dt。，矿：掣。积 OX O'X Z

去《4，+@)和去《’”广@)分别为皇孚的向右．向左偏斜的差分逼近。分别满足
；《’8，+(叶)+；《4，+(叶一。)=i1厂(叶+．)+i4，+(叶)一；，+(叶一。)
；《’”厂(叶+。)+詈《’1厂+(叱)=吉厂(吩。)+石4厂(-)一i5厂(吩一。)
J=1．2----··N一1

通过两个方向扫描，容易求出《4f+(“，)，《’“厂(“』)．

在边界上，采用二阶偏斜格式：

《‘f+(Uo)=(一3f+(uo)+4f+(均)一f+(也))／2

彰·一。厂一(“。)=(3厂一(“。，)一4f一(”。一．)+f一(“～))／2

3．5．2多维情况

对于多维，可以认为双曲型守恒律是Hamilton-Jacobi方程的微两形式，求解

Hamilton-Jaeobi方程同样可以等价求解弱守恒律方程组，所以参考双曲守恒律方程的解法

可以建立相应的Hamilton-Jaeobi方程的数值逼近格式。

下面以二维为例，讲述多维情况的解法。对二维Hamilton-Jacobi方程

』谚+，(戎，办，7)～ (35川
lg(x，Y，o)290(X，Y)

令 ¨硝)。盘(训，’) (35．22)。

l“2(x，f)=丸(x，y，r)
⋯⋯。

对(3．5．2．1)式分别求关于对x和Y的偏导数，可得下面二维双曲守恒律方程组的形式

』Ut+E(u)+q(∽～ (3-5．2f3)

【U(x，弘o)2 Uo(x，Y)

这里 u2(笼j

刑，=(，∽



坚业业坐生型盟燮L——一
G防(矧

这样，二维Hmilton-Jacobi方程已经转化为二维双曲守恒律方程组：

fU，+FIU)+Gy(【，)50

1u(x，y，o)=砜(x，_y)

方便讨论，考虑如下简便形式：

f丝+型+掣：0
I af 础 计

lⅣo，y，o)=Uo(xiy)
考虑半离散格式。一个紧致差分格式可以表示为：

!坠：一去(《1最，(“，。))一石1 L^-1Bg@u))dt △x 掣

A，=I-2E3。+÷《
爿，：J一2秽+÷母
坟=霹一2哆
By=瓮一2霹

其中，(一；<s<争，卜；<手<争。有前面的定义_有
4，”。=c：+sM。，，+吾“u+c：一s，地+·，，
ay。ti,3 c：+手，虬。一。十吾坤，，+c去一手Ⅻu“
BH f：一(昙+29h，』+4甜j+(；一2￡)‰JE“，，』=一(i 弘Ⅲ¨删j 1。、2

～P、“’。

B％叫i1仫)¨蛳％+(i也现一一
令

觋=(4以“)“

则格式(3．5．2．5)可以表示为

id'uLj：一I(A,BJ(眺J一古(馋删u出 一
掣

34·

(3．5．2．4)

(3．5．2．5)

(3．5．2．6)

(3．5．2．7)

(3．5．2．8)

(3．5．2．9)

(3．5．2．10)
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定义开关函数，仿照一维情况

1 一 啮：!二塾』±竺：!』! ≥七

0．5(I“f+l，J一坼，』l+l“，，J一“i_1．』I)+O．5(I珥+I，J+2uu+“f_l，，I)

铲10 险[氇±坠』! <七坠!』二!鳖±坠』! <七

【 o．5(I／-li+1J一”，√i+Iq√一Ut吐J1)+o．5(I“i+1．』+2uj，，+“¨，JI)

1 匕：l二!坠±竺生!! ≥七

I O．5(1蚱．』+I一甜，。Ji+i珥．』一鸭J—lI)+O．5(I坼√“+2坼，』+UtJ—If)

。lo 睑：!二塾』±竺型! <．i}

【 o．5(I虬J+1一“ui+i“，J—Z·i√一11)+o．5(Il‘√+l+2M，』+。b．1|)

构造如下群速度控制的迎风紧致格式：

鲁=一去4{E【／(珥J)一仍(，(％-一f(E√))】+；《【仍·明-口《玩一一；《[仍-口《巧J】)
一专4{E【g@-一竹(g(qJ)一g(玩-)】+i1。0【竹‘鹎。蟛巧J】一i1 q2【乃‘晖巧一)

其中

(3．5．2，12)

扣a／反(u)≥o，踊=sgn(8。0fij。《2坼--，^扣m。axIf'(吼僚 ’ ’

o

F．罂尘≥o，码=sgn(瞩』啊2m√)，扣m。axlg'oy (“)|．
。 ’ 。 ’ 。

0

得出巧√后，还须要恢复到吨J。从式(3．5．2．10)有恢复公式

“u=(巧1《1刃“ (3．5．2．13)

引理3．S．2．1在CFL条件下，格式(3．5．2．11)可以写成如下形式

等=一石1(一c』+；，，￡巧，，+?一；．，￡珥，，)一专(一c『1，{带珥。+?。一；万巧，，) (3．5．2．14)
其中

C l≥0，D l≥O，C 1≥0，D 1≥0
‘+i-J 卜io ‘o+i ‘o—j

证明类似于引理(3．5．1．3)的证明，略。

从文献㈣知道，在二维情况下．此类格式在空间方向不能保证具有TVD性质。但是因

为我们在时间方向采用了TVD型的Runge-Kutta离散格式，全离散格式仍然满足稳定性要
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定理3．5．2．2格式(3．5．2．11)时问方向采用TVD Runge-Kutta型离散格式，在CFL条件

△f≤min盟Ato
I,k p“

下，全离散形式满足

lI嘭1㈣砚||

证明记

￡(石)=一去4{E[，(％，』)一饵(，(珥，，)一，(瓦，埘】+2￡1伊5s,4《珥，，卜；砰【仍口《巧．，】
一五1。A，{Br Ef(K，)一仍(，@“)一，(甄．，))l+；母【纺鼹巧霉，，】一；《【吩a母玩，，]

时间方向采用3．1节提到到的TVD型Runge．Kutt离散格式，则全离散形式为：

其中

“‘o=∑‰∥+At·风·上(一)]，(『=1，2
k=0

，一l

fi-‘o’=一，∥=扩”，‰≥o，∑ctt,=1

弘·时，由瓦O'10雠甄-砉铲·，
可得 |Ifi-‘‘’INIqofi-‘o’+At·届o·zO-‘o’)11

：口l。||(，+△，．／s,o．上)(玎{。1)|J

． q旧o’0

当，=2时，

薏址晦薏址蚰慨埘：·_l
有

伊Ⅶ=IIa2私础‘急屯胪))+吲“从堕。2"21删1))||口20

‰眦，m急也矿№¨(“出‘叁也矿
≤Ot'o．|l订(o’¨+∞。I|盯(1’|I
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兰吒o 0厅‘o’lI+％I Il厅‘o’

=lI玎(o’II

假设对，=1，2⋯⋯m-1时均成立

则，=m，有

证毕．口

m一1

订‘”’l|爿I∑【口m订‘“+At-J％-￡(玎‘∞)】

l(，+△r．盘．工)铲‘)
瑾mk

≤∑‰咿”

≤∑‰咿o’

爿I矛o’lI

由式(3．5．2．6)和式(3．5．2．7)可知，这里的4，A可以表示为：

A。=

A，2

O o 三+￡
6

0 ⋯0

0 0

O O

●

●。‘

2 1
一一一S
3 6

O—l+占一2
6 3

． O O

． O 0

●●

_●_

o ⋯o 三+占三!一s
6 3 6

O ⋯O o 三+￡三
6 3

显然，4，A均是强对角占优的，满足前面引理(3．5．1．5)条件，故0 4-1 ll,II A，-1 11均有界。
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Hamilton-Jacobi方程的一个数值解法及其成用

定理3．5．2．3 半离散格式(3．5．2．12)有如下性质

C是与N和△r无关的常数。

m“ax％【≤c

盼l吒}n黟l(4一⋯Ay玎)“I

ql∥”[tAy‘1”m。axl％I

s(a’(．一al¨)ma，x[砭。j
≤C

c=(去]·(南]蛩嘲为常觐口
定理3．5．2．4格式(3．5．2．12)满足相容性要求。

证明类似定理3．5．1．7的证明，略。

荚似一量匪足义蕈口r算于：

《4：=《1只

则格式(3．5．2．12)可以化为：

警=一击∥m)+暑锄
一专妒m)+面O'y咋。O嗡r
如同一维情况，将r式写为：

《4：=巧1B

刚啪一惫撕d蚴 @；2㈣

呜·口号“u卜朵《【吩·口《％，]

号笋=一去《，5，+(％，)一去《，一。厂(％，)+去《【锻·眄·口《坼一一jO石'x吩。2tr仍·口霹M。]
一古∥八‰)一古《’”厂(％)+万O'y吼。伤。哆‘蟛¨一iO万'y叶2【竹，晖％】

式中学婴：f·@)．_cau：口@)罢，，t@)：口屯，矿：竺粤型，同理有职 ox C％ 上
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。ag(u)；g·(。)昙：6(。)宴，及旷(。)：b+‰6±：掣。
Oy oy oy 2

去《4，+(％，)，去簟‘厂(％)，专《4，沁u)，专《’”厂(‰，)分别为
!}，!掣，皇!孚生向左，向右偏斜的差分逼近，分别满足：
盥 Oy

；∥八¨+；∥九‰)=i1，+(‰)+i4，+(％)一i5，+(‰)
；6；c,-8，_(‰。)+；F丁(％)=i1，-(‰)+i4八¨一i5，．(‰)
i=1，2，·一，N一1

雪矿f+(珥，抄汐一f(Ui,j-I)2吉，+(蚱一-)+i4，瓢户言5，+(吩．山)
’ 1 1

；旷厂(Uij+1)+b3 y一。，_(¨=i1厂(‰)+i4厂(％)一i5，-(‰．)
J=1，2，⋯M一1

边界上采用二阶偏斜格式：

《4，+(Uo，J)=(一3f+(“oJ)+4f+(”l√)一厂+(“2√))／2

《’。厂(‰．J)=(3f一(“ⅣJ)一4f‘@N-Ij)+厂(‰-2’瑚／2

《5，+(M，o)=(—3，+(坼，o)+4，+(屿，t)一f+(“啦))／2

《’一‘，一(“，，”)=(3f一(“，，”)一4f一(屿，”一-)+，一(“i,N-2))，2

通过交替追赶方向可求得：击《砧f+(“u)，古《3‘厂‘(“u)。

3．5．3 UCGVC格式在向量双曲守恒律方程中的推广

由于常系数Hamilton-Jacobi方程组和常系数双曲守恒律方程组可以化成一组标量方程

[221，而常系数方程组所得到的结果，又可以直接推广到非线性方程组的情形，又因为在一

维情形下，Hamilton．Jacobi方程等价于双曲守恒律方程。所以讨论Hamilton-Jacobi方程组等

价于讨论双曲守恒律方程组。

首先讨论常系数双曲守恒律方程组的情形：

型+望：0 (3n1)
at 敏

式中



Hamilton．Jacobi方程的一个数值解法投其应用

F=A·U．U=(％，U2，⋯，‰)1，A为mxm阶的常系数矩阵。

由于式(3．5．3．1)是双曲型守恒律方程组，故矩阵A有m个实特征值，设它们是

^，五，⋯，L。则其对角矩阵为：

人=diag(&，五，⋯，丸)

矩阵A可以写为 A=T一。人， (3．5．3．2)

式中T和丁_1分别是左．右特征向量组成的矩阵，在这里， r～，A，丁都是常系数矩阵。

这样，由(3．5．3．2)式，(3．5．3．1)式可写为：

掣+丁。Ar掣：0 (3她3)
西 缸

‘ ’

用矩阵T左乘以上式，有：

曼堡旦+A曼塑旦：o (3觚4)
研 缸

引入向量w，令

则可得

写成矩阵形式

a
_——

研

q

(02

‰

W=

q

(02

=兀，

塑+A塑：o
at ax

+[二1
q

吐
●

：

：

‰

=0

写成分量形式：

孥+≈孕：0 ，：1州2一，m
at l瓠

。。

(3．5．3．5)

这样就把常系数双曲守恒律方程组化成一组线性常系数的标量方程。对于单个的线性标量方

程，直接可以应用前面的方法求解。

由3．5．1节介绍的方法，有
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皇!d!堕t =一去《[(q)』一％((q)，一(面)川+去群【％吼，^《(西)，】
一去《【伤^《(西)，】+警霹【(q)』一％((q)』一(面)，)】

，=1，2，⋯，m

式中嘞，％按前面的定为：

SSO=s印(《西·《西)

％2
1面面i瓦雨瓦Ito,,j二+l-i2r-at再,j-',-r讽-．oij_瓦l I_獗而≥七0．5(1qJ+l—q，』I+Iq，』一劬，lI)+O-5(Iq√+l一2q．』+q．卜1I)

0 1竺：』!l二!竺』±竺』：!! <七

0．5(Iq，川一q．』I+Iq√一qJ—11)+0．5(Iq．』“一2q．』+q，』一lI)

(面)，-((J一2瑙+吉《)q)』
，=1，2，⋯，m

将上述m个分量形式合成矩阵形式。

A o

也

。 厶

d
——

研

q
一
哆

一击《【(q)』一仍J“q)，一(面)J)】+j面1 q0【仍』船。，《(面)J】

一去《【纯，《(面)，】+篆《【(q)，一竹，((coo，一(面)，)]
一去辞【(鸭)』一缟』“吐)』一(叵)川+j石I qo【仍J。％』碍(匾)，】

一去《[致，《(厩)，】+芸《【(吐)，一仍瓜哆)，一(厩)埘

去芷【(％)』一％((％)，一(砜)』)】+去矾％胛叫霹(玩)』】
一去舜【％《(瓯)，】+篆《【(‰)J一％((％)，一(瓦)』)】



0

其中

ssj

0

Hamilton-Jacobi方程的一个数值解法及其应用

SSj』0

0
ssq

吩c匪
一—1—硭
4Ax

1

这里差分算子《，￡，霹，《定义为

‰
j+l

霹=三(西+‘)，《=《
用矩阵r-1左乘上式，有：

dU?
—』=爿．7’一
曲

％

仍《

‰

妒1哎

+去《

仍J 0

仍』

0 ％

‰
J

+警《

彳-{一去《【％一纺(％一吼)】+五1《[纺s。《玩】
一去《2 L竹q2u--』卜五2E巳2【％一哆(％一E)】)

．42．

妒is5 J醚

㈦
)一乃(I；|-

，㈦

争iss|跫

，hc臣 ‰

q—q

q一吐；；一％

q一吐．

q吐；；％，●●●●●“U，●●I

《堡缸

，一q一吐；；一％

q吐．．．．．．％

群上缸

q吃；；％

q呸；

q吐q咤

‰《

q吐；．．％

q吐

q一吐；；一‰

￡上‰+
q一吐

q一％

q吡；；％，，●●●●●“i1●●●l，一q一吐．．；一‰

q吐；；％，，●，●●●nU●●●l

竹一q吐；霹上缸

《上‰一
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=一石1 qo[F(％)一吩(F(％)一，(玩))]+面1《旧-吩·彳·霹E】

一击《【吩·爿·《玩卜五2e8，2。[F(vA一纺(F(％)一F(E)】

其中玩=(1-2硝+i1吒2)％·
上式给出了关于常系数双曲守恒型方程组的半离散化UCGVC格式，不难看出，它与关于

标量方程的半离散化的UCGVC格式在形式上完全一样。如果将标量方程中的U换成U，

f换成F，对竹，够，，《，《重新定义后，即可得到常系数双曲守恒型方程组情况下的

UCGVC格式。

下面讨论非线性双曲守恒律方程组的情形：

一OU+型：o (3m6)
Ot 办

等价的可以写成如下非线性守恒形式：

一OU+4f∽塑：0
Ot 、7缸

式中 爿(u)：_OF

为通量F的Jacobi矩阵。

现在将有关常系数双曲守恒型方程组得出的结果直接推广到应用非线性双曲守恒律

方程组的情形，给出如下半离散化的UCGVC格式：

警=一去霹【F(uA一乃(F(q)一F(E))】+击《眈-q·4-霹E】
一去茸【纡·爿-《E】+鲁《【F(％)一竹(F(％)一F(E)】
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Hamilton．Jacobi方程的一个数值解法及其应用

第四章在图像处理中的一些应用及数值实验

4．1运动界面的追踪及其数值方法

在现实中存在着大量的移动界面问题(moving boundary problems)以及运动界面追

踪(interface tracking)问题。人们最为关注的是移动边界和界面的位置等特征。因而，模

拟和追踪他们的轨迹和发展，就成了解决这类问题的关键。最早处理这类问题的方法是格子

类(cell-type)方法‘5“，在格子类方法中，最为著名的有PIC，MAC和FLIC等。这类方法

能给出界面的粗糙近似，但不能给出更加细致的描述，如界面的斜率、曲率的。而且计算时

需要的存储量比较大，特别是对于三维情形尤为突出。20世纪70年代末，Hirt和Nichols

等提出VOF(Volume of Fluid)方法。VOF方法是在整个流场内定义一个函数c。称之为

VOF函数，他满足如下VOF方程：

一aC+U笙+v笙：o 叭4 1．1一+一十V一=U I．1．)

西 出 印

VOF方法就是通过求解VOF函数，来实现对运动界面的追踪。VOF方法通过巧妙的界面重

构，可以给出自由面(界面)的更精确的描述。但是，流体体积函数是离散量，要比较准确

的求解也是相当困难。另一种理想的做法是利用所谓的Level Set函数妒(王，，)代替流体体积

函数C。让妒以适当的速度移动，其零等值面就是物质界面。在任意时刻，只要知道了妒然

后求出其零点等值面，就知道了此时的活动界面。Level Set函数口的控制方程为：

识+FIV妒|-0 (4．1．2)

该方程又叫做Level Set方程。对于方程(4．1．2)，F一般是Vp的函数，于是方程(4．1)变

为Hamilton．Jacobi方程。即可以写为：

q't+H(V功=0 (4．1．3)

1988年，Osher和Sethian给出了一些详细的解法‘”1。在后面的计算中，使用本文提到

的Hamilton．Jacobi方程的解法，也取得了令人满意的效果。Level．Set方法不需要显式的追

踪界面，克服了一般的波前追踪方法难于处理复杂的物质界面，及其发生拓扑变形情况的弱

点，而且边界面的一些体征(如法向、曲率等)赢接隐含在Level Set函数中便于精细的描

述界面。还易于向高维推广。已经被用来处理图像处理、集合、流体力学、工艺过程等许多

方面的问题。在这方面以Osher为首的研究群体．Chenl5”，Fedkiv【58】，Merrimanl59]，

sussman【叫，以及Sethianl6111621和Strain[63】[“酾I等人作出了很多杰出的工作。

在下面的一节中，使用运动界面追踪理论得到的一些方程，用本文提出的算法进行具
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体计算，展示UCGVC格式的计算效果及其在图像处理(运动界面追踪)方面的效果。

4．2数值实验及图像处理中的应用

例一考虑如下双曲守恒律方程及其Cauchy问题

au+口塑：0
西 良

u(x，0)=Uo(X)

显然，该问题的精确解是u(x，，)=uo(x一．at)，表到的意思是初始值(波)以速度a平

行移动。该方程常常用来检验数值方法的效果。

在本例中，取口=1，‰@)={：：量：来检验迎风紧致格式的效果。计算中，我们取
网格点N=201，A—At 0．25，卢0．2．

△X

图4-1是用M．C(Mac Cormack)格式计算的结果。

图4-2是用迎风格式计算的结果。

图4-3是用迎风紧致格式计算的结果。

从图可以看出，M-C格式都在波前出现数值振荡，而迎风格式在激波处出现较大数值耗散。

过度平滑了曲线。迎风紧致格式只是在波前出现稍微振荡，基本符合精确解。
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图4．3

例二：考虑如F Hamilton-Jacobi万程及其韧值l司越

k—cI丽=0
I庐(x，o)=办(x)

及初值

f1 Y<0

死(工)210 x>o
该方程表示一幅平面图像(初值)沿法线方向以速度c运动计算中，取网格点N=201，

石At=i1面，图14
UCGVc格式在忙0．2,0．4,0．6时结算的图像。
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例三求解如下Hamilton-Jacobi方程

谚+华=。
给定初值

图4．4

庐(工，0)=一cos(Trx)， 一1≤x≤1伊o；

!生L；善￡为凸函数。t>1．5／1r2时，H．J方程的解的导数会出现间断。

计算中取t2-=l，N=201，dt／dx=1／400．

图4-5为初始时刻图像：

图4-6时t=-0．5Ilr2时UCGVC图像；

图4-7是t=1．5／丌2是UCGVC图像：
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·COS(II)

X

图4．5

、。’～一’／
‘＼ ∥

!＼／、!
． 、b警，一，罗 ，：

图4．6
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图舢7

例四求解如下Hamilton-Jacobi方程

旃一eos(以+1)=0

给定初值

矿(x，O)=一COS(7／'X)， 一1sx≤1伊o；

cos(丸+1)为凹函数。当t≥1．5／石2时，H·J方程的解的导数会出现间断。

计算中取or"=1，N=201，dt／dx=l／400。

图4-8是t--0时刻图像；

图4-9是t=0．5／er2时UCGVC图像；

图4-10是#1．5／石‘时UCGVC图像5
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·cOS(Z x)

X

图4．8

图4-9
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图4．10

例五：考虑如下双曲守恒律方程及其Cauchy问题。

I虬+(—，w)。+(x“)，=0
【“(x，Y，o)=uo(x，Y)

取

叭Ⅵ)：{1√而<05盘
0 else

为初始值条件。在这里，初值可以看作一个半径是0．5的车轮，那么方程就是一个模拟车轮

旋转的问题，角速度为lrad／s．逆时针转动。

(1)先看立体情况，取网格点200×200，石At=1／4，面At=1／4。

图4-1 1是初始时刻的图像；

图4-12是迎风格式在t=0．2时刻图像；

图4-13是UCGVC格式在t=0．2时刻图像。
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图4-1l

图4．12
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图4-13

(2)再来看平面图

图4-14位初始时刻图像；

图4-15是迎风格式在t=0．2时刻图像

图4—16是UCGVC格式在t--0．8时刻图像



——主坐查兰堡主堕苎

图4．14

图4．15
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图4-16

例六考虑如下Hamilton．Jacobi方程及其初值问题。

心+c再丽i=o
【≯(z，Y，o)=00(x，Y)

在本例中

c：l，Oo(x,y)：一：三(1xl+Iyl一1)，其中一1≤z，y≤1
作为初始条件。该方程表示一幅立体图像(初值)沿法向以速度c向下运动，取网格点

200×200，坐；1／4，一At：1／4。缸 如

图4-17是初始时刻图像：

图4-18是UCGVC在t=0．3时刻图像

图4-19是UCGVC在t=O．6时刻例像

图4—20是UCGVC在户O，0．3，0．6时图像
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图4．17

图4．18
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图4．19

幽4．20
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