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摘要

为了更好地促进医疗保险事业的发展，我们从随机过程、统计和

精算的角度来研究医疗保险。本文运用上述学科的有关知识，围绕医

疗保险进行讨论，并给出了相应的精算模型。

第一章介绍马尔科夫模型在医疗保险中的应用背景。第二章首先

介绍相关的移民一疾病一死亡过程，并基于此模型推导出各个状态期

望人数的表达式，证明了在转移强度为常量的条件下，各个状态的期

望人数是稳定的。第三章先介绍Daniel的有关多状态模型的保险精算

定理，并将此定理由离散时间状态推广到连续时间状态。第四章基于

马尔科夫随机过程描述重大疾病的发展过程及其相关保险因素，并针

对重大疾病对人体损害大、费用高的特点，建立了重大疾病保险的多

状态模型以及相关保险精算公式，研究如何设立该保险的保费问题；

同时，在Cordeiro多状态模型的基础上，提出了长期健康保险的保险

精算公式。第五章针对疾病不同状态所存在的风险叠加问题，提出了

比例动态保费模型，并建立了相应破产概率和准备金的表达式。第六

章基于所提出的重大疾病的多状态模型，给出了一个有关癌症的保险

精算实例。

关键词：马尔科夫模型，多状态模型，医疗保险精算
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Abstract

We use the knowledge of stochastic process，statistics and actuary to

explore some problems related to medical insurance．The backgrounds of

applying Markov model in medical insurance are introduced in the first

chapter，and in the second chapter,a migration--illness—eath process is

proposed and results in the formulas for the expectations of

sub—populations in various states，which are stable if the transition

intensities are constant．In chapter 3，the relationship between multi—state

model and actuary is briefly discussed．We improve the Daniel’S actuarial

formulas about multi—states from discrete time to continue time．In

chapter 4，the modeling for three types of medical insurance and related

formulas is worked out based on Markov process．We get the actuarial

formulas of long term health insurance on the fundaments of Cordeiro’S

multi—states model of the insurance．And we set up the multi—states model

for the critical illness insurance，and get the actuarial formulas about the

insurance．In chapter 5，dynamic insurance，the premium and reserve

11



马尔科夫模型在医疗保险精算中的应用

for dynamic insurance are discussed．In chapter 6，an example on cancer

insurance is presented by using a multi—states Markov model

Key words：Markov model，multi—states model，medical insurance

actuary
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第一章 引 言

马尔科夫过程(Markov Process)是由俄国著名数学家马尔科夫(1856～

1922)首先建立。建立之初，它被用来描述和预测煤气分子在一个密闭容器中的

状态。马尔科夫模型现已被广泛应用于科学领域，特别是在医疗保险精算领域。

本文主要介绍马尔科夫模型如何在医疗保险精算中的应用。医疗保险经常被

视为长期业务，它表现为意外险或非寿险的一些特征，不同于基本的人寿保险。

疾病在某种程度上不像死亡那样是一个必然的问题，被保险人需向保险人证明他

们确实患有某种疾病，并且这种疾病是属于承保范围的，这样才能获得保险金。

同时，疾病不像死亡那样是一种最终的结果，多数情况下被保险人都会康复，并

将会因疾病提出索赔。

人作为个体在健康、疾病、死亡三种基本状态之间转移的随机过程满足马尔

科夫过程的规律，即从一种状态转移到另外一种状态的概率只与现在的状态有

关，而与以前所处的状态无关。作为多状态模型的疾病一死亡模型，它表现了“健

康”、“疾病”和“死亡”之间可能的转换。由此，只要在实际中选取足够数量的

观察样本，统计观察特定时间内每两个状态之间的转换次数和在每个状态中的总

停留时间，就可以得出转移强度的估计值，从而估计转移概率，并建立相应的方

程来描述多状态模型。

在多状态模型中，根据适当的利率计算相关的精算值，其结果为在未来任意

一年的保险给付的现值总和，准备金和破产概率等。使用多状态模型还可以预测

患者人数，为新的保险产品开发和新旧保险产品的销售作～定的准备。

对于本文，第二章介绍了如何建立简单的移民一疾病一死亡过程来预测住院

患者人数，这是本文主要工作之一。蒋庆琅【20J已经详细讨论了一般的移民一疾病

一死亡过程，在接下来的内容中，使用蒋庆琅的模型来预测住院患者人数。上述

的两个模型得出结论为：在转移强度为常量的情况下，患者人数是稳定的。在第

三章讨论了多状态模型与保险精算的关系，2004年JamesW．Daniel[¨给出了离散

时间状态的有关多状态模型的各种现金流的公式，本文将其推广到连续时间状

态。第四章中，使用多状态模型来建立相应的保险产品模型，依次讨论了长期护
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理保险、长期健康保险和重大疾病保险。在2004年Florian Helms等人悼1已经详

细地讨论了长期护理保险，本文引用该模型及其相关精算公式说明马尔科夫链如

何在医疗保险精算中的应用： Isabel Maria Ferraz Cordeiro(2002)⋯讨论了长期

健康保险的多状态模型，但没有给出相应的保险精算公式，本文在Isabel Maria

Ferraz Cordeiro模型的基础上推导得到了相关的精算公式：本文的另外一个主要

工作就是构造了重大疾病保险的多状态模型，并给出了相应的保险精算值。动态

保费问题也是本文的主要工作，在第五章给出了动态保费的模型及公式，并根据

2005年杜勇宏等人f291的结果给出动态保费破产概率，准备金等。在第六章中，

本文依据黄泓智等人l”】的相关癌症保险多状态模型并结合中国大陆的实际情况，

给出了相关的癌症保险保费公式，并依据文献【26l中的相关数据给出一个一年期分

年龄阶段的保费和理赔额表格。并在第七章中进行了讨论与总结。本文并在附录

(附录A：马尔科夫模型，附录B：多状态模型)中给出了相关数学理论说明，

附录C给出了相关的肿瘤病人的数据。
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第二章移民一疾病一死亡过程

在这一章里，将使用移民一疾病一死亡过程来描述患者人数，首先给出该

过程的多状态模型，然后主要讨论各个状态的人口数，并推导相应的概率分布。

2．1简单模型的建立

在本节中，以疾病一死亡过程为基础，并且允许不断有新的个体补充进去，

通过建立简单的移民一疾病一死亡过程模型，来研究患者人数，这--d,节是本文

的主要工作。

对模型有三个必要的假设：

1) 假设有四个状态分别为健康、疾病(I)期、疾病(ID期和死亡(D)

四个状态，四者关系如图2—1所示；

2) r,j，i，J=I，2，3，4为各个状态之间的转移强度；

3) 并且假设不断有新的人员补充进入，该进入符合参数为丑的泊松流，

^为常量。

图2—1 简单的移民—疾病—死亡过程模型

记只，：。。(f)为在时刻，，S有n．个个体，是有心个个体，S有％个个体，

只有心个个体的概率。则建立相应的方程有：
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￡一：n九(f+△r)=只一：．^扎(tXt一(胛11l+九2t：+’屯‘，+A)△r)

+(n】+1)‘4只，扎％‰凡一l(f)△r+(啊+1)1 2只。扎～扎‰凡(Ozx，

+(一2+1)t)只m坩l～(OAt+(门2+1)t4只一：岫州(OAt (2—1)

+(也+1)巧4只m^“叫(Ozxt+(n3+1)‘2&州∽帆(t)zxt

+五气奶n”lq)zxt

如果令出_+0，则有

警产％。，．州n．r．+n2r,+n3r,+21))
十(门1+1)^4只．凯n刖(f)+(仃l+1)12只川n。％^(f)

+(盯2+1)‘3只一¨，也。～(，)+(门2+1)‘4只一：儿％～一10) (2——2)

+(也+1)‘4‘，％一扎～一J(f)+(他+1)吒2‘，啦一¨；扎哪O)

+兄只．奶n^一】(，)出

下面使用概率生成函数解上述微分方程(2—2)。

令G(：。，：2，屯，z4；t)为联合概率生成函数，即：

(2—3)

(⋯懒憾岷引警一(rJ3+r3424+r3222)d@G3

(2—4)

根据Lagrange方法，得辅助方程为

堕： 二生1
1 (_lzl+rt4z,l+‘222)

设毛=1，Z』=z。一1，我们有

二刍 ： 堕
(‘jz3 4-‘424+_222)(；五(：1—1)

f2—5、

O"唯^0誓。乃。己
却。∑M

『|00Z=0G

而从

堕奶
Z‘+：_‘．

)

Z

一

“

乜

一

卫撕一出娟
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坐： 二生! ： 二生 ： 二生≥ ： 丝
l (r．zI+‘2：2) (rJi+r2222+r23z)) (r33弓+r3222) GA(zI一1)

其矩阵形式为

这里

还有

丝：WAZ
西

(2—7)

W=睢墨] c2--8)0r3 r3

=l t【 吒2 吒3 (

L 2 3 J

则式(2—7)有解，且解记为K=exp{一Wt}，其中z={z．)。

吉警=善k坛=AZexp㈣足
其中A=(z，0，0)，五为Poisson强度。

方程(2—9)有解Gexp{一AW。1Z}=constant，所以其通解为

G=exp{AW。1Z}巾(exp{-Wt}Z) (2—10)

这里中是关于矿、f、z的函数。

为了计算中，令t=0，若假设每部分的初始大小由n。=v1，"2=Y2 n3=v3给出，

则可得到G的下面的形式：

％(讷删=z}苟1学(2--11)

所以z1V1t 2V21zp=exp{AW“z)①(z)。

通过把方程2一11左边转化为关于Z的方程，借助于矩阵表达形式，我们有

由(Z)=(1+RIz)、(1+R2z)’(1+Bz)’exp{一AW。Z) (2—12)

其中Rj瑙}，吒为№eckerdelta，毛={：曷。
所以，中(exp{-Wt}Z)的解为：
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3

O(exp{一wt}z)=兀(1+R exp{一wt}z)。exp{一AW～exp{一wt}z} (2—13)

每一部分中个体个数的联合概率生成函数可由下式给出

3

G=FI(1+置exp(一wt}z)。exp{AW。1{』一exp{一wt}z} (2——14)
f=l

对关于G的方程求导，得

瓦dG k=爿∥(I-exp{一晰})+vexp{一所}(2--15)

若令z．=z2=z3=1，即Zl=Z2=Z3=0，则由(2—15)我们可以计算初始时刻

的G，这里v=(vl，v2，V3)。

再对式(2一15)两边求导得到下面的方差．协方差形式：

∑=缸一o+乳。一阻：。]2(2--16，
于是有以下的方差．协方差表达式：

∑=(爿∥。(，·exp{·肌”(AW’1(，-exp{-所)))

+∑(E exp{-Wt}7(R exp(-Wt})v(vi一1)

3 3

+2AW。(，一exp{一所))∑(E exp{一Vet}v+2兀(只．exp{一M))u (2～17)
，=1 』-【

3

+2(尺I exp{-Wt})v1(R3 exp{一晰))匕+2兀(R，exp{一zet})v，+u[G】
f=I

这里U[G1是3×3的稀疏矩阵，其每个主对角元素为患病人数的期望。还可

以找到平衡态解。在平衡态下，令l_0，关于G的方程(2—14)变为：

G=exp{AW。Z} (2—18)

平衡态解的均值和方差由下式给出：

E[G】-AW～，Var[G]=G=AW“ (2—19)

从而可以得到平衡态的每一部分的均值和方差表达式：
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E[s1]=Var[S1]
^(-2‘3-r23‘2)

‘l屹2‘3—5：2：33一F23r'32rll

E[s2】-阮r【是】=———兰型过—一 (2_20)
‘：2：33一‘2匕I吩3一r23r3：t1

E嗡]-№“墨]
7i17227”一r12r2：33一r23r325l

根据式(2—20)，假设转移强度为常数时，我们可以得出各个状态之间的患

者期望人数是稳定的。在此基础上，就可以使用往年的医疗卫生数据去构造医

疗保险产品。

本文通过建立简单的移民—疾病一死亡模型来测算各个状态的患者期望人

数，在接下来的一节中，将通过建立一般的移民—疾病一死亡模型来测算各个

状态的患者期望人数。

2．2一般的有关患者人数的模型

图2—2 一般的移民一疾病一死亡模型

在这一部分，通过建立一般的移民一疾病一死亡过程来讨论有关患者人数

的问题，蒋庆琅[201己经应用一般移民一疾病一死亡过程来讨论有关患者人数的

问题，以下是有关基本假设和相应结论：

记S．是健康状态，S2，⋯，S。是疾病状态，D为死亡状态。用一个常数向量
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表示初始时刻0处于各状态的人口数，并用一个随机向量

x
k?

Xn

●●●

X
cl

(2—2i)

(2—22)

来表示时刻f处于各状态的人口数，例如，Ⅳ。是时刻坡E于SL的人口数。x

的值用各个常数向量

，=

表示，其中L是非负整数，我们感兴趣的是条件概率

(2—23)

Cgo，f)=PAx，=Jl Xo=0 (2—24)

在本节所考虑模型中的概率(即式2—24)不仅依赖于初始人口数i和健康

——死亡转移，而且还依赖于在区间(0，r)内发生的移民数。

对每个f．0≤f<，，假定在时间区间(r，r+△)内处于状态s。的人口数的增长

服从以下的瞬时概率：

疋(f)△+o(△)=P{处于状态8。的人数由于移民在(f，r+△)内增加1)

厶(f)△+o(△)=P{一个个体将在(r，f+△)内从&移至s。，∥≠口} (2～2j)

，e(f)△+o(△)=P{处于状态s。的人数由于移民在(Lf 4'-△)内减少1}

设

V：。(r)=-【∑％(r)+∥：(r)]
口}d

同时当没有外部人口迁入的时候，我们记：

v．p(r)A+o(zX)=P{一个个体将在(f，r+△)内从S。移至Sp，卢≠口)

心(r)△+。(△)=P{处于状态S。的人数由于移民在(r，r+△)内减少1)

(2—26)

(2—27)
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在这里引入一个列向量

皖=

点。

岛。

其中吒的元素黜neckerdelta,‰=亿：嚣。

(2—28)

由上，我们可以得到5(o，f)=PAx,=，l凰=f)满足下面的微分方程组

鲁。(吣)=一。(oIr)萎s[五(，)一吒舆)]+骞只，屯(叭)丸(f)

j

+∑#，屯(o，f)正(f)
Ⅱ=I

当t=O时，初始条件为：

#．，(O，0)=1，P，，(O，O)=0 (／≠f) (2—30)

该差分方程的解法详见文献[20】。我们主要关心的是概率生成函数，由文献120】，

可得到下面的定理：

定理2．2．1向量J(f)的概率生成函数为

GⅫ)(“；f)=17【％。(o，，)+％l(o，t)u。+
d=l

5

+乃；(o，r)刈‘×exp{一∑(1一％炜(f)}
a2l

其中‰(o，f)为转移概率，够(f)是Poisson参数。

由式(2—31)得到：

期望

方差

(2—31)

E[XAt)]：FIijr卵(O，f)+吼(f) (2—32)
Ⅱ=1

O吃D∞
妇一矗只

，∑孙。∑d
+
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和协方差

v[x口(f)]-n‘Ⅱ胡(o，f)【1_％(o，r)]+％(，) (2～33)
口2I

CovEYp(t)，X，(，)]-一兀ijr p(O，f)％(o，r) (2—34)

∥≠y；p，y=1，⋯，S

我们主要关心的是每个状态的期望人数，即式(2～32)，其中Ⅱ孟(o，t)和％(，)与

转移强度有关，如果转移强度为常量，则％(O，t)和％(，)也为常量，可以得到各

个期望状态的人口数不随时间而急剧的变化，这个结果浣明可以依据往年的疾病

数据来构造医疗保险产品。

综上所做的工作可以证明在一定条件下，针对某些疾病，取转移强度为常量

时，我们得到各个状态的期望人口数是稳定的。
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第三章 多状态模型与保险精算现金流

在本章里，将从精算的角度来考虑多状态模型与现金流的关系，给出一些的

定理与公式。

3．1状态之间的现金流与现值

在建立相关保险的多状态模型后，更感兴趣的是建立相关的现金流模型。比

如在最基本的生存模型中，精算人员所关心的是在死亡状态应付的现金。

3．1．1有关各个状态转移产生的现金流

记C(‘，’为有关从状态i Nj的现金流(i可以等于j)，同时假设C(‘，’与时间

无关。认为保险受益人获得赔偿是在被保险人伤残或死亡的当年年底。我们还有

以下注记：如果，时刻个体在状态i，l+1时刻在状态J，则记⋯co。J为在时刻l+l

从状态i转移到状态，的现金流，折现因子为v。

3．1．2精算现值(Actuarial present values)

在这里使用三重积总计(triple．product summation)方法来计算精算现值，如

果在一定时间内，现金流发生，那么三重积所对应的要素是：现金流发生时刻的

概率、现金流的总量和从现金流发生的时刻到现在H寸亥lJ(n)的折现。

在以上假设下进行精算现值的计算，不妨设现在位于状态S，已现金流发生

的时刻是n+k+l，k>O，在该时刻现金流的总量为。k+lCo。’，从时刻n+k+l到现时

(the present time)的折现是k+1v。，从时刻n+k由状态f出发于时刻n+k+1到达状

态J的概率是己，且只=。残‘o醴霉，其中Q为转移强度矩阵。

定理3．1的离散时间状态是由JamesW．Danielf71给出的，我们在此基础上推

广到了连续状态。

定理3．1：有关转移的现金流精算现值

记。C(』。’为时刻I+1的现金流(假定时刻，在状态f，时刻1+1在状态_，)。假

设于时刻n处于状态s，则在时刻n时现金流的精算现值



马力：科夫模型在医疗保险精算中的应用

删(cnl=封弓]k。cnl[一vn】 (3_1)

若看作连续时间状态，即k=Vn(t)，则有

—a，’矿(c“_J))=：砉”了1[，：][。+。+．c(‘』’][。+，h(r)】d， (，——z)

3．2状态内的现金流与现值

假设对于状态f现金流于时刻f开始发生，并假设到期给付年金是在每期期

初付的。如果在时刻，处于状态i，，C‘‘’为时刻，的现金流。假殴于时刻n处于状

态S中，现金流发生在时刻n+k，k≥o，此时在状态f的概率为Pf只=。酬州1、

此时现金流总量为。。c‘“、从时刻"+女到n的折现为々Vn。

定理3．2的离散时间状态也是由James W．Daniel[71给出的，在此基础上将其

推广到连续状态。

定理3．2：状态内的现金流精算现值

记。C㈨为时刻t+1的现金流(假定时刻，在状态i，时刻1+1在状态，)，

假定个体于时刻n处于状态S，则此时的精算现值为

APV(C('1)=∑[硎ⅢC“。’|[月h】(3--3)
K=O 一

若看作连续时间状态，即Vn=u(t)，则有

∞Ⅲ 一 一

APV(C(a)=∑『[Pnc。。)][。k(f)]出(3--4)
k=O”

以上的公式就是与多状态模型有关的现金流的描述，在以后的讨沦中使用将

这些公式，并将其扩充到其他保险精算范围。
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第四章使用马尔科夫模型建立医疗保险模型

本章使用马尔科夫模型建立了医疗保险产品。在这里我们主要关心三种比较

重要的医疗保险产品：长期护理保险(The long term care insurance)、长期健康险

(Permanent Health Insurance)和重大疾病保险(Critical Illness Insurance)。在以

下的部分，将分别对各个险种进行讨论，一般是首先使用马尔科夫模型去描述疾

病过程以及相关保险因素，然后再利用相关精算公式来计算保险费用。

4．1长期护理保险(The long term care insurance)

4．1．1长期护理保险的介绍

长期护理保险是指当被保险人非常衰弱以至于在没有其他人帮助的情况下

不能照顾自己，甚至不能利用辅助设备时，给付保险金的一种保险。当一个人的

自理能力出现困难时，往往需要医院或其他护理机构提供护理服务，而该项费用

对一般家庭来说是相当高的，经常使许多家庭用尽一生的积蓄。当一个人年老、

抵抗力下降、易患疾病的时候往往已经失去了收入的来源，如何使这个人及其配

偶能够安度晚年呢?长期护理保险的就是提供这方面的保障，从保险的角度解决

上诉问题，因此它对中老年人有着极其重要的意义。特别是当今中国正在进入老

龄化社会，同时由于经济、医疗的极大的发展，人们的寿命都在提高，因此建立

专门的长期健康保险是很重要的。在接下来的内容里，将介绍如何使用马尔科夫

多状态模型去建立相关的长期护理保险数学模型。

2004年Florian Helms[81详细讨论了长期护理保险的多状态模型以及相关的

保险精算值，下面的模型主要引自FlorianHelms[8J的论文，这里主要以这个模型

来说明马尔科夫模型是如何应用到医疗保险领域的。

4．1．2长期护理保险的数学建模

在这里将围绕长期护理保险建立相关的马尔科夫多状态模型。从实际出发，

假设有四个状态：存活(0)、家庭护理(1)、医院护理(2)和死亡(3)，四者

的相关关系如图4一l所示，同时特别说明假设四个状态间不可逆转，且存活状

态可以直接到医院护理状态，死亡状态(3)是吸收状态。
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网4一l 长期护理保险模型

4．1．3有关模型的建立和推导

假定图4一l所示的个体生命史是符合齐次的马尔科夫链s(t)，状态空间为

S=0、1、2、3，， ／_tj为转移强度，既为转移概率，其中f，／=0，1，2，3。

定义4 1 1(转移概率)设S(t)为时f司齐次的马尔科夫过程，0≤t≤／a且

i，j∈St

岛(，，“)：=p(s(“)=，Is(o=j) (4-1)

我们可有转移强度的表达

驴⋯lira坐掣 f4—21

进一步可得一年期的转移概率为：

P。(r，“)：=P。(f，H1) (4—3)

同时由Champman·Kolmogorov方程，可得：

P。(f，“)=∑p☆(r，t+1)p目(t+l，“) (4—4)

并使用差分方程可得
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， r 、

风。(z，r)=expl一Ⅱ硒，(“)+脶：(“)+胁，(“)]幽I
＼ ： ／

p，。(z，r)=ex-[一豇“：(“)+“，(“)]幽]肌(叫)=exp|-Ⅱ“：(“)+“，(“)]幽l

p：：(z，，)=exp(一只t肫，(“)]如]＼ ： ／

见，(z，f)=1一P22(z，f)

几(z，，)=Pt．。(z，“池：(“)如(州)出
口．、fz．f1=1一n．fz．f1一口．，fz．f1

POl(列)=』Poo(训k．(“)肌(“，t)du

P。：(z，r)=J'[Po。z,un：(“)+‰。(z，“)H：(“)p2：(“，t)]du

P。，(z，f)=1一Po。(z，f)一Po。(z，f)一P。(z，t) (4——5)

从保险精算的角度，设：

·如果s(t)=f，时刻t的连续保费的费率为P，(t)；

·如果s(t)可，时刻t的连续年金的费率为b。(t)；

·在时刻t，整付(alump sum)C，(f)是与从状态i转移到状态，有关的；

· V=exp{一占l，万为利息力。

考虑时刻t，s(u1=j，我们令

r。u,u+咖)=yu-t，{。(。)：，}0(“)如 (4—6)

则得到的保费的随机现值为：

Hi

垆(％“：)=J V⋯l{s(．)=jlPJ(“)幽，r≤Ⅳ．≤“：(4--7)
q

在时刻u，s(u1=J，我们令

p(“，“+幽)=V⋯如(：州0(“)幽(4--8)

得到年金受益的随机现值为：
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“2

r6’b／I,U2)=』V”‰恻屯(“)妣r≤Ⅵ≤“：
～I

考虑整付e。(“)在时刻u后付，且在时刻u从状态J到状态k时发生t我们有该

整付的现值为：

r-。(“)2 V”。，{斗+小(中t}％(“)(4--10)

精算值是现值的期望。假定被保的风险在时刻f处于状态i，精算值则由随

机现值的条件期望给出如下：

趸缴费用：E[r(")1s(f)=f] (4—11)

年金：￡[r(“，“+出)ls(，)=f] (4一12)

则由(4—11)，(4—12得到：

在时刻u，状态，下，连续保费精算值为：

研10“，"+幽)Is(r)=f]=vu-t P，(“)出 (4—13)

进一步，当“；≤“：时，有：

￡[yPst(／dl，td2)l sp)=f]=jV“～Jf，，(“du(4--14)

在区间[t，n】，我们有聚合的保费函数PrP，(，，")

Pre／t，n)=』V⋯∑艮(f，“)p小)咖(4--15)

在时刻u，状态s(“)=，，设连续年金的费率为b，(，)，则该连续年金受益的

精算值为：

当“．墨地时，定义

Er，(刚+du)lS(t)=‘J 2 V”‘n(“)q(“)幽(4--16)

EP，(％“。)l s(r)=f]=j V⋯Pv(“)屯(“)幽(4--17)
“I

针对整付巳(“)在时刻u时应付的精算值，如果在时刻u，从状态／到状态k

则有：
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当“l≤“2时，有

研r％(“)Is(f)=f]=V”‘毋(u)pjk(“)％(“)幽 (4—18)

，， “'

E【驴(“)I s(O=f】=J u-tP,j(u)／“jt(“)Cjk(“)幽(4I一19)

由以上的讨论，可以得出总的收益(the cumulative benefit)i函数E(r，H)：

E(，，n)=JV⋯∑岛(“)q(“)幽
t 々ES

+』V”‘∑∑P，(“)勘(“)％(“)幽
r ^Ej￡≠，

4．2长期健康险(Permanent Health Insurancel

(4—20)

在国内，长期健康险一般指保险期限为一年以上(不含一年)的健康险业务，

该保险的显著特点是时间跨度比较长，有20年期的还有50年期的等不同时间的

跨度。由于保险时期过长也给对有关风险的评估带来了挑战，同时长期健康险中

还设有延迟期限，该时期往往比伤残的时期长，其目的是观察被保险人的健康状

况，以有利于核保理赔，可见只有对长期健康险的被保险人进行详细的研究才能

更好规避风险，进一步为被保险人服务。本节使用马尔科夫模型来对该问题建立

随机过程模型，研究长期健康险的相关问题。Isabel Maria Ferraz Cordeiro【11详细

讨论了长期健康保险的多状态模型，本文在其模型的基础上进行推导得到了有关

保险精算公式。

4．2．1模型的假设与简介

根据长期健康保险的特点，即在很长的一个时期内个体将受到多种疾病的侵

害，我们给出各个状态之间的关系如图4—2所示，其中各类疾病之间无直接的

联系。

1)假设长期健康保险的模型有n+2个状态：健康状态(记为H)，死亡状态

(记为D)为吸收状态，一类疾病状态(记为S．)，二类疾病状态(记为量)，⋯，

13类疾病状态(记为邑)，同时记So=H，鼠+．=D；

2)设X为被保险人达到某种状态的年龄，z为该被保险人在疾病状态停留的
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时间：设仃(i)(x)是被保险人在年龄x从健康状态转移到i类疾病状态的转移强

度；p(i)，，是从疾病状态转移到健康状态的转移强度：V(i)。。是从疾病状态转移

到健康状态的转移强度；以为从健康状态转移到死亡状态的转移强度

盯(f)(x)，p(仉，v(O。不仅与X、Z有关，还与它们所联系的状态有关。

图4—2 长期健康保险模型
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4．2．2多状态模型描述

这里认为所研究的情况可用一个连续时间的多状态随机过程模型来描述，记

该多状态的随机过程模型为：

{Y(x)，z(x)}，x>o (4—21)

Y(x)表示被保险人在年龄x时所处的状态，Y(x)∈{H，S．，⋯．，S。，D)，

z(x)表示被保险人在年龄X于状态Y(x)所逗留的时间，

z(x)E[o，oo)，z(x)=max{t：t≤xandY(x-h)=Y(x)V：O-<h≤t}。

同时{Y(x)，z(x)}，x>o具有马尔科夫性质，年龄x后的过程只与年龄x时

的Y(x)、Z(x)有关，而与年龄X以前的Y(x)，z(x)无关，这也是符合实际情况的，

一位被保险人的下一个状况只与现在所处的状况有关，而不受以前各个状态的影

响。

同时在这个模型里给出一些假设和相应的记号：

1)。呓=P【Y(x+t)=klY(x)=j，z(x)=z】，J，k=H，S S2，⋯S。，D；t，x，z->0

(4—22)

假设Y(x)=H，年龄X以后的过程并不依赖z(x)，因此可以认为

。掣，。噔‘(i=1⋯2．’n)，。鬯是独立于z的，记这些符号为

。掣“，。掣31(i=1⋯2柚)，。妒；同时还假设

。呓=0,k=H，uI，S S2，⋯⋯S。P璺=1 (4—23)

2)。或⋯=p{Y(x+t)=H，z(x+t)≥tlY(x)=Hl (4—24)

式(4—24)表示：若被保险人在年龄x是处于健康状态，其在年龄为x+t还

处于健康状态的概率。这里要指出的是这个概率是不同于。肆“。

3)。E2=p{Y(x+t)=s。，Z(x+t)=x+tIY(x)=Si z(x)=z) (4—25)

式(4—25)表示：若现在年龄为X的某被保险人处于i类疾病状态且逗留

期间为z，在年龄为x+t时仍在该状态的概率。若z=0，记其概率为。呼。

4)。掣5I=p{Y(x+t)=s．，z(x+t)≤∞I Y(x)=H}，i=l，2，．．．，n (4—_26)
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式(4—26)表示：一个年龄为x，处于健康状态(H)的被保险人，在冥年

龄为x+t处于i类疾病状态，且逗留期不小于CO(甜>0)的概率。当珊≥t时，

。掣8一，掣51；。+。。掣5。一。掣5。，0<do≤t一曲的含义是一个被保险人现在年龄是

x、处于健康状态(H)，他在年龄x+t处于i类疾病状态，且逗留时间为

[∞，CO+d(o]的概率。

假设以上的概率函数都是x，z，t，曲的连续函数。

在此模型中，n+2个状态的转移强度定义如下：

蛾=⋯+竿以=职竿删。=牌辛pS,Hlim 卜：。、蛾=⋯+午舻职午删”5牌辛 ⋯，、
V(仇．：2⋯lim+孚，扛l⋯2 t，肝

假设式(4—27)定义的极限都存在且它们是X或(x，z)的连续函数。同时

假设这些取值于x或者(x，z)的转移强度是有界的。

由以上的假设和定义，我们在区间ft,t+dt)上有：

pl在(f，f+出)两个或多于两个状态l=D(叫，

p[r(x十f+出)=Sl Y(x+r)=Ⅳ】=盯(f)，+，dt+D(加)，

p[Y(x+t+dO=Dl y(x+f)=H】=，‘。dt+D(加)，

p[’，(石+f+斫)=HIy(x+r)=S，z(x+r)=z1=P(f)，¨：础+。(以)，(4—28)

p[r(x+t+西)=DIy(x+r)=S，z(x+f)=：】=V(j)。¨=dt+D(出)，

江1，2一n，且lira业：o
在这个模型里，还可以定义当被保险人在年龄X时处于健康状态(H)．未来

在年龄x+t处于疾病状态(不是特指哪类疾病)的概率，即：

PlY(x+f)=SI或'，(x十f)=S2或⋯或y(x+r)=矗l，，(x)=H]=∑，《战(4--29)

。 ∑，∥ 。

考虑蕃盯(仇。牌午’可认为蕃仃(魄是全局的疾病强度而不是针对
某种特指的疾病状态。

同时假定不同类别的疾病状态的疾病强度是不同的。
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概率。P)●、。砖：‘、。r、。。对5‘和。只P(i．1，2，¨⋯n)是该模型的基本概率，这

是研究长期健康保险的基础。

4．2．3基本概率的公式表达

Kolmogorov向前方程

鲁，妒一，妒(喜蛾+，+‰]
昙，巧一，牙(蛾。。州吼。。)，f=1，2一一

鲁，垆一，矿(喜叩k，+‰]+喜B酽叩k。。嚆州k。和]
生P峨：0P，o嫡。⋯曝。0|∞(t
a甜“‘。 0 珊≥r

鲁，酽=，∥‰+喜(7。甲邓k。。辐峨。。咖]
(4--30)

对以上方程进行积分求解可得：

，妒一，t一』(喜哦一‰p
，晒=exp{一』(p(吼。。+V(‰，，ds)

t

o

(4—31)、 一一，

。jP；；=＼。Puu cy(i)。。晒ds
m“【o，t—ml

PHD I，酽‰+窆他∥叩k，‘j，囊州k。砂1』，酽‰+∑l L∥盯(‰『，聪y(仇。。幽1
0 ，。1＼0 0 ／

针对。中不像其他四个容易求解的问题，在实际应用中可采用数值计算来解决

其中d为该段时间内延缓期。

4．2．4理赔平均时间

假设被保险人所持的保单到65岁或者死亡时失效。记K为第i类疾病理赔

发生，被保险人于年龄Y患该类疾病，则相应的该类疾病持续时间为



兰堑壁查堡型!：垦堕堡堕塑墨!塑壁旦—————————————一

￡(巧)= ＆!篁盟兰!竺
5。’yt巧p(吼。，dt

—d (4～32)

可以应用上面的公式，在获得平均医疗费用的前提下，估计患病所用的费用。

4．2．5现值和准备金

考虑时刻t，s(u)=i(S。=H，S¨=D见模型假设)，由

I‘(“，“+幽)=V”‘，{，恤悼：#@)幽 (4～33)

可得保费的随机现值为：

Ⅱ2

垆Ul,。／2)=f V⋯乍㈨：，)只(“)幽
Ⅱl

Ⅳ2

=fv”‘
“I

‰。}(，矿)+，⋯水妒)+乍(巾，}(；r《1)

+∑～(剥(，巧)+∑％(恻(。垆)+乍(剥(r垆)
f≤“．≤“，

时刻u，s(u1=it由

妒u,u+幽)=vu-z％(州6，(u)du (4～35)

可得年金受益的随机现值为：

192

p(“．鸬)=j V“，Ⅲ州6，(“)妣fs“1≤“：(4--36)
“I

考虑整付G(“)，在时刻u后付，且在时刻u从状态i到状态≈发生，则该

整付的现值为

≯(“)=V“。0(呻荆：t一(“)(4--37)

在时刻u，状态，下，连续保费精算值为：

研rq“，“+幽)Is(r)=f]=V“。e(u)du (4～38)

进一步，当 “。≤“：时，有

EfyPet(％“：)1 s(f)=f]=pp巾t)也(4--39)。

nl

,KK r'日q[t，n】，有聚合的保费函数P。q(f，月)
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在时刻u，状态s(”)=，，以费率I(f)的连续年金收益的精算值为

E"(州+酬s(r)=小VH

当“l≤“2时，定义

EI y“。(‰“：)ls(f) f]=卜
“l

‰。}(，∥)+‰小酽)

幽(4—40)

+莩，{跏p}(，盟)+莩‘跏p}(r曙)l出
+XtI阱，“垆)+‰水垆)

乍(例(，垆)+‰水P)
+∑％(恻(一sc：s1)+∑‰“廖)

+∑‰小，，垆)+～(州(。P)

0(“)幽

(4．—_42)

针对整付q(“)在时刻u时应付的精算值，如果是在时刻u，从状态，到状态t，

则有：

E[g％(“)Is(r)=f】_v”‘

当“I≤“2时，定义

‰“矿)+‰“垆)
+Zf⋯水彤)+∑乍(州(，聪)I鲰(“)q(“)出

+∑‰)小。垆)+‰水酽)

勺卜∥鼍水

“

卟

”

¨知咿∑，眵卿小^乍”∑，
乍卜翟脾

永

㈨‰∑。
。吖，
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ElY,％(“)ls(f)=f]-

V㈣

‰小∥)+乍(州(，妒)
+∑乍”}(。掣)+∑。⋯“露)

+∑7⋯：．～p)+‰“垆)
纵(“)％(“)幽

从以上的讨论，我们可以得出总的收益(the cumulative benefit)i罩l数最(，，H)

巨(们)=JV”‘ +∑，⋯小掣)+∑，⋯水嚣)I屯(“)如

+∑‰小，，∥)+7⋯水酽)

7㈨水掣)+。m“，乓⋯)

十Z／㈨“聪)+∑～(小，j(，晤)

十∑‰“。妒)+乍(州(，驴)

4．3重大疾病保险(Critical Illness Insurance)

纵(“)％(“)珈

随着人们保险意识的不断提高，重大疾病险也逐渐被越来越多的人了解和接

受。为自己和家人购买一份大病保险，已成了多数人家庭理财规划中的首选。重

大疾病保险的保险事件是指合同所约定的重大疾病，这类疾病一般是对人体损伤

比较严重、费用较高的疾病，可能有多种。同时，为了控制风险，保险公司一般

对所保障的重大疾病进行明确、清晰的定义，因此各保险公司对重大疾病的定义

可能有一定的差别。而一般寿险的保险事件仅仅是身故，比较单一，所以重大疾

病保险相对复杂。

重大疾病保险是针对一些重大疾病而开发的，它的特点就是到一定阶段后是

不可逆转的，故此我们给出以下多状态模型。假设有四个状态：健康、轻病、重

病和死亡四个状态，它们之间的关系如图4—3所示，其特点就是健康状态与轻
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病状态之间可以互相转换，健康状态亦可直接到重病状态，这种假设是比较符合

实际的；同时假设轻病状态与重病状态之间的转移只有从轻病状态到重病状态，

但不可逆转。一般更有死亡状态是吸收状态。

本小节是本文主要创新点之一，提出了重大疾病保险模型，并给出了相应精

算值。

4．3．1 使用马尔科夫模型建立疾病保险模型

把投保人群划分为四个状态：健康状态，轻病状态，重病状态和死亡状态。

四个状态的关系如图4—3所示，并且一旦进入重病状态将不可转归，死亡状态

是吸收状态。并设盹为状态之间的转移强度(f，，=l⋯2 3，4，i≠，)。

图4—3重大疾病保险模型

令S(t)为t时刻个体所处的状态，同时设S={S(f)，f≥0)是齐时马尔科夫过

程(time·homogeneous Markov process)，S(0)=1，其转移概率表示为：

pM(s)=pⅢ(f，f+s；F)=p[S(t+S)=f|S(t)=hi，f≥0 (4——46)

同时设Q为转移强度矩阵，则有Kolmogorov后向方程

P’(s)=QP(5) (4—47)
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其蝴扯(砒。，掣=(掣k。。
图4--3所示的各个状态之1'6J的转移强度矩阵为

Q

“3

段3

一鸬4

O

∥14

,u24

鸬4

O

掣：一(盹讯+H。)肌(s)+／u12P2t(s)
口J

掣=一(／-62+,u13+∥t4)B：(s)+／42P22(s)
掣=一(胪盹讹)小)+／。,2P23(s)+“3见，(s)
1dv,,r(sl=一(／*2+,al 3+,at4 v,4(一)+“：B。(s)十“，见。(s)

墼盟：心．肌(，)一(如+腿，Ⅵ。)P2t(。)Ⅲ

生掣：胁旧：(，)一(／-t2t+／。23+／124)岛!(。)
d■

掣--／d2ipl 3(，)叱”鸬，+心。)如(5)+∥23P33(，)
dN

掣确小)叱Mm。洲s)鹕啪)
Tdv．O)=一鸬。见，(s)(4--49)
墼盟：一鸬。如(。)

tds

Q=ADA～，其中D=d&tg(dI，d2，⋯，以)，A的第i列是伴随矩阵d．的右特征向量

P(s)=ddiag(edis，Pd一,s，⋯，g‘和)爿

只心)=∑d以e“

f4～501

r4～51、

其中a。，是A的元素，C。是c=A。1的元素。因为不易得到Q的特征值，故还利用

相关符号来表示，在数值解时，可以得到相关特征值。

心+

如如o

o

rb，““一

+

付地。。

弋
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4．3．2精算计算

在t时刻，状态h下，设占为年利息力，只(f)为每年的被保险人的保费的

连续费率，6』(r)为连续年金的费率，c口(t)为从状态i到状态J所花费的医疗费

率，f-1，2，3：户1，2，3，4。

由时间齐次马尔科夫过程的性质和重大疾病保险的多状态模型，该保险保费

的精算现值为：

连续年金的精算现值为

(4—52)

3∞

妒=∑p4珊(s)岛(J)凼(4--53)
f=l 0

则可直接给出总的受益函数的精算现值

眵=喜≯。5％cs，只cs№+喜≯4黝cs，包cs，出+窑蔷4。≈5‰cs，心q凼

这里只须计算从状态1到3的和，因为气=0，i=1．2．3，4。

以上公式就是在疾病发展的多状态模型基础计算得出的，在实际中可根据具

体情况来计算相应的保费。

4．4总结与讨论

综上，使用马尔科夫多状态模型的方法研究了三个有关医疗保险的问题，并

给出了相应的模型以及有关的保费问题。这里主要运用多状态模型详细的描述了

疾病保险过程，然后使用数学、统计和精算等：亡具来计算保费和相关精算受益。

但现实生活中的情况是很复杂的，多状态模型并没有概括所有的发病原由，对于

其他情形有待进一步研究，对于疾病状态的划分，应和医学专家一起合作，并应

用相关统计知识进行分类，确定转移强度和转移概率。

凼
F铲¨0以

曲
P

。∑卢州，∑H
}凼)O所)@啊

屯

∞p。，∑Ⅲ
=垆
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第五章比例动态保费模型

首先要说明是为什么要建立一个动态的保费模型。因为我们的被保人群是很

复杂的，既有健康人，又有患者，同时患者中有重病患者，又有比较轻微的患者，

疾病状态又分轻重缓急．又有不同的发展阶段。为了更好地去收取保费，又体现

公平，同时控制风险，我们给出一个动态的保费模型使得患者和保险机构都获得

较大的利益。

一般的方法是根据实际情况和数据并结合相关知识将疾病过程分解为各个

状态得出各个状态的分布，即子分布(见图5—1)，然后再拟合混合的分布(见

图5—2)。由图5—1可以看出子分布有交叉的地方，也就是说不同风险有叠加

的地方，即不同的疾病风险相互叠加。那么对处于不同疾病风险状态的人员怎么

收取保费昵?本文提出一个比例动态保费模型，就是给各个风险分布一个比例，

然后再计算保费。下面给出相应的数学叙述和证明。

比例动态模型保费模型是该文的创新点之一。

5．1 比例动态保费模型

这里主要使用保费均衡原则和纯保费模型来计算动态保费。下面以疾病保险

的过程为例进行说明。首先介绍一下纯保费的公式，记纯保费为f，则

，，=I可(x)dx，其中f(x)为相应的损失分布。

5．1．1一般比例动态保费

为简单起见，首先从两个不同的损失分布来考虑此问题。

一般动态保费模型是按照一定的比例去收取保费的，假设有某种疾病分为疾

病状态(1)和疾病状态(2)，且分别对应刁i同的疾病损失模型／『(工)和工(工)，有

一般动态保费模型

，，(爿)=卜Li(f)^(x)dx+卜￡二(，)^(x))出 (5一1)
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州f)_揣，小揣
其中的A(x)，L(x)，式(5—2)具体表示见图5一l。

』
，

．心

S
。．。

／
-

≯ <

卜

}_

”

，

图5--1两个不同分布的示意图

下面证明这个按比例收取的纯保费动态模型与由(1)和(2)的混合分布建

立的保费模型是等价的。

令f(x)是这个混合分布，则有

／(砷2厶(fⅥ(习+厶。埂(对，厶(f)=i石ilj丽(t)，岛∞=ii等品(5—3)
混合分布的保费模型：

，，(B)=f xf(x)dx (5—4)

下证，，(4)=L(8)。

证明：

' 哗

，，(础=l xf(x)dx=I x(￡。(f)^(x)+L：(t)fz(x))☆

f xLj(r)／i(x)dx+』x三，(f)一(x)dx=，，(4)
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证毕。

由此可以看出建立的这个动态保费模型是可行的。若将其推广到多个分布的

情形，可得出一个较为复杂的动态保费模型：

，，=卜Lt(f)／；(x)出+卜L2(f)^(x))出+⋯+．fx上。(f)六(x))出

其中，三，(f)：÷盟。同理可以证明，它与相应的基于混合分布的保费模型是
∑㈨
』=I

等价的。

瓣 鬻

i蠹豢麓蘩囊蒸；纛鬣嚣鬻薯黧
图5—2混合分布示意图

5．1．2权重比例动态保费模型

以上给出的一般比例动态保费模型，对于各个分布并没有给予 定的权重

即默认权重为1，下面将给予各个损失分布权重，使比例动态模型更贴近实际。

先给出简单的权重动态模型，仍记I(t)为动态保费，分别赋予分布／i(z)、

^藏曩鬻蹦鬟辩蘩案零警譬p“薅簿磐蘩
鬻霪瓣囊
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L(x)权重P、q，且p+q=1。

记

则动态保费为

厂(x)=q(t)pf,(x)+厶(r)畈(x)，

盼揣删=蒜靠
‘(4)=』xIl(t)pf(z)dx+fx岛(f)瓠(x))出(5--7)

对应于混合分布，(x)的动态保费，，(B)=』x／(x)dx，下证

‘(一)=，f(B)。

证明

，，(占)=』Jf(x)dx=J z(￡。(f)p^(x)+￡：(t)qf2(x))dz=

f rL．(，)p^(』)dx+J zL。(f)弧(x)dx亍』，(A)

证毕。

由此，可以看出在给各个子分布加上权重之后，混合分布的保费和各个子分

布对应保费之和仍然相等。

若将其推广到多个分布的情形，可得出一个较为复杂的动态保费模型，即：

‘=fxL，o)p．z(x)出+J．xLz(t)p：五(x))出+⋯+』xL。o)p。t(x))出

(5—8)

其中，且+p：+⋯+以：1，‘(f)：毒坐L。同理可以证明，它与相应的基于混
∑㈨
t=l

合分布的保费模型是等价的。

5．2破产概率和准备金

这里将讨论比例动态保费模型的破产概率及其准备金的问题。杜勇宏等人【29
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已经讨论了具有两类索赔的风险过程的破产概率，本文将其结论引用如下

5．2．1复合二元风险模型

1)复合二元风险模型

假设保险人承保多种风险，从而有多个类别的索赔。为简明起见，只考虑两

种风险的情况。与古典情形类似定义盈余过程为u(f)=“+甜-艺i置一芝r，式
～】() Ⅳ，(，)

中“为初始准备金，c>0为单位时间的保费收入，N．(r)和Ⅳ2(，)是两类索赔的计

数过程，五，(，^‘p)，Ⅳ2(，)相互独立，王的共同分布为，0)，F的共同分布为

G(x)，ⅣI(nNz(t)均为ErIang(2)过程，它们的跳跃时间问隔分别为E和置，均

服从Erlang(2)分glT，为了能够得出关于破产概率的一些明确结论，把Erlang(2)

分布表示为两个独立的指数分布的和，即假设E=瓦+毛、茸=『f，+t。，其中7：。，

五：，正-，疋一⋯为具有均值l／A的服从指数分布的独立随机变量列，r¨'一，，

1-2．，r：：⋯．．为具有均值li4的服从指数分布的独立随机变量列。

根据均值原理，保费收入应大于期望索赔，因此有c>(AH+4／-6)／2，式中

“、版为F(x)和G@)的均值。

2)几种破产概率及其微分方程组

令m(“)表示生存概率，即巾(“)=p(Ur≥O，f≥o)。此时，甲(“)=l一巾(“)为

破产概率，为了研究巾(“)满足的方程，需引入如下辅助的生存概率及破产概率：

a：改变基本模型的茸=一，+r【：为茸=1：，记相应的生存概率为中．(Ⅳ)；

b：改变基本模型的茸=I．+五：为茸=I：，记相应的生存概率为巾：(“)；

c：改变基本模型的茸=巧．+五：为茸=一：，同时改变葺=‘。+_：为茸=_!记

相应的生存概率为中，(“)。

先考虑基本模型，令W=triin(7jl，一。)，在时刻W之前没有索赔发生，可以

利用指数分布的无记忆性。如果W=1，，则此时从W开始，模型变为改变后的

模型a；如果W=互．，则此时从W开始，模型变为改变后的模型b。简单的计算

可知，
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p(W=1t)=^1(4+^)

p(W=正．)=^／(A+^)

(5—9)

(5—10)

p(1W>xIW=f11)=p(JW>xIW=耳I)=e-(^+^1x (5——11)

因此，以W为求生存概率的条件，并区分∥=I．和∥=flt两种情况．可以得出

巾∽2焘f∽Ⅷe_(^Ⅷ"州m焘f(^圳e-(4+&)t(D2(⋯伽
(5一12)

利用类似的方法，从其他几种辅助模型出发，并注意到是否有索赔发生，可

以得到

巾。@)=r_(f)r”O(u+ct-x)dG(x)at+f码(f)屯以+ct)at(5--13)

中：(“)=f巧(r)啦(u+ct)dt+f乃(f)rO(u+ct-x)dF(z)at(5--14)

03(”)=f巧(f)r西：(“州一x)粥o)dr+r万：(f)r中．(u+ct-x)dF(x)at
(5一15)

定理5．1：生存概率m(“)，中。(“)，中：(“)，中，(“)，满足如下微积分方程组：

cO‘(“)=-&o．(“)一^①2(“)+(^+t)巾(“) (5——16)

c中：@)=一冯f'O(u-x)dG(x)一^中，(“)+(^+五)巾，(“)(5--17)

c中：@)=一如由，@)一^ O(u-x)dF(x)+(^+如)巾：(“)(5--18)

c①；(“)=一是f‘02(u-x)dG(x)一a f‘巾。(u-x)dF(x)+(^+也)西，@)(5--19)
该方程可以通过线性微分方程组的求解公式得到。由以上的方程，可以结合

实际问题就可以解得相关的破产概率。下面将讨论准备金的问题。

定义5．1：设聚合理赔过程S(t)为复合泊松过程，泊松参数为丑，个别理赔

额为C，其矩母函数为Mc(r)，方程：

五+rc=A^％(r) (5—20)

的非零正解记作R，称为调节系数，其中C为保险费率可记

c=(1+口)^n (5——21)
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即保费在纯保费Zpl的基础上按附加费率护收取，则一h述公式Sb

1+(1+O)p1，=Mc(r)

其中P，=E(c)。

定理5．2：由破产概率定理

纵砷。瓦高而 (5q3)

可知调节系数R是一个非常小的数，近似可得：

∥(甜)<P州“(5--24)

其中“是准备金，而y(“)是准备金在不同水平的破产概率，则可利用已知数

据做准备金与破产概率的探索研究。

由以上的定理和定义，当得到调节系数和破产概率在基础上就可以得到相应

的准备金。

在以上的内容里，主要讨论了有关动态保费在公式、破产概率和准备金等问

题，为其实际应用打下了坚实的理论基础。
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第六章癌症保险

6．1癌症保险模型和公式

本节以上海杨浦区的恶性肿瘤的调查数据为例，介绍如何使用马尔科夫链在

实际中建模求解保费的。在这里所用的方法公式引自文献‘23I。为计算方便，将整

个疾病的状态空间划分如下：健康(H)、癌症(C)和死亡(D)三个状态。第

t年x岁末时未来n年的疾病过程见图6一l。⋯

图6—1 癌症保险模型

在癌症的疾病过程中健康状态在下一年有健康、患病及死亡三种可能状态

(出于计算的方便，与第五章中的重大疾病保险模型相比，我们省略一个疾病状
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[(1-mJ)(1-／)(1掣-m
f

mme0 1 m卅 c6--100 1

，一： 所：l ( )

l(1一m。⋯．)(f+n一1)(I—Ix—I)(1一m⋯一1)O十n—1)t一．埘⋯．(f+"一1)
。以(f)=Hp。(f)+l 0 1一mlHO+n一1) m：⋯l(f+n—1)l

}0 0 I

每位被保险人的癌症保险费用可以依据精算中保费均衡原则计算如下：

∑峙p+／一1)+。只‰!，+埘墨+y-1+圹5 B卜wXt+j—1)+。B‰：，+MTE，+j_I*“
腭=旦———F———————一+盟———弋————————～

l+Bl-哏(t+j一1))4《 l+Bl一他o+j—1))+呓
，q 1=1

(6一j)

其中，

pre，表示以保费均衡原则下所计算X岁的人在癌症门渗部分的平衡年交保

费：

。Px(f)㈠，)表示t年x岁末时未来n年转移概率矩阵中位于i行，列的元素；

毗Ⅷ=地器表示第吖年x岁健康人口占总人口的比例；
崛。表示x+j岁每人年平均癌症门诊医疗金额；
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vl：萼阜，‘为通货膨胀率，。为医疗物资水平增长率
l+r

Vz=笔亭，‘为工资水平增长率。

6．2计算一年期癌症保险保费

下面给出一年期的癌症保险保费，该保费的计算是混合型的，没有分男女性

别来计算。首先说明数据来源，数据来自《人口疾病保险》t261@上海杨浦区

恶性肿瘤调查分析的数据，具体数据见附录C，这里使用的寿命表是中国人寿保

险业经验生命表(1990．1993)(混合表)。根据均衡保费原则给出纯保费。

参数的假设：不妨假设‘=2％，。=3％，‘=4％，则V。=挈争=1．0098

v，：生：I．0196。
。1+‘

以40岁为例，取n-1t x=40，j=1，vl=1．0098，v2=1．0196，w40(f)=0．998471

w40(f一1)20．999194， MTE40。22901．99， MTE4 0II 229743．435

l风o(f)(【∞。o．00155255565，lP40(f)(2．2)20．6083，m40(f)=o．3197，代入(6—3)可

以得出40岁时所应交的一年期保费为55．33652元，在癌症发生时即可获得

22901．99元的医疗补助。

以60岁为例，同理可计算出一年期的癌症保险有关费用，投保人交纳

222．9514元的保费，在疾病发生时即可～次获得25607．46元的医疗补助。分年

龄阶段来计算年趸缴保费和保险理赔额(见表6一1)(为简单起见把金额四舍五

入到个位数)。

以天安保险公司面向大众的抗癌安康保险为例，该险种每份年保费为90元，

保额1万元，如被保险人购买保险l 80天后不幸患上癌症，且经确诊为初次患癌

症，便可按保险条款约定获得保险公司的赔偿。此外，天安保险还专门为女性度

身打造了抗癌的女性安康保险。女性安康险也是一年期短期健康险，但与抗癌安

康险相比，此险种保费更低，女性只需缴纳25块钱的年保费，如在购买保险后
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180天不幸初次患上癌症，就可按保险条款约定获得保险公司赔偿。我们可以看

到，我们的结果在被保险人在分年龄阶段所要交纳保费和实际还是很接近的。

表6—1一年期的癌症保险的保费表格(元)

图6一l癌症保险保费折线示意图(横坐标表示年龄，纵坐标为金额)
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图6—2癌症保险理赔额折线示意图(横坐标表示年龄，纵坐标为金额)

39
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第七章结论与讨论

本文主要讨论多状态模型在医疗保险中的应用，将多状态模型引入保险精算

中，使精算人员更好的估计疾病以及被保险人的风险，同时更好的进行保险产品

的定价，我们并给出了几个相应的保险产品的具体的模型以及保费，但很遗憾由

于时间和数据的关系没能针对中国大陆市场进行细致的保费和其他费用的测算，

以后将更一步改进模型并将其引入实际应用层次。

第一章简要的介绍了马尔科夫模型在医疗保险中的应用的情况和相关背景。

在第二章中，给出了移民一疾病一死亡过程，并用该过程描述了各个状态的

期望人数，得到一个相关结论：即在转移强度为常量的情况下，各个状态的期望

人数是稳定的。这个结论给使用往年的数据建立相关的医疗保险模型提供了理论

依据。因为如果每年的患者人数波动很大的话，将无法参照往年的数据来进行数

学建模处理有关数据。在这里，主要是以数学的语占进行描述和证明。

在第三章我们讨论了多状态模型与保险精算的关系，2004年James

W．Daniell7I给出了离散时间状态的有关多状态模型的各种现金流的公式，本文将

其推广到连续时间状态。

在第四章中，讨论了如何使用多状态的马尔科夫模型去描述相关保险产品，

重点讨论了三个保险：长期健康保险、长期护理保险和重大疾病保险，给出相关

的多状态模型和有关精算值。同时应该指出的是虽然长期健康保险，重大疾病保

险，长期护理保险都应属于医疗保险，但它们之间还有细微的差别，因此以上所

给出的模型是有所不同的，并还应该结合实际与其它专家更深一层的讨论状态的

划分以及转移强度，转移概率的确定，保证保险机构的收益以及被保险人的权益

等。

第五章中我们讨论一个有关多风险情况下的动态保费模型，我们并在这里讨

论了相关的破产概率和准备金问题。在这里建立动态保费的主要目的就是收取更

公平科学的保费，保护被保险人的权益。

在第六章中，我们应用有关数据得到了一个一年期的癌症保险，给出了一个

有关年龄分段的保费，但我们的数据不足，未能进行很好的分析建立相应更好的
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保费、准备金和利润模型。

在以上的讨论中，我们有许多工作还没有做好，如：怎么更好地得到转移概

率，有待更好的研究。有研究人员已经提出一些比较好的方法如广义线性模型法、

贝叶斯方法等。还有，我们的数据搜集工作没有做好，所得数据不足。这些都要

一一加以注意，建立完备的统计数据库、方法库等等，以备研究之用。
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附录A：马尔科夫(Markov)模型

马尔科夫(Markov)过程

我们设：(z，B)为完备的可测空间，(n，，，P)为完备概率空间

￡，f∈』亡口为(Q，F，P)上取值于(Ⅳ，B)的随机过程。

定义：

瓦：=占{丢，j∈』，s≤口，

象Yt l：蒜篇‰m t一，¨l：=占{毛，“∈，，““s，f】)，
、 7

F，：=联毒}，

定义A．1若对任意A∈巴，B∈已有

p(AaI￡，)=e(AI正，)P(Bl巴) (A—_2)

则毒称为马尔科夫过程。

假设马尔科夫过程{以，n∈n的参数集T是离散时间集合，即

T={0，1，2，⋯)，相应X。可能取值的全体组成的状态空间是离散的状态集

定义A．2 设有随机过程{瓦，n∈T}，若对任意的整数n∈T和任意

‘，‘，¨．，io。∈T，条件概率满足：

P(Xn+，一“{X．o=io,．X、l却．，xn 2in)
(A-3)

=P{X。=i。+，lX。=i。)
‘ 。

则称{以，”∈T)为马尔科夫链。

考虑取非负整数的连续时间随机过程{x(O，t≥0}。

定义A．3随机过程{X(t)，t≥0)称为连续时间的马尔科夫链，如果

45
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对一切J，f≥0，及非负整数i，j，x(u)，0≤u<s，有

尸{石(‘+5’i7Ij‘5’i‘要‘“)2。(“)，o≤“<5)(A--4)
=P{x(t+5)=，lX(s)=f)

。

记P{x(f+s)=／Iz(s)=f}=￡(s，f)，它表示系统在s时刻处于状态i，经过

时问t后转移到状态，的转移概率。

定理A．1(科尔莫哥洛夫向后方程)假设∑q。=q∥则对一切f，，及f≥0，有
女≠，

e5(t)=∑q。(f慨(t)-q。(t)pij(f) (A一5)
々≠I

定理A．2(科尔莫哥洛夫向前方程)在适当的正则条件下

名(，)=∑‰P目(r)一p,j(t)q。(，) (A一6)
☆{，

二马尔科夫(Markov)模型与疾病

1简单马尔科夫模型

在不可逆的进行性三状态模型中，P(t)表示在时刻t时处在状态sp的概率，

即为临床前的患病率，co(OAt是品斗印在(，，f+△，)转移概率，l(t)At是印一+＆

在(f，r+△f)转移概率，，(f)为疾病的点发病率，q(t)是在状态Sp的驻留时间的概

率密度函数，则Q(r)=fqo)ax，令[o，T】表示随访区间，to<，。<，：⋯，。，第i

个时间间隔为(1。-I't，)，Ai=f，-l¨，i=1，2，⋯”，to=O，t。=T。假定to时进入sp状态，

记为0代，个体在第i个区问进入称为第i代，则：只(f)表示个体在第i代在时

间l，进入sp状态的概率，吼(f)表示第i代个体向前发展的概率密度函数。

‘

Pl(，)=fⅢ@)Q(f，一x)Jx (A一7)
，11
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qi(f)=

Ii

f
鱼
‘

J
lf—I

国(x)g(‘一x)ax

珊(x)Q(‘一x)出

(A一8)

当ro(t)不依赖于时间t时，即∞(f)=m常数，这个模型为静态模型，P=m，，，=m，

即为Zelen&Feinleib提出的模型。Day＆walter在不可逆转的进行性疾病模型

下，用I(t)表示年龄时临床疾病的发病率，flY)是临床前状态驻留时间的密度函数，

J(t)表示临床前状态的发病率。假定f(y)与年龄t独立，则

I(0 2 f J(s)f(t—s)ds (A一9)

如果J(s)为常数J，第n次随访时，

只=嘻￡．min(川‘一ti),tJ--“)f(y)dy(A--lO)
Brookmeyer&Day在可逆性多状态模型中，临床前状态分为两阶段，设X

表示在临床前的第一阶段所花的时间，Y表示临床前的第二阶段所花的时间，X、

Y均为随即变量，x与Y的联合密度函数f(x，y)，累积分布函数为F(x，y)。令

T=X+Y，表示临床前的驻留时间，则其分布函数为

Fr(t)=f f邝·Y，y)dyds (A_11)

简单随机模型从概率论的角度出发，假定随机变量的密度函数，一般假定它服从

指数分布，也可假定其它分布。这方法只能估计临床前期持续时间的分布规律，

并没有讨论各状态之间的转归。

2时间齐次的MARKOV模型(Time—homogeneous Markov

Models)

在生物统计、人口学和保险业中，MARKOV模型是非常有用的模型。因为

它不仅可以估计临床前期的持续时间的分布规律，而且可以分别计算各阶段的持

续时间分布，也可以根据在给定时刻处的状态预测其后的各种可能转归的统计规

律。

给定Markov过程{x(t)，t≥0)，如果对一切t>O，一切ij∈E，E={0．1，2，．}，转
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移概率p(X(s+r)=，lX(s)=i)与S无关，那么称(x(0，t≥0}为时间齐次的马尔

科夫过程。

假定多状态模型(x(t)；t>O)是马尔可夫过程，X(t)取值于有限状态空间(1，2，

⋯k)，k为吸收态，则状态概率矩阵

JD(f)=(岛(，))t女，QO)=(吼(f))t尼

P，，(s，，)=_P(Ⅳ(，)=，iX(5)=0

i=1，2，t一，k—l，／=1，2，·一，☆，S<t (A——12)

引忙恶坐坐萼遨幽，州
当％(，)=％与当时问独立，(X(t)；t>O)是时间齐次的马尔可夫过程，则转移强度矩

阵

Q(f)=Q (A—13)

警川艄o)_，(A--l 4_)

I是单位矩阵，则转移矩阵为

P(f)=exp(Q／)=∑∞5／s! (A一15)

这个数列是收敛的。如果Q有明显的特征值：d．，d，．．，d。，我们有

Q=A D A。1

D=d ia g(d l，d 2，，．．，d。)

P(f)=A d ia g(g d,t，P 4V，⋯，e“¨‘)A‘1 (A一16)

P^，(f)=∑4^f c俨“‘

其中D=diag(d,，d：，⋯，吒)，A的第i列是伴随Z的右特征向量，

其中％，是A的元素，“是C=A。的元素。

3非齐次马尔可夫过程

由于疾病在发展过程中转移强度不可能是一个恒定的常数，可能是随时间变

化的同时也受协变量的影响，Aalen，．Mau＆Steinke，Andersen．，Keiding等许多研
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究者集中于转移强度，提出了非齐次马尔可夫过程和非齐次马尔可夫链拟合了宫

颈癌隐期的二阶段模型。其中转移强度有二种形式：

COX乘法强度模型为：

qu(t)=％oeBX，f，，=1，2，⋯，k (』卜18)

加法强度模型为：

％(f)=％o卢x，i，J=1，2，⋯，k (A一19)

如果不考虑协变量，g．心)是时间t的函数：

在这种情况F，往往用来对时间齐次的与尔口】夫模型进行诊断，是否是时间

齐次。则转移概率矩阵P(t)，转移强度矩阵Q(t)有关系为

—dP-(t)：P(f)Q(f) (A—2 1)
击

⋯～ 、 。

则 尸(f)：P灿’“ (A一22)

4半马尔科夫过程模型(Semi．Markov Process Model)

在疾病进展过程中，从某一状态向下一状态转移时，在这一状态所停留的时

间是非常重要的．一般马尔可夫模型只与当前状态有关，而半马尔可夫模型，转

移概率不仅考虑当前状态而且考虑在这个状态停留的时间。

考虑一具有状态O，l，2⋯的随机过程，满足以下条件：每当它进入状态i，i≥0

时，

●下一个进入的状态是，的概率为Po，i，，≥0；

·在下一个进入的状态是／的条件下，直到发生从i到，转移为止的时间有

分布F。

若以z(f)记时刻t的状态，则{z(f)，f≥0)为半马尔科夫过程。

Lagkos，somner＆Zelen提出非参数来分析多状态半马尔可夫模型。Joseph，
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voelkel&crouley对马尔可夫过程进行非参数统计推断。转移概率矩阵

P=(P,j)k k

只≥O，i，J=1，2，⋯，k

∑P。=1，i=1，2，⋯，k
(A一23)

设在状态i到状态J所等待的时间为q，q的密度函数为‘(r)，则区间转移概

率矩阵中(，)=(％(，))。Howard给出％(，)的积分方程

％(r)=戈喜马(1一f／：J(r)dr)+妻n f‘(r)％o—r)dr(A--24)

“：1“2一，¨>0，岛={j筠

0密度函数可以根据实际资料假定它服从指数分布或伽玛分布等。

5拟合优度检验

在针对疾病的多状态模型的研究中，对其进行拟合优度检验是必要的，否则

就可能出现错误的结论，对马尔科夫模型拟合问题，在某种程度上是通过比较观

察的转移频数”扣和预期转移频数8叶=_。所(嗥)，其中k是观察次数，嗥是两

次观察时间间隔即q=tk—Ik I,H。=∑月舭，这样就可通过似然统计量或渐近

Pearson z2统计量来检验马尔科夫模型的拟合优度，如果P。(哦)≠0，则似然统

计量

A=2k艺=h窆‰l。g(?／么) (A一25)
J _“

当m固定时，n斗o。，近似z2分布，其自由度为mp(p-1)-b，b为参数个数，

渐近Pearson昔方统计量为

序艺圭％丛(A--26)
k2 5 J ‘时

后者是一种常用且容易理解的拟合优度检验方法。

把马尔科夫模型引入疾病的研究，可以更好的认识疾病发展的过程，转归的
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规律，认识影响疾病进展的因素，从而对疾病更好进行预防和控制，并对医疗保

险有一定的发展作用。我们对疾病进行建模，可以使我们更清楚在各个疾病状态

的风险所在，使我们建立更细致的保费模型，更好地控制风险因素。
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附录B：多状态模型简介

基本概念

多状态模型是描述纵向生存资料的最常见模型，多状态模型定义为一个随机

过程模型，随机过程取几个离散状态之一。医学研究中，状态有健康、疾病、疾

病综合症及死亡(dead)。状态的改变称为转移或事件，如疾病的发生、疾病综

合症的发生和死亡2(death)。状态分暂态(transient state)和(absorbing state)，暂态

指从此状态可发生状态的改变，转移到其他状态，而吸收态指从他状态转移到此

状态后，不能再发生状态的转移。可直观地图示状态结构(state structure)，明确状

态及哪些状态间的转移是可能的。一个完整的统计模型应明确状态结构及每一个

可能的转移所对应的危险函数形式。

多状态模型可由其转移强度或转移概率描述。转移强度描述状态间的瞬时转

移危险，即在t时刻前处于状态h的个体，将在很短的时间区间内转移到状箍玎的概

率：

啪)=j墨掣 (B_1)

‰=一∑‰
^4，

转移概率给出在时刻s处在状态h的个体，

性

(B一2)

将在后来的时刻￡处在状态／的可能

‰(J，，)=prob(X(t)=JIx(s)=^) (B一3)

转移概率是进行长期预测的关键。k xk Markov链转移概率矩阵用P(S，t)表

示，其中^行／列元素对应于pM(s，t)a重要的chapman—KolmogoroV等式为

p(s，，)=p(su)p(u，f)，s<“<f (B一4)

据此可根据适当的时间和状态进行分割。
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二标准状态结构

多状态模型有以下五种标准状态结构：

1两状态模型

图B—I两状态模型

最简单的多状态模型是生存资料的两状态模型见图B—l，其中有一个暂态

“O：生存”和一个吸收态“l：死亡”，即对所有时间t，％。(r)=0。只有一个可能

的转移：从状态0到状态1，相应的转移强度由危险率函数给出，即每个时间单

位从状态0到状态1的瞬时概率。

％o(f) li。旦(!三!±垒!l!兰尘
At--+O At

T的分布由概率分布函数F(f)=e(v≤f)或s(f)=1一F(r)=eC>r)确定。

s(f)=exp(一p(∥)d∥)
0

S(t)和F(t)对应于时刻t处于状态0或l的概率。Po。(0，t)即传统的生存函数

S(t)的Kaplan—Meier估计。若假定每个个体时刻0时处于状态0，则F(t)是时

间区间0到f从状态0到状态l的转移概率。

2、竞争风险模型
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图B一2霓争风险模型

该模型从状态0到状态厅的转移强度表示为％。(t)，描述了死于病因h的瞬

时危险，即％。(t)是个体在f时刻前尚存活，将在很小的时问区间[t，t+At]死于病

因h的可能性，称为死因别危险函数。其中

删=～lira丝型堕署必(B--7)
对h=1，2， ，k，我们记民(j，f)为个体在时刻s处在状态0(叩存活)，将

在后来时间t处于状态h(即死于病Nh)的概率，这些转移概率常称为累积发生

函数(cumulative incidence function，CIF)或边际死亡概率、粗死亡概率(marginal

or crude failure probability)。其中

t'o^(o，r)=p(x≤f．D=A)=卜(u-)％^(，)幽h=1⋯2．，k (B一8)

令R。(s，f)表示个体在时间s存活(即状态O)在将来某时间t仍存活的概率，则

Poo(o，归s(f)=p(x>，)=exp(一f∑％。(“)幽)h=1⋯2．，女(B--9)

即为边际生存概率。

3疾病一死亡模型或残疾模型
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a01(t)

图B一3疾病～死亡模型或残疾模型

此模型适用于研究慢性病及死亡在同质人群中的发生规律，是非常重要的多

状态模型之一。疾病一死亡模型有两种形式，一种为可逆模型(图B一3)，即个体

可在两个状态如健康和疾病间发生转移。另外一种是单方向模型，即个体只能从

健康转向疾病，此模型统计分析较容易。Or'o．(t)是在时刻t前尚健康个体，将在一

较小时间区间[t，t+△t】患病的可能性大小，而％：(t)和oro。：(t)分别表示在时刻t

前健康或患病的个体将在一较小时间区间『t，t+△t1死亡的概率。对在时刻s的健

康个体(即状态0)，我们用品。(5，r)表示其在后来时间t患病(即状态1)的概率，而

Po。(s，t)是其仍在健康状态(状态0)的概率。类似地，对时刻s患病(即状态1)的

个体，令E，(s，t))表示其在时Nt仍患病(即状态1)的概率，贝0

1

eoo(J，t)=exp(一‰2(Ⅳ)+％l(Ⅳ))砌)(s--_Io)

昂。(5，f)=仁。(刚一战。(“)只。(“，t)du

暑．(s，t)=exp(一』[x12(“)幽)
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∞：(t)除依赖于时问t外，有时还依赖于进入状态l的时间长短的过程为Markov

过程(semi-Markov process)；如dl 2(t)不依赖于时间的过程为Markov过程。

4重复事件或复发事件模型

这一模型研究兴趣在于某一给定事件的重复发生，如住院、生育、感染等(图

B一4)。生育模型是一个标准的重复事件模型。应用模型时，感兴趣的通常是时

间区间【t，t+At】上事件的期望发生数。

口01(t) 喁：(t)

图B一4 重复事件或复发事件模型

5双变量模型

该模型是一种针对双变量失效时间资料的多状态模型，例如描述孪生子的生

存情况(图B一5)。状态结构的图示很重要，状态结构不是唯一的，通过恰当地确定

状态和转移，可简化概率计算，把一些t}Markov模型转化为Markov模型。

三多状态模型分析

1，常数和分段常数转移强度

最简单的模型是转移强度为常数的情形，记作屯(r)=毗，称为[h']J贡Markov

过程。该过程是一个传统的概率模型，已经得到广泛应用。模型假定所有的转移

危险在时间上是常数，当然转移危险的真值可不同，依赖于转移发生在哪两个状



马尔科夫模型在医疗保险箱算中的应用

态之间。模型可引入固定协变量，但不能引入时协变量。分段常数强度假定

％(f)=瑚”啦<f≤垆，to=0 (B_侣)

此模型应用很广，特别在经济学、流行病学、社会学和人口学的大型研究中。

常数和分段常数Markov模型的转移概率是转移强度的显式函数，允许直接“代

入”进行最大似然估计及利用delta法估计标准误。

图B一5双变量模型

2．自由变化(非参数)转移强度

假定所有个体的转移强度相等，但允许它们随时间自由变化。

峨(f)=％， (B一14)

3．Markov回归模型

生存分析中使用最多的回归模型具有乘法结构，其中假定基准转移强度对所

有个体均相同。

(1)Andersen-Gill Cox Markov模型(AG—CoxMarkov模型)

若假定每个可能转移各自的基准危险和回归系数，则通过拟合每个转移各自

的Cox模型可估计模型参数。

％(f)=‰o(t)exp(磊zJ) (B一15)
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(2)Klein—Keiding Cox Markov模型(KK～Cox Markov模型)

假定某些基准转移强度成比例或假定某些协变量对某些转移具有相同效应，

可得到较节省的模型。该模型是AG—Cox Markov模型的特例，假定所有转移到相

同事件的危险成比例。

(3)Lin—Ying可加危险模型和Aalen可加危险模型(additire risk model)

可加模型可估计依协变量变化的转移强度，Aalen等(2001)阐明了基于非参

数可加模型，如何估计依协变量变化的转移概率。比例危险模型是非局部模型将

可能在一个较长时间段依时间变化的协变量效应平均化，而可加模型是一个局部

模型，可迅速捕捉协变量的这种变化。

(4)半Markov模型(semi—Markov model)及Markov扩展模型(Mar kov extension

model)

实际应用中会出现各种时间依赖，如转移强度依赖于其他时间起点如进入

当前状态的时问而非t=0，从而偏离Markov模型， 只要各转移强度依赖于仅

仅一个时间点，可通过汇总各转移强度的独立子模型得到多状态过程模型，如常

数、分段常数、非参数或半参数模型。另外，更⋯般的模型NNMarkov扩展模型

假定转移除依赖距起点的时间外．还依赖于当前状态的停留时削。

四 多状态模型的应用

多状态模型是一种极为方便的方法，可对几乎任何纵向资料建模，特别是涉

及到几种不同的事件而且概率与事件相联系。构造多状态模型的目的是对疾病过

程有更深入细致的了解，估计将来某一时间患者处在某状态的可能性大小。估计

转移概率后可通过合成这些概率预测患者的最终预后。患者的预后是依赖给定时

间病史的动态整体，多状态模型可帮助我们基于观察到的病史估计一系列预测概

率，这些病史包括患者进入研究时的信息(固定协变量)和中f司事件发生的时间

信启、。利用这些信息我们可以很好的进行计算保费，预测患者人数．死亡率等等。

应用多状态模型叫，应选择解决当前问题最恰当的状态结构。从概率的角

度，Markov模型较简单，特别是计算转移概率，但某些情况下，Mackov模型并不

适合，可拟合非Markov模型，同时解决短期依赖和睦期依赖问题。全模型估计完

成后，我们不仅可以针对实际资料进行预测，还可以通过改变一些参数计算假想

模型的转移概率。
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附录C：相关肿瘤数据

表C．1 1983—200i年上海杨浦区居民恶性肿瘤年龄段发病率(1／10万)



马尔科夫模型在医疗{}|{险精算中的应用



马尔科夫模型在医疗保险精算中的应用

表C．3某医院男性年龄别住院情况统计(肿瘤)

表C．4某医院女性年龄别住院情况统计(肿瘤)
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