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摘 要

本文考虑以下非线性抛物方程的初边值问题

O西u=钠U O甜Ou 2矿Ou护，x∈f'Z,t>O
u(x，0)=Ⅳo(工)，工∈n

“(‘D=0，z∈讹

的整体解的存在性．其中Q c R“为有界域．其中P．口满足条件：

若Ⅳ≤p，p<2+口<∞；若Ⅳ>p,p<2+a<ⅣN—p孑

主要利用新定义的位势井族结合Galerkin方法对整体弱解和正则解的

存在性进行研究，得到了新的弱解和正则解的存在条件．并在此基础上研究

了解的真空隔离性质，即方程的所有解均在喇4陋)空间的一个小球的内部或

一个大球的外部出现，而不会在中间的带形区域出现，形成一个无解区域称为

真空隔离区域。最后，利用位势井的方法研究了具有l临界初值条件的非线性

抛物方程，获得整体解的存在性结论。

关键词：抛物方程；位势井；整体解；存在性
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Abstract

In this paper,we study the initial boundary value problem of nonlinear

parabolic equation．

毵E--丢c盯毒““一Qp。
u(x，0)=U0(工)，工∈n

u(x，f)=0，工∈m
Q c R4 is a bounded domain．And the existence and nonexistence of global

solutions are established．

A family of potential wells that we defined combined with the Galerldn

method soloved the existence problem ofthe weak solutions and regular solutions，

and the existence terms ofthe weak solutions and regular solutions were obtained．

On the bases of these research vacuunl isolating property of the solutions of the

equations were obtained．That means that all solutions ofthe equations may be in

a small ball or out ofa large bali of w0'一(n)space．At last by using potential well

method we studied the nonlinear parabolic equation with critical initial

conditions，and obtain sortie new existence theorems ofglobal solutions．

Keywords：parabolic equation：potential well：global solution：existence：
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第l章绪论

1．1概述

作为偏微分方程的一个重要组成，非线性抛物方程(组)涉及的大量问

题来自物理、化学、力学、生物等领域的数学模型，具有强烈的实际背景．同

时，在非线性抛物方程(组)的理论研究中，也给数学家提出了许多挑战性

的Ju题．上个世纪30年代，在Sobolev空间基础上建立的泛函分析的方法，

为处理非线性偏微分方程提供了一个有力的工具，使人们可以在更广泛的函

数类窄问寻求问题的解．因此，近几十年，越来越多的数学家、物理学家和

相关专业技术人员对非线性抛物方程(组)的研究产生了浓厚的性趣，大量

的研究成果不断的发表．这些研究成果涉及了许多重要的方面，如解的唯一

性、正则性、blow—up等等．这些工作使得抛物方程的一般理论得到极大的

：F富，在文[81]IS7]中得到的结果为我们学习与研究提供了极为宝贵的理论基

础与论证方法．

1．2主要方法及问题的研究现状

1．2．1 GaIerki n方法及位势井理论

GalerMn方法是研究非线性抛物方程解的存在性的一个有力工具，它不

仪提U}， 科r耻沦址I刿的手段，在实际计算中也是一种行之有效的方

法．Galerkin方法的基本思想是先选取一个适当的基本空问以及该空『日J的一

组标准正交基fw，(z)}知，再证明所讨论的问题具有形如∑n，(t)wAx)的

解．其基本步骤是：

(1)构造近似解
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在一个适当的町分的空1'8J中选取～组标准J下交基，然后在有限个向量张

成的子窄间中构造线性组合形式的近似解，利用常微分方程组局部解存在性

定理证明局部解存在．

(2)作先验估计

一般采用乘以近似解或其关于时间变量的某阶导数然后关于空I．白J变量在

给定空间区域积分而获得先验估计，往往在非线性项可能为负数时结合势井

理论获得先验估计．

(3)取极限

利用泛函分析Banach空间内一个有界集合的弱紧性与弱·紧性原理取弱

极Ⅲ或甥；极限．

(4)晚明

晚明所得到的解满足仞边值条件．

Galerkin方法在研究方程的整体解的存在性时，对近似解的先验估计往

弛足搬⋯难的．fnJ位势井理沦常常能起到弥补的作用，二者结合使用能有效

的处理抛物方程解的存在性问题．

位势井理论是1968年首先由Sattinger为了解决不具有J下定能量的双曲

方程整体解的存在性而引进的．此后，位势井理论就成为研究非线性发展方

程的一个重要方法，被很多数学家用来研究各种非线性发展方程解的整体存

在性与不存在性[34—61]．其中，比较重要的工作有Tsutsumi于1972年对希

尔们特窄阳J中的半线性双曲与抛物方程的研究、1973对强非线性抛物方程的

研究；Payne与Sattinger于1975年对一般的二阶半线性双曲方程与抛物方

程的研究：Levine于1987年对具非线性边界条件的发展方程的研究；Nakao

于1993年对柯两问题的研究：他们将位势井理论在不同的领域罩作了相应的

推J“利应用．

Tsutsumi在文⋯中研究了一类带p-Laplace算子的抛物方程初边值问题
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的解的存在性和爆破：Ikeata在文””中研究了一类半线性热方程和带耗散项

的双曲型方程的初边值问题得到了关于存在性和爆破的条件，Kosuke等人在

文⋯’中研究了一类退化的双曲型方程：Todorova在文呷1中研究了带耗散和

阻尼的双曲方程：Mfredo在文”1中研究了一类Kirchhoff型双曲方程：杨晗

在文怛”中用位势井理论结合算子半群理论研究一类半线性热传导方程不仅

得剑J，觯的仔在性逊得到了其解的增长性质．目前郑州大学的张宏伟，厦门大

学的潭忠等一批学者活跃于研究用位势井理论来解决非线性发展方程解的存

在性和不存在性．

1．2．2研究现状

对非线性发展方程的解的整体存在性的研究，已经有了很多的研究结果，

总结了不少有效的处理方法．但由于发展方程包含的范围十分广泛，非线性的

具体特点又多种多样，因此大量结果往往只是针对某一特定的物理模型，对

菜5。类』{体方程的定解问题而得到的，关于非线性发展方程的解的整体存在

什的研究，还没有一个统一的处理方法．虽然这些方面的问题是比较难的，目

前得到的成果也少，但也是最有挑战性、方兴未艾的领域．下面就与本研究题

目相天的，应用Galerkin方法及位势井理论的文献做简单叙述．

文”71研究了一类用于描述一维弹塑性杆的纵振动问题的非线性四阶波

动方程

“，，+“H。。=a(u。)，+厂(J)，X∈(0，1)，t>0

u(O，t)=u(1，t)=0，“。(O，t)=“。(1，t)=0

u(x，0)=妒(J)，U，(x,O)=IIc，(工)

的定解问题．并定义
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K(“，)=翻“川2

J(ttx,u)=扣。112+￡F(Ux)dx
W={“k∈圩；(Q)，0≤J(Au，，Au。)<d,O<旯<l}

利用紧致的方法及位势井理论证明了，在不同的假设条件下，所研究的初边

值f,J题存任整体崩解、唯一的整体广义解、唯一的整体古典解．文中从能量

的定义}乜发，对位势井、弱解逐一定义，证明了无井深位势井的有关性质，

进一步证明了整体解的存在性．其运用的理论与证明方法对位势井方法的推

广有参考价值．

文”91利用Galerkin方法和改进的势井理论研究了一类具有耗散和阻尼

项的Kirchhoff型方程

“。一M(￡fV“12ax)6“+面，=lu卜x∈Q，f>0

u(x，0)=U0(z)，U，(x,O)=Ul(J)

“lm=0，t>0

初边值问题整体解的存在性．定义

m)=ⅫV“02dx一击州仨
，(“)=￡l|V“||2dx—Il“+8：：：
W=恤∈H：(Q)，I(u)>o，／@)<d}u{0)

研究了当M(r)和口满足一定条件且初值充分小时，方程存在整体解．该文的

思想有很好的借鉴意义．

文[48 J研究了一类半线性热方程的初值问题

“，一Au=U 7(，>1)

u(x，O)=妒(r)

4
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非负古典解与∥解的整体存在性，非存在性与blow—up．首先，利用归一化的

高斯函数得到了一些新的解的非整体存在的充分条件，这些条件对古典解与

∥解是普遍适用的：然后又讨论了某些非负整体解的存在性．本文不但得到

了一些新的结果，而且还简化和统一了某些己知的结果，为进一步研究提供

了峰实的理论基础．

文㈣研究了具粘性阻尼的非线性波动方程的初边值问题

“，，一2b“。，+伽。。=∥(f“，fn-I“，)，+厂(工)，z∈10,1)，t>O

u(O，t)=uO，t)=0，U，(0，f)=Ux(1，t)=0

“(x，0)=妒(』)， “，(J，O)=∥(x)

通过定义

JtU)=j1口kII 2+击II．x117',
K似)=口忙。。112+卢忙，K：：

W=扣∈焉(Q)，K(“)>o，‘，似)<d)u{0)

证明了当仞值属于位势井W时，对∥∈R，问题存在整体弱解．

文”⋯中， 作者用位势井理论研究了强阻尼非线性波动方程的仞边值问

题，对非线性项假设为f(u)u≥0．

U，，一aAu—Au=f(u)，口>0，X∈Q，t>0．

“(J，0)=Uo(x)，U，(x,O)=U．(工)

zff∞=o’，>0

在这篇文献中，作者定义
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肌)=扣112+寿⋯：：：
，(“)=11v“02一al|“|1：：：

W={U∈Hj(Q)，，似)>o，J(u)<d}u{0}

州t0以filld；【厂4的方法再次得到了位势井的深度d的值，并且首次得到了位势

井内外结构．而后用位势井方法得到了问题的整体弱解，整体强解的存在性．

最后证明了位势井w及井外集合v在问题的流之下的不变性．这篇文章是在

位势井方法提出之后又一次实质的发展．

文[321研究了描述弹性杆中纵向波的初边值问题

“，，一AuⅣ一aAu，一Au=g(u)，X∈Q，t>0

“l∞=0，t>0

u(x，0)=u0(x)，U，(x,O)=ul(x)

文rl，定义

脚r)-扣112+弘“，112
m)=弘“112一￡G㈨出
l(u)：Ilzx“卜￡曙似)dx

W={u∈Ⅳ：(Q)，0≤d(2u)<d，^∈[o，1】)

利用位势井的方法，证明了对比较普遍的函数g(s)，fol题存在整体弱解．同

时给出d=00时整体弱解存在性的证明，这也是对临界仞值问题的探索．本

文存何势井族的引进、及临界初值问题的探索上有极大的启发和创新．

在文献Ⅲ中作者对传统的位势井方法作了改进，引进了～族位势井，它
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包含已知何势井作为特殊情形，并探讨了位势井族的性质及位势井的结构，

利用位势井族方法研究了半线性波动方程

U¨一,Su

u(x，0)=U0(z) “，(x,O)=Ul(x)

XEQ．t>0

Q为R一中的有界域，l<P<∞当H：1，2时， 1<p≤旦笔当n≥3时．利用
胛一Z

此法得到了所研究的问题，关于弱解和强解存在性的新结果，并在H：心)空

ge∈(0，d)(d为位势井的深度)，初始能量o<E(o)≤P，则问题的所有解都在

真空区域

蛤卜㈥I卜(p一+l—I叫l<黔H
的外部．即把H：心)空间分为三个区域，所有解只在一个小球的内部和一个大

UⅣ一Au—Au，一Au日=f(u)X∈Q，f>0

u(x，0)=U0(J) U，(x,O)=Ul(石) 工∈Q

Ulm=0 t≥0

其中厂(“k≥0．利用这族位势井得到了全新的整体弱解的存在性及强解的存

在性．
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义‘5‘刈如FW．J半线性波动方程的临界初值问题进行了研究，

Utt一△“=1u19-'“，J∈Q，t>0

u(x，0)=“o，“，(x,O)=“1(工)，X∈Q

u(x，f)=0， 工∈aQ，t20

这‘只，QcR”为有界域，P满足条件：

若Ⅳ=1，2，p<2+a<oo；若Ⅳ≥3，l‘p≤而N+2
定义如下|工具

即)=拉112+扣“t12一而1恤II：Z：

m)=扣“112一击㈣p川+l

m)=胁卜㈥：：：

及位势井

∥=恤∈H；(Q)l，0)>o，J@)<d}Y{0)

其中

d=in．f(sup，(丑“))
oEⅣ；(n)

⋯哪了H题存在整体解．有关临界仞值的问题一直没有任何结果，该文在这

一方面具有重大价值。

位势井理论是研究非线性发展方程的一个重要方法，很多数学家将

Sattinger提出的位势井理论作了相应的推广和应用，用来研究各种非线性

发展方程解的整体存在性与不存在性．但就其本质来讲，这些推广与

Sattinger原始的位势井理论是相同的，而利用这些位势井方法所得到的结
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果也是彼此类似的，即当初始函数“。(x)属于位势井∥，且E(O)(或J(u。))

小于位势井深度d时，问题存在整体解，且在这个位势井中．另外，对位势

外∥订1E所存的窄『【1J何：(Q)或咧9(Q)中的结构，对位势井深度d的值或其

估值，以及对具有临界初始条件E(o)=d(或J(u。)=d)的问题是否存在整

体解这些基本重要问题，一直没有任何结果．

1．2．3本文的工作

在本文中，利用位势井族方法研究了以下方程

考=喜杀c高r毒，“”，xEQ,t>O m·，

u(x，o)=U0(石)，z∈Q (1．2)

u(x，t)=O，X∈弛 (1．3)

的初边值问题．其中，QcR“为有界域．

要解决的问题是

(1)建立所研究的问题的位势井族，并探讨相关性质．

(2)应用位势井族的方法，对已有结果作进一步的推广．

(3)探讨临界仞值问题的解的存在性问题，这是以前没有得到的结果．

(4)研究解的真空隔离现象．

本文首次将位势井族方法应用于抛物方程．位势井族方法作为位势井方

法的改进，使原来的何势井成为其特殊情况．在证明解的存在性问题时改进了

酊人的结果，而且得到了新的解的结构即解的真空隔离现象．这正是其优越性

的体现．

同时，还要进一步研究该方程的临界初值问题．1临界初值问题是公认的

开放问题(open problem)，目前对它的研究成果非常少，是偏微分方程领
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域中的一个空白地带．

本文中，用㈩l，表示∥(Q)模，r(Q)模又简记为”0，矽”模用¨忆，表

示及(“，V)=B血
本文需要用到以下几个结论，我们不加证明的叙述如下

引理1 1(Sobolev嵌入定理)设Q具有锥性质，Q‘表示Q与R“中一个≈维

平而的交集，1≤女≤”，聊为正整数，，为非负整数，1≤p<佃，则有下列嵌

入关系：

(1)如果，印<甩，且H一埘p<七≤甩，贝0

如果p=1，则m<Ⅳ，这时当H—m=t时，(1．6)式仍成立．即

∥’”11(Q)c∥川(Q⋯)

(2)女口果mp=n，贝0对1≤七≤n，有

特别是

n．4)

(1．5)

(1．6)

W7埘'9(Q)[缈M(Q‘)，p≤g<oO (1．7)

∥“9∞)c Lq(Q)，p蔓q<oO (1．8)

荇P=1则m=H，这时当g=00时(1．7)、(I．8)仍成立

(3)如果mp>Ⅳ，则

0

磊咕
<一

，

卜

p

卿

∥

卜

船

¨

∞

肜

肜

酽

c

c

c

嗡

卿

C：

护

∥

叮

M

m

矿

∥

∥
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W’”’9(Q)c cj(n)

若Q J L彳丁皿J。掮*Lipschitz性质，则上述嵌入关系可改善为下列形式

(圳I定mp>月>(Ⅲ一1)p，则

缈卜m，’(Q)cc’，n(五)，0<口≤聊一旦
P

(2)假定n=(m一1)p，则

Wl+,n．p(Q)cCi，。(五)，0<a<1

如果P=1，”=m一1，则上式对口=1也成立．

引理1．2对“∈Ⅳ2(Q)，114+IIA“0为㈣：：的等价模，对“∈日j(Q)，『IvulI

为Ilull。的等价模．

引理1 3⋯1若g(x，f)∈口(Q)，{g，(J，f))于F(Q)有界，1<q<o。，且

gm(J，f)一g(x，f)于Q几乎处处收敛，则g。(z，f)一g(x，f)于F(Q)弱收敛．

引理1．4设{％G)j为问题

＼一AWj=九iwi

㈧。=o
的特征函数系，则

i)当Q∈C”时，w，G)ec”画)1日j@)cH“Q)IⅣ：心)

ii){w，0)}构成L-'(Q)的正交完备系

iii){Wi(x)j在Ⅳj(Q)中稠密

iv)w，(z)j在H 2(Q)中的闭线性扩张为H 2心)I H：∞)

引理1．5若g(x，t)∈Lq(Q)，{g。(X，f)}于口(Q)有界，1<q<∞，且
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g。(J，t)寸g(x，t)于Q几乎处处收敛，则g．(工，f)寸g(x，t)于口(Q)弱收敛

引理1，6假设f∈C‘， Uj(z，f)∈r(O，T；W‘_9(Q)I r(Q))，k≥1

1<P<oo，／=1,2，A，5．则f(uI，U2，A，Us)∈z?(O，r；∥‘，9(Q))

12
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第2章位势井族及其性质

2．1位势井的引进及其性质

为了解决问题(1．1)一(1 3)，我们首先考虑方程

詈=喜杀c高r詈，+砌，
在这罩，我们规定，妒m)=恤““，当“≥0时；0，当“<O时1

詈=喜毒cI毒r毒，+砌，
u(x，0)=“o(工)，J∈Q

u(x，f)=0，X∈鼬，r≥0

如参考文献[1】_一样，我们做如下准备工作

定义1

及何辨升

这哩

其中

m)=扣“虻 —l_蚣P2+口II J12+a

m)=[iv“炉㈦仨

(2．1)

(2．1)

(1．2)

(1．3)

W={“∈吲19(Q)I，(“)>o，‘，(“)<d}Y{o} (2 2)

U+=max伽，0}

d=⋯inf，(sup，(兄“))
ⅣE州’(n)^矗
u≠0

(2．4)
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在以下定理2 1一引理2．16中，我们一直假设“∈吲’9(Q)，p，口满足条

(H。)若Ⅳ≤p，p<2+口<oo；若N>p,p<2+a<ⅣN—p石

定理2．1 d=infJ(u)，其中“∈吲19(Q)，0V“忆≠o，，似)=0．

为了证明定理2．1，我们首先证明引理2．2一引理2．4．

引理2 2对任给“∈吲’9(Q)，忱+忆。≠0，g(丑)=，(旯“)满足下述性质：

(1’烛g(^)=o，熙g(旯)=∞：

(ii)存在唯一的解万=万m)>o，满足g7(万)=0；

(iii)当0<旯<万时，g’(兄)>0；当万<A<00时，g7(兄)<o：

(iv)’_o≤^≤2-时，g(^)单调增加；当万≤A<oO时，g(旯)单调减少；

(v)g”(石)<0

(vi)当0<A<万时，，(勉)>o；当万<A<00时，，(勉)<o；I(Zu)=0．

证明舭川㈨)=s”-Ilvu卜嘉川E

卅(如妒丽,22+a-p⋯国
由假设(日。)，我们可以证明(i)成立．

令

g’(旯)=A9。JIV“ll：一A“。lk+Il；：：=0
我们得到唯一的

4
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万=矧面 ㈦4，

对上述万，

94(万)=(p一1)驴。酬卜(1+a)矛㈦E

=(p_1)(万一酬卜矛川∞一(2+口一卅假：

． =-(2+口一讣莨：<0

根据(ii)，(iii)及I(u)的定义，有

I(2u)=∥酬卜矛”州仨=砧’(旯)

推论2．3若“eWo'9(Q)，且肛+k。≠o，则
sup J(．zu)=sup J(Au)=J(Xu)

这啭万由式(2．4)定义．

引理2．4若“e吲9(Q)，且肛+k。≠o，则
J(Zu)=supJ(2u) (2．5)

I(2"u)=0 (2．6)

J(Zu)=supJ(兄u)， 一



l什“；慎l杵人7坝十甲1、，化X

这‘p万III式(2．4)定义．对这个万，我们有

I(X加矛llv“炉矛”州仨

=矧、p虻一矧’2+a《：：
E,-：D-面，从l(2"u)=0，我们有

I(2"u)=(万)9IIv“"(才)2””112+：=0

z=剖面
即得到刀=万．式(2．5)成立．

证明首先，若“∈列’9(Q)，“≠0，-贝'Jll“忆。≠0．若忙+忆。=o，则取

v=一“，这样，1Iv+0 ≠0，于是有
II 112+a

m，=扣V铲击㈦1：==<扣V吩m)

i_f，(v)=i一，(V)
vE吲’(o) pE州”(n，

。毋f。，‘霉，(勉))一。。暇。，‘溜，(肋))_。。蕊n)，(A“)
”o ¨，。t0 ¨。，0

=in．f．，(y)= ．帅f ，(V) (V=2u)

唰i％ 例船∽。。
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定理2．1得证．

引理z s设a⋯一丽Ilu'lLo，则有G=e．
这甲c．足从彤?9(Q)到￡2”(Q)的嵌入常数．

一印粉 @，，

证明显然，我们可以看到o<G≤C．令w是式(2．7)的一个极值点，

e=瀚
取V=¨则Ve吲9(Q)，V+Pl且llwtl，=llv叫l，

这样我们有

c?≥铬=精屯
因此，

C：=C．．

弛枷d=去，其中盯=糌．
证明若，(“)=o，I『V“II。≠o，由

酬I；=㈦仨≤口”IIv“r9IIv“虻
以及

m，=如妒击¨i1『2．一o

=c吉一击删Vu：+击m，
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这样u，得到

=篙IIV“忙(2+a)p “’

Mr 2击

，(“)≥石1
由此及引理2．5，以及G的定义，我们证明了引理2．6

引理2．7设“∈吲’9(Q)，，(“)≤d，则，(“)≥0当且仅当

慨忙≤G4。

iiE n／j 若IjV“虻≤C．-4成立，jl!IJ

㈦仨≤口”IIv“r2+a=口”IIv“旷9 IIv“弘酬l；
所以可得

，(“)20

另一方面，由l(u)≥0以及

m)_土pllvu炉击㈧112+o=篙Ilvu"击m)
≤d：上
oC：

可得lIvull：≤G4。

2．2位势井族的引进及其性质

为了深入研究何势井的结构，我们引入位势井族的概念。对于占∈(O，1)
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规定

定义2以炉--∥5 Vu¨击州仨
H名={“∈阡o”(n)la，(“)>o，‘，(“)<d(J)}Yfo)，0<8<l

郴，=警c茄占，赤
引理2．8如果J(u)<d(J)，则以@)>0当且仅当

。c酬㈠筹回击 ㈦s，

证明如果式(2．8)成立，我们有

⋯仨≤口+帅旷=a+“Ilvu旷9Ilvu弘—2+厂a舯％

扣小111“+I|：=：
凼此，√J【U)>0·

另一方面，如果，s@)>o，贝,mIIv“忆>0，从

／(“)=等l,vu【|：+，a(“)≤d(巧) (2．9)

l≠tlvu㈣(俨半(茄回赤

。<酬㈠筹回而I
式(2 8)得证．

弓l理2．9如果J(u)≤df万1．贝1JJ。f“1<0当目．仅当
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llvull，>‘万2+a占)击 (2．1。)

iiEn月如果．，。(“)<o，且慨忆≠o，从

等占fly．牝tl“+III：Z科俐II y llvu忙
我们得剑式(2．IO)．

另一方面，由式(2．9)，(2．10)，

m)一1-P8 IVu”以(“)≤悯

，，(“)≤d(占)一生细V“忙P ，

<半c筹回南一半cc筹回击卜。
即得到 厶(“)<0．

由引理2．8及引理2．9，我们可以得到一个显然的结论．

引理2．10如果J(u)=d(占)，则以(“)=0当且仅当

酬㈦岩6)击
引理2．11作为艿的函数，d(a)在区间0≤万≤I上满足下述性质：

(i)d(O)=d(1)=0；

(ijⅧ啦耻丽P处取得最大鲫驴去斟仃=糌；
(iii)d(J)于『0，一1单调增加且于『6。．11单调减，J>：

20
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(iv)对任一给定的e∈(O，d(50))，方程a(a)=e恰有两实根一∈(0，80)及

证明郴，=孚c岩J，南
则(i)显然成立．

由

烈驴(半(筹回南)，
=一忐南叫=忐彳萨Ptldd2+口-p(2 P1 2 P 5一坐P)：一—卫一旦一1)：—卫一彳占磊，I一一型旦1

+口一 一占
’

+口一
。 7

如⋯=吉c筹广l；
可得驻点

耻击
即有df万1最大值

郴0)-去，其忙糌·
结论(ii)得证．

由d’(占)的表示式，(iii)成立显然．

由d(J)的单调性，(iv)成立显然．

定理2·12 d(占)=infJ(“)，其中“∈吲19(Q)，lIV“忆≠o，厶@)=0．

证明若，J@)=o，llV“忆≠0，则由
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及

m)=字酬㈧㈤=字酬E

了2+a占Ilvu吲呲i1,+o一≤a+4[Ivu旷9 IIv．忙
即a(u)2d(J)．由此及引理2．5，以及G的定义，我们证明了定理2．12

推论2．13 d：d(80)：焉1
oL2 ，其中”糌

证明这个推论能从定理2．1，及定理2．12得出．

同时由

‘∽=寿酬12一寿㈣磬等
我们还有结论：

，，似)=0等价于，(“)=0．

由定理2．1，定理2．12及推论2．13，我们可以定义如下的位势井族：

％={“∈吲一(f2)IJ。(“)>o，‘，(“)<d(6)}Y{o}，0<6<1，

∥d=阡名YO阡名={“∈阡0一(f2)IjJ(“)≥o，‘，(“)≤d(万)j

显然我们有

％=∥

另外我们定义

矿=}∈吲-，(Q)l，(“)<0，，(“)<d}，

％=0∈喇’，(Q)I，。(“)<o，，(“)<d(占)}，o<占<1，

矿a=％Ya％=0∈Wo'，(Q)I以@)-0，，(“)≤d(占)}



驴卜咿c删V圳，<c等回志}
址卜咿c删V圳，≤c筹∞志)
耻卜咿cQ)|||V圳，>c筹回击)

显然有

％=V

注意到，(“)≤土piivu蛙，因此对于任意的占∈(o，1)，当

o<M，<(1卅；(岩回南
则自／(刚<(f(J)且(由引理2．8)J。(“)>o．这意味着也c％，占满足

其中

(筹两南-(1删；(筹D南
由此，及引理2．8与引理2．9，我们有

定理2 14令％，B。，％，B；及J如上所定义，则

曰j c％c占d，％c B；。

推论2．1 5口10 C7_W c7-B毛t V C7．B％c

耻卜懈Ⅻ陬忆以舞}：
c筹．0)志=c等，_⋯1⋯2+a；
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特别的，从引理2．8及引理2．9，我们获得如F结果：

推论2 16假设对给定的，似)<d，则

(i)“∈wAw)当且仅当“∈B,5(氏)

(ii)“∈vAv)当且仅当“∈B；(Bio)

引理2．1 7(i)若0<J 7<6”茎瓯，则％c％．

(ii)若瓯≤67<占。<1，则％．c％，．

证明由及％，％的定义及引理2．9可得．

引理2．18假设对给定的“∈列9(Q)，0<J(Ⅳ)<d成立，4<以是方

程d(占)=，(“)的两根，则‘，，似)的符号于区间占∈p．，乏)不变．

证明首先，，(“)>o意味着IfV“忆≠o．若J一(“)的符号是可变的，则必有

一个J’∈(卤，占：)使得，，(“)=o．因此由引理2．9定理2．10我们有

J(“)≥d(8+)>d(5，)=d(52)，

此与J(u)=d(3，)=d(8：)矛盾．

推论2．1 9假设对给定的“∈吲9(Q)，0<，以)<d成立，4<疋是方

程d(占)=，(“)的两根．则，。“)>o(<o)于占∈p。，52)当且仅当存在一个

否∈p．，占!】使得，j>o(<o)．

2．3本章小结

奉章针对所研究的抛物方程，首先给出了位势井的定义，对位势井的深

度d及位势井的性质作了研究．在现有理论的基础上，引入参数占E(O，1)，
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给出了位势井族的定义，对位势井深度的值做了推广．接着证明了与位势井及

化辨井族斗1】关的一些引理、定理，使我们对Sobolev空间中的位势井结构有

了比较清楚的认识．
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第3章整体解的存在性

3．1整体解的存在性

在文[1】，Tsutsumi利用位势井的方法对问题(1．1)，(1．2)，(1．3)进行了研

究，并获得如下结果

定理3．1设，，a满足∞。)，对任给“。(J)∈∥，问题(2．1)，(1．2)，(1．3)

存在整体解u(x，f)： VT>0，t“o，刀，有“∈r(o，r；眩’9(Q))，

“．∈L2(O，r；f(Q))，“∈∥．且满足： ．

(i)对f≥5≥0，有Ilu(olI-<llu(s)l|；

(ii)若N<P，则解是唯一的；

(iii)对f>o，若“o(J)≥0，a．e．in Q，则u(x，f)20，a．e．in Q，u(x，f)是

问题(1 1)．(1 3)的一个解．

[注1]：若llVuo忆≠0，Uo(x)∈W，意味着“。(z)满足条件‘，(“。)<d，

且，(“。)>‘，^(“。)>o·

卜|I{i，我{fj利用{妒势井族的方法，从本质上改进定理3．1的结果，并进

一步证明了整体解满足的一些性质。

定理3 2设p,a满足(H。)，Uo(z)E吲’(Q)，假设o<J(“。)<d成立，

占。<占2是方程d(石)=J(u。)的两根，且J如0)>0，则问题(2．1)，(1，2)，(1．3)

存在一个整体解u(x，f)：U∈r(o，r；喇’9(Q))，U，∈r(o，r；f(Q))，对0≤f<oo，

6E瓯，反]，U∈％．且成立
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(i)对f->s>-0，有愀f)㈦l“(s)0

(ii)符N<P，则解是唯一的：

(iii)对t>0，若Uo(上)≥0，a．e．in Q，贝0u(x，t)≥0，口．巴in Q，u(x，t)是

问题(1．1)．(I．3)的一个解

证明设{w，(z)}≥．是空1日j吲9(Q)的一组完备的基函数系．我们构造问

题(2．1)，(1．2)，(1．3)的近似解

Umo，f)=∑g，(f)～(z)，(m=1，2，A人)
，=l

满足

这早

(u。，，u)+a(u。，K)=(妒(“。，)，1％)， 1≤s≤Ⅲ，

‰(z，o)=∑4，W肛)寸“。(J)in喇，(Q)

m∽=刮盯呐anne，x

将(3一1)两边乘g：。(f)再对s求和，对f积分可得：

(3．1)

(3．2)

IIlu。,112df+，(“。o))=，(“，(o))，f>o (3．3)

??0<J(u。)<d及，。，(“。J>0，则由推论2．19可得，d(“。)>O和J(u。)<d(占)

“。(J)∈％于占∈(占l，占2)．对任一固定的万∈(J。，疋)，对充分大的m，我们有

Jd(“，(0))>o J(u。(0))<d(占)．

下面证明对充分大的聊及t>0有“。(f)∈％．用反证法，若不然，．则必
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存在f。>o，使得“，(f。)∈a％，即以@。(f。))=o且IlV“，(f。)忆≠o，或

J(u，(to))=d(5)．从式(3，3)我们得到

J(u，O))≤J(u。(0))<d(占)，t>0 (3．4)

⋯式f 3 4)可知，J(u。(to))=d(8)是不可能的．若J。(U。(t。))=o且

ItVu。(f。)忆≠o，则由定理2．10可得

J(u。(f。))≥d(8)

这与式(3．4)矛盾．

由式(3．4)以及

，(“删一1-，8 11V“删p以(“，o))

我们可得，对充分大的m及t>0有

陬Ⅳ小(岩∞面1 ㈦s，

刚V‰旷df<d(万) (3．6)

由式(3．4)及(3．6)，利用众所周知的紧致的方法与单调算子方法我们能证

明问题(2．1)，(1．2)，(1．3)存在一个整体弱解“(x，t)：U∈r(o，t吲9(Q))，

“，∈￡2(0。71；f(Q))，对0≤t<00， U∈％．由艿的任意性，可得对任意

5∈[占l，占2]，t≥0时，有“∈阡：．

3．2整体解的性质

推论3 3在定理3．2的条件下，对o≤f<00， u(t)E哌．

证明闶定t≥0，在，。(“)>0和，(“)<d(巧)情况下，令5_4，我们获
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得J^(“)>0和．，(“)<d(81)，i．e．“∈呒

推论3 4在定理3．1的条件下，定理3．2和推论3．3也成立，如果

fIVu。』=0，贝u对J∈(o，1)，有“∈阡：．

证明注意到若lIvu。0=0，则“(f)=o是问题(2 1)，(1．2)，(1_3)的一

个整体解，因此这个推论是显然的．

并且由l(u。)>o意味着厶(“。)>0，又由厶(“。)>J矗(‰)

H{定理3．2，推论2 16，推论3．3可得

定理3．5设P，a，，(“。)，4(f=1，2)同定理3．2～样。倘若“(x)∈B。，

则问题(2．1)，(1．2)，(1．3)存在～个整体解“(z，f)：“∈r(o，r；吲1，(Q))，

“，∈∥(O，，；r(Q))，“∈B^，0≤t<oo．进一步，u(x，t)也满足定理3．1的结

论f i)一(iii)。

3．3本章小结

本章我们利用位势井的方法，证明了近似解的模有界，通过已有的结论

和单调算子的方法，证明了当初值属于某一区域时，问题存在一个整体弱解。

片一对这个剁觯的性质作了一些讨论。
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第4章解的真空隔离

4．1正则解及其性质

在得到方程整体解的存在性之后，我们要对方程的正则解作一番研究

探讨她们的性质。

BI理4．1设p，a满足

(日．)若Ⅳ≤p，p<2+口<一若iN>p,p<2+a<ⅣN—p石

则定理3．1中的u(x,t)满足

fIlu,01df+‘，(“(f))≤，(“。)，o<f<丁 (4．1)

证明由条件(H。)可知从空问吲9(Q)到空『自Jr”(Q)的嵌入是紧的，从式

(3．5)，(3．6)可得，存在伽。}的子序列(UV)及问题(2．1)，(1．2)，(1．3)

存在一个解u(x，t)，使得当y寸oo时

“。，(z，f)_+u(x，f)在r(o，丁；吲’9(Q))中弱刈殳敛 (4．2)

“。(z，t)一ut(x，t)在三2(0，T；L2(f2))VT>0中弱收敛(4．3)

对几乎所有的t∈[0，T]

“．，(z，，)_u(x，f)在￡2”(Q)中强收敛 (4．4)

在(3．3)中，取m=v，我们有

．(1lu,,,ll+111V“，虻
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击㈦|：==+扣舯扩击k川：： ㈨s，

由(4．2)一(4．5)和(3．2)，我们有

肌№+扣州≤缈哪小2 r+缈rlPllvuv虻

因此，我们得到

≤⋯lirainf(jIb，，||2dr+j1 1lV“，1|：)

!im叫击㈨：112-o一+扣“咄一击M呲2J+a

脚(击蚓融扣朋炉击M吨：：)

2击川l：==+扣。¨击㈦E

flk，02df+，(“(f))≤，(“。)，o<f<r

定义4如果U=u(x，t1是问题(2．1)，(1．2)，(1．3)的一个弱解，并满

足式(4．1)，“∈r(o，r；吲’9(Q))，“，∈L2(0，T；L2(f2))．则称U是该问题的一

个J下则解．

定理4．2设p，a满足(H。)，U0(z)∈吲’，(Q)，假设o<e<d，其中占。<疋

是方程d(5)=e的两个根．则

(i)倘若／(u。)>0，问题(2．1)，(1．2)，(1．3)满足初始条件J(u。)=e

的所何ii!rAiJ解都属于％，其中占∈[占l，占2]．

(ii)倘若I(u。)<0，问题(2．1)，(1．2)，(1．3)满足初始条件J(u。)=e
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的所有1F则解部属于％，其中占“占．，占2】．

证明

(i)设“(f)是问题(2．1)，(1．2)，(1．3)满足初始条件J(u。)=e及

I(u。)>0的任一个正则解，T是“(r)存在的时间．

首先，由推论2．19我们知道，d(“o)>0，J∈嗡，占2】．因此“。(x)∈％，

占∈[6l，占2]．

下面我们证明“(f)∈％，占“巧，，疋]，o<t<T．事实，若不然，则必

存在f。∈(0，r)，使得u(t。)∈a％，即对某些6“6l，62】，有JJ@(f。))=0且

IIV“。(f。)忆≠o，或J(“(f。))=d(艿)．从式(4·5)我们得到

J(“O))≤，(“(O))<d(6)’ o<f<T (4．6)

从(4．6)我们发现J(u。)=d(6)是不可能的．另一方面，若J8(“(f。))=0，

llV“。(f。)忆≠o，则由定理2．10，我们可得，(“(f。))≥d(占)，这与(4·6)矛盾·

(ii)设“(，)是问题(2．1)，(1．2)，(1．3)满足初始条件，(“o)=e及／(uo)<0

的任一个lr则解，r是“(f)存在的时问．

首先，由推论2 19我们知道，d(“。)<0，J∈[占。，疋】．根据这个结果及

J(u，，)<d，可得“。“)∈％，占∈[点，以]．

下面我们证明“(f)∈％对J∈嗡，巧2]，0<t<T．若不然，则必存在

t。∈(o，，)，使得“(f。)∈a％，即对某些万∈[4，屯】，有以(“(f。))=o，或

J(u(t。))=d(6)．从(4．6)我们发现‘，(“。)=d(占)是不可能的．另一方面，



哈尔滨T楫大学硕十学侍论文

设f。是第一时间使得，(“(f。))=0，则对O≤t<t。，以(“(f))<0．从(4．6)及

引州2．9 uJ得“(f)∈彤，因此有u(t。)∈霹．

利川定理2．12，Y我fl'j／ffJ(u(t。))2 d(J)，这与(4．6)矛盾．定理4．2得证．

从定理4．2及引理2．11，我们有如下结果

定理4 3设p，口，tto(工)，e，4(1=1，2)如定理4．1中的一样，则

(i)倘若，(“。)>0，问题(2．1)，(1．2)，(1．3)满足初始条件

0<J(u。)≤P的所有正则解都属于％，其中J∈【匹，52]．

(ii)倘若I(uo)<0，问题(2．1)，(1．2)，(1．3)满足初始条件

0<J(u。)≤P的所有币则解都属于％，其中J∈峨，疋】．

推论4 4设P，口，“。扛)，B4(f_】，2)如定理4．1中的一样，则

(i)倘若l(u。)>0，问题(2．1)，(1．2)，(1．3)满足初始条件

0<，(‰)≤e的所有正则解都属于瓦．

(ii)倘若I(u。)<0，问题(2．1)，(1．2)，(1．3)满足初始条件

0<．，(“。)≤P的所有J下则解都属于吆．

证明设“(f)是问题(2．1)，(1．2)，(1．3)满足初始条件O<J(u。)≤P的

仟一个正则解，T是“(r)存在的时问．从(4．5)可得，似)≤d(8。)=d(52)

对削趔(j)，往以(“))0的情况下，固定，∈[O，刀，令J寸点，我们可得在

0≤t<T时，^(“)≥0．

对问题(ii)，在，。(“)<0的情况下，固定t∈【0，刀，令占一6，，我们可得



在0≤t<丁时厶(“)≤0．

由推论4．4及推论2．16可得

4．2解的真空隔离

定理4．5设P，口，U0(J)，e，4 O=1，2)如定理4．1中的一样，则

(i)倘若“。(J)∈B￡t问题(2．1)，(1．2)，(1．3)满足初始条件

0<J(u。)≤P的所有J下则解都属于球瓦．内(也可以是加4)．

(ii)倘若“o(x)∈曰孟，问题(2．1)，(1．2)，(1．3)满足初始条件

0<J(u。)≤e的所有丁F则解都属于属于球口以内(也可以是船J：)．

由定理4．4的结果，对于Ve∈(0，d)，都存在一个解的真空区域

卟}∈咄c酬c岩4，击刮V圳，<c茄蚴击}
问题(2．1)，(1．2)，(1．3)满足初始条件0<，(“。)≤e的所有解，不可能出

现在U。内，我们把这种现象成为解的真空隔离现象．

其中真窄区域u，随着e的增大而减小，当e=0时U。达到最大 ．

吣}∈咿cQ)|0<酬卜c岩，志)
事实上，我们还有下述结果

定理4 6设P，口，U0(x)如定理4．1中的一样，则问题(2．1)，(1．2)，

(1．3)满足初始条件‘，(“。)=0的所有J下则弱解都位于球B．外(也可以是
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证明设“(f)是问题(2．1)，(1．2)，(1．3)满足初始条件J(u。)=0的任

一个诈则弱解，r是“(f)存在的时问．从(4．5)可得

，(“(f))≤J(uo)=0，0<t<T (4．7)

冉由

·2+Pa
llvu弘II“七：辩俐II y Ilvu忙

可得对任何f∈[o，r)必有11V“忆=o或者

Ilwll，≥(筹J)击 (4．s)

假设IIV“。忆=o，对o<r<丁，我们证明1IV“忆=o．

用反证法，若不然，则必存在f∈(O，r)，使得“(f)∈U。，这与上述关于

IIv,u)ll。的结论矛盾·

通过一个类似的过程，可证明若U0(x)满足(4．8)，则u(t)满足(4．8)

干0<r<T．

定理4．7设p，Ct"，no“)如定理4．1中的一样，则问题(2．1)，(1．2)

(1．3)满足仞始条件J(u。)<0的所有正则弱解都满足

并且

Full，>(筹6)南 (4．9)

Full，≥(茜(训¨而赤，*=1 (4．10)



哈尔滨f。秤人学硕十学位论文

证明首先，由定理4．6的证明，可得(4．9)，另一方面，利用不等式

!口，+6：三。一+盟型生!≥d(q6)击，一1十1：1 (4．11)
P P q P q

以及(4．5)，我们有

击"II；ZZ≥i。llv．pm0)>(一∥(¨)呐“II， (4．12)

从(4．12)可得

¨仨蔓P扣咿liwll，
这样可推出(4．10)．

定理4．8如果在定理4．1一定理4．6中，我们进一步假设“。(z)≥0，则

定理4．2一定理4．7的结论同样满足问题(1．1)，(1．2)，(1．3)．

4．3本章小结

我们定义了正则解，同时探讨了在不同的初值状态下，问题的『F则解存

在的区域。然后又研究了解的真空隔离现象，这个结论对我们研究Sobolev

空间中解的分布情况有很大帮助
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第5章临界初值问题的研究

5．1临界初值问题

前文，我们对初值位于所定义的位势井内的问题作了研究，得到了抛物

力‘程仔住整体m犁的结论．町是，若初值属于位势井的边界，结论是什么样的?

这个问题一直没有人探讨，在双曲方程中，类似的问题也没有任何结论．这

是偏微分方程研究领域中公认的一个公丌问题(open problem)．直到2004

年，刘哑成教授在Nonlinear Analysis上撰文，对如下的半线性波动方程的

临界初值问题进行了研究．

‰-Au=”一甜，工∈Q，t>0

u(x，0)=Uo，Ut(z，0)=U J(石)，膏∈Q

u(x，1)=0，x∈0f2，t≥0

膳节，￡2cR”为臼界城，P满足条仟：

若_Ⅳ=1，2，p<2+a<oo；若Ⅳ≥3，l<p≤而N+2
定义如下工具

刚=扣n扣“卜而1呲：

m)=扣“卜熹㈣：：：
地)=IIv“卜㈨：：

及何贽井

W=伽∈H10(n)]l(u)>o，，(“)<d}Y{o}
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其中

d=in．f．(sup J(2u))
uEH；(n)

利用位势井的理论证明了，若‰(x)∈日j(Q)，U1(J)∈L2(f2)，E(o)=d，

且I(u。)>0或者l(u。)=0，0<E(0)≤d，则上述半线性波动方程的I临界初值

问题存在一个整体解“，U∈旷，“∈r(o，，；Ⅳ：(Q))，U，∈r(o，r；上；(Q))，

对所有的t∈[o，m)成立．

这篇文献的思路及论证方法，对本文研究的抛物方程的临界初值问题有

极人的指甘作jH，我们利用位势井原理，研究临界初值问题解的存在性．我

们先定义条件

(H一)若Ⅳ锄p c2+a<o。；若Ⅳ>舢<2+口≤惫
5．2解的存在定理

定理5．1设p，口满足(14。)，“。∈喇’9(Q)，假定J(u。)=d，，(‰)>0或

者l(u。)=0，0<J(u。)≤d，则问题(2．1)，(1．2)，(1．3)存在一个整体解

“(f)∈r(o，7’；吲‘9(Q))，U，∈12(o，r；r(Q))．且有“(f)∈旷，于o≤t<∞上．这

单

W一=W c、OW=u∈州’’(Q)I，(“)≥o，J(“)≤d)

证明令九：1一上，“。。(z)：九‰(J)，m：2，3，A．考虑初值条件

u(x，0)=“o，(x) (5．1)

和相应的问题(2．1)，(1．2)，(1．3)．

首先，由l(u。)≥0和(2．1)，我们有
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万=矧而≥·
由0<A。<1及引理2．2可得

』(“o。)=』‘九“o)>0，d(uo。)=J‘‰“oJ<√【“o)sd

另一方而．南

m，=老焉酬p击m，
可得

，(“o。)>0

由定理3．1，注释1和引理4．1，可得当m≥2时，问题(2．1)，(1．2)，(1．3)

存在一个整体解“。(f)∈r(O，Lwo'9(Q))，“。，∈L2(0，r；r(Q))，且对O≤t<oo，

有“，(f)∈旷满足

(“，，，v)+d(“。，v)=(妒(“。)，y)， Vv∈吲伊(Q)，t≥0 (5．2)

f)luo,ll‘df+，(“，(f))≤J(“。(o))=‘，(“。。)<d，Vt_>O (5．3)

胍，||2df+勰阻"击mm)<d，vt>o cs．a，

⋯⋯，=刮盯毒挚
由(5．4)及，@。)>0，可得

胍，沁，篙陬㈣，V舢 ㈣s，

因此存在“，{及缸。)的子序列∽)使得当y—oo时
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Ⅳ，(工，t)叶u(x，f)在r(o，or；吲9(Q))中弱t收敛

“。(z，f)_Ut(J，f)在L2(O，∞；r(Q)) 中弱收敛

妒(uv)一善P(o，。。；口(Q)) 中弱·收敛 g=昙暑
利f{j甲∞钎’r砰沦，可得f=々O(tt)

在式(5．2)中，令v斗∞可得

(“，，v)+口(“，v)=(妒(“)，v)， Vv∈吲一(Q)，t20

另一方面，对“。(o)=U。。令m=y—m可得“(o)=U。于喇9(Q)．因此“(f)

是问题(2．1)，(1．2)，(1．3)的一个整体解．基于这些，由式(5．3)出发，

利用引理4．1中同样的证明过程可得“(f)满足式(4．1)．于是可得对0≤f<m，

』m1≤d．

另一方面，由式(5．5)可得

M㈢妒州≤筹～去2口
根据引理2．6，引理2．9可得I(u)20，对0≤t<∞，“(f)∈旷。因此，定理

5．1得证．

由定理5．1及定理1的证明可得下述结论．

推论5．2如果在定理5．1中作进一步的假设“。(x)≥0，则定理5．1中

给出的“(f)仍是问题(1．1)一(1．3)的解．

在(1．1)，(2．2)中取P=2，我们得到拟线性抛物方程

塑：△“+“·+n (5．6)
Ot

以及位势片
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缈=恤EH：(Q)l，以)>o，J(u)<d}V{0)

m)=三llvuIl2一击㈣ID—
m)=IIv“H⋯：

井深d的定义如(2．3)

通过推论5．2，可得下述结论

推论5．3

(仉)苏Ⅳ-1，2时户(2+d<m；若N->3时小2+口≤惫
‰(』)∈爿：(Q)且“。(工)≥0，假设J(u。)=d，I(u。)>0或者l(u。)=0，

0<J(u。)≤d．问题(5．6)，(1．2)，(1，3)存在一个整体解

u(t)∈r(o，丁；H：(Q))，U，∈r(o，T；Lz(Q))，且对0≤t<∞，有u(t)∈旷．

5．3本章小结

本章我们证明了，对临界仞值这种特殊的情况，所研究的抛物方程(2．1)

存在整体解。同时我们也证明了，当初值非负时，方程的解非负，并且是方

程(1．1)[I{Im犁。
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结论

本文以Sobo[ev空I~日J为主要研究工具，利用Galerkin方法和位势井族方

法研究了一类抛物方程初边值问题：

考=喜毒cl考r考，“”，x∈蛳>。
u(x，0)=“o(x)，X∈Q

u(x，r)=0，j∈砌

的整体解存在性，其中Qc R”为有界域。用位势井族方法对抛物方程仞边值

问题的研究，目前还没见到相关的文献。本文首次利用这种新方法证明方程

整体解的存在性，并研究了方程的正则解随初值的的变化而存在的区域，进

‘步探讨了解的真空隔离现象，最后解决了l艋界初值状态下，问题整体解的

存在性问题。

首先利用新的方法引进了一族位势井，通过证明一系列引理和定理，研

究了这族位势井的某些性质及结构，再次用全新的方法得到了位势井深度的

值，补充了原位势井理论的不足。

其次，研究了整体解的存在性问题，利用近似解的想法及位势井族，我

们证明了结论：

设na满足(JV。)，Uo(J)∈吲’9(Q)，假设o<．，@。)<d成立，4<52是

方程d(J)=Y(u。)的两根，且J。@)>0，则问题(2．1)，(1．2)，(1．3)存在

一个整体解u(x，f)：“∈r(o，r；以’9(Q))，“，∈Lz(0，tf(Q))，对o≤t<∞，

万∈嗡，占I】，U∈％．且成立

(i)对f≥s2 0，钏“(f)㈦№)¨
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(ii)若N<P，则解是唯一的：

(iii)对t>0，若“o(J)≥0，a．e．in Q，贝Ⅱ“(J，t)≥0，a．e．in Q，u(x，t)是

问题(1．1)一(1．3)的一个解．

然后研究了方程得正则解及其相关的性质，发现了解的真空隔离现象，

刨刘十‘Ve∈(O，d)，鄙存在一个真空区域

虬=}∈咿c咣2P+a fi．，刮V圳，<c筹疋，志}
满足初始条件0<J(u。)s e的所有解，不可能出现在以内。

最后研究了临界仞值状态下，问题的整体解存在性。得到结论如下：

设P，口满足(H。)，“。∈喇19(Q)，假定J(u。)=d，l(u。)>0或者I(u。)=0，

0<J(u。)≤d，则问题(2．1)，(1．2)，(1．3)存在一个整体解

“(f)∈r(o，r；吲9(Q))，U，∈L2(0，T；L2(Q))，且有“(f)∈旷，于o≤t<∞上．这

罩：旷=WnOW={“∈wdl9(Q)1，(“)≥0，，(“)≤d}。

若“。(z)≥0，则上述“(f)仍是问题(1，1)一(1．3)的解．
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