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几类非线性微分方程边值问题的可解性

摘 要

在本文中，我们主要应用非线性泛函分析中的半序理论，锥拉伸与锥压缩不动

点理论，对一些非线性边值问题进行讨论，全文共分为五章．

第一章是本文的绪论部分．主要介绍了本文的研究课题．

第二章主要考虑p—laplacian算子型奇异边值问题

I(曲p(Ⅱ’))’+q(t)，(t，“)=o t∈(o，1)

【。嘛如(u，(￡))2 tz(1)+洲。蟀如(“m)))=o

其中屯(s)=Isr2s，p>1在让=O，￡=O，1可以有奇性．

在如下条件下：

(日1)q∈r(o，1)，且在(o．i：。匕，q>o，且．詹幽(．∥q(，)办)也+
以西(口)(一口(r)打)ds<oo，

(凰)，：【o，1]’×(o，o。)_÷R是连续的．口：R_R是连续的不减函数，

且日(0)=0，

(H3)有一个不增的序列风满足lim。_+。。=o，且对：≤￡s 1，q(t)，(t，p。)≥

0，其中n=3，4，⋯，

(凰)存在一个函数o∈c[o，1j n c1(o，1)，西，(0_’)∈f1[o，1]

躲姊⋯￡))=洲。弊如(Ⅱm)))+。(1)=o
在[o，1)上＆>o，对n=3，4，⋯，

q(t)，。，u)+曲p(Ⅱ’(￡))7>o (t，钍)∈[；，1)×o<Ⅱ<。婶)

砸)鸠川+如(。m))『>o㈦Ⅱ)∈(o，；)×o<“<叫)



曲阜师范大学硕士学位论文

(风)对每个n=3，4，⋯，存在一个函数列尻∈c[o，1】n c1(o，1)，九(风，)

∈c1【o，1]

。骢‰(成(￡))曼o，目(。蚌％(成(t)))+风(1)≥风

在[o，l】上风(￡)≥风；

Vt∈[砉，1)，g(￡)，(￡，风(t))+(咖雕(t))’≤o

Vt∈(o，i】，口(≠)，(i二&(￡))+(如成(￡))’≤o
f风) sup{nlax挺hl{魔(￡)In=3．4，⋯}<+。。

(圩7)幽(爿q(s)9(Q(s))ds)<十∞
考虑问题(2．1．1)正解的存在性．得出如下结论：

定理2．2．2设(日I)一(日7)成立，那么问题(2．1．1)有一个解让∈cf0，l】ncl(o，I

九(∥)∈c。(o，1)，且在【o，1】上“(￡)≥Q(￡)．

第三章主要考虑p_lap】acian算子型奇异边值问题

{‘≯一(。，))，+?。)，(z(。))=o， 2∈(o，1)，
(3．1．1)

I o茁(o)一卢z’(o)=o， 7z(1)+6z’(1)=o．
。

其中如(s)=H9。s，p>1，n，，y>o，p，6芝o，，∈c([o，。。))，o(￡)在[o，；
上有可数个奇性点．在条件

(H)存在数列他)罂L，使得￡l+l<“，(i∈Ⅳ)，tl<{，liⅡl。o。屯=t}≥o
liIn￡_￡。n(￡)=+。。V i=1，2，⋯，

。<Z1如)幽<+。o (3驯

并且在[o，1]的任何子区间上n(￡)不恒为零．得出主要结果
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定理3．2．2假设条件(H)满足，存在{他)膣。，使得肌∈‰+t，z＆)，自

1，2，⋯，令{兄k)芒，和{“}芒l，滴足

RHl<肌r(惫)<r(疗J<A1“<风，南=l，2

其中A1∈(兰，+o。)．对任意的自然数k，假定f满足；

(日1)，(z)≥(Alr七)’一1，V z∈【pkrk，rk】，

(．％)，(z)≤(A：zkP一1，Vz∈【o，R女】，其中o<Az<{(：+1)≯。(片o(s)ds)}
则(3．1．1)有无限多个正解{。。)罂l，且满足n S I|翰lI≤忍，V z=

1．2·．．．

第四章主要考虑p—laplacian算子型方程组边值问题

I(如(z，))’+，(￡，z，Ⅳ)=o，￡∈(o，1)

【(讳(z’))’+9(t，。，Ⅳ)=o，z∈(o，1)

在如下边值条件

l ol如(z(o))一声·如(z’(o))=o，y·讳(z(1))+d1％(z，(1))=o

l(￥2币p(g(o))一阮曲p(∥(o))=：，7y2西，(Ⅳ(1))+62毋p(可7(1))=o

(4．1．1)

(4．1．2)

下的解的存在性．

其中，九(s)=Islp≈s，p>1，。，>o，债≥o(i=1，2) m>o 6i≥o(i=1，2)

，，9∈c(【o，1]+【o，o(】+【o，。()，[o，。())
‘

在如下条件成立时：

(H)若石(￡)，Ⅳ(￡)∈Ⅳ，那么z(￡)+Ⅳ(￡)≥((||茁||+llⅣlI)￡∈[(，1～(】其

中(∈(o，；)是常数．得出主要结果：

定理4．2．1假设存在两个不同的正常数A和即，使得
‘

X

，(￡，z(￡)，口(￡))s加(m1A)，o≤t≤1，o冬z，Ⅳs芸， (4．2．1)
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并且

或

鲋，球)，巾))≤州m2玑o≤￡≤1，o≤删s；， (4．22)

，(t，z(￡)，掣(￡))≥如(f叩)， 占三三：S l一护， 挣叼≤z+∥S町， (4 2．3)

雪(t，。(t)，封(t))2曲p(f77)， 扫茎￡墨l一日， 扫叩≤z+g S叼， (4．2．4)

成立．

那么边值问题至少存在一个正解而且介于A和卵之间．

定理4．3．1假设存在A>O，使(4 2．1)(4．2．2)成立，且满足下列条件：

(风)如(￡)≥lj5p(；)，当日s t茎(1一日)，或者90(z)≥如(；)，当
日S￡S(1一口)，

(月j)，o。(t)≥≯，(5)，当日茎f s(1一口)，或者9。。it)≥咖，(；)，当
口S t≤(1一口)，之一。成立，

则边值问题(4．11)一(4 l，2)存在两个解．

定理4．3．2假设存在">o，使得(4．2．3)(4．2 4)之一成立，且满足下列条

件：

(Ⅳ1)矗(t)墨如(m1)，o冬。≤l， 驹(￡)≤奶(m2)，o茎≠冬1

(H4)，o。(￡)≤西p(m1)，o S￡S 1， g∞(￡)墨曲p(m2)，o≤￡≤1

则存在两个正解(z1，g-)，(z2，Ⅳ2)，使得1|(z，，Ⅳ1)《≤q≤Il(z2，gz)m

第五章本文考虑二阶奇异边值问题

{：五i!荔：，盂，!。：i{；；：’。∥。，，：。
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其中o，7>o，p，6≥o，p：=卢7+07+＆巧>o，，(t，?上)∈c([o，∞)，[o，∞))(H)

在￡=O，1可以有奇性．得出主要结果如下：

定理5．2．1假设存在两个不匝酶正常数A和卵，使得

(^1) ，(￡，札)冬mA o≤f S 1，o≤u茎A，

(^2) ，(z，札)≥2叼 口≤￡≤l一日，肋曼¨S 77

那么边值问题(5．1．1)至少存在一个解u(t)介于A和q之间．

定理5．3．1假设存在A>o，使得条件(^1)成立，且满足下列条件

， ，

，0(t)≥；，口茎￡≤l—D；k(￡)≥；，口茎f≤1一目， (5．3．1)

那么问题(5．1．1)至少存在两个正解“¨z2满足o<|IⅡl I|<A<|lu2¨

定理5．3．2假设存在日>O，使得条件(7功)成立，且满足条件

，o(z)S m， O≤t S 1，，o。(￡)茎”z， o≤￡≤l， (5，3．2)

那么边值问题．(5．1．1)至少存在两个解u1，u2，使得o<if“1fi<叮<||“2¨-

定理5．3．3假设条件(Ⅳ1)，(凰)成立，且存在常数o<A．<垃使得条件

(^1)对于A=A2(A=A，)成立，条件(^2)对于叩=Al(q=A2)成立，那么边

值问题(5．1．1)至少存在三个正解“¨z2，“3，满足o<№】||<Al<№2||<

A2<№3m

定理5．3．4令n=2自+1，k∈Ⅳ，，假设(，，1)，(仍)成立，并存在常数

o<A1<A2<⋯<A。I，使条件i722)((^1))对于A2。一l，1≤i S女成立，条件

(九。)((^2))对于A2：，1茎i≤☆成立，那么边值问题(5 1 1)至少存在n个正解

“】，乱2，···u。，满足o<J|“1l J<A】<Jlu2jI<A2<··<Jj“。一】J|<A。一】<{Ju。JJ．

定理5．3．5令n=2七，％∈Ⅳ，，假设(5．3．1)，(5．3 2)成立，并存在常数

o<Al<A2<⋯<A。一l，使条件(^1)((7￡2))对于A2f_1，1 S i≤m成立，条件

(^2)((h1))对于A2。．1≤i 5％成立，那么边值问题(5．1．1)至少存在个札正解

ul，“2，⋯“。，满足o<Il¨1||<A<||u2|1<A2<···<||t￡。一1||<A。一1<II¨。Il
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一些呈竖整盔堂堡土堂垡堡墼—————————————————————————————“，+—————。’——一一一Solvability of Boundary、厂alue Problem for Several Classes of

Nonlinear Di骶rer此ial Equations

Ab STRACT

1n this paper，we apply theory of ordeTing，expansion and compression

theory'to study some nonlinear BVPs This paper is composed of fiVe chapter8·

In chapter 1，is the introduction of this paper，which introduces也e main

contents of this paper．

In chapter 2，we deals with the BVP for th。one一(hnlensimlal I卜Laplaciall

』(如(u’))’+g(啪，钍)=o，‘∈(o’1)’ (2．1．1)

I躲如(∥(￡))=札(1)+引。婴如(um)))=o，
where如(s)=Isr2s，p>1，which is singular at札=o，忙o，1·

Throughout恤is p印er，we aSs、lme that：
． ．

(日1)q∈c(o，1)，for all t∈(o，1)，with g>o，and舒九(抒q(r)咖)ds+

月呶g)(层q(r)咖)如<o。，
(凰)，：[o，1]×(o，∞)-÷R is continuous．口：R j R is continuous and

nondecreaslng，and p(O)=O，

(凰1 There exists a noninLr’9撕ng sequeTlcc{，)n)and sat—isncs 1llIln_÷o。=

o，and for all t∈；≤￡≤1，g(t：八￡，p，。)≥o，where n=3，4，‘一，

(风)There exists a functi㈨a∈c[o，1】ncl(o，1)，姊((℃7)∈clfo，1]

。蠕如(d例=洲。蟀如(nm)))+n(1)=o
for all t∈【o，1)，wit}1 o>o，‰2 3，4

口㈣仲，让)+姒n协))，>o‰m∈【：

Vn

11×o<'‘<n(f)
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础)砖，训+州∥(f))’>。(f，哪∈(0，；)×。<『』<Ⅲ味
(玩)For all礼=3，4，⋯，tnere exists a sequencl 0f如nc“o矾{风)∈

c【o，lI ncl(o，1)， 如(风，)∈c1[o，]]

li碘如(成(t))≤o， 甜．1i罂如(成(￡)))+风(1)芝舰
Z_÷0+。 ￡_I

缸Io，11芦。(t)≥脚；

、以∈【±，1)，q(t)，0，p。(￡))+(母p卢：(￡))7曼o，

V￡∈(o，瓢g(f)，(：，岛(￡))．+(庐，俄(t))’如
(风) sup{max￡∈⋯风(￡)1n=3，4，⋯}<+o。，

(H7)西q(爿q(s)g陋(s))如)<+o。，
We haⅣe the main result： 一

Thorem 2．2．2 suppose(H1)一(月j)l101d，then the proble『r】(2 1．1)has a so—

lution 1工∈c【o，11 ncl(o，1)，垂p(t：7)∈c1(o，1)，and for alI t∈[o，ll，wi“l“(￡)≥

Ⅱ(t)．

In chapter 3，wc discuss Lhc sjngular boun(1ary problem fbI-“Ie p—laplaciaT】

J(曲P(z7))7+。(‘)．，(嚣(。))=o， ‘∈(o，1)，
(3．1．I)

I oz(o)一卢z’(o)=o， 7z(1)+6z’(1)=o．

where咖口(s)=lsP一2s，p>1，“，1>o， p，6≥o，，∈c(10、oo))，fand o(亡)

have in矗nitely singlllarities，Vf∈[o，扎wP assllmP tllal：

(H)j{如}墨l，s札is矗es t。+l<t。，“∈Ⅳ)，￡l<；，limH。ctz=f+≥o-

limt_+￡。Ⅱ(t)=+o。，V i=1，2，‘一，

o<／n(s)出<+o。． (3．2．o)
、 √0

and in every interval of[o，1】，witll。(￡)≠o

Vll
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We have the m aill result：

Thorem 3．2．2 Assllmc tllat、‘on(1ition(H)holds，cxists{／“}罡

p^∈(￡女+I，￡女)， ☆=1，2，·-·，1et{，k}墨land{r女}墨1，sll(111 that

R女+1<pkr(七)<r(七)<A1％<兄k， 七=1，2

where A1∈(兰，+。。) Furthermore，for each natural nlllnber k，assllme thatI

(日1) ，(z)≥(A1“)’一1， V主∈阻女“，“]，

(H2) ，(z)茎(A2Rk)p一1， V z∈[o，月k]，where o<A2<{(：+
1)九(￡o(s)ds))～，

Then the problem(3．1．1)haVe{z。，墨1，and satisfies r{茎||z：|I≤—R， V i=

1．2·一．
‘

In chapter 4，we discuss the boundary problem of t．he classPs()f p一1a1)lafian

equations

J(删))，+巾，删)=o，。∈(o，1)， ㈨1)
I(％(z’))’+F(z，z，Ⅳ)=o， ￡∈(o，1)．

』∞州《o))一崩如扛，(o))=0’m‰扛(1”“一“z，(”)_0’ (412)
I位2≯p(∥(o))一历移p(Ⅳ7(o))=o，‘n如(F(1))+62≯p(Ⅳ7(1))=o

thc existence of the positive solu“ons．

where咖p(s)=1slp一2s，p>1，nt>o，成≥o(i=1，2) m>o出≥o(i=

1，2)，，g∈c(【o，1】聿[o，。(】半【o，。()，[o，o())，
and the foIIowing conditions hoJd：

(H)suppose z(￡)，Ⅳ(t)∈K．then-T(f)+Ⅳ(f)≥((||．f|I十||Ⅳ11)，∈【(．1一(]

where<∈(o，j)is const．

1X
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that

and

Or

Theorem 4．2．1 Suppose there oxists t．wo diffcrent consts A and叩，sllch

，(t，。(t)，Ⅳ@))≤曲p(m1A)， o曼t s 1， o≤z，g≤；

鲋，础)引啪s州m2札o s t s l，。s圳s；

(4 2．1)

(4．2．2)

，(t，z(￡)，∥(￡))≥％(fq)， p≤z S 1一日， 目吁≤z+Ⅳ≤叩， (4．2．3)

9@，。(￡)，Ⅳ(t))≥曲，(f叩)， 日≤￡≤1一口， 目叩≤z+可S卵， (4．2．4)

satisfy．

Then the boundary value probleIn has at least one posit．iVc s01ut_ions which

stand between A and卵．

Theorem 4．3．1 Suppose jA>O，such that(4．2．1)(4 2．2)hold，and one

of the foUowing condi“ons hold：

(风)，0(t)芝西，(；)，for口茎t≤(1一p)，or 90(z)≥曲，(；)，for p≤!s

(1一目)，

(日2)，0(f)≥％(；)， for目s￡≤(1一p)，or目o。(t)2≯，(；)， for臼s f≤

(1一既

Then the boundary value pIoblem(4．1．1)一(4．1．2)haVe two positive soh卜

tions，

Theorem 4．3．2 suppose j叩>o，such that one of(4 2．3)(4．2．4)h01d，and

one of the{．oUowing conditions lloi(1

(H1)^(t)冬西p(7nI)，o≤f≤1， po(t)≤西p(m2)，()茎，≤1

X



曲阜师范火学硕士学位论文

(凰)，o。(t)≤九(m1)，o≤￡≤1， g。。(￡)曼姊(7n2)，o S￡≤l，

hen the boundary value problem have two positive solu“ons．(∞1，g】)}(茁2，可2)，

such thatII(z1，玑)l|茎町≤lf(z2，掣2)凯

In chapter 5，we‘discuss the two order boundary valuc problem

P“。川)_oI涎(0，1)， (511)
l nu(o)一pu’(o)=o，7札(1)+d“’(1)=o．

whereⅡ，，y>o，口，巧≥o，P：=卢7+＆。v+Q巧>o，，(￡，乱)∈c(【o，o。)，【o，。。))(Hj

and at t=O，1 can have singular

We have the main reslllt：

Thorem 5．2．1 Suppose there exists two difrerent constsA and叼，such

that

(^1) ，@，u)≤rnA o冬￡冬l，o≤u S A，

(^2)，U，札)≥切口墨t S 1一日，口q≤让≤q．

Then the boundary value problem(5．1．1)has at least one positive solutions

which stand between A and”．

Theorem 5．3．1 Suppose j A>0，such that tlle condition(^1)hol(1，

and the fbllowing condition are satisae(i

肿)≥；，口≤￡s l一日：k㈤≥；，目s t s l一口， (53．1)

Then the probleIn(5 1．1)haⅣe at least two positiVe solutions“l，"2 such that

o<IIul||<A<№2m

Theorem 5．3．2 Suppose j矸>O，such that；thc corl(1ition(^2)hold，an(i

the following condi“on are satisfied

^(t)≤m， 0 S￡≤1，，。。(t)≤仇， O≤￡曼l， (5 3．2)

Thentheproblem(5．1．1)haⅣeatleastt、Vo positiVe solu¨ons“1，u2，such LhatO<

№I|<叩<llu2m

Xl
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Theorem 5．3．3 sllppose t·矗coIl(1ition(日1)，(H2)hol(1，and cxisf—s(：onst

0<Al<A2 sucll that the conditionf^1)for A=A2(A=A L)hol(1，thc condition

(^2)for q=Al(叩=A2)hold，TiPn the problem(5．1 1)haVc at Ieast three

posihve sohlnons t上l，乱2，u3，such tha上o<1lulll<^l<lIu2Il<^2<llu3“_

Theorem 5．3．4 Let礼=2后+l，后∈Ⅳ，suppose(Ⅳ1)，(凰)hold，and

exists consto<Al<A2<r··<An一1，such that the condition(^2)((^1))

forA2卜．1，1≤z茎膏hold，the condition(h1)((h2)){．0rA2”1≤。≤丘h01d．

Then the problem(5．1．1)have at least n posit．iVo solIltions“l，Y12，’‘T，"，s【l(。h

that o<Ilul||<Al<Il札2Il<A2<···<Jl札。一l||<A。f<||乱n||．

Theorem 5．3．5 Let礼=2南，七∈Ⅳ，suppose(5．3．1)．(5．3．2)hold，and

exists const o<入1<^2<．·-<A。一1，such that the condition(h1)((h2))

fbr A2。一l， 1≤i S^hold，the condition(7J2)((^1))forA2：， l≤i S々hol(i．

Then the problem(5 1．1)have at 1east扎posjtive soIlltions?11，Tz2，‘’‘"⋯such

that o<||札lIl<，、I<||u2||<A2<···<||?￡。I¨<An—I<flt”nIJ．

KEYWORDS

Singular boundary value problem，Posi“Vo solution，FixPd p()int thPorprr】，Conc

X1l



符号说明

本文所用符号，除文中特殊说明外，均按如下规定：

1．G∈D表示集合e包含于集合D；

2 inf表示下确界，sup表示取上确界；

3∈表示属于，岳表示不属于，、，表示任意，|表示存在，O表示空集

4．≠表示不等于，：=表示定义，一号表示趋于，务表示不趋于；

5．Gfo，】】表示fo，1】区间上连续函数的全体；

6．虿表示集合c的闭包；

7．Cr＼D表示集合c去掉集合D中的元素后所剩元素组成的集合；

8．毋G表示集合C的边界；

9．¨lI表示范数．
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第～一章 绪论

§1．1引言

随着人们对自然界认识的不断深入，已逐渐认识到非线性科学在数学，物

理学，化学，生物学，医学，经济学，工程学，控制论等科学领域的重要性，

特别是近年来，人们认识到在有限维空间中，系统产生混沌的本质原因是非线

性．目前，非线性泛函分析已成为现代数学中的一个重要分支，并且在其他分

支中发挥重要作用，非线性泛函分析是处理非线性问题的重要有力j：具，尤其

是处理应用中出现的大量微分方程中发挥不可替代的作用．在非线性泛函分析

中，用锥理论(半序方法)来处理方程是直观而又实用的方法，并和拓扑方法

相结台有力的推动了现代非线性泛两分析的发展．枉这方面，很多々家都取得

了辉煌的成就

非线性泛函分析理论能够成熟的运用于解决非线性微分边值问题中去，井

把解的存在性转化为某个非线性笋子的不动点存在性，这一方面的问题实在太

多：微分方程的边值问题，初值问题(包括奇异)；抽象空间-p微分方程边值问

题，初值问题(包括奇异)pIaplKian型微分方程边值问题等．

§1．2微分方程边值问题的研究

目前，在这方面的专题文章很多：两点边值问题，三点边值问题，四点边

值问题，Ⅱl点边值问题(一阶，二阶等)等等．多点边值问题在弹性稳定性理

论当中有着广泛的应用．它的研究始于Il’in和Moiseev．此后。Cupta等人相

继就解的存在性建立了一些结果(诸如文献I圳3I)近年来，诸多文献大都足
利用非线性项f满足某种条件(例如，次线性或超线性，关于某一变元单调，

满足某种增性条件等)的情况下，从而借助G r(1en函数的一些性质给出各种边

满足某种增性条件等)的情况下，从而借助G r(1en函数的一些性质给出各种边



第一章 绪论

值问题正解的存在性，唯一性，多解性-我们可将jE线性项f推广到更加一般

的形式给予研究，甚至可以将方程推广到方程组的边值问题上去研究．

§1．3 P—laplacian型边值问题的研究

关于p—l印lacian型边值问题有着广泛的应用背景，例如非线性偏微分方

程的径向对称解，多空介质中的气体湍流问题，弹性理论，血浆问题，宇宙问

题等．近年来，已引起人们的广泛关注．特别是当p=2或如(z)=z是线性情

形时，有大量的文献研究这类问题的正解的存在性．这一问题也是本文的研究

重点．
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第二章 p—laplacian算子型奇异边值条件的上下解方法

本章讨论一类具p．1aplacian算子型奇异边值问题解的存在性．本章与以

往文献的不同主要在于边值条件，此处的边值条件是带有极限的．然后通过建

立辅助函数，借助于上下解方法得出正解的存在性．

§2．1 引言

考虑p—laplacian算子型奇异边值问题

』㈣(?，))～“f)“文曲_0， 蚝(0’1)’
(211)

【，岭如(札印))一：1)+甜。弊啪。协)))=o
‘ ’

其中九(s)=㈦’。s，p>1在“=o，t=o，1可以有奇性．

对于边值问题

J(如(u’))’+g(啪，u)=o，2∈(o，1)， ㈨2)
I札(o)=u(1)=o．

其中在札=o，￡=o，l处可以有奇性，文【6】利用上下解方法，给出边值问题

(2．1 2)正解的存在性．本文主要是通过建立辅助函数，借助上F解方法，在不

同与(2．1．2)的边值条件(极限边值)下，给出了正解的存在性．

考虑问题

§2．2问题(2．1．1)的正解存在性

{‘裂，裂狮翕。m篇址。 ㈦¨，

【，味嘞(tt印))==圳+洲。’罂％(u印)))=o

3



第二章 I)一lal)】a(ian奠：j：型奇异边值条件的上下解方法

在本节讨论中，我们假设如下条件成立：

【H，)q∈c(o，1)，且在(o，1)上，q>o，且．f，；‰(．序目(r‘)出)出+兵毋(口)(．厍
q(r)dr)ds<∞，

(吼)，：[o，1]×(o，o。)-÷兄足连续的．口：月_兄是连续的不减函数，

且口(0)=0，

(凰)有一个不增的序列肌满足lim。。。。=o，且对：≤￡≤l，q(￡)．厂(z，肌)
≥o，其中n=3，4，⋯．

(凰)存在一个函数Ⅱ∈c[o，l】n c1(o，1)，如(n’)∈c1[o，1]，

。骤如(n㈨=引。弊如(∥(￡)))+。(1)=o，

在[o，1)上a>o，对礼=3，4，⋯，

q(￡)．厂(t，“)+妒p(＆’(z))’>o， (z，“)∈[；，1)×o<u<“(￡)，

g㈣砖，u)+姒。咏))，>幔他u)∈(o，：)×o<乱<∞)，
(风)对每个礼=3，4，⋯，石在一个函数列尻∈c[o，1]n c1(o，1)，如(风，)

∈c1[o，1]{

。味如(雕(t))≤o，洲，磐如(雕(￡)))+风(1)≥陬，

在[o，1]上风(￡)≥p。；

Vt∈去1)，g(t)巾，风(t))+(‰联(t))’≤o，

V￡∈(o，a础)“；，蹦f))+(嘞风㈤)7茎o．
(E毛)sllp{max￡∈⋯1氏(￡)In=3，4，⋯)<+o。，

(日7)咖。(搿q(s)g(Q(s))ds)<+。。，

4



曲阜师范大学硕士学位论文

引理2．2．1 对

∽⋯“，(屯们。0川∈(仉”’ (22．1)
I¨(o)=u(1)=o．

假定下列条件满足 ，

(^，)，：(o，1)×月_R是连续的，

(^2)j口∈c(o，1)，q>o．在(0，1)上．且

／：5西。(，5 a(r)dr)ezs+Z1咖。(∥5 a(r)dr)ds<。c，

so l，(t，u)I s g(￡)， Ⅱ．e ￡∈(o，1)．

则(2．1．1)有解tl∈c[o，1Jn c1：o，1)，如(“’)∈c1(o，1)．

定理2．2．2设(日1)～(日7)成立，那么问题(2．1．1)有一个解¨∈c『o，11

n c1(o，1)，讳(乱’)∈c1(o，1)，且在【o，1】上“(￡)≥Ⅱ(￡)

证明：取定n∈Ⅳ+=3，4，⋯

考虑边值问题：

I(如(“，))7+口(t)-厂2(t，T‘)==o， t∈(o．1)，

I。畴州u讹”=㈦巾⋯(：唧姒∥㈤))_肪 怛2’2’

其中：

，+(￡，札)=

砖，‰))-叫风㈤
．厂(t，风(￡))+r(尾(￡)

“≥屈。(￡)，o≤t s!

“≥风(￡)，三≤￡s l
n

砖，呐， 砌≤u墨风㈤．o s f s；，
，(t，“)， p。≤u≤腺(f)，三≤t≤l，

，(t，p。)+r(p。一H)， “s风，三≤t≤1，

，(；，pn)+r巾。一乱)， tz墨p，。o≤￡≤：



第二章 p—laplaciall算子型奇异边值条件的，I：下解方法

且r：R_÷【一1，1]为：

巾，=譬I‰
由引理2．2．1，知(2．2．2)式有解，且u。∈c(【))1]n c1(o，1)，‰(“：。)∈r‘(o，1)

若(2．2．3)不成立，那么，u。(￡)一肌在幻∈【o，1】有一个负的最小值，当

￡∈(o，1)时，(u。(to)一p。)’=o，即tz：(￡o)=o，(九札；。(￡o))’=o，而

一扪伊㈦巾、、J一酬仲m)+r(mⅧ舭j)】，i s≠。s l；

=一9。。’，I屯“n。。’i—q(z)I，f：，肌)+，(p。一。。(￡。))]， ：≤￡。冬；

当￡o=O时，"。(t。)一几<O，因此存在d>0，当0<￡<6时，u。(￡)一如<O，

‰(扎。一风)’(f)=一／q(s)，’(s，?t。(s))如<o，

当to=1时，1imc。1一如(t‘(t))≤o而口(1im￡。1一九(钍：(￡)))=m一“。(1)>

o故lim￡。l一如(仳：(t))>o．矛盾．因此(2．2．3)式成立．

u。(t)S风(f)，￡∈[o，1]． (2．2．4)

若(2．2．4)不成立，则“。(f)一风(1)在to∈[o，1]有一个正的最大值，当to∈(o，1)

时，咖p(tf。一p。)7(to)=o且(西，(?』。一，)。)’(￡o))7=()．
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———————————堕L垦塑薹銮堂堡圭堂垡堡塞————一
当￡o∈[i，1)时，“。(￡o)>岛(fo)有

(姊(u。一风)’(如))’

2～g(￡o)，+(to，(¨。一展)‰))

5一口(南)，+(≠m扎。(￡o))+g(￡o)，+(fo，房。(fo))

2一g(如)(，(￡，风(‘o))+r(尻(￡o)一tz。(to)))+q(￡o)，(￡。，风(￡o))

2一q(￡o)r(风(￡o)一“。(￡o))>o，

矛盾．

当幻∈(o，：)时，

(如(“。一风)，(fo))’

2一q(zo)，+(≠o，(u。一风)(￡o))

2一q(to)，+(‰“n(￡o))+口(如)_厂4(to，尾(to))

=～g(％)(，(；，尻(tn))+r(月。(tn)一％。(钿)))+口(t。)，(；，伪．(^。))
=～口(￡o)r(厩(to)一?如(如))>()，

矛盾·当如=0时，Jime一。+％f(k。一阮)，(f))S o即liIn，。+‰(群(t))≥o．
由(风)知， IiITl￡。。+％(膨(t))：二e 由乱。(o)>质。(o)知，有o<』。<：．

8￡m。(s)一风(s)>o，s∈(o，Ⅳ)对f∈(0，／f)，

咖((钍。一风)’)

=一／口㈦，+(s，“。一尾)幽

=一Z。口(s)，+(刚_ds+Z。q(s)，+(s，风)出
=一Z‘q(s)(，(：，风(圳+r(卢。(s)一扎。(圳)+Z‘口(s)，(；，艮(圳出
2一／q(s)r(尾(s)一2k(s))≥o，

7



第二章 p—laplacian算予型奇异边值条件的上下解方法

这与u。(￡)一风(￡)在￡o=0处：聩穗最大值相矛盾．

当t。=1时，1iln，_+I一曲p((n。一一)’)≥o，即Iiln，一．1咖p(?￡：)2 Ii『Jl，，I妒p(J?i)

由塌知，

肌一“n(1)=洲。蟀如(u：))≥吖。蟀曲一(成))≥肪一风(1)，

即u。(1)一风(1)≤o矛盾．因此(2．2．4)式成立．

再证

札。(z)≤o(￡)， ￡∈【o，1】． (2．2．5)

若(2．2．5)式不成立，则扎。(t)一o(t)在如∈[o，1】有一个负的最小值，当

￡o∈(o，1)时，咖p((tt。一o)’(如)=o，且(曲p((钆。一n)’(￡。))’=o．

当如∈[：，1)时， o<un(to)<Ⅱ(to)， 肌冬un(幻)≤风(￡o)．

由(矾)知

(币，(“。一n)7(￡o))’

=一q(to)，’(￡o，“。一Ⅱ)

=一q(zo)，(t。，掣。)一(曲，(口’))’

=一【q(to)，ft叫t。)+(如(Ⅱ’))’]<o．

矛盾．

当to∈(o，；)时，再由(风)知
1

曲P((un—a)’(亡0))’=一目(如)，(i，“n)+(咖，(n’))’jds<o，
矛盾．

当￡o=o时，存在o<卢<÷，使得当￡∈【o，川时， o<“。(t)<

a(t)，n。兰u。(t)墨风(￡)，由limc_+o+咖，((tl。一口)7)≥o，有姊((“。一n=)’)=

一詹【叮(s)，(：，u。)+(咖，(血’))’】ds<o，矛盾．
当fo=1时，limt}l一咖p((?“一n)’)茎0，即llmf+l一如(?6，，)’S linlf_÷l西p(o)

山(Ⅳ4)j那， ，Jt，一t^，。(1)≤ “(J)，这样Tl。(1)·f r(I)三三，J，．>【)矛J西．
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因此(2．2．5)成立．

我们最后证明恤。}。ez+在【o，l】上是一致有界和等度连续的．

显然，扣。)。∈z+是一致有界的．记咖=sup{max框⋯J风(t)jn=3，4，⋯}

耽∈(0，1)

Iu：(t)1=I咖。／叮(一)，+(s，札。(s))dsl

妯(1+糕)州小咖(删㈣．
由(胁)知{“。}。∈z+是等度连续的．由Arzef。一Asco“定理【9]存扣。)。Ez+

在的子序列不失一般性，仍记为{u。)。。z+在fo，11上，一致收敛于tz∈r’h 1】．

取定t∈(o，1)当：<t<l时，

?z。(￡)满足

州归u。(0)+Z。州r+Z5咖)九圳。(训如)ds
其中r是方程

Z1曲。(r+Z5 q(z)，+(z．。。(z))dz)ds=扎(1)～“(。)．

的解．由于如与九都是单调增加的，所以满足上述等式的r是唯一确定的．

定义算子Ⅳ^：c[o，1]呻c[o，1】如下： 。

M“㈣=羽)+Z‘姒r+Z5咖)川州圳㈣ds (2 2 6)

由文献[2】知，小^是全连续的．

钍n(t)=u。(。)+Z‘≯。(r+Z3q(z)，+(z，札n(。))如)ds
=钍。(。)+Z÷咖。(r+．Z5 g(z)，(；，u。(z))dz)ds～n(0)+Z“州什Z如)蝶，‰(圳出)幽

+|：审qlT+t qIzljIz，1InIzlldzlds

9



箜三垦 堡!兰旦!!堕塑笺量型童墨望堕堑丝丝：皇至竖立鲨

由于，(s，札)在[o，1】×(o，Ⅱo】的侄’一紧子集上一致连续，故当”-÷。c时

u∽=乱(0)+Z‘州r+Z5咖)m，?(圳如)氓
显然“(t)≥。(tJ>O， t∈(0，1)且Tz(1)+p(1im￡+l一曲，(Ⅱ7(t)))=O，由(2．2．6)

式知

P‘

如(札’)=一／口(s)，(s．u(s))ds， ￡∈(o，1)，
J 0

这样lim￡_+o+如(u’(t))=o， (‰(u)’)’+g(t)，(t，钍)=o， o<￡<1．

所以u(t)是(2．1．1)式的解，且满足札∈c[o，1]ncl(o，1)如(∥)∈c1(o，1)
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第三章 具有无限多个奇性点的一维p—laplacian方程

的正解

近来，对于这类问题，许多作者都得出了存在性结果．例如flo]．对于奇

异性问题的研究，文章越来越多，但对无限多个奇性点的结果还很少．本文就

是在这种假设下利用锥压缩与锥拉伸定理得出多重解的存在性．

§3．1引言

考虑p．1aplacian算子型奇异边值问题

J(曲p(z’))7+n(。)，(z(。))=o， ‘∈(o，1)，
(3 1．1)

I n。(o)一卢z’(o)=o， 7z(1)+占z’(1)=o

其中如(s)=Hp_2s，p>1，o，7>o。卢，6≥o，，∈G([o，o。))，Ⅱ(t)在【o，÷l上

有可数个奇性点．近来，对于这类陌题，许多作者都得出厂存在性结果．例如

【l】．对于奇异性问题的研究，文章越来越多但对无限多个奇性点的结果还很少

本文就是在这种假设下，利用Kransnoselal(ii不动点定理得出无限多个解的存

在性．

首先，我们叙述前面提到的KransnoseIa㈨不动点定理，这是本文主要结

果的理论依据． ，

引理3．1．1【1l】设E为Banach空间，K c E是E的一个锥，又假设

Q1，Q2是E中的开子集，满足o∈Q】，珂c Q2，映射丁：Ⅳn(面＼QI)_÷^-

是全连续算子，且使

(i)lIT札Il≤№¨’ V札∈KnaQl，同时II丁uII≥I|“¨， V“∈Ⅳnan2；或者

(ii)II丁札|』≥lluIJ， V?上∈Ⅳn 0Qi，同时l{丁札||S胁ll， V“∈Ⅳn aQ2成

立。
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则T在Ⅳn(蕊＼Q1)中至少存在一个不动点．

设E=G【o，1]，定义z∈E的模为忪lJ=supo。矧lz(￡)l，再定义锥为：

Ⅳ={钍∈EI“(t)是【o，1】上的非负凹函数)．

目I理3．1．2令z∈K，p∈(o，{)，贝4

。(t)≥卢J|z|J， ￡∈fp，l一『上】，

其中Ilzll=sup{z(￡)：o墨≠≤1)．

证明：设r=inf{f∈【o，1】：sup蚝㈨】z(t)=?(f))．

我们分三种情况讨论．

(1)r∈【o，球由x(t)的凹性我们知道，在两点(Lz(r))和(1，z(1))弦上

的每一点均在x(t)图象之下，因此我们有

z(t)≥z(r)+三掣@一r)，￡∈阻，1一，t]．
从而有 z(≠)2。；霉怛卅陋(r)+掣(￡一r)]刊r)+掣(1叫叫

=与竿坤)+告心)
≥pz(丁)，

这意味着

z(z)≥p』l。m

(2)r∈江1一以若￡∈沁Tl，同样我们有，

z(z)≥g(，)+苎攀(￡一r)，t∈∽，，】．
12
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雄)>。咧m)+掣(h)]
=；z(7一)+(1一；)。(o)

丁 丁

≥芦。(丁)．

若t∈【7_，1一r]‘，同样

z(￡)≥z(r)+掣(￡一-r)，￡∈[r，1一p1
从而有 上(t)≥。。翟{!埘陋(r)+掣(￡一r)蚝IT，1一，。】‘ l～丁

=告嘶)+寻竿坤)l一7-、7 1～7-
、’

≥脚汀)，

因此，我们得到

z(t)2 pIfz¨'￡∈[p，1一弘】．

(3)7．∈[1～p，1】，同样我们有

口(￡)芝z(，)+三尘掣(t一，)，t∈№，l一』。】
因此有 z(￡)≥诞盈i!埘k(r)+掣(t—r)】

=；z(r)+i!一铷o)
≥pz(7_)．

‘

这就导出了

z(￡)2“lfz¨1 t∈[p，1一，z】

证毕．

13
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在第2节中，我们将给出主要结果和证明

§3．2主要结果和证明

本文中我们总假设n(t)满足下列条件：

(H)存在数列化}罡l，使得f川<f：，“∈Ⅳ)，￡1<；，I㈨。。。￡，=￡十≥o．

1im￡_+“8(t)=+ooV i=l，2，⋯，

rl

o<／n(s)ds<+。。．． f3．2．o)

并且在【o，11的任何子区间上。(t)不恒为零．

若(H)满足容易得出

o<儿。(凡s。)ds。)姒∞， (3．2．1)

其中如(s)为如(s)的逆，九(s)=川。12s，；+÷=1．
引理3．2．1假定(H)满足，则有

rj-一￡l

o<7 。(￡)出<+o。， (3．2．2)

进一步有

A(￡)=Z2西。(，。n(st)ds，)幽+．厂1一“西。(／5。(s，)ds。)ds， (3．2．3)

在ffl’I～tl J上是正的连续函数，从而，A(t)在[I!l，l一￡】】上有最小值L>o．

证明：首先容易得A(t)在【zl，1一￡l】上是连续的．

令

删=小(，‘0(s1)d刚眠删=，广州．，8巾彬刚旭A-(￡)2／。咖。(，。(s-)dst)ds， 4z(￡)=，／ 西。(．／n(s，)ds-)ds，
由(H)知，A】(t)在m，l一￡钉上是严格单调增的，且A。m)=o也(t)在

[f1)1一t1】上是严格单调减的，且42(1一￡1)=o．则A(￡)=AJ(z)+A’(t)在

h 1一tI】上是正的，从而有最小隹j>o．
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定理3．2．2假设条件(H)满足，存在{舭}是1，使得f娘∈(k扎fk)，％=

一，令{磁)墨。和{“}墨，，满足

Rk+l<“kr(七)<r(盎)<Alrk<Rk， 血=1，2···、

其中Al∈(}，+。。)，对任意的自然数k，假定f满足：

(H1)，(z)≥(Alrk)’一1，V。∈!芦≈r≈，rkl，

(日2)，(z)兰(A2冗女P一1，Vz∈；o，Rk】，其中o<A2<{(：+1)咖。(岳n(s)ds)}
则(3．1．1)有无限多个正解{z：)墨，，且满足r。≤IIz。Il≤总，V i=

1．2·一．

证明：现在我们定义算子丁：Ⅳ一K如下

(Tz)(t)=

f等曲。(，7。(s)，(z(s))ds)+Z‘多。(，7。(s-)，(z(s，))ds-)ds，。≤￡墨r；
I；西。(，1 n(s)，(z(s))ds)+，1西。(Z5。(s，)，(z(s-))ds。)f2s，r≤￡冬l，

(3．2 4)

其中如果(丁z)’(0)=o，取r=o，如果(丁：r)’(1)=o，取r=1；否则r是方程

的解，这里

口l(￡)=92(￡) (3．2．s)

9·(t)=尝如(Z‘n(s)，(z(s))ds)j Z‘≯。(Z。Ⅱ(s-)，(z(s，))ds·)ds，。≤t<1，
卯@)=；≯。(，1。(s)，(z(s))ds)j，1砂。(，8。(st)，(z(st))dst)ds，。<￡s 1，

注意到方程(3．2．5)在(o，1)上至少有一个解，事实上，由于9l(￡)在【o，1)上是

单调增加的连续函数，且口，(o)=o，仂(t)在(o，1】上是单调减少的连续函数且

92(1)=O，因此至少存在一点r∈(O，1)是方程(3．2．5)的解．而且，如果rl，亿

15
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c醐，=陷篡篇∑三

拇“¨<““￡k<i，V七∈Ⅳ

16
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【a)：当r∈【￡1，l一￡lj日寸， V z∈c贴坛，由【爿1 J

2fl丁圳l=2(丁z)(r)

≥Z7≯。(／7 n(s·)，(z(s-))ds一)ds+Z1西。(．f5n(s-)／l(z(s，))ds，)d一
≥小(卜刚m旧))dsI)ds+厂“矧Z5 m彬㈨s1))豳)ds

≥(A-rt)(Z7曲，(，7。(s。)ds-)ds+Z1一“砂。(Z3 n(s。)ds·)ds]

=A1“A(7_)

≥Al“L

>2强=2盼lI，

(b)：当r∈[1一tl，1】时，V z∈aQ：，由(凰)知

IITzll=(Tz)(r)

≥Z7曲。(／7。(s·)，(z(st))rfst)ds
兰Z1一“lj5。(／1一“n(st)‘厂(z(s。))ds，)ds
兰(A，rt)Z1一“毋。(，1一“n(s·)ds-)ds
=A1r女A(1一￡1)

芝人lrkL

>2％>n=捌I，

(c)：当下∈【0，t1】时，V z∈aQ：，由(日1)

||丁茁l|=(丁z)(r)

2 Z1咖。(Z5。(s·)，(z(s-))ds-)ds
2 Z1一“曲。(Z3 n(s-)，(z(s-))ds·)ds

17



墨三里 墨壹垄垦兰尘壹堡墨丝=丝2：堕丛竖塑!查堡丝垂壁

≥(A，rt)Z1’≯a(Z。。(s·)ds-)ds
=A1“A(￡1)

≥A1r^工

>2“>“=她叭

因此，无论哪种情况，对V z∈aQ2，都有II乃州≥肛¨

其次，V女∈Ⅳ，z∈aQ2，由(丑j)知

lITz|l=(了k)(r)

=笔如(Z7Ⅱ(s)，($(s))ds)+Z7≯。(，7。(s一)，(z(st))ds．)以s
≤笔西。(Z1 n(s)，(茁(s))ds)+垂。(Z1 a(s)，(z(s))ds)，

s(笔+1)诹九(Z1巾汹)

即V z∈a暖，有lI死JI≤肛¨困此由引理3．1．1得，T在联＼瑶内有不
动点，且有“≤㈣l S吼．由k的任意性知定理结论成立．

18



第四章 一维p—laplacian方程组正解的存在性

近几年来，关于p—laplacian算子的边值问题正解的存在性，受到了许多

中外学者的广泛关注，特别是一维情形；当p=2或九(z)=z是线性时有大

量文献研究这类边值问题正解存在性[14，15】在p≠2或如(o)≠o为非线

性时，文f131用不动点指数定理获得了正解存在的许多充分性条件．然而对于

方程组，很少见文献讨论其正解的挣在性，因此本文致力于研究方程组边值问

题正解的存在性，建立了这类方程组边值问题存在一个或者多个正解的一系列

充分条件．

§4．1引言

本文考虑p-l印laciaIl算子型方程组边值问题

J(删))7+巾，圳)=o，‘∈(o，1)， ㈨1)
l(西P(z’))7+g(￡，。，可)=o， z∈(o，1)．

在如下边值条件

J。1坼(o))一卢·∥(?))=o巾纰(1))+6，删(1))=o，㈨2)
I 02如(∥(o))一仍如(矿(o))=o，讹如(Ⅳ(1))+如如(∥(1))=o．

下的解的存在性．其中，“(s)=吲9_2s，p>l，啦>o，胱≥o(i=1，2)m>

o肌≥o(i=1，2)，，g∈c([o，1】十!o，o(】}【o，o()，[o，。())通过应用krasnoselskii

锥不动点定理，建立了该问题存在多个正解的充分条件，推广并丰富了以往文

献的一些结论．

首先，我们叙述前面提到的kfasnoselsl(ii锥不动点定理，这是本文主要结

果的理论依据．

19
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引理4．1．1【16]设E为Ban扎h空间， K c E是E的一个锥，又假设

QI，n2是E中的开子集，满足o∈n1，两c n2，映射丁：Kn(砭＼Q1)_Ⅳ

是全连续算子，且使

(i)1lTu}1兰1l“1f， “∈Kn0Q1，同时|lT训l≥{l钍f1， “∈KnaQ2，或者

(ii)I|T乱||≥№m “∈ⅣnaQl，同时『l丁uII茎№|l， u∈Ⅳnaf22，成立，

则T在Ⅳn(Q2＼Q1)中至少存在一个不动点．

设x=cfo，lj×G【o，1】，定义通常的范数ll(z，可)1}=陋lI+⋯l，其中

忙II=su pc∈⋯】Iz(￡)I和⋯I=sll乳∈mj|可(t)I这样x是Banach空间，再定义
锥K c X，为：

K={(z，g)∈x，。(￡)，目(￡)是【o，1】上的非负的凹函数}

设9∈(o，1／2)为常数，取扩=堕!笋为方便，我们记f=；[哼(1一
挈)南】一，帆={【1+基】-1记如(。)是如(z)的逆，‰(z)=Ha。z(；+；=
1)记

加)=。?黯。普辫
“归。熟啬器

瑚)=。船。。等器
础，=。。船。。筹辫

且假设

(H)若。(t)，Ⅳ(￡)∈Ar，秀口么z(￡)+Ⅳ(t)兰((I|z J|+ll∥l|)

中(∈(o，；)是常数．

定义一个映射T：Ⅳ_÷Ⅳ如下：

其中
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丑(z，Ⅳ)(￡)=

h星加㈠
h糕m，z

s)，Ⅳ(s))ds)+Z。咖。(／。1，(s-，z(
)，V(s))ds)+／1曲，(Zl，(s·，z(s‘t

)，鲈(s1))dsI)ds，o≤￡≤口l

可(s1))dsl)ds，盯I≤￡曼l

(4．1．3)

如(笔；Z‘，(s，z(s)，V(s))ds)+Z。庐。(，‘，(s·，。(s，)，9(s-))dst)ds
=如(鲁，1，(s，。(s)，Ⅳ(s))ds)+，1庐。(，5，(st，z(s-)，可(st))ds·)ds．

的唯一解．

其中乃(z，Ⅳ)(t)=

f≯。(鲁：Z42 g(s，z(s)，Ⅳ(s))ds)+Z 2庐。(／42 9(s-，z(s。)，Ⅳ(st))ds。)ds，b s t≤口．!

l如(毫Z：夕(s，。(s)，”(s))ds)+，1西。(，：，(st，z(s·)，”(s，))dst)ds，盯z≤t≤，
(41·4)

其中叻为

咖。(鲁；Z‘9(s，z(s)，g(s))ds)+，‘≯。(，。9(st，z(s。)，可(s。))ds；)ds
=≯。(安，1 9(s，z(s)，Ⅳ(s))ds)+，1妒。(，39(s-，z(s·)，F(s，))dst)ds

的唯一解．

容易看出边值问题(4．1．1)～(4．1．2)有解相当于算子方程丁(z，Ⅳ)=(z，Ⅳ)

有不动点，并且T的定义是适当的，事实上，由于

f≯。(／_71，(s，。(s)，可(s))d8) o≤￡曼口。

m(z，v)(t))’={ “，。

I一西q(／，(s，z(s)，可(s))ds) 盯1≤￡≤1

2l
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是连续的，递减的。且(互(z，口))7(01)=O并且

f庐，(丑(z，9))7(t)】7=一，(s，z(s)，Ⅳ(s))．。．e t∈(o，1)

这样正(z，Ⅳ)是非负凹函数，同样乃(z，Ⅳ)也是非负凹函数，因此丁(Ⅳ)cⅣ

且

(正(z，Ⅳ))(盯1)=maxzeⅢJ(正(z，”))(t)，(乃(z，Ⅳ))(一2)=max蚝⋯】(正(z，Ⅳ)：i

进一步易验证丁：Ⅳ_÷K是全连续的(参见文献f5】)

§4．2方程组正解的存在性

本文的主要结论如下：

定理4．2．1假设存在两个不同豹正常数A和q，使得

巾州氓郎))≤如(mt批。冬￡≤1，o 5删5；， (4．2．1)

9(细(t)，可(啪≤讳(m2m o≤￡≤l，o s圳≤：， (4．22)

并且

，(t，石(t)，Ⅳ(t))≥％(f叩)， 口≤￡≤1一目， 疗卵≤z+Ⅳ茎即， (4．2．3)

或

9(t，z(z)，Ⅳ(t))≥如(fq)， 目≤t S 1一目， 目叩S z+ⅣS叩{ (4．2．4)

成立．

那么边值问题至少存在一个正解而且介于A和卵之间．

证明：不失一般性，不妨设j气q，

令n^={(z，Ⅳ)∈K，眦∞，Ⅳ)：≮A)那么由(4．2．1)式，可得当(z，Ⅳ)∈aQ^

22
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时，有

即

≤≯。(鲁Z1，(s，z(s)，V(s))ds)+Z1≯。(Z
鳓。(鲁)+1J州Z1，(s—s)，小))㈣，
鲥谣⋯‰(，1州州灿)，
≤㈨鲁)+1】州，
害≤扣川m

同样由(4．2．2)式知

这样V(z，∥)∈an^由(4．2．5)，(4．2．6)式知

T(z，Ⅳ)1j=fl丑(。，”)ll+ll而(z，Ⅳ)11 S Il(。，”)

(4．2．5)

(4．2．6)

令Q。：={(z，∥)∈Ⅳ，㈨(z，9)¨<”}那么，当(z，Ⅳ)∈0Q。，就有||(z．Ⅳ)||=卵

由(日)知肋≤z(￡)+Ⅳ(t)，V￡∈限l一钆 9∈(o，{)，为常数．

分两种情形加以讨论： ．
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得

(1)(z，Ⅳ)∈8％， 矿S盯l，在此情形下，由(4 2．3)式及丁1的定义，有

同理可得

则

≥Z。≯。(，。1，(s。，z(s。)，∥(st))ds，)ds
≥Z”≯。(Z”，!s·，z(s-)，Ⅳ(st))dst)ds
≥厶(，”^渤))ds

p￡‘

2上矧螂们渺撑L s)ds，

曲小∽瑚
嘲Z”∥叫州出

曲小～向s

(2)(z．”)∈a‰，t‘≥仃，，在此情形之下，那么出(4．2．4)式及71I的定义，确
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2上1毋。(Zj，ist，z(s，)，Ⅳ(s-))ds，)ds，
≥厂州∥，(s咿㈤岫h))d训ds

Pl一日

≥／ 九(如(fq)(s—r))ds，
JP

， ，1～，
=f即f (s

Jt·

￡+1声ds

=(㈨孕(1-口。)击
=；=扣川m

得

㈣砌)忪扣础)Il，
同理可得

ll正(z，9)||≥如(。，Ⅳ)m
则

lf丁(。，F)li≥||(z，Ⅳ)11．

由引理1知，丁在(两＼n^)中至少存在一个不动点(z，Ⅳ)，且满足A茎l|(。，Ⅳ)}1曼

订

推论4．2．2如果下列条件

(H1)，0(t)S如(m1)， o 5 t≤1， 肌(t)茎如(m2)， o≤t≤l，

(皿)厶(t)≥州；)，目≤t曼(1一既或者‰(z)兰如(；)，口≤t≤(1一日j
成立，则边值问题(4．1．1)一(4．1．2)至少存在一个正解．

证明：



第四章 一维p-laplacian方程组正解的存在性

假设(日1)成立，由，0(t)S如(mI)，那么存在充分小的At>o，当

o≤z，9≤夸，z+Ⅳ≠o时，使得

，(t，z(t)，Ⅳ(t))≤％㈨1)(z+Ⅳ)9—1≤‰(Alml)

由肌(￡)≤“(m2)，那么存在充分小的A2>o，当o≤z，Ⅳ茎警，T+Ⅳ≠o
时，使得

g(￡，z(￡)，g(￡))≤如(m2)(z+∥)9—1≤咖，(A2"t2)

取^=min(At，A2}当o≤。，p曼{，z+”≠o时有

，(t，z(t)，Ⅳ(￡))曼九(mlA)

9(f，z(￡)．弘(t))≤曲，(，n2A)，

假设(王，2)成立，那么存在充分大的q>A，使得当口S f≤(1一p)， ．r(t)+

Ⅳ(t)≥肋，时 、糌狲(扣(z+可)p一1 一”、p”

我们有

巾，z(￡)，Ⅳ(z))≥姒；)(蚪Ⅳ)叫兰如(；)(肋)川=姊(f”)，
由定理4．2．1得边值问题(4．1．1)一(4．1．2)至少存在一个正解．

推论4．2．3如果下列条件

(凰)，o(￡)≥讳(；)，当目≤t≤(1—目)，或者90(t)≥tj5p(；)，当日≤￡s
(1一日)，

(月i)，。。(￡)≤≯p(n11)，当o S。S 1，口o。(￡)≤％("12)，当o S￡≤l，

成立，则边值问题(4，1，1)一(t．1．2)至少存在一个正解．

证明：

首先，由条件(风)知，存在充分小的A>o，使得
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』辫≥≯，(；)，目茎￡s(1一目)，口A曼z+Ⅳs A，

或者

里糌之如(；)，口≤z≤(1一口)，口A≤z+Ⅳ茎A，
即，当p冬t≤(1一目)， 日A≤z t—S A，时有

巾，坤)洲啪≥锦(扣+矿_≥姊(；)(㈧r1≥州∽，
或者

9(￡，z(￡)，Ⅳ(t))≥≯，(fA)

由(确)存在充分大的卵>A>0，使得当z，”≥77时，满足

』券≥≯，(mt)，。≤￡≤1，z，F≥叩，(*)
下面分两种情形进行讨论：

(o)如果是有界的，则存在常数￡>o，使得，(￡，z(￡)，Ⅳ(t))≤L，对

。茎t S 1和q≤。，Ⅳ<+oo成章，由(★)式可知存在常数r>o，满

足如(r)≥max{如(，7)，石未雨)，使得，(￡，z(￡)，Ⅳ(￡))s￡≤如(rml)，对
o≤￡冬1和O≤z，Ⅳ≤r成立．

(6)如果是无界的，此时存在{∈【o，1】和某r，≥q，使得，(￡，z(t)，v(t))≤

，(幻，rl，r1)．当。墨￡5 1， o≤’可≤蛩时， ，(￡，z，暑，)≤，(幻，rl，?‘1)≤

如(mn)，对于o≤t曼1，o≤。；≤蛩成立，因此(4．2．1)式对r1成立．

同理可证，对g也有同样结论，则此时(4．2．2)式满足．则由定理4 2．1结

论成立．
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§4．3 多个正解的存在性

定理4．3．1假设存在A>O，爱(4．2．1)(4．2．2)成立，且满足下列条件；

(风)，0(￡)≥如(5)，当口≮￡≤(1一p)，或者舶(t)≥锦(；)，当
日≤t≤(1一日)，

(日j)，o。(t)≥如(5)，当日≤￡冬(1一p)，或者go。(f)≥庐p(；)，当
日曼t≤(1一目)，之一成立，

则边值问题(4．1．1)一(4．1．2)存在两个解．

证明：由推论4．2．3，当(凰)成立，存在充分小的Al<A，使得当目S

t≤(1一目)， 目Al≤z+芎S A1，时有

，(￡，z(￡)，妙0))≥如(fA-)

或者

9(￡，z(t)，Ⅳ(￡))≥≯，(fAI)，

当(日2)成立，那么存在充分大的叩>A，使得当口≤t曼(1一日)， z(￡)+y(￡)2

肋，时

，(￡，z(￡)，Ⅳ(t))2如(f，7)}

或者

F(￡，丁(￡j，Ⅳ(f))之九(f叩)，

由定理知存在两个正解(。1，Ⅳ1)，(。2，№)，o<A1≤Il(z1，们)||≤A≤||(z2，Ⅳ2)||=三

町一

证毕．

定理4．3．2假设存在">0，使得(4．2．3)(4．2．4)之一成立，且满足下列条

件：

(日1)，0(￡)≤矽p(仃l，)，o≤￡≤l， 900)≤西p(打。2)，0≤￡S 1
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(凰)厶。(￡)S如(仇1)，o≤￡≤l， 口o。(￡)≤咖p("。2)，o S t≤1

则存在两个正解(zI，Ⅳ1)，(。2，耽)，便：}||(。l，p1)|l!可兰lI(z2，玑)

证明：类似定理4．3．1证明，由上述推论可知结论成立．



第五章 二阶奇异边值问题正解的存在性

现在这方面的文章相对较多，例如文【141【151．其中文[14】是利用范数形
l

式的锥拉伸和锥压缩不动点定理得出存在性，文[151在一定的极限条件下和

可积条件下得出结论．本文利用另外的锥上不动点定理建立了边值问题存在多

个正解的充分条件．我们的结论推广并丰富了[14，15】的主要结果．

§5．1引言

P+，“一)：0’托(o，”， ㈣11)
l a钍(o)一p“’(o)=o，7札(1)+6让7(1)=o．

∥=0'挺(o’1)) (5也)
I。u(o)一卢u’fo)=o，7让(1)+d仳’(1)=o．

郇一：{|：：二篡：：：羔兰蠢s，
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容易看出：

G(t，s)S G(s．s)， O≤￡，s≤1． (5．1．4)

记

曲(￡)：=，y+d一，yz， 砂(￡)：=卢+＆t， o≤t S 1，

则

进一步，对t

咖(￡)砂(s)， 0 S s≤￡≤l

≯is、≯(t)， 0茎t≤s≤l

黜=良纠蓦，誊q文s’I貉，㈤一I筹，㈤，

黜≥％，伊≤㈤以 (515)

记J】l如：=min{号鲁，：等)．在c[o，1】中，构造所有非负函数所构成的锥如下：

老方便，我们记m=【詹G(，，。j)ds】f1，f=【．‰F G(s，s)幽r-．再定义

加)=姆掣，脚)=溉掣．

叫归Z即㈡邝，似圳抵 (5l_6)

3l

，●，、【有

=

口

卜

一

S

l

0

<一

G

0
<一

口
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有不动点．

引理5．1．2设条件(H)成立，缈A：N_÷K全连续．

证明从略．
‘

设K是实Banach空间E中的锥，令j0={z∈Ⅳ：峪Il≤r)，a尬=

{z∈Ⅳ：忪l『=r}，且Kr'R={z∈K：r≤忙||s R)，这里o<r<R<。。．

引理5．1．3[19】设K是实Ba触ch空间E中的锥，A：霄R_÷Ⅳ全连续

算子，假定下列条件成立：

(口)IlAzlj≤lIzll，Vz∈aKR；’

．(6)存在e∈aⅣ1，使得z≠Az+沁，z∈a坼，A>0．

那么A在瓦R中存在不动点．

如果(a)在aj0上成立，且(b)在aⅣR上成立，则结论仍然成立．

§5．2问题(5．1．1)正解的存在性

定理5．2．1假设存在两个不同的正常数A和q，使得

(h1) ，(￡，让)≤mA o S￡S l，o墨u曼A，

(^2) ，(≠，u)≥f77 口≤f≤1一扫，口卵≤“≤叶．

那么边值问题(51．1)至少存在一个解u(t．)介于A和q之间．

证明：不失一般性，可设，、r q，

令Q^={钍∈jf，1}uIl<A)那么≮由(o)式，可得，当Ⅱ∈oQ^时，有

Au。)=Z1 G(￡，s)，(s，“(s))(fs冬mAZl G(s、s)≤A=I

则l}A让||≤llu¨．

令Qq={"∈K，lfⅡ||<叩)，由凹函数的性质知，叻S T‘(s)≤77，p兰s S

1一日，日∈(o，；)当(^2)成立时，，(t，札)芝zq，口s f≤1一口，下面证明

u≠Au+Ae “∈a．KR，A>0．

若不然，令e三1，￡∈[o，1]，存在Ⅱo∈a％及Ao>o，s．‰)=AT铀+AoP，

32
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其中e∈aKl则有

1。o(t)=At^o(t)+Aoe(￡)

=．‘1G(f1 s)m，u小))幽+如㈤

独／：lG(¨冲诫J U

≥2叩Z1慨G(s’s)d阱A。≥”+hJ0

即： q≥q+Ao，矛盾．由引理5．1．3知A在Ⅳ^．。中存在不动点u．且易知

u(t)>0．

推论5．2．2如果下列条件之⋯成立，则边值问题(5．1．1)至少存在一个正

解，

(H1)，o(￡)≤m，o s f!l，厶(t)2；，口s f≤1一日，

或

(凰)，o(￡)≥；，p≤￡≤1一口，k(￡)曼m，o≤￡≤】-
证明：当(日1)成立时，存在充分小的A>0和充分大的q>o，使得

掣s m，o s￡<1)o<札≤A，辛仲，¨)≤枞：
U

掣≤；、口≤￡5 1一目札独．号巾，们独。
故由定理5．2．1知问题(5．1．1)至少存在一个正解．

当(凰)成立时，存在0<A<叩，使得

．掣≤；，目≤㈤以。<tt虬 (52．1)

型s”￡．o 5 t s 1，札2町， (5．2．2)

由(5．2．1)式得，(￡，¨)≥；(pA)==、土， p≤￡≤1一p，pA≤扎≤A．
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对(5．2．2)式，分两种情况来讨论：

(a)“t，u)有界，此时存在常数L>O，使得，(￡，“)S L，对o 5￡S 1和

o≤札茎o。成立．由(5．2．2)式，可知存在常数r，满足r>max{771皂}，

，(￡，“)≤L<rrn，对0≤￡S 1和O S u≤r成立．即条件(，^1)对于，成立．

(b)“t，u)无界，此时存在￡o∈【o，11和某rt≥q，使得，(t，u)s，(￡o，r1)，

对0≤￡≤1，O S u≤rl成立，从而，(z，Ⅱ)S，(￡o，r1)≤mrl，对于0 S t≤1

和0≤Ⅱ≤rI成立．因此条件(^1)对于rl成立，故由定理5．2．1知结论成立．

注1推论5．2．2包含f是超线性和次线性的情形．

§5．3多重正解的存在性

定理5．3．1假设存在^>O，使得条件(^·)成立，且满足下列条件

，o(t)≥；，日≤t s 1一口；k∽≥；，。s￡≤1一日， (53 1)

那么问题(5．1．1)至少存在两个正瓣札l，毗满足o<陋IlI<A<№2H．

证明：由推论5．2．2证明，我{『1可取0<Al<A<A2，使得

· ，(t，u)芝fAl， 口≤f≤l一目，疗A1≤“≤A

和

，(t，tI)≥2A2， p≤t S 1一日，pA2 S“S A2

故由定理5．2．1知，存在两个正解"1，让2使得o<Al<№lIl<A<¨2II<A2

证毕．

定理5．30假设存在q>o，使得条件(hz)成立，且满足条件

^(t)S m， o S t 0：．L。(￡)S m， o冬t S 1， (5．o．2)

那么边值问题(5．1．1)至少存在磺中解礼¨￡2，使得o<陋llI<w<舾2



曲阜师范大学硕士学位论文

定理5．3．3假设条件(日1)，(也)成立，且存在常数fJ<A，<A2使得条件

(^1)对于A=A2(A=A1)成立．条件(^2)对于7『=AI(，7=A2)成立，那么边

值问题(5．1．1)至少存在三个正艇一，u2，u3，满足o<ilulll<Al<№2II<

A2<I|札3¨．

定理5．3．2，5．3．3的证法与定理5．3 1，推论5 2．2类似的证明，从略．

由定理5．3．1—5．3．3可见，当条件(h1)，(j12)，(H，)，(凰)适当组合，我们可

以得到边值问题(5．1 1)存在任意多个正解，具体地说，我们有

定理5．3．4令扎=2女+1，七∈Ⅳ，，假设(玩)，(凰)成立，并存在常数

O<A1<A2<⋯<A。一l，使条件(^2)((^1))对于A2{_1，1曼i≤女成立，条件

(^1)((^2))对于A2，，1茎i≤☆成立，那么边值问题(5．1．1)至少存在n个正解

u1，u2，⋯u。，满足0<lIullI<AI<ll T‘2{l<^2<···<lIt‘，。～llI<A。一1<{Iu。Il

证明从略．

定理5．3．5令n=2七，☆∈Ⅳ，，假设(5．3．1)，(5．3．2)成立，并存在常数

0<Al<A2<⋯<A。一l，使条件(危1)((A2))对于A2¨，l≤i茎≈成立，条件

(^2)((^1))对于A2。1 S i≤七成立，那么边值问题(51．1)至少存在个咒正解

ul，"2，⋯t‘。，满足o<||“1fl<Al<II“2||<A2<···<||T‘”一lIl<A。一I<IlⅡ。||．

证明从略．
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