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第十一章    无穷级数 

§11.1    常数项级数的概念和性质 

内容概要 
名称 主要内容 

常数项级数 

 



1n
nu     （ nu 为常数） 

常数项级数

的收敛性 

若 ,ss n
n  

则


1n
nu 收敛，（ ns :前n项部分和） 

 

常数项级数常用的性质 

1. 


0n
nu ，



0n
nv 收敛  )(

0







n

nn vu 收敛,且 













000

 )(
n

n
n

n
n

nn vuvu  

2. 0k 则


0n
nku 与



0n
nu 同收同发 

3. 


1n
nu 加入有限项或去掉有限项,不改变级数的敛散性. 

4．


0n
nu 收敛 0lim 


n

n
u (收敛的必要条件) 

常用的结论 


0n

nar 当 1 r 时收敛其和为
r

a

1
，当 1 r 时发散. 

例题分析 

★1. 已给级数


 1 )12)(12(

1

n nn
， 

 

1)写出此级数的前二项 1u , 2u ; 

2) 计算部分和 1s , 2s ; 

3) 计算第n项部分和 1s ; 

4) 用级数收敛性定义验证这个级数是收敛的，并求其和. 

知识点：前n项部分和 ns ,常数项级数的收敛性. 
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解：  1)    
31

1

)12)(12(

1
1





u ,

53

1

)14)(14(

1
2





u  

2) 
3

1
11  us ; 

   )
5

1
1(

2

1
)

5

1

3

1
(

2

1
)

3

1
1(

2

1

53

1

3

1
212 


 uus  

3) )
12

1

12

1
(

2

1

)12)(12(

1










nnnn
un  

)
12

1
1(

2

1
)

12

1

12

1
(

2

1
)

5

1

3

1
(

2

1
)

3

1
1(

2

1
21










nnn
uuus nn   

4) 
2

1
)

12

1
1(

2

1
limlim 




 n
s

n
n

n
 ,



 1 )12)(12(

1

n nn
收敛,其和为

2

1
s  . 

 

★★★2. 求常数项级数 1     
1

0









a
a

n

n
n

之和. 

知识点：前n项部分和 ns . 

思路:     
1

)1( 
1

10













n
n

n
n a

n
a

n
 利用 



0n

nar
r

a

1
    1 r  

解： 令 
12

32
1




nn
a

n

aa
s      1 a    

则
23

13
2







nnn
a

n

a

n

a
aas   

以上两式相减得 
122

111
1)1(




nnn
a

n

aaa
asa   

即 )
111

1(
1

1

1 122 








nnn
a

n

aaaaa

a
s  )

1
1

1
1

(
1

1

1 1

1

















n

n

a

n

a

a
aa

a
 

n
n

s


lim )
1

1

1
(

1

1

1

a

aa

a








2

2

)1( 


a

a
, 







0

1

n
na

n
2

2

)1( 


a

a
， 1 a . 

注：利用等比级数 


0n

nar
r

a

1
    1 r 判别级数的收敛性及求



1n
nu 和是常用的方法. 

★★3．设


1n
nu 收敛,讨论下列级数的敛散性: 
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 1) ;)0001.0(
1







n

nu         2) 





1
1000

n
nu ;       3) 



1

1

n nu
. 

知识点：常数项级数的收敛性. 

思路: 利用常数项级数的性质. 

解：1) 00001.00001.0lim)0001.0(lim 


n
n

n
n

uu   







1

)0001.0(
n

nu 发散. 

注： 0lim 


n
n

u ，则


1n
nu 发散是判别级数发散常用的方法. 

2) 常数项级数的性质: 


1n
nu 加入有限项或去掉有限项,不改变级数的敛散性. 

去掉


1n
nu 前 1000 项得的级数






1
1000

n
nu 仍收敛 

3) 0
1

lim 


n
n u

 ,


1

1

n nu
发散. 

                            课后习题全解 

习题 11-1  

1.写出下列级数的前五项： 

★(1)


 



1
21

1

n n

n
                        ★(2)



 



1 242

)12(31

n n

n
 

★(3)






1

1

3

)1(

n
n

n

                       ★(4)


1

!

n
nn

n
 

解：(1) 























22222 51

51

41

41

31

31

21

21

11

11


13

3

17

5

5

2

5

3
1 . 

(2) 





108642

97531

384

105

48

15

8

3

2

1
. 

(3) 
5432 3

1

3

1

3

1

3

1

3

1
. 

(4) 
5432 5

!5

4

!4

3

!3

2

!2
1  

2.写出下列级数的一般项： 

★(1) 
6

7

5

6

4

5

3

4

2

3

1

2
              ★(2) 

36

8

27

7

16

6

9

5

4

4

1

3
 

★(3) 









8642642422

2xxxxx
     ★(4) 

9753

5432 aaaa
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★★(5) 
6

1
5

4

1
3

2

1
1                 ★★(6)  4

4
3

3
2

2

17

2

10

2

5

2

2

2
xxxx  

解：(1) )3,2,1(         
1

)1(
1

)1( 11 





  n
n

n

n

n
u nn

n . 

(2) )3,2,1(             
!

2
)1( 


 n

n

n
u n

n . 

(3) )3,2,1(          
!)!2()2(642

22







 n
n

x

n

x
u

nn

n . 

(4) )3,2,1(        
12

)1(
12

)1(
1

1
1

1 











 n
n

a

n

a
u

n
n

n
n

n . 

(5) )3,2,1(         
2

1
12  n

n
nun . 

(6) )3,2,1(        
1

2
2




 nx
n

u n
n

n . 

3.根据级数收敛与发散的定义判定下列级数的收敛性: 

★★(1) )122(
1







n

nnn ;      ★(2)  






 )15)(45(

1

116

1

61

1

nn
; 

★★★(3)  
6

sin
6

3
sin

6

2
sin

6
sin

 n
. 

解：(1) 
nnnn

nnnun






1

1

12

1
122 . 

        

12

1

12

1
       

)
1

1

12

1
(         

)
23

1

34

1
()

12

1

23

1
(



























nn

nnnn

sn 

 

所以
12

1
lim





n

n
s ,原级数收敛. 

(2) )
15

1

45

1
(

5

1

)15)(45(

1










nnnn
un . 

    )
15

1
1(

5

1
 )

15

1

45

1
(

5

1
 )

11

1

6

1
(

5

1
)

6

1
1(

5

1










nnn
sn   

所以
5

1
lim 


n

n
s ,原级数收敛. 
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(3)        
6

sin
6

2
sin

6
sin

 n
sn   , 

]
12

)12cos(
12

)12[cos(

12
sin2

1

6
sin






 kk

k
  

 )
12

5
cos

12

3
(cos)

12

3
cos

12
[(cos

12
sin2

1 

ns  

)]
12

)12cos(
12

)12(cos(        


 nn  

]
12

)12cos(
12

[cos

12
sin2

1 


 n  

 所以 不存在n
n

s


lim ,原级数发散. 

注：另解 1
6

)36(
sin,0

6

6
sin 366 


 

 k
u

k
u kk  

   1lim,0lim 366  


k
k

k
k

uu  

所以 n
n

u


lim 不存在，原级数发散. 

4.判定下列级数的收敛性: 

★(1)  
n

n
n

9

8
)1(

9

8

9

8

9

8
3

3

2

2

    ★(2)  
n3

1

12

1

9

1

6

1

3

1
 

★★(3)


 1 )1(

3

n
n

n

n

n
                         ★★(4)















1

2 1
cos1

n n
n  

★★(5) ;
3

1

2

2ln

1














n

n
n

n

                    ★★(6)






1

1

)
1

(n n

n
n

n
n

n
 

解：(1)此为等比级数，因公比
9

8
q ，且 1q ，故此级数收敛于

17

9

9

8
1

1

1

1





q

 

(2) 级数的一般项：
n

un

1

3

1
 ,由调和级数



1

1

n n
发散和级数的性质，知题设级数发散. 

(3) 0
3

)
1

1(

3
lim

)1(

3
limlim 







 e

n

n

n
u

nnn

n

n
n

n
   原级数发散. 
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(4) 0
2

1

2

1
lim

1
cos1limlim

2

22 









 n
n

n
nu

nn
n

n
 , 原级数发散. 

(5) 






 11 3

1
,

2

2ln

n
n

n
n

n

 均为等比级数且公比分别为 1
3

1
1

2

2ln
21  q，q  











11 3

1
,

2

2ln

n
n

n
n

n

均收敛，    故原级数 












n

n
n

n

3

1

2

2ln

1

收敛. 

(6) 01

)
1

1(

lim

)
1

(

limlim

2

11














 n

n

nn

n
n

n
n

n

n

n

n
n

n
u .    原级数发散. 

★★5.求级数


 1 )2)(1(

1

n nnn
的和. 

解： )
2

1

1

21
(

2

1

)2)(1(

1










nnnnnn
un . 

    
4

1
   s  lim

)
2

1

1

1

2

1
(

2

1
 )

2

1

1

2

1

1

2

1

2

2
1(

2

1
       

)
2

1

1

21
(

2

1
 )

5

1

4

2

3

1
(

2

1
)

4

1

3

2

2

1
(

2

1
 )

3

1

2

2
1(

2

1

n
n

























s

nnnnn

nnn
sn 

 

★★★6.求常数项级数


1 3n
n

n
之和. 

解：
nn

n
s

33

3

3

2
 

3

1
32

  ,
132 33

4

3

3
 

3

2
13   




nn

n
s    

   
nnn

n
s

33

1

3

1
 

3

1
12

12





n

n n

3
 

3

1
1

3

1
1

 





     (上两式相减) 

4

3
)

3
 

3

1
1

3

1
1

(  lim
2

1
s  lim

3 n
n

1














 n

n

n
n

n

nn
. 

★★7.设级数


1n
na 的前n项和为

nnn
sn







1

1

1
 ，求级数的一般项 na  

及和 s . 
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解：
11

1

11

1
1







nnn
sn  ,

nnn
ssa nnn

1

2

1

12

1
1 


   

    且 2ln
1

1

1

1

1
1

1

n

1
  lims  lim

1

0





























 
dx

x

n

n

n

s
n

n
n

 . 

★★★★8.利用柯西审敛原理判别下列级数的收敛性： 

(1)






1

1)1(

n

n

n
 ；       (2)



1 2

sin

n
n

nx
 ；       (3)

nnn

1
cos

1

1






. 

解：(1)对于任意自然数 p ，因为 








































































)(              )
1

1

1
()

3

1

2

1
(

1

1

)(       
1

)
5

1

4

1
()

3

1

2

1
(

1

1

1
)1(

2

1

1

1

)1(

2

)1(

1

)1(

1

132

21

为奇数

为偶数

p
pnpnnnn

p
pnnnnnn

pnnn

pnnn
uuu

p

pnnn

pnnn









 

1

1




n
（令 ,

1

1


n
解得 1

1



n ） 

故 ,0 不妨设 ,0]1
1

[,1 


 N 当 Nn  时，对于任意自然数 p ，都有 




 
1

1
21

n
uuu pnnn   

 由柯西审敛原理，知所给级数收敛. 

(2) 对于任意自然数 p ，因为 

npnpn

pnnn

pnnnpnnn

xpnxnxn

xpnxnxn
uuu

2

1
)

2

1
1(

2

1
)

2

1

2

1

2

1
(

2

1

  
2

)sin(

2

)2sin(

2

)1sin(

2

)sin(

2

)2sin(

2

)1sin(

2

21

2121































 

故 ,0 不妨设 ,0]
2ln

ln
[,1 





 N 当 Nn  时，对于任意自然数 p ，都有 

  npnnn uuu
2

1
21   

 由柯西审敛原理，知所给级数收敛. 

 (3)
1

1
cos

1
cos,




nn
n 有 ，因为 
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nnnnnnnn

uuu nnnn










 

1
cos

1

2

1
cos

2

1

1

1
cos

1

1

21





 

n
nnnnnn

(     
1

cos
2

1
   

1
cos

2

11
cos

2

1
  项 )  

)2(               
2

1
cos

2

1
  

1
cos

2

1
 n

n
 

故取 , 
2

1
cos

2

1
0  对于任意 npNn 2 ,  ，使得 021   pnnn uuu   

 由柯西审敛原理，知所给级数发散. 

 

  提高题 
1.判定下列级数的收敛性: 

★★1) 





1

)
1

5

1
(

n
n n

;                      ★★2) 


1

)cos(2
n

n n ;                       

★★★★3) 





1

1
)

1
1(

2

n
n

n

en
;             ★★★★4) 






1 )1(

!

n

n

n
e

n

n
.               

解：1) 


1 5

1

n
n

 收敛，


1

1

n n
发散，    






1

)
1

5

1
(

n
n n

发散. 

2) nu nnn n 2)1()cos(2   

0lim 


n
n

u   





1

)cos(2
n

n n 发散. 

3) 


n
n

ulim
x

x
x

xx

x

xn

n

n
e

exen






)
1

1ln(2
22

lim
1

)
1

1(lim
1

)
1

1(lim  

      0    
1

2

1

2

1
1

1

lim
2

1
1

1

lim
)1ln(

lim
00

20 








 eeee
x

t t

t

t

t

t

tt

ttt  







1

1
)

1
1(

2

n
n

n

en
发散. 

4)  

n

n

u

u 1 e

n

e
n

n

e
n

n

e
n

n

n
n

n

n

n

n

n





























1
1

1

1

1

)
1

1
1(

1

)2(

)1(

)1(

!

)2(

)!1(
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由数列








 n

n
)

1
1( 单调递增趋于e知： e

n

n  )
1

1(  

  11 

n

n

u

u
即 11 uuu nn  ， 0lim 


n

n
u ,






1

2)1(

!

n

ne
n

n
发散. 

2. 求下列级数的和. 

★★1)


 1
2 239

1

n nn
;         ★★★★2)



 1
2 148

2
arctan

n nn
                       

解：1) )
13

1

23

1
(

3

1

29

1
2 








nnn

un . 

  )
13

1
1(

3

1
 )

13

1

23

1
(

3

1
 )

7

1

4

1
(

3

1
)

4

1
1(

3

1










nnn
sn   

3

1
lim 


n

n
s ,  

3

1

239

1

1
2







n nn
. 

2) 
)14)(34(1

)34()14(
arctan

148

2
arctan

2 







nn

nn

nn
un  

         )34arctan()14arctan(  nn  

 ns ]1arctan5[arctan   ]5arctan9[arctan )]34arctan()14[arctan(  nn  

     1arctan)14arctan(  n  




n
n

slim
442


 ,  

4148

2
arctan

1
2









n nn
. 

 

  §11.2   正项级数判别法 

内容概要 
名称 主要内容 

正项级数 

 



1n
nu     （ nu 为常数， 0nu ） 

正项级数敛散性判别法 

1.

比

较

判

别

一般形式 

若当 CCvu nn (0  为大于的常数 ) ，则 

1) 


0n
nv 收敛



0n
nu 收敛.   2) 



0n
nu 发散



0n
nv 发散 
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法 

极限形式 

若 l
v

u

n

n

n



lim ，则 

1)  l0 ,这两级数同时收敛同时发散. 

2) 0l ,


0n
nv 收敛



0n
nu 收敛. 

3) l ,


0n
nv 发散



0n
nu 发散. 

2．比值判别法 




n

n

n u

u 1lim ,则 

1) 1 ,级数收敛；2) 1 ,级数发散;3) 1 ,本法失效. 

3.根值判别法 




n
n

n
ulim ,则 

1) 1 ,级数收敛；2) 1 ,级数发散;3) 1 ,本法失效. 

4. 积分判别法 

若存在 ],1[  上单调减少的连续函数 )(xf ，使得 )(nfun  ，则 

1） 


0n
nu 收敛 



1
)( dxxf 收敛.2) 



0n
nu 发散 



1
)( dxxf 发散. 

常用的结论 




0n

nar 当 1 r 时收敛其和为
r

a

1
，当 1 r 时发散. 

p 级数 1,
1

1






p
nn

p
时收敛， 1p 时发散 

例题分析 
★1. 用比较判别法或极限判别法判别下列级数的收敛性： 

1) ;
14

1
2



 



n nn

n
       2) ;

2

)1(2

1








n
n

n

      3) ;
2

tan
1




n
n


       4) 

1

1
ln

1

1 





 n

n

nn

. 

知识点：比较判别法. 

思路:比较判别法的特点：先要初步估计一下被判级数的敛散性，然后找一个已知敛散性级数与之对比。

这就要求我们初步判断正确，同时要掌握一些已知其敛散性的级数。常用的级数有两个： 

等比级数 1,
1

1 




 rar
n

n
时收敛， 1r 时发散, p 级数 1,

1

1






p
nn

p
时收敛， 1p 时发散. 

解：  1) 分析：
nn

n




2

14
与

n

1
当 n 时是同阶无穷小.估计



 



1
2

14

n nn

n
是发散的。 
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        4
1

1

1
4

lim
1

14

lim
2












n

n

n

nn

n

nn
  

      而


1

1

n n
发散, 由比较判别法知



 



1
2

14

n nn

n
发散. 

 2) 分析：此题无法直接用比较判别法，因
n

n

nu
2

)1(2 
 随n的增加而变化，当n为奇数时等于 1，

当n为奇数时等于 3，即分母不超过 3，因此有
nn

n

2

3

2

)1(2



。 

  
nn

n

nu
2

3

2

)1(2



 ，  而



1 2

3

n
n
收敛, 由比较判别法知







1 2

)1(2

n
n

n

收敛 

  3) 分析： ~
2

tan
n


n2


  （ n ），估计



1 2
tan

n
n


是收敛的. 

       1

2

2
tan

lim 


n

n

n 



 ,       而


1 2n
n


收敛,  



1 2
tan

n
n


收敛. 

4) 分析： 

2

3

2
~

1

21
~)

1

2
1ln(

1

1

1
ln

1

n
nnnnn

n

n 








   （ n ） 

1
2

1

21

lim
2

1

1
ln

1

lim 











nn

nn

nn

n

n

n
nn

 ，而


1

2

n nn
收敛,  

1

1
ln

1

1 





 n

n

nn

收敛. 

小结：比较判别法判断级数的敛散性，一般可从等价无穷小量出发，找一个已知敛散性的级数与之比较. 

 

2. 用比值判别法判别下列级数的收敛性： 

★★1)


1

!2

n
n

n

n

n
 ;          ★2) 



 



1 !3

)12(531

n
n n

n
     ★3)



 1
2 )13(

1

n
nn
 

解：1)

n

n

n

n

n
n

n

n

n

n

n

n

u

u

!2

)1(

)!1(2

limlim
1

1

1















n

n

n n

n

)1(

2
lim





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              1
2

)
1

1(

1
2lim)

1
(2lim 







 e

n

n

n

nn

n

n
 

由比值判别法知


1

!2

n
n

n

n

n
收敛. 

2) 

!3

)12(531

)!1(3

)12(531

limlim
1

1

n

n

n

n

u

u

n

n

n
n

n

n
















 



 1
3

2

3

1

1

12
lim 






 n

n

n
 

由比值判别法知


 



1 !3

)12(531

n
n n

n
收敛. 

3) 

n

n

n
n

n

n

n

n

u

u

)13(

1

)13()1(

1

limlim

2

12
1













 1

13

1

113

1
lim

2



















 n

n

n
 

由比值判别法知


 1
2 )13(

1

n
nn
发散. 

 小结：通过上面 1)- 3)题，当一般项 nu 中含有 !,nan
等，或 1nu 与 nu 有公因子时，常用比值判别法. 

3.用根值判别法与积分判别法判别下列级数的收敛性：  

★1)

n

n n














1

1
arcsin  ;          ★2) 



 1 )1ln()1(

1

n nn
 

解：1) n

n

n

n
n

n n
u 












1
arcsinlimlim 10

1
arcsinlim 

 nn
 

由根值判别法知，级数

n

n n














1

1
arcsin 收敛. 

2)设
)1ln()1(

1
)(




xx
xf  则显然 )(xf 在 1x 时非负且连续，因 

             

 

)1(       0
)]1ln()1[(

1)1ln(
)(

2





 x

xx

x
xf  

故在 1x 时 )(xf 单调减少.  
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







 111
))1(ln()1ln(

)1ln(

1

)1ln()1(

1
xnlxd

x
dx

xx
  

由积分判别法知


 1 )1ln()1(

1

n nn
发散. 

  小结：当一般项 nu 中含有
nn na , 等时，常用根值判别法. 

 课后习题全解 

习题 11-2  

1.用比较判别法或极限判别法判别下列级数的收敛性： 

★(1) ;)0,0(
1

1







n

ba
bna

    ★(2) ;
1

1

1
2



 



n n

n
         ★(3) ;

2
sin

1




n
n


 

★(4)


 1 )4)(1(

1

n nn
         ★(5) ;

1

1

1




 n nn
        ★(6) ;

2
sin

1




n
n


 

★(7)
nnn

2
sin

1

1






           ★★(8) )0(
1

1

1









a
an

n
    ★★ (9)



 1 )1ln(

1

n n
   

解： (1) 
nabna

un

1
~

1


  

abna

n

nbna nn

1
lim)

1
/

1
(lim 




 
 , 而



1

1

n n
发散, 



 


1

1

n bna
发散. 

(2) 法一:
nn

n
un

1
~

1

1
2


 , 

 1
1

)1(
lim)

1
/

1

1
(lim

22











 n

nn

nn

n

nn
 ,而



1

1

n n
发散, 



 




1
21

1

n n

n
发散. 

法二:
nnn

n

n

n
un

11

1

1
22










 ,而



1

1

n n
发散, 由比较判别法知



 



1
21

1

n n

n
发散. 

(3)    
21

1

n
un


 ,与 p 级数 )2( p 比较. 

1)
1

/
1

1
(lim

22


 nnn
 ,而



1
2

1

n n
收敛, 



 


1
21

1

n n
收敛. 

 (4)    
)4)(1(

1




nn
un ,与 p 级数 )2( p 比较. 

1)
1

/
)4)(1(

1
(lim

2


 nnnn
 ,而



1
2

1

n n
收敛, 



 


1 )4)(1(

1

n nn
收敛. 
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(5)    

2

3

1
~

1

1

n
nn

un


 ,与 p 级数 )
2

3
( p 比较. 

1)
1

/
1

1
(lim

2/3


 nnnn
 ， 



 


1 1

1

n nn
收敛. 

(6)    
nnnu

2
~

2
sin


 ,与几何级数



1 2n
n


比较. 

1)
2

/
2

(sinlim 
 nnn


 ，而



1 2n
n


收敛, 



1 2
sin

n
n


 收敛. 

(7) 
nnn

un

2
~

2
sin

1
 ,与调和级数比较. 

 2)
1

/
2

sin
1

(lim 
 nnnn

 ，而


1

1

n n
发散, 






1

2
sin

1

n nn
发散. 

(8)   

;1        0

     ;1     
2

1
;1       1

1

1
limlim





















a

a

a

a
u

nn
n

n
  

当 1a 时, 


 1 1

1

n
na
发散.当 1a 时, 1

1


a
,这时 

nnn
aa

u
1

1

1



  

由几何级数 )1
1

0(
1

1




 aan
n

收敛,知


 1 1

1

n
na
收敛. 

(9) 法一：
)1ln(

1

n
un


 ,与调和级数比较. 








  )1ln(

lim
)1ln(

lim)
1

/
)1ln(

1
(lim

x

x

n

n

nn xnn
  

而


1

1

n n
发散, 



 


1 )1ln(n n

n
发散. 

法二: 
1

1

)1ln(

1







nn
un ,而



1

1

n n
发散, 



 


1 )1ln(n n

n
发散. 

2.用比值判别法判别下列级数的收敛性： 

★(1)


 1 2

3

n
n

n

n
           ★(2) 

432 2

7

2

5

2

3

2

1
     ★(3)




 1
12 )12(2

1

n
n n
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★(4) ;
!4

5

!3

5

!2

5
1

32

  ★(5) ;
54

2

43

2

32

2

21

2 432













 

★★(6) );0(
1






a
n

a

n
k

n

       ★★(7) ;
35

4

1




 n
nn

n

              ★(8)


1

)
5

3
(

n

nn  

解： (1) 

n

n

n

n

n
n

n

n

n

n

u

u

2

3

2)1(

3

limlim
1

1

1















 1

2

3

2)1(

3
lim 




 n

n

n
 

由比值判别法知


 1 2

3

n
n

n

n
发散. 

(2) 1
2

1

2

7
2

7

limlim
1

1 








n

n

n
n

n

n u

u
 ，由比值判别法知,原级数收敛. 

(3) 1
4

1

)12(2

1

)12(2

1

limlim

12

12
1 
















n

n

u

u

n

n

n
n

n

n
 ，由比值判别法知,题设级数收敛. 

(4) 10
5

lim

)!1(

5

!

5

limlim
1

1 








 n

n

n
u

u

nn

n

n
n

n

n
 ，由比值判别法知,题设级数收敛. 

(5) 12
2

2
lim

)1(

2

)2)(1(

2

limlim

1

1 

















 n

n

nn

nn

u

u

nn

n

n
n

n

n
  

由比值判别法知,题设级数发散. 

(6) a

n

a

n

a

u

u

k

n

k

n

n
n

n

n













)1(
limlim

1

1  

  当 1a  时，由比值判别法知 )0(
1






a
n

a

n
k

n

发散; 

当 1a  时，由比值判别法知 )0(
1






a
n

a

n
k

n

收敛； 
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当 1a  时，级数为


1

1

n
kn
；当 1k  时发散，当 1k  时收敛. 

(7) 

nn

n

nn

n

n
n

n

n u

u

35

4

35

4

limlim
11

1

1













 1

5

4

35

35
4lim

11







 nn

nn

n
 

 由比值判别法知,题设级数收敛. 

(8) 1
5

3

5

3

5

3
)1(

limlim

1

1 




























 n

n

n
n

n

n

n

n

u

u
 ，由比值判别法知,题设级数收敛. 

3.用根值判别法判别下列级数的收敛性：  

★(1) ;)
12

(
1




 n

n

n

n
        ★(2)

 
;

)1ln(

1

1




 n
n

n
          ★(3)







1

12)
13

(
n

n

n

n
 

★★(4) ;
1

3

1

2











 n
n

n

n

n
        ★(5) ;

1

3

1
2

2














n

n

n

n
           ★★(6) ;

1

3

1




 n
n

n

e
 

解：(1) n n

n

n
n

n n

n
u )

12
(limlim





 1

2

1

12
lim 




 n

n

n
 

由根值判别法知，级数


 1

)
12

(
n

n

n

n
收敛. 

(2) 
 

n
nn

n
n

n n
u

)1ln(

1
limlim





 10

)1ln(

1
lim 




 nn
 

 由根值判别法知，级数
 



 1 )1ln(

1

n
n

n
收敛. 

(3) n n

n

n
n

n n

n
u 12)

13
(limlim 

 
 1

9

1
)

13
(lim

12









n

n

n n

n
 

 由根值判别法知，级数






1

12)
13

(
n

n

n

n
收敛. 

(4) 
n

n

n

n

n
n

n

n

n
u

2

1

3
limlim








 



 1

3

1
1

3
lim 












 e

n

nn
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 由根值判别法知，级数











 1

2

1

3

n
n

n

n

n
发散. 

(5) n

n

n

n
n

n n

n
u 












 1

3
limlim

2

2

 13
1

3
lim

2

2





 n

n

n
 

 由根值判别法知，级数












1
2

2

1

3

n

n

n

n
发散. 

(6) n
n

n

n

n
n

n e
u




 1

3
limlim

 
1

3

1

3
lim 




 ee
nnn

 

 由根值判别法知，级数











 1

2

1

3

n
n

n

n

n
发散. 

4.用积分判别法判别下列级数的收敛性：  

★★(1) ;
)(ln

1

3




n
pnn

                    ★★(2) ).1(
ln

3






p
n

n

n
p

 

解：(1)设
pxx

xf
)(ln

1
)(   则显然 )(xf 在 1x 时非负且连续，因 

             

 

)(       0
])(ln[

)(ln)(ln
)(

2

1

ex
xx

xx
xf

p

pp







 

故在 ex 时 )(xf 单调减少.由积分判别法 

  当 1p 时 



22

ln
)(ln

1

)(ln

1
xd

x
dx

xx pp







2

1)(ln
1

1 px
p

    

    















    1                            

1       )2(ln
1

1 1

p

p
p

p

 

当 1p 时 


 222
lnln

ln

1

)(ln

1
nxlxd

x
dx

xx
 

综合上述知：当且仅当 1p 时


3 )(ln

1

n
pnn
收敛. 

(2)设
px

x
xf

ln
)(   则显然 )(xf 在 3x 时非负且连续，因 
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)(       0
)(

)ln1(

)(

ln
)( /1

2

1

2

11
p

p

p

p

pp

ex
x

xpx

x

xpxx
xf 









 

故在 3x 时 )(xf 单调减少.由积分判别法 

  当 1p 时 








3

1

3
ln

1

1ln p

p
xdx

p
dx

x

x








 121 3

3ln

1

1

)1(3

1
pp pp

 

当 1p 时题设级数发散.(例 11) 

故当且仅当 1p 时


3

ln

n
pn

n
收敛. 

5.若


1

2

n
na 及



1

2

n
nb 收敛。证明下列级数也收敛： 

★★（1） ;
1




n
nnba         ★★（2） ;)(

1

2





n

nn ba       ★★（3） .
1




n

n

n

a
 

解：(1) )(
2

1 22
nnnn baba  ，      






1n

nnba  收敛. 

(2) 
222 2)( nnnnnn bbaaba  ，     






1

2)(
n

nn ba  收敛. 

(3) 在(1)中取
n

bn

1
 ，得



1n

n

n

a
收敛. 

★★6.判别级数












1n

n

na

b
的收敛性，其中 ),(  nan  且 ,,ban  

均为正数. 

解：


b

a

b
u

n
n

n
n

n



limlim  

所以当 1


b
时，级数













1n

n

na

b
收敛； 

当 1


b
时，级数













1n

n

na

b
发散； 

当 1


b
时，不能判别级数













1n

n

na

b
 的敛散性 
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★★★7.设 证明：且 ,),,2,1(0,0 11

n

n

n

n
nn

v

v

u

u
nvu    若



1n
nv 收敛,则



1n
nu  

也收敛. 

解：
n

n

n

n

v

v

u

u

v

v

u

u

v

v

u

u

v

v

u

u 11

3

4

3

4

2

3

2

3

1

2

1

2 ,,,    , 1

1

1
1

1

1

1

1 , 
  nn

nn v
v

u
u

v

v

u

u
即  

故


1n
nv 收敛,则



1n
nu 也收敛. 

★★★★8.设   )0(3ln)1ln(lim 



n

n
Vnnn ,试讨论正项级数



1n
nV 的收敛性. 

  解：   n
n

n
n

V
n

nVnnn )
1

1ln(limln)1ln(lim 



 

3
1

limlim

1

1 













n

V
Vn n

n
n

n
 

  故当 2,11   即 时，级数


1n
nV 收敛；当 2,11   即 时，级数



1n
nV 发散. 

  提高题 
1.判定下列级数的收敛性: 

★★★1) ;
211

32



 n

nn

n

enen

ne
;             ★★★★2) 








1
2

1

)1(n
n

n

n

n
;                       

★★★★3) 






1

3

3

])1(2[

n
n

nnn
;           ★★★★4) )1(,

11

1

0 2











dx
x

x

n

n .               

解：1) 
  nn

n

enen

ne
32 21

~
2 322 nene

n
nn   22

1

n
  （ n ）， 








n

nn

n

n

n

enen

ne

lim

2

1
21lim

2

32

 1

1
2

1

2

1

1

23




nn neen  

   而


1
22

1

n n
收敛,  




 1

32 21n
nn

n

enen

ne
收敛. 

2) 法一： 3)
1

1(lim 


e
n

n

n
 ,

222

1

)1(3

1

)1(
)

1
1(

1

)1( 















n

n

n

n

n

n

n

n
n

n
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又级数


 1
2)1(n n

n
     ,

3

1

1

)1(
lim

2






n

n

n

n
 



 


1
2)1(n n

n
发散. 

    










1
2

1

)1(n
n

n

n

n
发散 

法二：
nen

n

n

n

n

n
n

n 11
~

)1(
)

1
1(

1

)1( 22

1
















 

而


1

1

n n
发散, 由比较判别法知








1
2

1

)1(n
n

n

n

n
发散. 

3) 
n

n

n

nn

n

nn
u

3

]12[

3

])1(2[ 33 



  

由比值判别法易知






1

3

3

]12[

n
n

nn
收敛，  







1

3

3

])1(2[

n
n

nnn
收敛. 

4) 11

2

1

0
2

1

0 2
)

1
(

2)1(

1
)

1
(

)
1

(1)1(

1

)
1

(1
1























nn

n

dx

n

x
dx

x

x
nn  

同时
1

1

0

1

0 2
)

1
(

)1(

1

1












 n
dxxdx

x

x
nn  

 原级数与






1

1)
1

(
n n


同时收敛，同时发散，故原级数在 0 时收敛，在 01   时发散. 

★★★2.求级限 0,
!

lim 


a
n

an

n
. 

解: 考虑级数


1 !n

n

n

a
,其通项为

!n

a
u

n

n   

10
)1(

lim
!

)!1(
limlim

1
1 















 n

a

a

n

n

a

u

u

nn

n

n
n

n

n
  

   由比值判别法知,级数


1 !n

n

n

a
收敛. 
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  由级数收敛的必要条件知 0
!

lim 
 n

an

n
.     

 

§11.3   一般常数项级数 

内容概要 
名称 主要内容 

绝对收敛 


1n
nu      

条件收敛 


1n
nu 发散, 



1n
nu 收敛. 

莱布尼兹判别法:交错级数





1

)1(
n

n
n u 满足下面两条件: 

1) 2,1,1  nuu nn ,      2) 0lim 


n
n

u , 

则级数





1

)1(
n

n
n u 收敛，且其和的绝对值小于首项 1u . 

例题分析 
★1. 判别级数下列级数的收敛性,若收敛,是条件收敛还是绝对收敛? 

★1) ;
2

12
)1(

1

1




 


n
n

n n
   ★★2) ;]1[)1(

1







n

n nn    ★★3) .
!)!12(

!)!2(
)1(

1

1










n

n

n

n
         

知识点：绝对收敛, 条件收敛. 

思路:先要判别级数的绝对收敛性，若不绝对收敛，再判别级数的条件收敛性。  

解：1) 









1

1

2

12
)1(

n
n

n n
 







1 2

12

n
n

n
 

        1
2

1

12

32
lim

2

12
2

32

limlim
1

1 


















 n

n

n

n

u

u

n

n

n

n
n

n

n
 

      






1 2

12

n
n

n
收敛，故 





 


1

1

2

12
)1(

n
n

n n
绝对收敛. 

2) 





1

]1[)1(
n

n nn 





1

]1[
n

nn  

nnn
nnun

2

1
~

1

1
]1[


  
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2

1

1
lim

1

1
lim 






 nn

n

n

nn

nn
 

而


1

1

n n
发散, 由比较判别法知






1

]1[
n

nn 发散. 

但 1) 0
1

1
lim]1[limlim 




 nn
nnu

nn
n

n
 

2) )12()1(1   nnnnuu nn  

   0
)12)(1(

)2(

12

1

1

1













nnnn

nn

nnnn
 

 01  nn uu ,即 1 nn uu  

由莱布尼兹判别法知，





1

]1[)1(
n

n nn 条件收敛. 

注：考察 1nu 与 nu 的大小，常用的方法有如下三种： 

   法一，看

n

n

u

u 1
是否小于1.   法二，看 nu 1 nu 是否大于0 . 

   法三，看 nu 对n的导数是否小于0 .（此时将n看成连续自变量）。 

此题用法二，法一，法三留给读者自己分析。 

  3)       0
)12(531

)2(642
lim 





 n

n

n 


 ，原级数发散. 

问题：1)一个交错级数，如果它不满足莱布尼兹条件是否一定发散. 

2) 交错级数





1

)1(
n

n
n u )0( nu ,如果 0lim 


n

n
u ，该级数是否一定发散 

                    课后习题全解 

习题 11-3 

1.判别级数下列级数的收敛性,若收敛,是条件收敛还是绝对收敛? 

★(1) ;
1

)1(
1

1





n

n

n
         ★(2) ;

3
)1(

1
1







n

n

n n
     ★(3)



 1
2)1(

sin

n n

n
. 

★★(4) );0(
)1(

1









a
nan

n

n

       ★★(5) ;
10

3

2

1

10

3

2

1

10

3

2

1
3322

   
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★(6) 









1

1

2

2

)1(

.
2

)12(
)1(

2

1

n
n

nn
n

 

解：(1)显然原级数不是绝对收敛（
2

1
p 的 p 级数） 

1
1

11



 nn u

nn
u ,且 0

1
lim 

 n
un

n
 

      由莱布尼茨判别法知，原级数条件收敛. 

(2) 1
3

1

3

3

1

limlim

1

1














n

n

n
n

n

n n

n

u

u
 ,绝对值级数



0n
nu 收敛，原级数绝对收敛. 

(3)   
22 )1(

1

)1(

sin




 nn

n
 ，且 



 0
2)1(

1

n n
收敛，原级数绝对收敛. 

(4) 
a

an

an

u

u

n

n

n
n

n

n

1

)1(

1

)2(

1

limlim

1

2
1

















  

   当 1,1
1

 a
a

即 时，原级数绝对收敛；当 1,1
1

 a
a

即 时，原级数发散； 

当 1a 时，原级数为






1

)1(

n

n

n
条件收敛. 

(5) 
nnnn vu

10

3
, 

2

1
  

    因 1
2

1
1 q ,所以



2n
nu 收敛; 因 1

10

1
2 q ,所以



2n
nv 收敛; 

  原级数绝对收敛. 

(6) 1
2

1

2

)12(
2

)32(

limlim

1

2

2

2

1


















n

n

n
n

n

n n

n

u

u
 , 由比值判别法知,原级数绝对收敛. 

★★★2．数














1 ln

1
sin

n n
n 是绝对收敛，条件收敛，还是发散. 

解：
n

n
n

n
n

n
ln

1
sincos

ln

1
cossin

ln

1
sin  










n

n

ln

1
sin)1(  
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原级数为交错级数





1 ln

1
sin)1(

n

n

n
 

   )
2

,0(s in


在x 上单调递增,且 0
ln

1
lim 

 nn
 


nln

1
sin 单调下降且 0

ln

1
sinlim 

 nn
, 原级数收敛. 

又


1 ln

1
sin

n n
发散(

nnn

1

ln

1
~

ln

1
sin     2n ) 

所以原级数条件收敛. 

★★★★3．判别级数

 
)0(

)1(

)1(

1

1












p
nn

pn

n

的收敛性. 

解： 
 

1
)1(

1

1
lim

1

)1(

1

lim 








 





 p
nn

p

pn

n

nn

n
 ,当且仅当 1p 时,原级数绝对收敛; 

当 1p 时 

 

)
1

(
)1()1(

)
1

(
)1(

1
)1(

)1(
1

1)1(

)1(

)1(

1

1

1

111

n
o

nn

p

n

n
o

n
p

n

n

nn

p

n

pp

n

n

p

n

p
n

p

n

pn

n
































 


















 

由 )1(
)1(

1

1











p
nn

p

n

条件收敛; )11(
1

1







p
n

p

n
p

收敛; )1()
1

(
)1(

1

1











p
n

o
nn

p

n

绝对收

敛，知原级数条件收敛. 

4．讨论 x取何值时，下列级数绝对收敛，条件收敛. 

★★(1) ;2
1

2


n

nn x                 ★★★(2) ).0(
)(

)1(

1










p
xnn

p

n

 

解：(1) 02 2  nn
n xu ,

22 22lim xxn nn

n



  

由根值判别法知，当
2

1
x 时原级数绝对收敛. 

  当
2

1
x 时原级数发散.( 当

2

1
x 时显然发散) 

(2)  显然 )3,2,1(  kkx ，当n充分大时 0 xn  
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p

n

n
xn

u
)(

)1(




 ，   1

)(
limlim 




 p

p

n
n

p

n xn

n
un  

由比较判别法知，当 1p 时原级数绝对收敛.当 10  p 时，原级数条件收敛. 

★★★★5.设 )(xf 在 0x 的某一邻域内具有二阶连续导数。且 

                 0
)(

lim
0


 x

xf

x
  

 试证明：级数


1

)
1

(
n n

fn 绝对收敛. 

证明：由 0
)(

lim
0


 x

xf

x
，知 0)0( f ，且 0

0

)0()(
lim)0(

0







 x

fxf
f

x
 

22/3

1

)
1

(
lim

1

)
1

(
lim

n

n
f

n

n
nf

nn 
 )0(

2

1

2

)(
lim

)(
lim

020
f

x

xf

x

xf

xx






 

又


1
2/3

1

n n
收敛，



1

)
1

(
n n

fn 绝对收敛. 

  提高题 
1. 判别级数下列级数的收敛性,若收敛,是条件收敛还是绝对收敛? 

★★★1) )0)(sin(
1

22 




aan
n

 ;       ★★★2) 


1
10ln

1

n n
.                       

解：1)

nan

a
nanan nn




22

2
2222 sin)1()sin()1()sin(




 

 当n充分大时， 






nan

a
22

2

0 , 1sin0
22

2





nan

a 
 

由 
 2

22

2

sinlim a
nan

a
n

n






,  而



1

1

n n
发散知



 1
22

2

sin
n nan

a 
发散, 

原级数去掉有限项后为交错级数，且此时

nan

a

 22

2

sin


单调减少趋于0，原级数条件收敛. 

2) 
 x

x

x

x

n

n

n
n

xxnn 9101010 ln10
lim

ln
lim

ln
lim

ln

1
lim , 






1

10ln

1

n n
发散. 

★★★★2.设a为实数,讨论级数 
5

1

4

1

3

1

2

1
1

aa
收敛性. 
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解：1)当 1a 时，级数





1

1 1
)1(

n

n

n
是莱布尼兹型交错级数，故条件收敛. 

2)当 1a 时，取前 n2 项之和： 

    ]
1

3

1

2

1
1[)

2

1
()

12

1

5

1

3

1
1(2 aaa

a
n

nn
s 


   




 1 12

1

n n
 发散， 



1

1

n
an
收敛 

    s
nn aaann







]
1

3

1

2

1
1[lim,)

12

1

5

1

3

1
1(lim  （常数） 

 


n
n

s2lim ，原级数发散. 

3)当 1a 时，取前 n2 项之和： 

    ns2 )
)2(

1

12

1
()

4

1

3

1
()

2

1
1(

aaa nn



   

 考虑级数








1

)
)2(

1

12

1
(

n
ann

， 

   
aa

a

na

a

n

a

a

n n

n

n

nn

n

nn

2

1
]

2

1

12
[l im

2)12(

)]12()2[(
lim

1

)
)2(

1

12

1
(

lim 














  

且





1

)1(
1

n
a

a
n

发散， . 








1

)
)2(

1

12

1
(

n
ann

发散

         

 

从而





1

)
)2(

1

12

1
(

n
ann

发散，且 0
)2(

1

12

1


 ann
（当n充分大时）， 

    


n
n

s2lim ，原级数发散. 

综合上述：当且仅当 1a 时原级数收敛. 

★★★2.若级数


1n
na 绝对收敛，试证级数



1

2

n
na ，



 1 1n n

n

a

a
，



 1
2

2

1n n

n

a

a
绝对收敛. 

解： 


1n
na 绝对收敛,   0lim 


n

n
a  

当n充分大时 1na , 此时 nn aa 2 ,   


1

2

n
na 绝对收敛. 
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   又 1
1

1
lim

1
lim 







n

n
n

n

n

n aa

a

a

,由比值判别法知, 


 1 1n n

n

a

a
绝对收敛. 

2

2

2

1
n

n

n a
a

a



 , 



 


1
2

2

1n n

n

a

a
收敛,即绝对收敛. 

§11.4    幂级数 

内容概要 
名

称 

主要内容 

幂

级

数 




0n

n
n xa  

收

敛

半

径 

若

n

n

n a

a 1
lim




 或 n

n
n

a


 lim  

则        收敛半径       lim 

 当               0,     

0当          ,

0当            ,
1

1























n

n

n a

a
R








 

注意：利用此公式时要求 x的幂级数不能有间隔. 

幂级数常用的性质 

1． 幂级数


0n

n
n xa 的和函数 )(xs 在其收敛域 I 上连续. 

2． 幂级数


0n

n
n xa 的和函数 )(xs 在其收敛域 I 上可积，并在 I 上有逐项积分公式 

 











 











0

1

0
0

0
0

0 1
)(

n

nn
x

n

x
n

n
n

n
n

x

x
n

a
dxxadxxadxxs  

且逐项积分后得到的幂级数和原级数有相同的收敛半径. 

3． 幂级数


0n

n
n xa 的和函数 )(xs 在其收敛区间 ),( 11 RR 内可导，并在 ),( 11 RR 内有逐项求导公

式 

          



























1

1

00

)()(
n

n
n

n

n
n

n

n
n xnaxaxaxs  

且逐项求导后得到的幂级数和原级数有相同的收敛半径. 
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例题分析 
1.求下列幂级数的收敛域. 

★（1） ;4)1(
1

1





n

nnn x      ★（2） ;
2

12

1

22






n

n

n
x

n
        ★（3）



 



1 9

)1(

n
n

n

n

x
; 

知识点：收敛半径，收敛域. 

思路:先求出幂级数的收敛半径 R ,然后,再判别级数在收敛区间端点处的收敛性,得出幂级数的收敛域. 

解：（1） 44lim4limlim
1

1 








n

n

n

n n

n

n
n

n
a ，收敛半径

4

1
R  

 当
4

1
x 时，数项级数






1

4)1(
n

n
发散;当

4

1
x 时，数项级数



1

4
n

发散.  

从而幂级数收敛域为 )
4

1
,

4

1
(  

（2）法一： 

22

22

2

1

1

2

1

12

12

2

1
lim

1

12

2

2

12
limlim xx

n

n

xn
x

n

u

u

nn

n
n

nn
n

n

n


















 

  当 1
2

1 2 x ，即 22  x 时，级数绝对收敛. 

  当 1
2

1 2 x ，即  xx 2,2 时，级数发散. 

当 22 x 时，级数为






1 2

12

n

n
发散 

  综上所述，原幂级数的收敛域为 )2,2( . 

   注：此幂级数中， x的幂缺奇次幂故不能直接用公式,直接用比值判别法.但令
2xy  则原幂级数变为








1

1

2

12

n

n

n
y

n
可用此公式, 

 法二：令
2xy  则原幂级数变为







1

1

2

12

n

n

n
y

n
,  

2)
12

12
2(lim

12

2

2

12
limlim

1
1
















 n

n

n

n

a

a
R

n

n

nn
n

n

n
  

20     ,22 2  xy     22  x  

当 2x 时，级数为 





1

)12(
2

1

n

n 发散. 故原幂级数的收敛域为 )2,2( . 
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（3）法一：令 1 xy ，原级数变为


 1 9n
n

n

n

y
 

因为 9
1

9)1(

9

1
limlim

1

1















n

nn
n

n

n

n

na

a
R  

当 9y 时，数项级数


1

1

n n
发散,当 9y 时，数项级数







1

)1(

n

n

n
收敛， 

从而幂级数


 1 9n
n

n

n

y
的收敛域为 99  y  

 原级数


 



1 9

)1(

n
n

n

n

x
的收敛域为 919  x ,即 )10,8[ . 

法二：因为 9
1

9)1(

9

1
limlim

1

1















n

nn
n

n

n

n

na

a
R  

   当 91 x ，即 108  x 时，原级数绝对收敛. 

 当 10x 时，数项级数


1

1

n n
发散,当 8x 时，数项级数







1

)1(

n

n

n
收敛， 

故原级数的收敛域为 )10,8[ . 

★2.求





0

)1(
n

nxn 的收敛域及和函数，并求级数







0
12

1

n
n

n
. 

知识点：收敛域, 和函数 

思路:先求收敛域,再用幂级数的性质及 )1,1(    
1

1

0









x
x

x
n

n
求和函数 )(xs ，最后利用







0

)1()(
n

nxnxs ，选取适当的 x值计算







0
12

1

n
n

n
. 

  解： 1    求





0

)1(
n

nxn 的收敛域. 

      因为 1
1

2
limlim

1










 n

n

a

a
R

n
n

n

n
 ，且当 1x 时，数项级数






0

)1()1(
n

n n 发散. 

所以原幂级数的收敛域为 )1,1(  
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2  求





0

)1(
n

nxn 的和函数 )(xs  

设 





0

)1()(
n

nxnxs    )1,1(x  

则
2

0

1

0 )1(

1

1
)1()(

xx

x
xxnxs

n

n

n

n




























 










 

也可如下计算: 

    
x

x
xdttndttndtts

n

n

n

x
n

x

n

n
x


  












 1
)1()1()(

0

1

0
00

0
0

  

        
)1(

1
)

1
()(

20 xx

x
dtts

dx

d x











  . 

2)1(

1
)(

x
xs


     )1,1(x . 

3 求级数







0
12

1

n
n

n
的和 

取
2

1
x ,  则 4

)
2

1
1(

1
)

2

1
)(1()

2

1
(

20








n

nns  

故 2)
2

1
(

2

1

2

1

0
1










s
n

n
n

. 

★★3. 求幂级数


 0 1n

n

n

x
的和函数 )(xs . 

解: 
1    求



 0 1n

n

n

x
的收敛域. 

1
2

1
limlim

1










 n

n

a

a
R

n
n

n

n
  

当 1x 时，原级数为


 



0 1

)1(

n

n

n
,是收敛的交错级数: 当 1x 时，原级数为



 0 1

1

n n
,是发散的. 

       收敛域为 )1,1[  
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2  求



 0 1n

n

n

x
的和函数 )(xs  

设 )(xs 


 0 1n

n

n

x
    )1,1[x ,   

)(xxs 






0

1

1n

n

n

x
      ])([ xxs

x
x

n

x

n

n

n

n



























1

1

1 00

1

 

11         )1ln(
1

1
])([)0(0)(

00



  xxdx

x
dxxxssxxs

xx

 

于是   当 0x 时,有          )1ln(
1

)( x
x

xs   

1 )1ln(
1

lim)(lim)0(
00












x

x
xss

xx
  (也可由 1)0( 0  as 得出) 

故          
                . 0                     ,1

),1,0()0,1[     ),1ln(
1

)(












x

xx
xxs  

 

                  课后习题全解 

习题 11-4  

1. 求下列幂级数的收敛域: 

★(1) ;)1(
1

2

1





n

n
n

n

x
      ★(2) ;

31




 n
n

n

n

x
           ★(3) ;

)2(421




 n

n

n

x


  

★(4) ;
1

2

1
2



 n

n
n

x
n

       ★(5) ;
15

)1(
0




 


n
n

n
n

n

x
   ★★(6) ;

1

)1ln(

1

1










n

nx
n

n
  

★(7) ;
)2(

1
2







n

n

n

x
        ★(8) ;

)5(

1








n

n

n

x
        ★(9) .

12
)1(

1

12











n

n
n

n

x
 

解：(1)
1)1(

1
limlim

2

2

1 n

na

a

n
n

n

n










 1)

1
(lim 2 



 n

n

n
，收敛半径 1R . 

当 1x 时，数项级数




 


1
2

1 )1(
)1(

n

n
n

n
的绝对值级数为



1
2

1

n n
 

显然级数


1
2

1

n n
收敛，从而幂级数在 1x 也收敛，收敛域为 ]1,1[  

(2)
1

3)1(

3

1
limlim

1

1














n

nn
n

n

n

n

na

a
R 3)

1
3(lim 




 n

n

n
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当 3x 时，级数为


1

1

n n
是发散的; 当 3x 时，级数为







1

)1(

n

n

n
是收敛的. 

所以原幂级数的收敛域为 )3,3[  

(3)
1

)!1(2

!2

1
limlim

1

1














n

na

a
R

n

nn
n

n

n



)]1(2[lim n

n
 

原幂级数的收敛域为 ),(  . 

(4)
1

2

2
1 2

1)1(

1

2
limlim












n

n

n
n

n

n

n

na

a
R

2

1
1

2

1

1

1)1(
lim

2

1
2

2







 n

n

n
 

当
2

1
x 时，级数为



 



1
2 1

)1(

n

n

n
,它绝对值级数为



 1
2 1

1

n n
是收敛的. 

从而幂级数在
2

1
x 也收敛, 原幂级数的收敛域为 ]

2

1
,

2

1
[ . 

(5) 5
1

25

15

1
limlim

1

1















n

na

a
R

n

nn
n

n

n
 

当 5x 时，数项级数


 


0 1

1
)1(

n

n

n
条件收敛;当 5x 时，数项级数



 0 1

1

n n
发散. 

故原幂级数的收敛域为 ]5,5(  

(6)
)2ln(

)1ln(

1

2
lim

)2ln(

2

1

)1ln(
limlim

1 






















 n

n

n

n

n

n

n

n

a

a
R

nn
n

n

n
 

 1

2

1
1

1

lim
)2ln(

)1ln(
lim

)2ln(

)1ln(
lim 
















x

x
x

x

n

n
xxn

 

当 1x 时，数项级数


 



1 1

)1ln(

n n

n
发散;当 1x 时，数项级数












1

1

1

)1ln(
)1(

n

n

n

n
条件收敛. 

故原幂级数的收敛域为 )1,1[  

(7)令 2 xy ，原级数变为


1
2

n

n

n

y
, 1

)1(
limlim

2

2

1








 n

n

a

a
R

n
n

n

n
 

当 1y ，数项级数






1
2

)1(

n

n

n
的绝对值级数为



1
2

1

n n
, 
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显然级数


1
2

1

n n
收敛，从而幂级数在 1y 也收敛，收敛域为 11  y ,   

 即 13  x , 原级数的收敛域为 ]1,3[  . 

(8)令 5 xy ，原级数变为


1n

n

n

y
, 1

1

11
limlim

1










n

na

a
R

n
n

n

n
 

当 1y 时，数项级数


1

1

n n
发散.当 1y 时，数项级数







1

)1(

n

n

n
条件收敛. 

故级数


1n

n

n

y
收敛域为 11  y ,  即 64       ,151  xx , 

 原级数的收敛域为 )6,4[  

(9)
22

1232
1

32

12
lim

1232
limlim x

n

n
x

n

x

n

x

u

u

n

nn

n
n

n

n



















 

当 12 x 即 1x 时，原级数绝对收敛.当 12 x 即 1x 时，原级数发散. 

当 1x 时，级数分别为


 



1 12

)1(

n

n

n
与











1

1

12

)1(

n

n

n
都收敛. 

综上所述，原幂级数的收敛域为 ]1,1[ . 

2.求下列幂级数的收敛半径: 

★(1) ;
!

)1(

1








n

n
n

x
n

n
        ★★★(2) .

!

)1(

1








n

n

n

n

x
n

 

解：(1) 
enn

n

n

n

n

n

a

a
R n

n

n

n

nn

n
n

n

n

1
)

2

1
1(lim)

2

1
(lim

)!1(

)2(

!

)1(
limlim 21

1

1













 













 

  (2)记 
nnn

n

n
n

a
n

a
!

1
,

!

)1(



  

则  
11

1

)!1(

!

!

1

)!1(

1











n

n
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n

n

n

n

nna

a

1

)1(

1

11 1

1
)!(

1

1

!

!




 





n

nn
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n

n
n

nn

n
 

n

n

nn

n

n n

n

nn

n

n !

)!1(

1

1

!

!

1

1 1

11












  
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1

1

1

)1(

1

11

1

1

1

1
)(











n

n

n

nnn

n

n

n
n

n
n

a

a
  

1)1(lim         1lim,1limlim 1

1

1

1

0

ln
lim

ln

1 1

 



 n

n

n

n

x

x

x

x

x

x
nneeex x

x

  

1lim
1





n

n

n a

a
 

原级数收敛半径为 1R  

 3. 求下列幂级数的和函数: 

★(1) ;
1

1






n

nnx               ★★(2) ;
)1(1




 n

n

nn

x
         ★(3) .

121

12








n

n

n

x
    

解：(1)显然






1

1

n

nnx  的收敛域为 )1,1(  

 
x

x
xdtntdtnt

n

n

n

x
n

x

n

n


  
















111
0

1

0
1

1  

)11(        
)1(

1
)

1
(

2
1

1 










 x
xx

x
nx

n

n
. 

(2) 易求得


 1 )1(n

n

nn

x
 的收敛域为 ]1,1[ , 

0x 时,  设 


 


1 )1(
)(

n

n

nn

x
xs  

   (0,1)(-1,0)        
1

1

)1(
)(

1 1

1
1





















 











x
x

x
nn

x
xxs

n n

n
n

  

  )1ln(
1

1
)(

0
xdt

t
xxs

x







    (注： 0
0

))((
1

0
 






n

n

x n
xxs ) 

]
1

)1(ln[)1ln()(
000  


xxx

dt
t

t
ttdttxxs  

xxxxxxx  )1ln()1()1ln()1ln(            

(0,1)(-1,0)                  
)1ln()1(

)( 


 x
x

xxx
xs  

 1
)1ln()1(

lim)(lim)1(
11





  x

xxx
xss

xx
   (也可： 1

)1(

1
)1(

1







n nn
s ) 
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2ln21
)1ln()1(

lim)(lim)1(
11





  x

xxx
xss

xx
+ 

 故






















    1                                            1,      

0                                           , 0

11       ,
)1ln()1(

)(

x

x

x
x

xxx

xs . 

(3)显然 .
121

12








n

n

n

x
 的收敛域为 )1,1(  




































 1

12

1

12

1212 n

n

n

n

n

x

n

x
 )11(      

1

1
2

1

22 







 x
x

x
n
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dt
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dt
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x x x

n

n

]
1

1

1

1
[

2

1

1

1

12 0 02
1
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









  







 

         )1(                  
1

1
ln

2

1
]

1

1

1

1
[

2

1
0











  x

x

x
dt

tt

x

 

★★4.求幂级数 .
!0

12








n

n

n

x
的和函数,并求数项级数 .

!

12

0








n n

n
的和. 

解：  










xxe
n

x
x

n

x
xs x

n

n

n

n

       
!!

)(
2

0

2

0
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222 2

0

2

2)(
!

)12(
)( xxx

n

n

exexe
n

xn
xs 


 





 , es
n

n

n

3)1(
!

12

0









. 

★★5.试求极限 ),
21

(lim
2 nn a

n

aa



 其中 .1a  

解： 










111

)
1

(lim
n

n

n
n

n

k
kn a

n
a

n

a

k
 ,考虑级数



1n

nnx . 

)1,1(  
)1(1

    
2
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1

1






























 














x
x

x

x

x
xxxnxxnx

n

n
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n , 

  
2

2
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)
1
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1

)
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






 a

a

a

a

a

n

aa nn
 . 

★★6.求级数






0

2

2

)1()1(

n
n

n nn
的和. 

解： 














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1
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)1()1(
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n
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n
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3

2
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1
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1
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 考虑   





1

2)1()(
n

nxnnxs  
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)1(

2
) 

1
()(

3
1



















 





x
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x
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n
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
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)
2

1
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n
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4

)
2

1
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2

4

1
)

2

1
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2

1
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3

2 



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







0

2

2
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n
n

n nn




 3

2
)

2

1
)(1(
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nnn
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3

2
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4
  . 

  提高题 
1.求下列幂级数的收敛域: 

 ★★(1)  ;
)2(3

1

1







n

n

nn n

x
                ★★★★(2)



 1 1

3

1

2

1
1

1

n
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n


. 

解: （1） 3
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3

2
(1[

)1]()
3

2
(1[3
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])2(3[

)1]()2(3[
limlim

1
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1





















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n

n

n

n

a

a
R

n

n
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n
n

n

n
 

当 3x 时， ,1
])2(3[

3
lim 




 n
n

nn

n

n
 









1

1

)2(3

3

n
nn

n

n
发散； 

当 3x 时， 
nnn nn

nn

nn

n 1

])2(3[

2)1(

])2(3[

)3(











 ， 

且 













11

1

)2(3

2
,

)1(

n
nn

n

n

n

nn
收敛，数项级数










1

1

)2(3

)3(

n
nn

n

n
收敛. 

故原级数的收敛域为 )3,3[  

（2）记 

n

an 1

2

1
1

1






 

1
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1
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







n

n
n

n
n

nnn

a
n 

   

又   1l im
1




n

n
n  1l im 



n
n

n
aR . 
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当 1x 时，原级数为


 1 1

3

1

2

1
1

1

n

n


，由
n

n

1

1

3

1

2

1
1

1


 
知发散; 

当 1x 时，原级数为


 



1 1

3

1

2

1
1

)1(

n

n

n


,由

n

1

3

1

2

1
1

1

 
单调减少趋于零知收敛. 

故原级数的收敛域为 )1,1[ . 

★★2. 幂级数


0n

n
n xa 的收敛半径为3 ,则幂级数






0

1)1(
n

n
n xna 的收敛区间为 (     ). 

解: 令 1 xy ,则   









 
0

1

0

1)1(
n

n
n

n

n
n ynaxna  

11

lim
)1(

lim











n

n

n
n

n

n a

a

an

na
R  

幂级数






0

1

n

n
n yna 与幂级数



0n

n
n xa 的收敛半径相同, 

 3y ,    从而 31 x ,即 42  x  

★★★★3.求幂级数
n

n

n x
nn

2

1

1

)12(

1
1)1(

















 的收敛域与和函数 )(xs . 

解: 记 









 

)12(

1
1)1( 1

nn
a n

n  

1
)32)(1(

)12(

1)12(

1)32)(1(
limlim

1
















 nn

nn

nn

nn

a

a

n
n

n

n
  

当 12 x ,即 1x 时，原级数收敛 

当 1x 时，原级数为


















1

1

)12(

1
1)1(

n

n

nn
, 







0

1)1(
n

n 发散,









1

1

)12(

1
)1(

n

n

nn
收敛, 



















1

1

)12(

1
1)1(

n

n

nn
发散. 

原级数的收敛域为 )1,1( . 
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设 )(xs n

n

n x
nn

2

1

1

)12(

1
1)1(

















     )1,1(x ,  则  

n

n

nn

n

nn

n

n x
nnx

x
x

nn
xxs 2

1

1

2

2
2

1

12

1

1

2

1

12

1
)1(2

1)12(

1
)1()1()( 



































  

 








































 






























 





















x

n

n
x

n

n

n

x

n

n
n

n

n

n

n
n

n

n

dx
n

x
dxx

n
x

x

x

dx
n

x
x

n
x

x

x

n

x
x

nx

x

0
1

2

0

12

1

1

2

2

0
1

2
12

1

1

2

2

1

2
2

1

1

2

2

)(

12

)1(
2

1

)(

12

)1(
2

1

)(

12

)1(
2

1

              ).1ln(arctan2
1

)1ln(
1

1
2

11
2)1(2

1

)2()(
12

)1(
2

1

2

2

2

2

0 22

2

0 20
1

221

2

2

0
1

12

0
1

12
1

2

2

xxx
x

x

xdx
x

x
x

x
dx

x

x
dxxx

x

x

dxxxdxx
n

x
x

x

xxx

n

nn

x

n

n
x

n

n
n









































 

  



















 

 

§11.5    函数展开成幂级数 

内容概要 

名称 主要内容 

泰勒级数 





0

0
0

)(

)(
!

)(

n

n
n

xx
n

xf
 

麦克老林级数 





0

)(

!

)0(

n

n
n

x
n

f
 

七个常用的幂级数展开式 
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4．        
!

 
!2

1
!0

2

 


 n

xx
x

n

x
e

n

n

n
x

 ),( x  

5． ),(       
)!12(

)1(
 

!3)!12(

)1(
sin 12

0

3
12 









 





 xx
n

x
xx

n
x n

n

n

n
n

  

6． ),(       
)!2(

)1(
 

!2
1

)!2(

)1(
cos 2

0

2
2 











xx
n

x
x

n
x n

n

n

n
n

   

7． ]1,1(       
1

)1(
 

21

)1(
)1ln( 1

0

2
1 









 





 xx
n

x
xx

n
x n

n

n

n
n

  

8．    )1,1(    
!

)1()1(

!2

)1(
1 )1( 2 





 xx

n

n
xxx n 







 

9．    )1,1(    1 
1

1 2

0n









xxxxx
x

nn   

10．    )1,1(    )(1)( 
1

1 2

0n









xxxxx
x

nn   

例题分析 

 
1. 将下列函数展开成 x的幂级数: 

知识点：麦克劳林级数 

思路:以函数幂级数展开式的唯一性作为依据,利用七个常用的幂级数展开式,通过  ,,, ,变量代换,逐

项积分,逐项微分等方法归为七个常用的幂级数展开式的形式,从而求得所给函数的幂级数展开式. 

★★(1) )1ln()1()( xxxf  ;  ★★(2)
22

)(
xx

x
xf


 ;   ★★(3)

2)1(

1
)(

x
xf


 . 

解：(1) ]1,1(    
1

)1(
)1ln(

0

1 



 





 xx
n

x
n

n
n

  
























































0

2

0

1

0

1

0

1

0

1

1

)1(

1

)1(

1

)1(

1

)1(

1

)1(
)1()1ln()1(

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n

x
n

x
n

x
n

xx
n

x
n

xxx

 

又 




















1

1

0

1

1

)1(
 

1

)1(

n

n
n

n

n
n

x
n

xx
n

 

令 1mn ,则 






























0

2
1

0

2
1

0

1

2

)1(

2

)1(
 

1

)1(

n

n
n

m

m
m

n

n
n

x
n

xx
m

xx
n

, 
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]1,1(                 
)2)(1(

)1(
                          

1

)1(

2

)1(
)1ln()1(

0

2

0

2

0

2
1






































xx
nn

x

x
n

x
n

xxx

n

n
n

n

n
n

n

n
n

 

(2) 利用    )1,1(    1 
1

1 2

0n









xxxxx
x

nn   

法一： ]
2

2

1

1
[

3

1

)2)(1(2
)(

2 xxxx

x

xx

x
xf











  

               

2
1

1

3

1

1

1

3

1

xx





  

    )1,1(
2

 , 
2

)1( 

2
1

1
   ;)1,1(  , 

1

1

0n0n

















xx

x
xx

x n

n
nn

即 )2,2(x , 

,
2

)1(
1

3

1

2
)1(

3

1
 

3

1

2
1

1

3

1

1

1

3

1
)(

0n0n0n

n

n

n

n

n
nn x

x
x

xx
xf 



















 







  

             ),2,2()1,1( x 即 )1,1(x . 

法二：
































2
1

1

2

1

1

1

3
]

2

1

1

1
[

3
)(

xx

x

xx

x
xf  

,11              , 
2

)1(
1

3

1

2

)1(
1 

32
)1(

2

1
 

3

0n

1

1

0n
1

0n0n








 

















 




































xx

x
xx

x
x

n

n

n

n

n

n

n

n
nn

 

注：1.展开时分子上的 x可以放在括号外面，暂不考虑。 

     2.两种做法结果是一样的.(读者自己思考一下互换). 

  (3)利用    )1,1(    )(1)( 
1

1 2

0n









xxxxx
x

nn   

法一：
2)1(

1

1

1

xx 
















 ，   而 11         ,)1(

1

1

0

1 








 xx
x

n

n

n
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11   )1(][)1()1(
1

1

)1(

1 1

1

1

0

1

0

1

2































 















  xnxxx
xx

n

n

nn

n

nn

n

n
 

法二：
n

n

nn

n

n xx
xxx

















 00

2
)1()1(

1

1

1

1

)1(

1
    （用幂级数的乘法） 

   
11   )1(4321

)1()1(

1

1

132

6543265432










 xnxxxx

xxxxxxxxxxxx

n

n

n



 

★2. 将 xln 展开成 1x 的幂级数: 

知识点：麦克老林级数 

思 路 : 1x 看 作 一 整 体 , 利 用 ]1,1(      
1

)1(
)1l n (

0

1 



 





 xx
n

x
n

n
n

, 故 将 xln 写 成

)]1(1ln[  x  

解： ]1,1(1                  )1(
1

)1(
)]1(1ln[ln

0

1 



 





 xx
n

xx
n

n
n

  

]2,0(                  )1(
1

)1(
ln

0

1 



 





 xx
n

x
n

n
n

 

课后习题全解 
                                                                                                             

习题 11-5 

1.将下列函数展开成 x的幂级数,并求其成立的区间: 

★(1) );ln()( xaxf       ★(2) ;)( xaxf       ★ (3) ;)(
2xexf   

★(4) ;cos)( 2 xxf       ★ (5) ;
1

)(
2x

x
xf


   ★★(6) .

32
)(

2 


xx

x
xf  

解：(1) 
1

1

0 )1(
)1(ln)1ln(ln)]1(ln[)(





 
  n

n

n

n

an

x
a

a

x
a

a

x
axf  

        ) ,  11( axa
a

x
 即  

(2) 
n

n

n
ax x

n

a
exf 






0

ln

!

ln
)( ，   ）即  xax    , ln(  

(3) ）


 




 xx
n

exf n

n

n
x           

!

)1(
)( 2

0

2
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(4) xxxf 2cos
2

1

2

1
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2

1
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)!2(

2
)1(

2

1

2

1 212

1

22

0

Rx
n

x

n

x nn

n

n
nn

n

n 
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
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★★2. 将函数
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★3. 将函数 .
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★★4. 将函数 )3ln()( 2xxxf  在 1x 展开成 x的幂级数. 
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★★7. 将函数 )1ln()( 2xxxxf  展开成 x的幂级数. 
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提高题 

★★★1. 将 xsin 展开成
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★★★2. 将函数 xxf arcsin)(  展开成 x的幂级数 
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2

2
      ]1,1[     

41

)1(

2

1
1)(

n

n
n

xx
n

xf  
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


 




1
2
      

41

)1(

2

1
1)1(

n

n

n
f 











1
2

    ]1
2

[
2

1
  ]1)1([

2

1

41

)1(

n

n

f
n


. 

 

   §11.6    幂级数的应用 

内容概要 
名

称 

主要内容 

余

项 





1

)()(
nk

nnn uxsxsr  

结

论 
满足莱布尼茨条件的交错级数






0

)1(
n

n
n u ,有 1 nn ur  

例题分析 

★1.求 dxe x




1

0

2

的近似值,使误差小于 01.0 . 

思路:因为
2xe
它的原函数是不能用初等函数表达，所以先求

2xe
的 x 幂级数展开式，再逐项积分求

dxe x




1

0

2

的 x幂级数展开式，算出其近似值. 

解：1) 先将
2xe
展开成 x的幂级数. 

n

n

n
x x

n
e 2

0

 
!

)1(2






 
 ， ),( x  

2) 求 dxe x




1

0

2

的 x幂级数展开式. 

12n

1
 

!

)1(
 

!

)1(
 

!

)1(

00

1

0

2
1

0

2

0

1

0

2










   















n

n

n

n
n

n

n

n
x

n
dxx

n
dxx

n
dxe  

3) 算出其近似值. 

此为交错级数，故  1 nn ur ，逐项计算  1nu ，直到 0.01 1 nu 即可. 

01.00046.0
9

1

!4

1
,0238.0

7

1

!3

1
,1.0

5

1

!2

1
432  uuu  

取  3n 即可 

7432.0
216

1

42

1

10

1

3

1
1

12n

1
 

!

)1(3

0

1

0

2





 





n

n
x

n
dxe . 

注:当熟练后 1)，2)可合并. 

★★★2. 求 2ln 的近似值,使误差小于 0001.0 . 



48 

思路: ]1,1(       
1

)1(
 

21

)1(
)1ln( 1

0

2
1 









 





 xx
n

x
xx

n
x n

n

n

n
n

  

  令  1x 可得        
1

)1(
 

2

1
12ln  






n

n

 

此为交错级数，欲  0.0001
1

1
1 


 

n
ur nn , 要取 10000n ，计算量太大，故选一收敛较快的

级数来代替它. 

解： ]1,1(       
1

)1(
 

2
)1ln( 1

2





  xx

n

x
xx n

n

  

)1,1(    )
5

 
3

(2)1ln()1ln(
1

1
ln

]1,1(       
1

1
- 

2
)1ln(

53

1
2









 

x
xx

xxx
x

x

xx
n

x
xx n




 

令 2,
1

1






x

x
解得

3

1
x ，以

3

1
x 代入最后一个展开式，得 

          )
7

1

7

1

5

1

5

1

3

1
 

3

1

3

1
(22ln

553
   

取前四项作为 2ln 的近似值，则误差为 

      

.
70000

1

34

1
 

9

1
-1

1

3

2
 

  
9

1

9

1
1

3

2
)

3

1

13

1

3

1

11

1

3

1
 

9

1
(2

911

2

11131194


























 r

 

    .6931.0)
7

1

7

1

5

1

5

1

3

1
 

3

1

3

1
(22ln

553
  

课后习题全解 

习题 11-6 

1. 利用函数的幂级数展开式求下列各数的近似值: 

★★(1) e (误差不超过 00001.0 )；        ★(2) 
2cos (精确到 0001.0 ). 

解：(1) )(       
!0

Rx
n

x
e

n

n
x 





 ，   


 !

1

!3

1

!2

1
11

!

1

0 nn
e

n

 

    

!

1

1

1
1

1

)!1(

1
)

)1(

1

)1(

1
1(

)!1(

1

)
)3)(2(

1

)2(

1
1(

)!1(

1

)!2(

1

)!1(

1

2 nn

n

nnnn

nnnnnn
rn









































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          欲   , 10 5nr 只要
510

!

1 
nn

，  即  10! 5nn  

          取  10322560!88        ,8 5n  

     71828.2
!8

1

!3

1

!2

1
11  e . 

  (2) )(         
)!2(

)1(
cos 2

0

Rxx
n

x n

n

n









 ，
90180

2
2


 




 （弧度） 

       

 





 




n
n

n

n

n

nn

2422

0

)
90

(
)!2(

)1(
)

90
(

!4

1
)

90
(

!2

1
1)

90
(   

)!2(

)1(

90
cos2cos


 

此为交错级数，故  1 nn ur ，计算 

      ,10186.6)
90

(
!4

1
,101.6)

90
(

!2

1 84
3

42
2

 


uu  

所以    10 7
2

r ， 故 9994.000061.01)
90

(
!2

1
12cos    2 


. 

2. 利用被积函数的幂级数展开式求下列定积分的近似值: 

★(1) dx
x 

5.0

0 41

1
(精确到 0001.0 )；   ★（2） dtt

1.0

0
cos (精确到 0001.0 ). 

解：(1) dxxdx
x

nn

 





5.0

0
0

4
5.0

0 4
)1(

1

1
  









0

5.0

0

14

14

)1( n
n

x
n

 










1395
0

14

2

1

13

1

2

1

9

1
 

2

1

5

1

2

1
5.0

14

)1( n
n

n
 

此为交错级数，  1 nn ur ，计算 

3      10000009.0
2

1

13

1
      ,00028.0

2

1

9

1
     , 00625.0

2

1

5

1 4

1395
  n  

00028.000625.0
2

1

1

15.0

0 4



 dx

x
4940.049403.0   

（2） )(        
)!2(

)1(
cos 2

0

Rxx
n

x n

n

n









 ，
n

n

n

t
n

t    
)!2(

)1(
cos

0







  

     

1

0

1.0

0

1

0

1.0

0
0

1.0

0

1.0   
)1()!2(

)1(

1
   

)!2(

)1(

   
)!2(

)1(
 cos
















 














n

n

nn

n

n

n

n

n

nnn

t

n

dtt
n

dtt

 

     此为交错级数，故
1

1 1.0 
)1()!2(

1
 




 n
nn

nn
ur  
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  欲  101.0 
)1()!2(

1
         10 414  


 n

n
nn

r 只要  

只需 2       ,31  nn 即  

0975.01.0 
3!3

1
1.0 

2!2

1
1.0cos 32

1.0

0






 dtt . 

★★★3. 求正弦曲线 )0(sin  xxy 的弧长，并精确到 01.0 . 

解： dxxdxys  


0

2

0

2 cos11 dxx  2

0

2cos12


 




























 n

n

n

n

x
n

n
xx

x
n

n
xxx

2!

)32(31
)1( 

2!2

1

2

1
1

!

)1
2

1
()1

2

1
(

2

1

 
!2

)1
2

1
(

2

1

2

1
1)1(

12

2

22

1

 

                 

)cos
2!3

1
cos

2!2

1
cos

2

1
1(2

cos12

2

0

6

3

4

2

2

2

0

2

dxxxx

dxxs



















  

又 


212
2

0

2

!2

)!2(

22

1

22

32

2

12
cos

n

n

n

n

n

n
dxx

n

n












   

dxxxxs  





 2

0

6

3

4

2

2 )cos
2!3

1
cos

2!2

1
cos

2

1
1(2



  

                 

)
256

5

64

3

4

1
1(

)
)!3(2

!6

2!3

31

)!2(2

!4

2!2

1

2

!2

2

1

2
(2

2732523
























 

此为交错级数，故  1 nn ur ， 

取到 3n ,计算 01.0
)!4(2

!8

2!4

531
2

2943 



 r  

839.3)0195.0046875.025.01(14.3 s . 

★★★4. 将函数 xex cos 展开成 x的幂级数. 
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解： xixeix sincos   

    

.
4

cos
!

2
)

4
sin

4
(cos

!

2
Re

)
4

sin
4

(cos
!

2
Re])

4
sin

4
(cos2[

!

1
Re

ReReRecos

0

2

0

2

0

2

0

)
4

sin
4

(cos2
)1(

n

n

n

n

n

n

nn

n

n

n

n

xi
xiixxx

x
n

n
x

n
i

n

n

xi
n

xi
n

eeeexe




































 

★★5. 求下列级数的和:  

(1) ;
2

)1(

1








n
n

nn
                    (2) .

2

1

1




 n
nn

       

解：(1) 思路: 











,)
2

1
)(1(

2

)1(

11 n

n

n
n

nn
nn

 考虑 





1

)1(
n

nxnn  

   设  





1

)1()(
n

nxnnxs ,显然其收敛域 )1,1( . 

        

3
1

1

32

2

1

1

1

1

)1(

2
)1()(

11    , 
)1(

2

)1(1
)1(

x

x
xnnxxs

x
xx

x

x

x
xxnn

n

n

n

n

n

n





































































 

        故 8)
2

1
(

2

)1(

1









s
nn

n
n

. 

   (2) 思路: 











,)
2

1
(

1

2

1

11 n

n

n
n nn

 考虑 





1

1

n

nx
n

 

设 





1

)(
n

n

n

x
xs ,   显然其收敛域 ,0)0(),1,1[  s , 

11        
1

1
)(

1

1 


 




 x
x

xxs
n

n  

)1ln(
1

1
)()(

00
xdx

x
dxxsxs

xx




  , 2ln)
2

1
(

2

1

1









s
nn

n
. 

提高题 

★★1. 求
9 522的近似值,使误差小于 00001.0  
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思路: 利用 

   )1,1(    
!

)1()1(

!2

)1(
1 )1( 2 





 xx

n

n
xxx n 





  

解： 9

1

9

9 99 )
2

10
1(2102522   

     

























 


 n

n

n
)

2

10
(

!

)1
9

1
()1

9

1
(

9

1

)
2

10
(

!2

)1
9

1
(

9

1

2

10

9

1
12

9

2

99
 

此为交错级数，试算  1 nn ur . 

000019.0)
2

10
()

9

8
(

9

1

!2

1
,00217.0

2

10

9

1 2

9392  uu  

000001.03  r  

 0043.2)000019.0002170.01(25229  . 

★★★2. 求
3 e 的近似值,使误差小于 0001.0 . 

思路: 利用        
!

 
!2

1
2

 
n

xx
xe

n
x

 ),( x  

  解：                   )
3

1
( 

!

1
)

3

1
( 

!2

1

3

1
1  23

1

  n

n
e  

         )
3

1
( 

)!1(

1
)

3

1
( 

!

1
 1 


 nn

n
nn

r 







 2)

3

1
( 

3

1
1)

3

1
( 

!

1 n

n
  (放大成等比级数) 

0001.0
2

3
)

3

1
( 

!

1

3

1
1

1
)

3

1
( 

!

1




 nn

nn
 

     当  5n 时, 0001.0
19440

1

162

1

120

1

2

3
)

3

1
( 

!5

1
 5

5 r  

            1.39561.39557 
1944

1
 

162

1
 

18

1

3

1
1  3

1

e  

★★★★3. 求 dx
x

x


5.0

0

arctan
的近似值,使误差小于 001.0 . 

.解：    )1,1(                      )1(   )( 
1

1
)(arctan

0n

2

0n

2

2



 









xxx
x

x nnn
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    )1,1(                      
12

)1(
    

1
arctan

0n

12

0 2








 





 xx
nx

dx
x n

n
x

 

   






























0n

12

2

5.0

0

2

0n0n

12
5.0

0

5.0

0
)

2

1
(

)12(

)1(

12

)1(

12

)1(1arctan n
n

n
n

n
n

n
dxx

n
dxx

nx
dx

x

x
  

                   

此为交错级数，故  1 nn ur ，计算  1nu  

 0002.0
2

1

49

1
,0013.0

2

1

25

1
    ,0139.0

2

1

9

1
745332  uuu  

      487.04874.00013.00139.05.0
arctan5.0

0
 dx

x

x
. 

 

§11.7    函数项级数的一致收敛性 

内容概要 
名称 主要内容 

一致收敛 

)()()(
1

xuxsxsr
nk

nnn 




  

N ,0 (仅与 有关而与 x无关)，当 Nn   

恒有     nr  

魏尔斯特拉

斯判别法 




1

)(
n

n xu 在区间 I 上满足：(1) ,2,1,)(  naxu nn ； （2）


1n
na 收敛， 

则


1

)(
n

n xu 在区间 I 上一致收敛. 

一致收敛级数和函数的性质 
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（连续性，逐项积分） 

若 1. )(xun 在区间 ),( ba 内连续， ,2,1n .    2) 


1

)(
n

n xu 在 ),( ba 内一致收敛 

 则 1) 和函数 )(xs 在区间 ),( ba 内连续,   2)  


















x

x
n

x

x
n

n
n

x

x
dxxudxxudxxs

0 00 11

)()()(  

2. (逐项微分) 若 1) 


1

)(
n

n xu 在 ),( ba 内收敛;   2) )(xun


在区间 ),( ba 内连续， ,2,1n ; 

3) 






1

)(
n

n xu 在 ),( ba 内一致收敛. 

则 1) 


1

)(
n

n xu 在 ),( ba 内一致收敛;   2) 






















11

))(()()(
n

n
n

n xuxuxs  .       

例题分析 

★★★1.证明：级数









1
2

1 1
)1(

n

n

nx
在区间 ),(  上收敛且一致收敛,但不绝对收敛. 

知识点：收敛域,一致收敛，绝对收敛. 

思路:先证明









1
2

1 1
)1(

n

n

nx
在区间 ),(  上收敛，再证明一致收敛,最后证明不绝对收敛. 

解：1)证明









1
2

1 1
)1(

n

n

nx
在区间 ),(  上收敛. 











1
2

1 1
)1(

n

n

nx
 为交错级数 

且 ),( x ，有 1) 0
1

lim
2


 nxn

, 2) 1
11

1

1

)(

)(
2

2

2

2
1 










nx

nx

nx

nx
xu

xu

n

n
 

交错级数









1
2

1 1
)1(

n

n

nx
在 x处收敛，由 x的任意性知，级数在区间 ),(  上收敛. 

2)证明一致收敛 

0 ，由交错级数的性质知
1

1

1

1
 

21





 
nnx

ur nn  

欲 nr 只需取  1
1












N ，  当 Nn  时，   恒有     nr  
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交错级数









1
2

1 1
)1(

n

n

nx
在区间 ),(  一致收敛. 

3)证明不绝对收敛. 






 



1

2

1 1
)1(

n

n

nx
 321      ),(,

1

1
2

,,nx
nxn









， 

1

1

1
lim)

1
/

1
(lim

22





 

n

xnnx nn
     

由


1

1

n n
发散知



 1
2

1

n nx
发散， 











1
2

1 1
)1(

n

n

nx
在 x处不绝对收敛,由 x的任意性知，级数在区间 ),(  上不绝对收敛. 

注:由本题可知级数一致收敛不一定绝对收敛,还可说明绝对收敛不一定一致收敛.(看习题 11-7 的第 7 题). 

 

★★2 讨论 ),(,
2

sin
)1(

1

2
1 





 x
xn

n
n

n
n

在所给区间上的一致收敛性. 

知识点：一致收敛. 

思路: 用魏尔斯特拉斯判别法 

解：        3,2,1),,(       , 
22

sin
)1( )( 

2
1    nx

nxn
xu

nn

n
n

n  

 而级数


1 2n
n

n
收敛，由魏尔斯特拉斯判别法，原级数在区间 ),(  一致收敛. 

 

课后习题全解 

习题 11-7 

★★1.证明：级数 

          




























 1

11

1

1

2

1

1

1

nxnxxxx
 

在区间 ),0[  上一致收敛. 

证明：此级数的部分和 

   
nxnxnxxxx

xsn


































1
 

1

11

1

1

2

1

1

1
)(   

     ),0[            0)(lim)( 


xxsxs n
n
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     ),0[           
1

 
1

)()()( 


 x
nnx

xsxsxr nn  

,0  取 ]
1

[


N ，当 Nn  时 

   恒有         ),0[              )(  xxrn    

            故原级数在区间 ),0[  上一致收敛.      

★★★★2. 设等比级数 ,1 2

0

 




n

n

n xxxx 证明： 

(1)级数在 1x 上不是一致收敛到极限函数 ;
1

1

x
 

(2)级数在 1x 内部任意一个闭区间 1 rx 上一致收敛到极限函数 .
1

1

x
 

解：(1)
x

x
xs

n

n







1

1
 )(

1

 ,     1            
1

1
)(lim)( 





x

x
xsxs n

n
. 

            
1

)()()(
1

x

x
xsxsxr

n

nn





 

取
3

1
0  ，对任意自然数n，令 (0,1) 

2

1
1


nnx  

  
21

2

1

)
2

1
(

1


nnr 0
11 21  

2

1
  )222(1

2

1
  n nnn   

故原级数在区间 )1,0( 内不一致收敛. 

(2)      
1
 

1
)()()(

11

r

r

x

x
xsxsxr

nn

nn








  

,0  取 1]
ln

)1ln(
[ 




r

r
N


，当 Nn  时 

      恒有         )(              )( rxxrn     

   故原级数在 1 rx 上一致收敛到极限函数 .
1

1

x
    

★★★3. 按定义讨论 ),(,
)1(

)1(
1

2

2
1 








 x
x

x

n
n

n
在所给区间上的一致收敛性. 

解：   此为交错级数， 
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),(        
1

1
              

)1()1(
 )()(

2

2

422

2

2

2

12

2

1














x
nnx

x

xCnx

x

x

x

x

x
xuxr

n

nnnn



 

,0  取 ]
1

[


N ，当 Nn  时 

   恒有         ),(              )(  xxrn    

            故原级数在区间 ),(  上一致收敛.      

★★4. 证明级数 ),(
41

25








在
n xn

nx
内绝对收敛且一致收敛. 

解： 0)(      ,0  xux n   

 0x 时，       

 ),(        

4

1

4
 )( 

2

325



 x

n
xn

nx
xun  

而


1 2

3

4

1

n
n

收敛，故原级数在区间 ),(  内绝对收敛且一致收敛. 

5. 讨论下列级数在所给区间的一致收敛性:(1) 

★★(1) );,3(,
3

sin

1









x
x

nx

n
n

          ★★(2) ;,
sin

1
3 44

Rx
xn

x

n









 

 ★★★(3) );,0(,
1

2 




 xex
n

nx
           ★★(4) .,

2
arctan

1
32

Rx
nx

x

n









 

解：(1)因为        1),,3(       , 
33

1

3

sin
 )( 





 nx

x

nx
xu

nnn  

 而


 2 33

1

n
n

收敛，由魏尔斯特拉斯判别法，原级数在区间 ),3(  一致收敛. 

(2)因为               , 
1sin

 )( 

3

43 44
Rx

n
xn

x
xun 


  

 而


2 3

4

1

n
n

收敛，由魏尔斯特拉斯判别法，原级数在区间 ),(  一致收敛. 

(3)因为 )0(         
2

  
!

 
!2

1
22

 y
y

n

yy
ye

n
y   
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   令 nxy  ，有 )0( 
2

       ,  
2

)(
 

22

2

  x
xn

e
nx

e nxnx
 

故              
2

 
2

 )(      
222

2
2

nxn

x
exxu nx

n  
 

而


1
2

2

n n
收敛，故原级数在区间 ),0(  一致收敛. 

(4)因为  
2

arctan )( 
32 nx

x
xun


         

1
 

2

2
  

2
2/32/332

Rx
nxn

x

nx

x



  

而


1
2/3

1

n n
收敛，故原级数在区间 ),(  一致收敛. 

6.求下列级数的收敛域: 

★★(1) ;
1

1

12

)1(

1























n

nn

x

x

n
  ★★★(2) ;

)(

1









n
xn

n

n

xn
  ★★(3) .

)1()1)(1(1
2



 n
n

n

xxx

x


 

解: (1)因为     
1

1
 )(lim      n

x

x
xun

n 





 

所以当且仅当 1
1

1






x

x
,即 0,11  xxx 时,原级数收敛; 

当 0x 时, 原级数为


 



1 12

)1(

n

n

n
收敛;故原级数的收敛域为 ),0[  .  

 (2)当n充分大时，原级数为正项级数，且 

 
xn

n

x

xn

n

nx

n

n
e

n

x
n

n

xn

n

xu






)1(lim

)(
lim 

/1

)(
lim       

故，当 1x 时，


1

1

n
xn
收敛，原级数收敛；当 1x 时，



1

1

n
xn
发散，原级数的发散. 

故原级数的收敛域为 ),1(  . 

(3)

















 10,

1,0

1
limlim

1

1

xx

x

x

x

a

a
nn

n

n

n
 

 当 1x 时, 原级数为


1 2

1

n
n
收敛;当 1x 时, 原级数无意义; 

故原级数的收敛域为 ),1()1,(  . 
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★★★7.证明级数


 1
2

2

)1(n
nx

x
在  1,0 上收敛,但不一致收敛. 

解： 
 


n

k
kn

x

x
xs

1
2

2

)1(
)(

2

1

2

2

2

1

1
1

)
1

1
(1

1

x

x

x

x
n














 

                  
]1,0(,1

00,
)(lim)(










 x

x
xsxs n

n
 

    故原级数在 1,0 上收敛,但和函数不连续，从而原级数不一致收敛. 

提高题 

★★★1.讨论 10,
!1








x
n

e

n

nx

的一致收敛性. 

思路: 10,
!

)(

!!

1010




x
n

e

n

e

n

e nnnx

 ，利用


1

10

!

)(

n

n

n

e
收敛性 

解：考察级数


1

10

!

)(

n

n

n

e
 

 10
1

lim

!

)(

)!1(

)(

limlim
10

10

110

1 














 n

e

n

e

n

e

u

u

nn

n

n
n

n

n
，



1

10

!

)(

n

n

n

e
收敛. 

)10,10(x ，  
!

)(

!!

1010

n

e

n

e

n

e nnnx




. 

由魏尔斯特拉斯判别法知，






1 !n

nx

n

e
在 )10,10( 上一致收敛性. 

★★★★2. 级数






1n

nxne  

1)求收敛域；                       2)证明级数在区间 ),[  上是一致收敛的， 0 ； 

3)证明和函数 )(xs 在收敛域上是连续的. 

解：1)显然






1n

nxne 为正项级数. 
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xx

nnx

xn

n
n

n

n
ee

n

n

ne

en

u

u 


















1
lim

)1(
limlim

)1(
1 ， 

由比值判别法知,当 1xe 即 0x 时，






1n

nxne 收敛，原级数收敛； 

当 1xe 即 0x 时，






1n

nxne 发散，原级数发散,当 1xe ,即 0x 时，原级数为


1n

n发散. 

      级数






1n

nxne 的收敛域为 ),0(   

    2) ),[                xnene nnx ; 而






1n

nne 
收敛 

         级数






1n

nxne 在 ),[  上是一致收敛的. 

   3) ),0( x ,则 0 ,使得  x0 .由 2)可知级数






1n

nxne 在 ),[  上一

致收敛 . 根据一致收敛级数和函数的性质知 )(xs 在 ),[  上连续,故 )(xs 在 x 处连续 , 又 x 为

),0(  上任意性一点,，所以 )(xs 在区间 ),0(  上连续. 

 

§11.8    傅里叶级数 

内容概要 
名称 主要内容 

傅里叶级数 

(周期 2 ) )sincos(
2 1

0 





n

nn nxbnxa
a

 

傅里叶系数 

(周期 2 ) 

),2,1,0(    cos)(
1

  nnxdxxfan




 

nxdxxfbn sin)(
1




),2,1(  n  

)(xf 为奇函数 )(xf 为偶函数 

,0na nxdxxfbn sin)(
2

0



 ,0nb nxdxxfan cos)(

2
0



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狄利克雷收

敛定理 

 










为间断点       ,

2

)0()0(
为间断点                             ),(

)sincos(
2 1

0

x
xfxf

xxf
nxbnxa

a

n
nn  

例题分析 

1. 将下列周期为 2 的函数展开为傅里叶级数, 讨论其收敛性, 并求 


1
2

1

n n
. 

★★1) ].,[,)( 2  xxxf   ★★★2) )2,0(,)( 2  xxxf .  

知识点：傅里叶级数 

思路:先求傅里叶系数，再由收敛定理求傅里叶级数的和函数. 

解：  1)
1  求傅里叶系数 

因为 )(xf 为偶函数，所以 ),2,1(,0  nbn  

)(sin
2

 cos
2

0

22

0
nxd

n

x
nxdxxan  




 

 sin
1

)cos(  
4cos4

)sin
2

(
2

     sin
1

2)sin(
2

0020

000

2




































nx
n

xnx
nn

nx
dx

n

nxdxx
n

nxdxx
n

nx
n

x

 

  3,2,1               
4

)1()1(
4

22
 n

nn

nn


 

2

0

3

0

2
0

3

2

3

122







  xdxxa . 

2 求傅里叶级数的和函数 

因为 )(xf 为连续函数，所以由狄利克雷收敛定理 









1
2

22 cos
)1(

4
3

1

n

n

nx
n

x  ,  x . 

3 求 


1
2

1

n n
 

令 x ,则有 















1

2

2

1
2

22 )1(
)1(

4
3

1
cos

)1(
4

3

1

n

n
n

n

n

n
n

n
  

    所以 





1

2

22 1
4

3

1

n n
 ,得

2

1
2 6

11




n n
. 
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2)
1  求傅里叶系数 

   nxdxxnxdxxan cos
1

 cos
1 2

0

22

 




 
 

3,2,1               
4

2
2

 sin
1

)cos(  
2

)sin
2

(
1

     sin
1

2)sin(
1

22

2

0

2

02

2

0

2

0

2

0

2



















 

n
nn

nx
n

xnx
n

nxdxx
n

nxdxx
n

nx
n

x










 

   
2

2

0

3
2

0

2
0

3

8

3

111







  xdxxa ， 

)(cos
1

sin
1 2

0

2
2

0

2 nxd
n

x
dxnxxbn  




 









  nxdxx
n

nx
n

x
cos

1
2)cos(

1 2

0

2

0

2



 

 
4

- cos
1

)sin(  
2

  
4

-        
2

0

2

02 n
nx

n
xnx

nn





 









  

 )(xf 在 )2,0(  内连续 且 22
2

)02()00(





 ff
 













       2             ,2

   2              ,
)sin

4
cos

4
(

3

4
2

2

1
2

2






kx

kxx
nx

n
nx

nn

   2,1,0 k  

3 求 


1
2

1

n n
 

令 0x ,则有 





1

2

22 4

3

4
2

n n
 ,  所以

2

1
2 6

11




n n
. 

注:本题 1)，2)有区别，它们拓展的周期函数不同.但


1
2

1

n n
的结果是相同的. 

 

★★★2. 将函数 )0(1)( 


 x
x

xf 展开以 2 为周期的余弦级数,设此级数的和函数为 ),(xs  

求 )3(s 和 )12(s . 

知识点：傅里叶级数，余弦级数 

思路:先求傅里叶系数，再由收敛定理求傅里叶级数的和函数. 

解：将 )(xf 函数作偶延拓，记为 ),(xs ，则 
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












0-          ,1

0          ,1
)(

x
x

x
x

xs





  

并定义 )()2( xsnxs   , ),2,1,0(  nx  , )(xs 为 ),(  上的连续函数. 

将 )(xs 展开成余弦级数，有 ),2,1(,0  nbn  









  nxdxnx

x

n
nxd

x

n
nxdx

x
an



 0000
sin

1
sin)1(

2
 )(sin)1(

2
cos)1(

2

])1(1[
2

)(cos
2

sin
1

2
2202202

n

n
xn

n
nxdx

n
  


   ),2,1( n  

1)
2

(
2

)1(
2

0

2

0
0  






x
xdx

x
a  

   因 )(xs 为 ),(  上的连续函数,故 

)(xs ),,(         cos ])1(1[
2

2

1

1
22

 




xnx
nn

n


 

当 ],0[ x 时, )()( xfxs  ,并且


3
1)3( s ; 

      





412
1)412()]412(4()12(


 sss . 

习题 11-8 

★1. 把函数














x

x
xf

0           ,1

0       ,0
)( 展开为傅里叶级数. 

解：将函数在区间 ],(  上作周期为 2 的延拓，仍记为 )(xf . 

1
1

)(
1

0
0   dxdxxfa



 
 

),2,1(  0cos
1

cos)(
1

0
  ndxnxnxdxxfan



 
 

),21( 
)12(

2
    

])1(1[
)(cos

1

sin
1

sin)(
1

1

0

0
















 

k
kn

nx
n

dxnxnxdxxfb

n

n











 

);,(,0         cos 
)12(

2
1)(

1







 




xxnx
n

xf
n
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0x 时，级数收敛到
2

1
)]00()00([

2

1
 ff  

x 时，级数收敛到
2

1
)]0()0([

2

1
  ff  

2. 设下列 )(xf 的周期为 2 ,试将其展开为傅里叶级数: 

★(1) );,(,)( 22   xxxf       ★★(2)  );,,)( 2  xexf x
           

★★★(3)  .,,sin)( 4  xxxf            

解：(1) 因为 )(xf 为偶函数，所以 ),2,1(,0  nbn  

)(sin
2

 cos)(
2

0

22

0

22 nxd
n

x
nxdxxan 




 





 

    

  3,2,1               
4

)1()1(
4

 sin
1

)cos(  
4

-     sin
1

2)sin(
2

2

1

2

00200

22





























n
nn

nx
n

xnx
n

nxdxx
n

nx
n

x

nn










 

2

0

32

0

22
0

3

4
)

3

1
(

2
)(

2










  xxdxxa  

又 0)()(   ff  

所以 







1
2

1
222 cos

)1(
4

3

2

n

n

nx
n

x  ,  x . 

(2)显然 )()(  ff   














 2

1

2

1
)(

1 22
22

0






 

ee
edxedxxfa xx

 

),2,1(   
4

2(-1)
)sincos2(

4

1

cos
1

cos)(
1

22

2

n

2

2

2
















 

n
ee

n
nxnnx

n

e

dxnxenxdxxfa

x

x
n


















 

),2,1(   
4

(-1)
)cossin2(

4

1

sin
1

sin)(
1

22

2

1

2

2

2
















 

n
ee

n
nxnnx

n

e

dxnxenxdxxfb

nx

x
n


















 

  故有 
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2,1,0,)12(         

)]sincos (2
4

)1(

4

1
[

1
2

22
2










 







nnx

nxnnx
n

ee
e

n

n
x







 

)12(  nx 时，级数收敛到
2

22  ee
. 

(3)  .,,sin)( 4  xxxf            

因为 )(xf 为偶函数，所以 ),2,1(,0  nbn  

3,2,1        cos)4cos
2

1
2cos2

2

3
(

4

1
     

cos)
2

2cos1
(

1
 cossin

1 24














nnxdxxx
n

nxdx
x

n
nxdxxan
















 

由三角函数系的正交性，仅当 4,2  nn 时， 0na ，此时 

               

8

1
4cos4cos

8

1
 4cos)4cos

2

1
2cos2

2

3
(

4

1

2

1
2cos2cos

2

1
 2cos)4cos

2

1
2cos2

2

3
(

4

1

4

2













xdxxxdxxxa

xdxxxdxxxa





















 

0sin)()( 4   ff  

故 ),(,4cos
8

1
2cos

2

1

8

3
sin4  xxxx  

★★3. 在区间 









2
,

2


内展开 xxxf cos)(  为傅里叶级数. 

解：显然 )(xf 为奇函数，所以 ),2,1,0(,0  nan  
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★★4. 在区间  , 内将函数
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







xx

x

xx

xf

0         ,2

  0               ,1

0        ,

)( 展开为傅里叶级数. 
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  故有 
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0x  时，级数收敛到 0)]00()00([
2

1
 ff  

★★5. 将函数 )(sgn)(   xxxf 展开成傅里叶级数,并利用展开式,求 


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 


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n

n

n
的和. 
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由于 )(xf 仅在 0x 处不连续，且 0)]00()00([
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★6. 将函数 )0(
2

)( 





 x
x

xf 展开成正弦级数. 

解： 将函数延拓成 ],[  上的奇函数，则 
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又延拓后的函数在 0x 间断，在  x0 连续，所以 
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       )0(,
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2 1






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
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n
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n

； 

在 0x 处，右边的极限收敛于 0)]00()00([
2

1
 ff ，其中 )00( f 是延拓后函数

的左极限，其值为： 

2
)00()00(


 ff . 

★★7.将函数 )0(2)( 2  xxxf 分别展开成正弦级数和余弦级数. 

解：(1)将 )(xf 函数作奇延拓，仍记为 )(xf ，展开成正弦级数.则 
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在 x 处，右边的极限收敛于 0)]0()0([
2

1
  ff ，其中 )0( f 是延拓后函数的右极

限，其值为： 

22)0()0(   ff .          (与答案不同请核) 

(2)将 )(xf 函数作偶延拓，仍记为 )(xf ，展开成余弦级数，则 
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所以 
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★★★8. 设 )(xf 是周期为 2 的周期函数,证明: 

(1)如果 )()( xfxf  ，则 )(xf 的傅里叶系数 ,00 a ,02 ka  

);2,1(02  kb k  

(2)如果 )()( xfxf  ，则 )(xf 的傅里叶系数 ,012 ka ).2,1,0(012  kb k  

证明: (1)  
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★★★9. 把函数
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解：  将 )(xf 函数作奇延拓，则 
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★★★10. 把函数 )0(2)( 3  xxxf 展开成余弦级数，并由此求级数
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2
)sinsin(

2
)1(  

6
  nxdxnxx

nn

n
 









 )1(cos

2
)1(

6
2

2

2



n

nn

n
 

3,2,1               

12      ,
)12(

6

)12(

24

2                         ,
)2(

6

 

24

2




















 k

kn
kk

kn
k







 

4

0

3
0

2

12






  dxxa  

所以 

],0[                                   

)12cos()
)12(

6

)12(

24
(2cos

)2(

6

4

1
2

24
1

2

33



























 





x

xk
kk

kx
k

x
k  

令 0x    













 





)
)12(

6

)12(

24
(

)2(

6

4

1
0

24
1

2

3

kkkk






  

  










 





1
4

1
2

1
2

3

)12(

124
)

)2(

1

)12(

1
(6

4

1

kkk kkk 
  

即 











 1
2

1
3

1
4

)1(
6

4

1

)12(

124

n

n

k nk



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412
6

4

1 32
3 

         )
12

)1(
(

2

1
2

1 










n

n

n
 

  
4

1
4 96

1

)12(

1






k k
                               （1） 

  









1

4
1

4

1

16

1

)2(

1

kk kk
                                （2） 

  （1）+（2）得： 

         









1

4

4

1
4

1

16

1

96

1

kn kn


， 即    

90

1 4

1
4






n n
. 

提高题 

★★★1. 设 )(xf 是 ],[  上的偶函数,且 )
2

()
2

( xfxf 


,证明: )(xf 的余弦傅里叶级

数展开式中 02 na . 

证明: nxdxxfa n 2cos)(
2

0
2 












  nxdxxfdxnxxf 2cos)(2cos)(

2

2

2

0








 

令 xt 
2


,则 

dtntntfdtntntfdxnxxf   2

0

0

2

2

0
)2cos()

2
()2cos()

2
(2cos)(













 

令
2


 xt ,则 

dtntntfnxdxxf   2

0
2

)2cos()
2

(2cos)(




 


 

)2cos()22cos()2cos()2cos(

),
2

()
2

(

ntnnntnntnntn

tftf










 

 0)2cos()
2

()2cos()
2

(
2

0 0
2 








  

 








dtntntfdtntntfa n . 

★★★★2. 设 )(xf 是以 2 为周期的连续函数,并且傅里叶系数为 ),,2,1,0( nan ),2,1( nbn  

(1) 求 llxf )((  为常数 ) 的傅里叶系数； 

(2) 求 dttxftf 



)()(

1
的傅里叶系数，并利用所得的结果推出 
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           dxxf
2

)]([
1 


 ).(

2

2

1

2
2
0

n
n

n ba
a






  

解：(1) 设 )( lxf  的傅里叶系数为 ),,2,1,0( nan ),2,1( nbn  

  n x d xlxfan c o s)(
1
 



     令 lxz   

dznlnznlnzzfdzlznzf
l

l
)sinsincos[cos)(

1
)(cos)(

1
  











 
 

nlbnla nn sincos       ),,2,1,0( n  

同理   

nb nxdxlxf sin)(
1
 



nlanlb nn sincos        ),2,1( n  

(2) 设 dttxftfxF  



)()(

1
)( ，其傅里叶系数为 

2
0

0

2

20

)()(])([
1

)()(
1

)(
1

adttf
a

dttfdxtxf

dtdxtxftfdxxFA





 

 

 

 




























 

),2,1(            )(]sincos[
1

)(]cos)([
1

cos])()([
1

cos)(
1

22

2

2









 

 



 

 

nbadttfntbnta

dttfdxnxtxf

dxxdttxftfdxnxxFA

nnnn

n































 

),2,1(          0)(]cossin[
1

)(]sin)([
1

sin])()([
1

sin)(
1

2

2









 

 



 

 

nbabadttfntbnta

dttfdxnxtxf

dxnxdttxftfdxnxxFB

nnnnnn

n































 

易见 )(xF 是以 2 为周期的连续函数，故 

        dttxftf 



)()(

1
,cos)(

2

2

1

2
2
0 nxba

a
n

n
n





  

令 0x ，即得  dttf
2

)]([
1 


).(

2

2

1

2
2
0

n
n

n ba
a






  



74 

 dxxf
2

)]([
1 


 ).(

2

2

1

2
2
0

n
n

n ba
a






  

 

§11.9    一般周期函数的傅里叶级数 

内容概要 
名称 主要内容 

傅里叶级数 

(周期 l2 ) )sincos(
2 1

0 





n

nn
l

xn
b

l

xn
a

a 
 

傅里叶系数 

(周期 l2 ) 

),2,1,0(    cos)(
1

  ndx
l

xn
xf

l
a

l

l
n


 

dx
l

xn
xfb

l

l
n




sin)(

1
 ),2,1(  n  

)(xf 为奇函数 )(xf 为偶函数 

,0na dx
l

xn
xf

l
a

l

n


cos)(

2
0  ,0nb dx

l

xn
xf

l
b

l

n


sin)(

2
0  

狄利克雷收

敛定理 

 










为间断点       ,

2

)0()0(
点                             ),(

)sincos(
2 1

0

x
xfxf

xxf

l

xn
b

l

xn
a

a

n
nn

连续
 

复数形式         , 


n

l

n
i

n xec


dxexf
l

c l

in
l

l
n




 )(
2

1
 

例题分析 

★★1. 将函数 ],[,)( llxxxf  展开为以 l2 为周期的傅里叶级数. 

思路:先求傅里叶系数，再由收敛定理求傅里叶级数的和函数. 

解：  
1  求傅里叶系数 

因为 )(xf 为偶函数，所以 ),2,1(,0  nbn  

)(sin
2

cos
2

 cos)(
2

000 l

xn
dx

n
dx

l

xn
x

l
dx

l

xn
xf

l
a

lll

n






   

 )1(cos
2

 )(cos 
2

cos
2

)sin
2

(
2

     sin)sin(
2

22
0

22022
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0








































n
n

l

l

xn

n

l

l

xn
d

n

l

dx
l

xn

nn
dx

l

xn

l

xn
x

n

l
l
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l

 



75 

       3,2,1     
12         ,

)12(

4
      2                         0,

  ]1[(-1)
2

22

n

22















 k
kn

k

l
kn

n

l


 

lx
l

dxx
l

a
ll

  0

2

0
0

12
. 

2 求傅里叶级数的和函数 

因为 )(xf 为连续函数，所以由狄利克雷收敛定理 

,
)12(

cos
)12(

4

2
cos

2 1
22

1

0 x
l

n

n

ll

l

xn
a

a
x

nn
n 



















, lxl  . 

★★★★2. 设周期函数在一个周期内的表达式为：






















   1
2

1
              , 1

        
2

1
0               ,1      

01           ,

)(

x

x

xx

xf 展开为傅

里叶级数. 

解： 
2

1
)1()(

1

2

1
2

1

0

0

1

1

1
0   

dxdxdxxdxxfa  

  

2
s i n

2
])1(1[

1

s i ns i n
c o s

1
s i n

)c o s(c o sc o sc o s)(

22

1

2

1

2

1

0

0

1
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1

2

1
2

1

0

0

1

1

1





















n
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n

xn

n

xn
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n
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n

x

dxxnxdxndxxnxdxxnxfa

n

n

















 

),2,1( n  

Nn
n

n

n

nn

n

xn

n

xn
xn

n
xn

n

x

dxxnxdxndxxnxdxxnxfbn

















 

           )
2

cos21(
1

2
cos

21

coscos
sin

1
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)sin(sinsinsin)(

1

2

1

2

1

0

0

1
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1

2

1
2

1

0

0

1

1

1

























 

且 0
2

)0
2

1
()0

2

1
(

,
2

1

2

)00()00(






ff

ff
 

 由狄利克雷收敛定理 
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)(xf         )sin
2

cos21(
1

 cos 
2

sin
2)1(1

4

1

1
22





















 





xn
n

n
xn

n

nnn

n










 

2,1,0,
2

1
2,2  kkkx  

在间断点 kx 2 处, ,右边级数收敛于
2

1
；在间断点

2

1
2  kx 处, ,右边级数收敛于0 . 

                              课后习题全解 

习题 11-9 

★★1. (1).  设 )(xf 是周期为 2 的周期函数,它在区间 ]1,1( 上定义为. 

             ,
10           ,

01       ,2
)(

3









xx

x
xf   

则 )(xf 的傅里叶级数在 1x 处收敛   3/2    

(2)设函数 ,10,)( 2  xxxf 而 ,,)sin()(
1






xxnbxS
n

n  其中 

         
1

0
3,2,1,)sin()(2 ndxxnxfbn   

则  )2/1(S    -1/4    

★★2. 在区间 ),( ll 上，函数 )(xf 的傅里叶系数是 nn baa ,,0 ，函数 )(xg 的傅里叶系 

数是 ），，其中 21(,,0 nn  ，若 )()( xgxf  ，则必有（ B ）. 

（A） ;,,00 nnnn baa        （B） ;,,00 nnnn baa    

（C） ;,,00 nnnn baa     （D） .,,00 nnnn baa    

★★3.设周期函数在一个周期内的表达式为： ,
30           ,1

03       ,12
)(










x

xx
xf  

试将其展开为傅里叶级数。 

解： 1]1)12([
3

1
)(

3

1 3

0

0

3

3

3
0   

dxdxxdxxfa  

 ]
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3

)12[(
1

]
3
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3
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3

1

3

0

0

3

0

3

3

0

0

3
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n
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xan

















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]
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0

3







n

n
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


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),2,1(                    ])1(1[
6
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 n

n

n


 

]
3

sin
3

sin)12([
3

1 3

0

0

3
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xbn  




 

3

0

0

3

0

3 3
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3
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3
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1 xn
dx

xnxn
x

n




 
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6
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3
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3
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



n
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n
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n
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n




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



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1
)(

1

1

22











 






kkx

xn

n

xn

n
xf

n

nn 





  

)12(3  kx  时，级数收敛到 2)]03()03([
2

1
 ff . 

★★★4. 设 )(xf 是周期为 2 的周期函数,它在 )1,1[ 上的表达式为 ,)( xexf   将其展开成复数形式

的傅里叶级数.  

解： dxedxeedxexfc xinxinx

xn
i

n  












1

1

)1(
1

1

1

1

1

2

1

2

1
)(

2

1 


  

)
2

1(      h1
1

1
)1(]

2
[

1

1
)1(

)]sin(cos)sin(cos[
1

1

2

1

][
1

1

2

1

1

1

2

1

1

22

1
1

22

1

1

22

)1()1(
1

1

)1(

ee
shs

n

inee

n

in

ninenine
n

in

ee
in

e
in

nn

ininxin




























































 

2,1,0,12         h1
1

1
)1()(

22

1 



 





 kkxes
n

in
xf xin

n

n 




 

12  kx  时，级数收敛到
2

)]01()01([
2

1 1 ee
ff






 

 ★★★5. 将函数 )20(1)(  xxxf 展开成周期为 4 的余弦级数. 

解：依题意 ),2,1(,0  nbn  

     
2

sin)1(
2

 
2

cos)1(
2

2 2

0

2

0

xn
dx

n
dx

xn
xan






   
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  3,2,1              
12           ,

)12(

8
   2                            , 0

1)1(
4

    

   )
2

(cos
4

  
2

sin
2

sin)1(
2

     

22
22

2

022

2

0

2

0






























 

k
kn

k

kn

n

xn

n
dx

xnxn
x

n

n











 

0)
2

1
()1(

2

2 2

0

2
2

0
0   xxdxxa  

所以 









1
22 2

)12(
cos

)12(

18
1

n

xn

n
x




, 20  x . 

                           总习题十一 

★1.求级数 .
)1()1(

1

1




 n nnnn
的和. 

解：
1

11

)1()1(

1







nnnnnn
un . 

      

1

1
1       

)
1

11
( )

3

1

2

1
()

2

1
1(







n

nn
sn 

 

故 1lim
)1()1(

1

1


 





 n
n

n

s
nnnn

 

★★2. 求级数  



n

n

3

12

3

5

3

3

3

1
32

之和. 

解：法一：
nnnnn

nnnnn
u

3

1

33

)1(3

3

12
1











 . 

     
nnnn

nnn
s

3

1
1 )

3

1

3
()

3

3

3

2
()

3

2
1(

12








  

故原式 1lim 


n
n

s  

法二：
nn

n
s

3

12

3

5

3

3

3

1
32


  ，   

12 3

12

3

5

3

3
13






nn

n
s   

     
nnn

n
s

3

12

3

2

3

2

3

2

3

2
12

132





  

1
3

12
)

3

1

3

1

3

1

3

1
1(2

132





 nn

n
  

      1
3

12
)

3

1
1(31

3

12

3

1
1

3

1
1

2 












nnn

n nn
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     1l i m 


n
n

s  

★★★★3. 已知 0lim 


n
n

nu ，级数 ))(1(
1

1 n
n

n uun



  收敛，证明级数



1n
nu 也收敛. 

解： 因 ))(1(
1

1 n
n

n uun



  收敛，设其n项部分和数列为 n ，则可设 An

n



lim  

    1112312 )1(  ))(1(  )(3 )(2   nnnnn unsuuunuuuu   

其中  ns 是


2n
nu 的第n项部分和,则 11 )1(  nnn unus   

   11 )1(limlimlim 


 n
n

n
n

n
n

unus   

故级数


1n
nu 收敛，其和为 Au  1 .            证毕 

4. 判别下列级数得收敛性.    (4) 

★★(1) );1()1(
1






aa
n

n
  ★★(2) ;

!2

1








n
n

n

n

n
       ★★(3) ;tan

1
1






n
nn

n


 

★★(4) ;
2

)!(

1
2

2




n n

n
         ★★★(5) ;

)!2(!4!2

])!1[(

1








n

n

n

n


   ★★(6) .

)
1

(1

2




 n n

n
n

n
 

解：(1) 1 n
n au ,当 1a 时， 级数为



1

0
n

收敛于0  

当 1a 时， aa
n

n

n
a

n

n

n
lnlnlim]

1
/)1[(lim 


  

而


1

1

n n
发散, 






1

)1(
n

n a 发散. 

注：利用 a
n

an ln
1

~1   )( n  

(2) 

n

n

n

n

n
n

n

n

n

n

n

n

u

u

!2

)1(

)!1(2

limlim
1

1

1

















 1

2

1
2lim 












 en

n
n

n
 

由比值判别法知,原级数收敛. 



80 

(3) 

1

2
1

2
tan

2
tan)1(

limlim














n

n

n
n

n

n

n

n

u

u





 1
2

1

2

2
)1(

lim

1

2














n

n

n

n

n





 

     由比值判别法知,原级数收敛. 

(4)法一： 











2

2

2

2

2
1 lim

!)1(

])!1[(
limlim n

n

n

n

n

u

u

nn
n

n

n
  

             由比值判别法知,原级数发散. 

 法二：
2

2

2

)!(
limlim

n

n
u

n
n

n 
 0

2

)!1(
lim

2

)!1(
lim

2

2

22










n

n

nn

nn
 

由级数收敛的必要条件知,原级数发散. 

(5) 

)!2(!4!2

])!1[(

)!22(!4!2

])!2[(

limlim 1

n

n

n

n

u

u
n

n

n
n

n

n

















 )22()4)(3(321

)2(
lim






 nnn

n n

n 
 

    1]
3

1
1[lim

)3(

)2(
lim 1

3
)3( 














 







e

nn

n n

n

n

nn

n

n
 

    由比值判别法知,原级数收敛. 

(6) 
n

nn

n
n

n

n
n

n
u

)
1

(

limlim
2






 10
1

lim

2








n
n

nn

n
 

由根值判别法知，级数


 1

)
12

(
n

n

n

n
收敛. 

★★★5.证明： 0
)!(

lim
2


 n

nn

n
. 

证明：考虑级数


1
2)!(n

n

n

n
,其通项为

2)!(n

n
u

n

n   

 0)
1

1(
1

1
lim

)!(

])!1[(

)1(
limlim

2

2

1
1 



















n

nn

n

n
n

n

n nnn

n

n

n

u

u
  

 由比值判别法知,级数


1
2)!(n

n

n

n
收敛. 

  由级数收敛的必要条件知, 0
)!(

lim
2


 n

nn

n
.     证毕. 
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★★★6.求级限 0,
)1()12)(1(

)1()12)(1(
lim 






ab

nbbb

naaa

n 


. 

解： 考虑级数


 



1 )1()12)(1(

)1()12)(1(

n nbbb

naaa




, 

其通项为
)1()12)(1(

)1()12)(1(






nbbb

naaa
un 


 

1
1)1(

1)1(
lim

)1()12)(1(

)1()12)(1(

]1)1[()12)(1(

]1)1[()12)(1(
limlim 1

























b

a

bn

an

naaa

nbbb

bnbb

anaa

u

u

n

n
n

n

n 








 

   由比值判别法知,级数


 



1 )1()12)(1(

)1()12)(1(

n nbbb

naaa




收敛. 

  由级数收敛的必要条件知, 0
)1()12)(1(

)1()12)(1(
lim 





 nbbb

naaa

n 


.     

★★★7. 讨论级数






1

22

n
an

nn
的收敛性. 

解：
22

222222












nn

nn

n

nn

n

nn
u

aan  

2

1

4
~

22

14




a
a

n
nnn

 

当
2

1
,1

2

1
 aa 即 时， 级数为







1

22

n
an

nn
收敛; 

当
2

1
,1

2

1
 aa 即 时， 级数为







1

22

n
an

nn
发散. 

★★★★8. 设数列 ,,,,1 321 SSS  由公式 nnnn uSSS 
2

12 决定,其中 nu 是正项级数 

  nuuu 21 的一般项,且 0nu ,证明:级数


0n
nu 收敛的充分必要条件是数列 nS 也收

敛. 

证明：由 nnnn uSSS 
2

12 ， .0,11  nuS 易由归纳法证 1nS ； 

又由 nnnn uSSS 
2

12 两边同时平方整理得 
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4

)( 11
n

nnn

u
SSS  ，故 11  nn SS  

4
)()(( 1111

22
1

n
nnnnnnnnn

u
SSSSSSSSS    

从而   
22

11
4

0 nn
n

nn SS
u

SS            * 

必要性：级数


0n
nu 收敛知



0 4n

nu
收敛. 由*及比较判别法知, 

级数



 

1
1 )(

n
nn SS 收敛.其n项部分和数列 n 极限存在,设 An

n



lim  

1112312  )()()( SSSSSSSS nnnn    

ASSn
n

n
n

 


)(limlim 11  

1lim SASn
n




     即数列 nS 收敛. 

充分性：数列 nS 收敛，记 BSn
n




lim ,设



 

1

22
1 )(

n
nn SS 的第n项部分和  nV ，则 

2
1

2
1 SSV nn   ，            1lim 2 


BVn

n
  

故



 

1

22
1 )(

n
nn SS 收敛，由*及比较判别法知



0 4n

nu
收敛 

从而级数


0n
nu 收敛.                  证毕 

9. 判别下列级数的收敛性,若收敛,是条件收敛还是绝对收敛? 

★★(1) 


 



1

;
)1ln(

)1(

n

n

n
     ★★(2) ;

!

2
)1(

1

1

2







n

n
n

n
    ★★★(3) .

2

)1(
)1(

1
1

1





 


n
n

n
n

n

n
 

解：(1) 
1

1

)1ln(

1







nn
un ，



 1 1

1

n n
发散，原级数非绝对收敛. 

但 0lim,1 


 n
n

nn uuu 且 ，原级数条件收敛. 

(2) 
!

])11[(

!

]2[

!

2
2

nnn
u

nnnnn

n


 1

21!!

]1[





n

nnn

n

n

n

n nn

  
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   0lim 


n
n

u ，    故原级数发散. 

(3) 
12

)1(





n

n

n
n

n
u , )

1

2
~)

1
1(

2

1

2

)1(
(

1 n

e

nnn

n n

n

n





 

2
)

1
1(

2

1
lim

/1
lim

e

nn

u n

n

n

n



 ，原级数非绝对收敛. 

又
111 )

1
()

1

2
( 







 nn

n

n

n

n

n

n

u

u
 1)

12

2
( 1

2

2





 n

nn

nn
 

0)
1

1(
2

1
limlim,1 




n

n
n

n
nn

nn
uuu 且  

故原级数条件收敛. 

★★★10. 设 ),,5,4,3(
4

1
),,3,2,1(1 2

2
2

11    naaaana nnnnn 证明: 

(1)级数 )( 1
2







  n
n

n aa 绝对收敛;       (2)数列 na 收敛. 

证 明 ： (1)
2

2
2

11
4

1
  nnnn aaaa 212121

2

1

4

1
  nnnnnn aaaaaa  

3122322 2

1

2

1

2

1
 

nnnn aaaa   

 级数 )( 1
2







  n
n

n aa 绝对收敛. 

       (2)    设 saa n
n

n  





 )( 1
2

 

112211 )()()( aaaaaaaa nnnnn    11
2

)( aaa k

n

k
k  



  

      1lim asan
n




，   即数列 na 收敛. 

★★★★11. 设 )(xf 在 0x 处存在二阶导数, 且 0
)(

lim
0


 x

xf

x
, 

证明：级数


1

)
1

(
n n

f 绝对收敛. 

证明：由 0
)(

lim
0


 x

xf

x
，知 )0(f 0

)(
lim)(lim

00



x

x

xf
xf

xx
， 

且 0
0

)0()(
lim)0(

0







 x

fxf
f

x
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所以 )(xf 带皮亚若项的麦克劳林公式为 )0(   )(
2

)0(
)( 22 


 xxox

f
xf  

当 0)0( f 时，  )
1

(
1

2

)0(
)

1
(

22 n
o

n

f

n
f 


 )(

1

2

)0(
~

2



n

n

f
 

即
2

1

2

)0(
~)

1
(

n

f

n
f


，由

 

1
2

1

2

)0(

n

f
收敛知



1

)
1

(
n n

f 绝对收敛. 

当 0)0( f 时，   )(   )
1

()
1

(
2

 n
n

o
n

f  

0
1

)
1

(

lim

2




n

n
f

n
 ，由



1
2

1

n n
收敛知



1

)
1

(
n n

f 绝对收敛. 

综合上述：级数


1

)
1

(
n n

f 绝对收敛. 

12. 求下列幂级数的收敛区间: 

★★★★(1) ;!
1















n

n

n

x
n      ★★★(2) ;

21

2


n

n

n
x

n
      ★★★(3) .

12

)2(
)1(

1

12













n

n
n

n

x
 

解：(1)
)!1(

)1(!
limlim

1

1 









 n

n

n

n

a

a
R

n

nn
n

n

n
 e

nn

n n

nn

n

n






)

1
1(lim

)1(
lim  

当 ex  ，数项级数











 

1

!
n

n

n

e
n 的绝对值级数为














1

!
n

n

n

e
n  

      因  1

)
1

1(

11

)!(

)(

)1(

)!1( 1

1

1 







 



 e

n

en

n
e

n

n

u

u

n
n

n
n

n
n

n
 

故 0lim 


n
n

u ,











 

1

!
n

n

n

e
n  发散 

原幂级数的收敛域为 ),( ee  

(2)
222)1(2

1

1

2

11

2

1
lim

22

1
limlim x

n

n
xx

n
x

n

u

u

n

n

n

n

nn
n

n

n

















  

当 22 x 即 2x 时，原级数绝对收敛;当 22 x 即 2x 时，原级数发散. 

当 2x 时，级数均为


1n

n发散. 
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原幂级数的收敛域为 )2,2( . 

(3)令 2 xy ，原级数变为 .
12

)1(
1

12











n

n
n

n

y
 

22
1232

1

32

12
lim

1232
limlim y

n

n
y

n

y

n

y

u

u

n

nn

n
n

n

n



















 

当 12 y 即 1y 时，原级数绝对收敛;当 12 y 即 1y 时，原级数发散; 

当 1y 时，级数分别为


 



1 12

)1(

n

n

n
与











1

1

12

)1(

n

n

n
都收敛; 

故级数









1

12

12
)1(

n

n
n

n

y
的收敛域为 ]1,1[ ,原幂级数的收敛域为 121  x , 即 ]3,1[ . 

13. 求下列幂级数的和函数: 

★★(1) ;
141

14








n

n

n

x
                     ★★★(2) .

!2

1

0

2








n

n

n
x

n

n
 

解：(1)显然级数的收敛域 )1,1(  




































 1

14

1

14

1414 n

n

n

n

n

x

n

x
 )11(

1 4

4

1

4 







x
x

x
x

n

n
 

dt
t

t
dt

t

t

n

x x x

n

n

]
1

1)1(
[

114 4

4

0 04

4

1

14










  







dt
tt

x

]
1

1

2

1

1

1

2

1
1[

0 22 



  

           )1(          
1

1
ln

4

1
arctan

2

1





 x

x

x
xx  

 (2)  















0 0

2

0

2

)
2

(
!

1
)

2
(

!!2

1

n n

nn

n

n

n

x

n

x

n

n
x

n

n
2

0

)
2

(
!

)1(
x

n

n

e
x

n

nnn









 

2

12

)
2

(
)!1(

1
)

2
(

)!2(

1
x

n

n

n

n e
x

n

x

n






 









 

222222 )
2

(
2

1
2

)
2

(
xxxx

e
xx

ee
x

e
x









  . 

★★★14. 将函数
21lnarctan xxx  展开成麦克劳林级数. 

解： ]1,1[        
12

)1(arctan
0

12











x
n

x
x

n

n
n  
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












































0

)1(2

0

)1(2

0

12
2

0

)1(2
22

  ]1,1[      
)12)(1(2

)1(

1
)1(

2

1

12
)1(1lnarctan

]1,1(    
1

)1(
2

1
 )1ln(

2

1
1ln

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n

xx
nn

n

x

n

x
xxxx

x
n

x
xx

 

★★15. 将函数
2)2(

1

x
展开成 x的幂级数. 

解：




















0
2

)
1

1
(

)1(

1

n

nx
xx

 11-                 
1

1 




 xnx
n

n
 

22-     1
2

1-         )
2

(
4

1

)
2

1(

1

4

1

)2(

1

1

1

2
2








 




 x
xx

n
xx n

n 即  

★★16. 将函数
23

1
)(

2 


xx
xf 展开成 4x 的幂级数. 

解：
2

1

1

1

)1)(2(

1
)(










xxxx
xf

24

1

14

1







tt
 

        

2
1

1

2

1

3
1

1

3

1
  

2

1

3

1
4  

tttt
xt













  

)26    242  (        

  )4](
2

1

3

1
[  

   22                      ]
2

1

3

1
[

1
2

1,1
3

1-          )
2

(
2

1
)

3
(

3

1

1
0

1

1
0

1

00





































xx

x

tt

tttt

n

n
n

n

n

n
n

n

n

n

n

n

即

且

 

★★17. 将函数 )1ln()( 32 xxxxf  展开成 x的幂级数. 

解：法一 

 )1ln()1ln()1)(1ln()]1()1ln[()( 222 xxxxxxxxf   

 ]1,1(    )1(  )1(
1

2
1

1

1  









 x
n

x

n

x

n

n
n

n

n
n

 

法二 
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)1ln()1ln(
1

1
ln)( 4

4

xx
x

x
xf 




  

)1,1(      
11

4

 








x
n

x

n

x

n

n

n

n

 

★★18. 求级数





1

)1)(1(
n

nxn 的收敛域及和函数. 

解：











 








 1

1

1

)1()1)(1(
n

n

n

n xxn 111-         x  

    
2

22

)2(

)3)(1(

2

)1(

)1(1

)1(

x

xx

x

x

x

x




































     20         x . 

★★★19. 利用幂级数求数项级数







0 !

12

2

1

n
n n

n
的和. 

解：法一:设
n

n
n

x
n

n
xf 2

0 !

12

2

1
)( 






 ，易求得其收敛域 ),( x  

222

2

0

12

0

22

)1()()
2

(
!

1

2!

1
)(

xx

n

n

n

n
n

exxe
x

n
xx

n
xf 























 










 

故 2

1

0

2)1(
!

12

2

1
ef

n

n

n
n









 

法二: 
















000 !

1

2

1

!

2

2

1

!

12

2

1

n
n

n
n

n
n nn

n

n

n
  

n

nn

n

nn
)

2

1
(

!

1
)

2

1
(

)!1(

1

01

1 








 


 2

1

00

2)
2

1
(

!

1
)

2

1
(

!

1
e

nn

n

n

n

n

 








 

★★★★20. 设 ,cotxarcy  求 )0()(ny . 

解： 1       )1(
1

1 2

0
2




 




xx
x

y n

n

n  

(1)              
12

)1(
  -  

2
   )1()0()(

     )1()0()(

12

0
0

2

0

0

2

0
0














 

 








n

n

n
x

n

n

n

x
n

n

n
x

x
n

dxxyxy

dxxdxyyxy


 

又 0)( xxy 在 处的麦克劳林级数展开式为 



88 

    (2)              
!

)0(
    

2
)(

0

)(
n

n

n

x
n

y
xy 








 

比较 (2)(1),  中
nx 的系数，得 

    
  0          

12

)1(

)!12(

)0(

,1                       0)0(
1)12(

)2(












k
kk

y

ky
kk

k

 

即   0       )!2()1()0( 1)12(   kky kk
 

综合上述：      
)0(  12           , )!2()1(

)1 ( 2                         ,0
)0(

1

)(










 kknk

kkn
y

k

n
 

★★★★21. 利用函数的幂级数展开式求 e 的近似值(精确到 001.0 ). 

解：   )(                 
!0

Rx
n

x
e

n

n
x 





  

   

1

2

1

42

1

21

21

32

0

2

1

2)!1(3

1

2

1
1

1

2)!1(

1

)
2

1

2

1
1()

2

1
(

)!1(

1

))
2

1
(

)3)(2(

1
)

2

1
(

)2(

1
1()

2

1
(

)!1(

1

)
2

1
(

)!2(

1
)

2

1
(

)!1(

1

)
2

1
(

!

1
)

2

1
(

!3

1
)

2

1
(

!2

1

2

1
1)

2

1
(

!

1















































 

nn

n

n

nn
n

nn

n

nn

n

nnnn

nn
r

nn
e









 

  取到 4n ,计算 001.00003.0
2 !53

1
34 


r  

  故 648.16484.1)
2

1
(

!4

1
)

2

1
(

!3

1
)

2

1
(

!2

1

2

1
1 4322

1

e . 

★★★22. 利用被积函数的幂级数展开式求定积分 
5.0

0

arctan
dx

x

x
的近似值  (精确到 0001.0 ). 

解： 1         )1(
1

1
)(arctan

0

2

2



 



xx
x

x nn ，  00arctan   











0

12

12

)1(
arctan n

n

x
n

x  
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 























0

12

2
0

5.0

0

12

2

5.0

0
0

2
5.0

0
)

2

1
(

)12(

)1(

)12(

)1(

12

)1(arctan n
n

n
n

n
n

n
x

n
dxx

n
dx

x

x
 

此为交错级数，故  1 nn ur ，计算 

0013.0)
2

1
(

5

1
,0139.0)

2

1
(

3

1 5

2

3

2
  

  0001.0000024.0)
2

1
(

9

1
,00016.0)

2

1
(

7

1 9

2

7

2
  

4872.048724.0

00016.00013.00139.05.0
arctan5.0

0



 dx
x

x

     请查看计算 0.4874 

★★★23. 已知





0

2 6

1

n n


，求积分  

1

0 1

ln
dx

x

x
. 

解： 1         )1(
1

1

0







xx
x

nn  

.
12

1

2

11

)2(

1
2

1

)2(

1

)12(

1)1(

)1(

)1(

ln)1()1(ln
1

ln

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

0
2

1

0

1

0

1

0
0

1

0

























  



 



nnnn

nnnn

dxxxdxxxdx
x

x

nn

nnnn

 

★★★★24. 设函数










lxlxl

lxx
xf

/2           ,

2/0       ,
)( ,试将其展开成正弦级数和余弦级数. 

解：(1)将 )(xf 函数作奇延拓开成正弦级数.则 

      ),2,1,0(,0  nan  

      









l

l

l

l

l
l

l

l

l

n

dx
l

xn

l

xn
xldx

l

xn

l

xn
x

n

l

l

dx
l

xn
xldx

l

xn
x

l
b

2
2

2

0

2

0

2

2

0

coscos)(coscos[
2

]sin)(sin[
2







 
















l

l

l

l

xn

n

l

l

xn

n

l

n
2

2

0

sinsin
2

 







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3,2,1               
2

sin
4

  
2

sin
2

sin  
2

-        
2222









 n

n

n

lnn

n

l 






 

所以 





1

22
sin

2
sin

14
)(

n l

xnn

n

l
xf




, lx 0 ;  

(2)将 )(xf 函数作偶延拓展开成余弦级数，则 

),2,1(,0  nbn  

3,2,1              )1(1
2

cos2  
2

  coscos
2

]sinsin)(sinsin[
2

]cos)(cos[
2

22

2

2

0

2
2

2

0

2

0

2

2

0



































n
n

n

l

l

xn

n

l

l

xn

n

l

n

dx
l

xn

l

xn
xldx

l

xn

l

xn
x

n

l

l

dx
l

xn
xldx

l

xn
x

l
a

n

l

l

l

l

l

l

l

l
l

l

l

l

n



















2
])([

2

2

2

0
0

l
dxxldxx

l
a

l

l

l

   

所以 













1
22

cos )1(1
2

cos2  
2

4
)(

n

n

l

xnn

n

ll
xf




, lx 0 . 

★★★25. 将函数 )11(2)(  xxxf 展开成以 2 为周期的傅里叶级数. 

解：因为 )(xf 为偶函数，所以 ),2,1(,0  nbn  

       

3,2,1              
12           ,

)12(

4
   2                            , 0

 

1)1(
2

 )(cos
2

 sinsin)2(
2

 

sin)2(
2

 
1

cos)2(
1

2

22

22

1

022

1

0

1

0

1

0

1

0























 







k
kn

k

kn

n
xn

n
dxxnxnx

n

xndx
n

dx
xn

xa

n

n
















 

5)
2

1
2[2)2(

1

2
2

0

2
1

0
0   xxdxxa  

所以 








1

22
)12cos(

)12(

14

2

5
2

n

xn
n

x 


, 11  x . 
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★★★26. 设 )(xf 是周期为 2 的函数, 且 ,
0           ,

0       ,0
)(














xe

x
xf

x
 试将 )(xf 展开为傅里

叶级数. 

解： )1(
1

0
1

)(
1

0

0

0 




   








 
edxedxdxxfa x

 

),2,1,0(    ]1)1([
1

11

]sin[cos
1

1
cos

1
cos)(

1

2

020









 

ne
n

nxnnx
n

e
nxdxenxdxxfa

n

x
x

n










 

),2,1(    ])1(1[
1

1

]cos[sin
1

1
sin

1
sin)(

1

2

020









 

ne
n

n

nxnnx
n

e
nxdxenxdxxfb

n

x
x

n










 

  故有 

3,2,1,         

)sin  cos  (
1

1)1(1

2

1
)(

1
2










 





kkx

nxnnx
n

ee
xf

n

n







 

2,1,0,2  kkx   时，级数收敛到
2

1
)]00()00([

2

1
 ff  

)12(  kx  时，级数收敛到
2

)]0()0([
2

1 


e

ff  . 

★★★★27. 将函数










2/32/     ,

2/2/-        ,
)(





xx

xx
xf 展开为傅里叶级数. 

解：作变换
2


 xz ，函数 )(xf 转化为 




















zz

zz
zF

0        ,
2

0-        ,
2)(  

则 )(zF 的周期为 2 ，将 )(zF 函数延拓，展开为傅里叶级数。 

因为 )(zF 为偶函数，所以 ),2,1(,0  nbn  

)(sin)
2

(
2

 cos)
2

(
2

00
nzdz

n
nzdzzan  

 






 









  dznznzz

n



 00
sinsin)

2
(

2
    ]1)1[( 

2
-   )(cos 

2
202

 n

n
zn

n 


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3,2,1               
12      ,

)12(

4
2                         ,0

    

    

2














 k
kn

k

kn



 

0)
2

(
2

0
0   dzza

 


 

所以 ],[         )12cos(
)12(

14
)(

1
2







 




zzn
n

zF
n

 

即 ]
2

3
,

2
[        )

2
()12cos(

)12(

14
)(

1
2








 





xxn
n

xf
n

. 

★★★★28. 证明:当  x0 时,





1

22

2 624

cos

n

xx

n

xn 
. 

证明：设 x
x

xf
24

)(
2 
 ，将 )(xf 在  x0 上展开成余弦级数. 

   则 ),2,1(,0  nbn  

     

3,2,1               
1

sin
11

    

 coscos)(  
1

     

sin)
22

(sin)
24

(
2

    

)(sin)
24

(
2

cos)
24

(
2

202

002

00

2

0

2

0

2















 



















n
n

nx
nn

nxdxxnx
n

nxdx
x

nxx
x

n

nxdx
x

n
nxdxx

x
an



























 

2

0

2

0
3

1
)

24
(

2








  dxx
x

a  

所以 





1

2

2
2

cos
1

6

1

24 n

nx
n

x
x




,  x0 . 

即
2

2

1
2 6

1

24
cos

1









x
x

nx
nn

     x0 . 

★★★★29. 设函数 )(xf 在区间 ],[  上可积，且 kk ba , 是函数 )(xf 的傅里叶系数， 试证对任意自

然数n ,有: 

.)]([
1

)(
2

2
2

1

2
2
0 dxxfba

a
k

k
k 











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证明：令 )sincos(
2

)(
1

0 kxbkxa
a

xs k

n

k
kn 



 ,则 

(1)            )()()(2)(

)]()()(2)([)]()([0

22

22
2

dxxsdxxsxfdxxf

dxxsxsxfxfdxxsxf

nn

nnn

 



 


























 

因 dxkxbkxa
a

xfdxxsxf k

n

k
kn   












)]sincos(

2
)[()()(

1

0
 

            )](
2

[      2

1

2
2
0

k

n

k
k ba

a



  

由三角函数的正交性，得 

dxkxbkxa
a

dxxs k

n

k
kn

2

1

02
)]sincos(

2
[  )(   













)](
2

[                    2

1

2
2
0

k

n

k
k ba

a



  

代入(1)得            )](
2

[)(0 2

1

2
2
02

k

n

k
k ba

a
dxxf 




 



 

   即  )(
1

 )(
2

22

1

2
2
0










dxxfba

a
k

n

k
k . 

★★★★30. 证明: 1)(lim
1

sin2




n
n

n

n
an ,则级数



1n
na 收敛. 

证明： 1)(lim
1

sin2




n
n

n

n
an  

   取 1    
2

1
N  ， 当 1Nn  时，恒有 

2

1
1

1
sin2

 n
n

n

an  ，   

即
2

3

2

1
1

sin2

 n
n

n

an ，        n
n

n
n

n

nan
1

sin2
1

sin2

2

3

2

1 

  

2
1

sin2lim 
 n

n
n

  

对 2    
2

1
N  ， 当 2Nn  时，恒有

2

1
2

1
sin2 

n
n ，即

2

51
sin2

2

3


n
n  
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从而 2

31
sin2

2

3

2

3 

 nna n
n

n  

由


1 2

3

1

n
n

收敛知，级数


1n
na 收敛. 

★★★★31. 求极限 .
1

1
3

11
lim

1

2















n

k

k

kn kn
 

思路：

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0x 时，幂级数收敛于1. 
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与 )(xf 的定义域矛盾，故假设不真. 
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