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摘 要

自从Mitter和Brockett各自提出估计代数以来，这个概念已经成为研究非

线性滤波理论的一个重要工具，从而对非线性滤波中估计代数结构的研究成为了

一个重要的课题．由此产生的估计代数理论能够解释：对于线性系统容易构造清

晰的有限维滤波器，而对于非线性系统却非常困难．过去三十年，非线性滤波中估

计代数理论取得了许多重要的理论成果．解决了以下问题：最大秩估计代数的分

类、滤波系统状态空间维数等于2的有限维估计代数分类和五维以下估计代数结

构．与已有结论不同之处在于：本文研究对象是具有非最大秩的有限维估计代数．

包括状态空间维数等于3的有限维估计代数结构和六维估计代数结构．主要内容

分为以下三个部分：

一、估计代数理论的综述

本部分对非线性滤波中估计代数理论进行了综述，包括估计代数结构课题背

景、理论来源及目前的研究状况．解释了估计代数理论的优点：滤波系统中估计

代数有限维性质能够构造出一个清晰结构的有限维滤波器．

二、低维状态空间中有限维估计代数分类

本部分介绍了状态空间维数为2中有限维估计代数的分类，然后针对状态空

间维数为3的非线性滤波系统，研究了与其对应的具有非最大秩的有限维估计代

数结构．先采用比较微分算子的方法，研究了一阶微分算子在估计代数中的结构．

最后获得了一些二次多项式不属于有限维估计代数．

三、任意维状态空间中低维估计代数分类

本部分针对低维估计代数进行研究．首先介绍了五维以下的估计代数分类，

然后研究了六维估计代数，并且得到如下结论：六维估计代数不含有三个线性无

关的一次多项式、不含有一个一次多项式和一个二次多项式．在估计代数的二次

秩小于状态空间维数前提下，六维估计代数不含有两个线性无关的二次多项式．

最后证明了带有某些条件的六维估计代数不含有某些二次多项式的形式．

关键词：非线性滤波；最大秩估计代数；非最大秩估计代数；Duncan-Mortensen-

Zakai方程：Wei-Norman方法．





Abstract

Since estimation algebra was introduced independently by Mitter and Brock-

ett，it has become an important tool to deal with questions concerning finite

dimensional nonlinear filters．Thus，in the nonlinear filters，research on the struc—

ture of estimation algebra become a vital topic．The theory of estimation algebra

can explains convincingly：it is easy to find finite dimensional filters for linear

systems while it is very hard to handle the nonlinear filter problems．During

the last thirty years，the theory of estimation algebra in nonlinear filters have ob—

tained many important theoretical productions．The following problems have been

solved：the classification of finite dimensional estimation algebras with maximal

rank，the classification of finite dimensional estimation algebras with state space

dimension 2 and estimation algebras of dimension at most five．The difference

from the existed conclusion lies in：this thesis investigates the finite dimensional

estimation algebras with non—maximal rank．Including the finite dimensional esti-

mation algebras with state apace dimension 3 and the structure of six dimensional

estimation algebras．The main contents are composed of the following three parts：

(I)Survey of the Estimation Algebra Theory

In this part，we summarize the estimation algebra theory of the nonlinear ill-

ter，including the subject background，the theoretical significance and the research

status．And this part explains the advantage of estimation algebra that the finite

dimensionality of the estimation algebra guarantees the explicit construction of

the finite dimensional filter．

(II)Classification of Finite Dimensional Estimation Algebras in

Low Dimensional State Space

In this part，we introduce classification of the finite dimensional estimation

algebras with 2 dimensional state space．Then the finite dimensional estimation

algebras with non—maximal rank are studied in the case of the nonlinear systems

with 3 dimensional state space．Via comparing two differential operators，the

structure of differential operator with order one in the estimation algebras is stud-

ied．Finally,we obtain that the finite estimation algebras cannot contain some

degree two polynomials．



als，cannot contain a degree one polynomial and a degree two polynomial．When

the quadratic rank of estimation algebra is less than state space dimension of

filtering system，six dimensional estimation algebras cannot contain two linearly

independent degree two polynomials，Finally,the result is proved that six dimen-

sional estimation algebras with some conditions cannot contain some degree two

polynomial form．

Keywords：nonlinear filter；estimation algebra with maximal rank；estimation

algebra with non-maximal rank；Duncan-Mortensen-Zakai equation；Wei-Norman

approach．



第一章 绪论

1．1 非线性滤波中估计代数结构的研究概述

1．1．1 课题背景和理论意义

系统的滤波器设计是控制理论与控制系统工程的一个重要课题．自从

Kalman滤波被提出以来，滤波器设计在理论与应用方面都取得了进一步的发展．

然而由于这种滤波系统的漂移项和观测项均存在线性化的假设，Kalman滤波的

应用受到了限制．非线性滤波器设计问题的研究就显得很有意义．然而，由于该

问题本身固有的难度使得非线性滤波器设计变得十分困难．为了解决这一难题，

文献[1，2】提出利用估计代数思想来构造有限维非线性滤波器的方法．此后，估计

代数逐渐成为研究非线性滤波的一种重要工具[3'4，5，61．

利用估计代数去构造非线性滤波器，这种想法来自于用李代数观点去解时变

线性微分方程的W薛Norman方法．考虑方程

云x(亡)=A(亡)x(亡)=∑Qt(亡)Atx(亡)， x(o)=Xo，

其dpAi's是n×n矩阵，ai's为标量值函数．令B1，⋯，玩是由Al，⋯

代数的一组基．那么，在t=0的一个邻域内，x(t)具有如下形式：

x(t)=exp(bl(t)B1)⋯exp(bn(亡)玩)托，

(1．1)

，Am生成的李

其中玩’S满足仅依赖于A’s产生的李代数和a；’S的常微分方程．

在这篇论文中，所要考虑的滤波系统，是基于如下的连续信号观测模型：

，

J dx(t)=f(x(t))dt+夕(z(亡))咖(亡)，x(o)=XO， ，，o、

I dy(亡)=h(x(t))dt+dw(t)，y(o)=0，

其中过程z，V，可和W分别是在舻，册，舻和舻空间上取值．u和叫的元素是相互独
立的，标准的Brownian过程．此外，f=(11，⋯，厶)和h=(h1，⋯，^m)被假设

为C。0的，夕是一个正交矩阵．z(亡)，可(t)是系统在t时刻的状态和观测值．

令p(亡，z)表示给定观测值{可(s)：0≤8≤￡}的状态条件概率密度．p(亡，z)是

由著名[拘Duncan．Mortensen-Zakai(DMZ)方程所决定的．DMZ方程是一个关



非线性滤波中具有非最大秩的有限维估计代数

于o(t，z)的随机偏微分方程，其中盯(t，z)是p(t，z)非标准形式．根据Stratonovich积

分，对于非线性滤波系统(1．2)，它的DMZ方程可以写如下形式：

{打(亡，z)=三以z)dt+∑：i hia(。，z)dyi(亡)， (1．3)
I o(o，z)=ao，

其中Lo=互1∑：1碚(02-Ei"：1五矗-Ei"=1如oI,。一21∑罂1埒．ar0是初时状态知的概率
密度．记D{=蠢一^，77=∑：1眠ok．+∑墨1斤+∑墨1磅，]JV么L0={(∑：1 D；-y)．
把Wei-Norman方法利用到解决非线性滤波问题中是相当复杂的．首先需要

求解Duncan-Mortensen—Zakai方程，而方程(1．3)是一个随机偏微分方程，直接求

解这个方程是异常困难的．通过研究DMZ方程的鲁棒形式，能够把这个问题的复

杂性降低到解决一个时变偏微分方程上．在f7】中，定义了一个非规范密度函数：

专(亡，z)=e印(≥：hi(x)yi(t))a(t，z)．
i=1

将上式代ik(1．3)得：

I掣=Lo∈(t，z)+∑：。yi(t)[Lo，玩腆，z)
{ +{∑Z：l yi(t)y3(t)[[L9，hi]，幻舯，z)， (1．4)

I f(o，z)=印，

其中『_，．1是由定义l所定义的李括号．

如果在(1．4)式中可以采用wei．Norman方法，那么只要保证Fh(1．4)式产生的

李代数是有限维的(也即由定义2所定义的估计代数是有限维的)，就能构造出一

个有限维滤波器．此类问题，在[7，8]中已经给出了大量的结果．从而，有限维滤波

器的研究转化到估计代数结构的研究．

估计代数理论作为解决关于有限维滤波器问题的一种重要工具．由它产生了

许多关于有限维滤波器的新结果【9,10,11,12,13】，并且能够对一般的非线性滤波器的

结构有更深的认识．在20世纪80年代早期，对此问题的研究很热．这种理论很容

易解释对于线性动态系统为什么容易找到回归滤波，而对于非线性动态系统却很

难．目前，运用估计代数这个工具，一些新的滤波器已经发现【7，14，15，16，171．

利用估计代数理论研究非线性滤波器，最大的优点就是估计代数的有限维

性质能够保证有限维滤波器有一个清晰的结构．令人遗憾的是，由于非线性滤波

本身所具有的复杂性，许多问题仍然无法解决，仍旧是开放性问题．由于能够采

用Wei-Norman方法构造滤波器的系统不多，所以对利用估计方法研究非线性滤

波器设计很是艰难．
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直至1|1983年召开的国际数学会议上，Brockett提议对所有的有限维估计代

数进行分类[18】．通过对有限维估计代数分类这个过程，试图找到一些新的具

有实际意义的有限维滤波器，或许能够全面理解非线性滤波系统的结构．后

来Mitter和Levine[19]各自提出了关于有限维估计代数的猜想：

Mitter猜想：如果E是有限维估计代数，如果≯是E中的函数，那么莎是关

于z1，⋯，zn次数至多为一的多项式．

Levine猜想：如果E是有限维估计代数，那么E中的微分算子至多是2阶

的．

其中E是由定义2所定义的估计代数．从而对有限维估计代数的分类也就成

了对Mitter猜想和Levine猜想的验证．

1．1．2 国内外研究现状

估计代数这个概念在20世纪80年代初首次被正式提出来以后． 随后，

Ocone[20]给出，如果系统(1．2)的估计代数是有限维的，那么磁s的次数是不能大

于2的多项式．在Wong[211中，这个结果得到了进一步的优化，如果，和h是实解析

函数，且，满足一些增长性条件，那么弼s是次数不能大于1的多项式．Wong[21】的

结论显示有限维估计代数具有特殊的结构．尤其，它的一组基是由一个含有二阶

微分算子三o，一些一阶微分算子和一次多项式组成的．

Wong[17】给出了一个重要的概念：Q矩阵．该矩阵第i行，第歹列的元素被

定义为磐一‰o_h．从此，Q矩阵成为了研究滤波系统的估计代数的重要参数．
在TamIs]中，研究了Q=0的滤波系统．另外，如果一个滤波系统的Q=0，则称

该系统所对应的估计代数为恰当估计代数，且由Poincare弓I理知，．厂是一个梯度

向量场．在[8】和[221中，解决了有限维恰当估计代数的分类．Yau[71中扩展了对于

恰当维估计代数的结果，给出了当Q是常数矩阵的一些重要结果，并且运用Wei．

Norman方法构造了一类有限维回归滤波．在系统模型的漂移项．厂(z)解析，且其一

至三阶偏导数均有界的前提假设下，W．ong⋯证明了该模型的估计代数是可解的，

且它的观测项九(z)的元素是关于z1，⋯，zn的一次多项式．

从1990年，Yau等人开始了对最大秩有限维估计代数研究．『23]最终解决了具

有最大秩的有限维估计代数的分类．

目前，对非线性滤波中有限维估计代数的研究大致有三种思路．第一种

是最大秩估计代数与非最大秩估计代数：文献『241提出了最大秩估计代数

的概念，解决了状态空间维数至多为2的最大秩有限维估计代数分类．文

献[25，26】成功地解决了状态空间维数为3和4的最大秩有限维估计代数分类．

3



非线性滤波中具有非最大秩的有限维估计代数

文献[7，27，28，29，30，31，32，331解决了所有的最大秩有限维估计代数分类．第二

种是状态空间维数为2与状态空间维数为亿：状态空间维数为2的非最大秩估计

代数分类已经被Wu和Yau在文献f341中得到了彻底地解决，而关于状态空间维数

为死的情形，Rasoulian和Yau在文献『351中只给出了部分结果，其它具有非最大秩

的有限维估计代数分类问题至今未得到解决，仍是一个开放性问题．第三种是

低维估计代数与高维估计代数：Yau和Rasoulian等人给出了估计代数维数至多

为5的结构[36，371．

1．2 基本概念和性质

1．2．1 基本概念

如下定义在本文中经常用到∞，39，40，41，42】：

定义1．1如果x和Y是微分算子，则X和y的李括号[X，y】定义为：对于任意

的光滑函数≯，有[x，vie=x(y咖)一y(x西)．

很显然，由上面定义的李括号满足：

(1)对任意常数a∈R，b∈R，[aX，bY】=ab[X，y】；

(2)[x，X】-o；

(3)[蜀，[X2，恐】】“x2，[X3，x1】】+[x3，[Xi，恐】】=0．

这说明对任意微分算子集合，通过如上定义的李括号都可以张成一个代数，

通常称之为李代数．

定义1．2对滤波系统(1．2)，由微分算子集合．[‰，h1，⋯，hm)经李括号生成

的代数称之为估计代数，记作E=(‰，h1，⋯，hm>LA，其中‰=i1∑：1为一
∑：。五矗一∑：。如o_h。一{∑墨。碍．

定义1．3针对滤波系统(1．2)的估计代数E，如果对任意的t=1⋯．，n，都存

在常数龟，使得盈+q∈E，则称E为最大秩估计代数；如果仅对一个孙，1≤r≤n，

不存在常数cr使得研+cr∈E成立，则称E为次最大秩估计代数．

如果E是最大秩估计代数，那么很容易计算得出：[Lo，≈+q】=D{∈E，

[Dt，鼢+Q】=1∈E．因而，所有次数小于1的多项式都属于E．

定义1．4针对滤波系统(1．2)，该系统的Q矩阵被定义为一个n×n矩阵Q=

(％)，其中％=差一筹，V1≤i，J≤n．
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定义1．5如果三(E)是E的子空间，且￡(E)是由E中所有的一次多项式组成

的．那么u(E)：=dimL(E)是估计代数E的线性秩．

定义1．6对于E中的一个给定的函数h，它的二次项^(2)=xTAx，A是一个对

称矩阵，^的二次秩A(^)被定义为矩阵A的秩．而E的二次秩A(E)是E中所有二次

多项式函数的最大二次秩，即，A(E)=maxheEA(危)．

令汐是微分算子的集合，对于VA∈U，则

肚m．．莓i％，⋯^挚·寿，(‘l，⋯，n)EIA—”l
。。。n

其中，非零函数ai，，⋯，i。∈Coo(舻)，IA是A的有限指标集合．厶中的元素都是佗元

的．il，⋯，zn都是非负的整数．(i1，⋯，zn)的范数是

I(i1，⋯，in)I=il+⋯+in．

A的阶数

ordA=max(il，⋯，in)∈IAl(il，⋯，“)1．

如果A=0的阶数被定义为一∞．U是基于定义l形式的李代数．

如果IA=b，且

ail，⋯，i。=bil，⋯，t。，V(il，⋯，in)∈／A，

微分算子A和B在U中是等价的，记巩表示U的子集，其阶数小于或等于向．特殊情

况Vo=C∞(舻)．通常情况下，rood表示等价类．即，如果y是u的一个子集，

A=B rood V铮A—B∈V
如果A，B∈U，定义

A以B=[A，A玄1B】，

其中AdoAB=B．

L(D11⋯D磬)表示以下微分算子的集合：阶数小于l(i1，⋯，in)I的微分算子；

D1的阶数小于i1的微分算子；D1的阶数等Y-i1，NDl的阶数小于z1的微分算子；

⋯；D1，⋯，Dn一1项的阶数按顺序依次等于il，⋯，in一1，而Dn的阶数小于in的微

分算子．如果a>b，则有

QD}⋯D磬+L(D11⋯D挚)>6D}⋯D≥+L(D11⋯D窘)．

5
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系
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如有具阵矩C：



E是有限维估计代数的充分必要条件是应是有限维估计代数．

性质1．3【321设F(z1，⋯，zn)是Rn上的光滑函数．c(t)=(c1(t)，⋯，％(t))是

一个多项式向量，即q(亡)78是关于t的多项式，E=(E1，⋯，‰)．那／A F(c(t)-4-E)也

是一个关于￡的多项式，即F(c(亡)-4-E)=∑垒o oJ(E)∥，其中％(E)7s是关于E1，⋯，岛
的多项式．如果存在一个c(亡)使得F(c(亡)+E)关于t最高次项的系数nd(E)是一个负

常数，且d≥1，那么不存在形上光滑函数^，⋯，厶满足等式：

6

喜差+喜斤=F

性质1．41331如果E是最大秩有限维估计代数，那么Q矩阵是一个常数矩阵．

性质1．51321如果E是最大秩有限维估计代数，那么：

(1)h1，⋯，k是关于z的仿射函数；

(2)77是一个二次多项式，且函数叩一∑警1墙的二次项是半正定的．

性质1．6[7】系统(1．2)所对应的Q矩阵是常数矩阵．那么
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(1)如果77是次数至多为2的多项式，吃(z)，i=1，⋯，m是关于z1，⋯，zn的

一次多项式，那么E是有限维估计代数，且估计代数有如下的一组基：

Lo，且，⋯，岛，岛+1，⋯，局，1

微分算子E1，⋯，岛具有形式：

其中nos是常数，岛是关于z的仿射函数，且微分算子研1，⋯，岛是关于z的仿
射．此外77一∑凳1的二次项是半正定的．
(2)如果E是有限维估计代数，那么‰(z)，i=1，⋯，m是关于z的仿射函数．

也即观测矩阵日=[vhl，⋯，vhm】是常数矩阵．此外，如果观测矩阵的秩为佗，

那么77是次数至多为2的多项式，且E的维数为2礼+2，具有如下的一组基：

1，Xl，⋯，zn，D1，⋯，队，Lo．

性质1．7【32】 假设m∈Z是一个整数，e是舒上的一个光滑函数．2≤几，

局(()+me=妒，其中妒是一个关于幻+1，⋯，zn的七次多项式．

(1)如果m>0，那么<=圭妒．

(2)如果m=0，妒=0，那么(是一个关于Xl+1，⋯，zn的光滑函数．

(3)如果m≤一1，那么(=E+去妒，其中E是关于变量Xl，⋯，zl的。次或m次
的齐次多项式，且系数是关于现+l，⋯，zn的函数．

1．3 关键定理

黑塞矩阵非分解定理：记讯是关于z1，⋯，‰的四次齐次多项式．日(仉)是啦的

黑塞矩阵，即

日(啦)=、弛02呐?74心,、渤
那么日(吼)不能分解为

△(z)△7(z)，

其中△(z)=(如)1≤i，J冬n是一个反对称矩阵，岛是关于z1，⋯，zn的线性函数．除

非?74和△(z)是平凡函数，从而日(叩4)=△(z)△7(z)可以推出啦=o和△(z)=0．

7
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非线性滤波中具有非最大秩的有限维估计代数

则

庞加莱引理：若入为一外微分形式，其微分形式的系数具有二阶连续偏导数，

d(dAl=0．

庞加莱引理之逆：设A是一个p阶外微分形式，．k；1．dA=0．则存在一个P一1阶

外微分形式Q，使得

1．4 本文的主要工作

A=da．

本文主要利用代数的方法，对非线性滤波系统的具有非最大秩的有限维估计

代数进行系统的研究，所研究的对象是目前很少涉及的工作，得到了一些新的理

论结果．各章的主要内容和结果如下：

第一章介绍了非线性滤波系统的有限维估计代数结构课题背景、系统模型、

理论来源、研究状况以及基本概念和基本性质．总结了研究此类问题的几种思路．

第二章简要介绍了状态空间维数为2的有限维估计代数的分类，并且针对状

态空间维数为3的非线性滤波系统，研究了与其对应的有限维估计代数结构．采

用比较微分算子大小的方法，研究了一阶微分算子和零阶微分算子在有限维估计

代数中的结构形式．

第三章是对非线性滤波中低维估计代数进行研究．首先介绍了五维以下的估

计代数结构，然后研究了六维估计代数中一次多项式和二次多项式的关系，以及

它们的结构．

第四章对论文取得的成果作了总结，并提出了一些有待进一步研究的问题．
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第二章 低维状态空间中有限维估计代数分类

2．1 问题描述

在本章中，研究对象是低维状态空间中有限维估计代数分类．也就是状态变

量的维数n是很小值．首先介绍状态空间维数为2有限维估计代数分类．然后针

对状态空间维数为3的信号观测模型(1．2)，即只有三个状态变量Xl，X2，X3．研究

与此系统相对应的估计代数为：

E=(Lo，hi，⋯，hm>L．A．

其中，

三o=去(Di+D；+D；一77)，

Dt：昙一五，江172，2 3，

叼=妾差+善3辟+喜硪
m被假设为一个正整数，否则E显然是1维估计代数．Q矩阵也是一个3×3的反

对称矩阵，其中毗t=0，i=1，2，3．

以下引理对于问题的研究起着非常重要的作用：

引理2．I[32]令E是一个有限维估计代数，如果

A= ∑ 口札⋯hDil⋯D窘 rood ut一1

I(il 4,m，in)I=l

属于E，其中l≥o，Di=去，i=1，⋯，n．那么口死⋯，“’s是关于z1，⋯，zn的多项
式．

引理2．2[321 4-g，h∈Co。(形)，i1，⋯，Z’n,Jl，⋯，jn为非负整数，∑冬1it=

r，∑警1jz=s，r+8≥2，如是克氏符号，即如果i≠J，则％=o；如果i=J，

则％=1．那么

[gD'11⋯D2，^D{1⋯职】

=酗9面Oh“^瓦Og。)Dp吨l⋯破栅‰ mod‰吐



秩的有限维估计代数

引理2．3【32】如果E是最大秩有限维估计代数，那么Q是常数矩阵，且在此条

件下，Mitter猜想是成立的．

2．2 状态空间维数为2的有限维估计代数

状态空间维数为2的有限维估计代数分类已经在文献[32]被完全解决：

(1) 如果估计代数E的线性秩为o，则能s是常数，E=<Lo>￡A或者E=<

三o，1>L．A．；

(2) 如果估计代数E的线性秩为1，则磁s是关于z·次数至多为一次的多项式，

叫1．2是常数．

如果u1，2=0，那么77是关于z1的次数为2的多项式与关于z2的光滑函数的和，

E=<Lo，Xl，D1，1>L．A．．

如果u1．2≠0，那么叩是次数为2的多项式与，E=<Lo，z1，Dl，D2+凹2，1>L．A．

(3) 如果估计代数E的线性秩为2，那么E是最大秩估计代数，Q是常数矩阵，

E=<Lo，Xl，X2，Dz，D2，1>L．A．．

2．3 状态空间维数为3的有限维估计代数

2．3．1 一阶微分算子结构

定理2．1如果y=p(x)D2 mod Vo∈E，其中p(z)的最高次项系数为非负

数．那么p(z)是&-于-z1，X2，X3的次数至多为l的多项式．

证明 根据引理2．1，可以知道p(z)是关于Xl，X2，z3的多项式．不妨设de夕P=

l，用p(2)表示p(z)中f次齐次多项式．贝JJp(。)具有形式∑：=o∑：：o bij砰。。x2一’z3Im‘，其
中玩J’s是常数．

记妖=Ad笔。Y，那么

K=Ad匕Y

=妻(：)妾(；)嘉硝。}’+1。；一rood U七．
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当k

M一1

—1时．

A4；1Y

(f一1)!

(Z一1)!

(f一1)!

∑((f—t)6ljx3+(t-j+1)bi+1jx2)硝D}’“D纩讧1
j=o
{

0+1)6l+1J+lXl硝D}J+1D5_卜1

∑鼠J硝。∥。i-升1砖扣1 m。d阢。
j=o

为证明的需要，我们根据M中含D3，D2，D1的阶数由大Nd,顺序排列系数，可

得序列

boo，blo，b11，b20，⋯，6l z—l，现f．

不妨设(s口)是序列boo，blo，b11，b20，⋯，6ll一1，6“中第一个不为零的元素的下

标，显然8≥"．问题的证明可以分以下几种情况进行：

(1)当V≥2时

因为s≥"，所以s≥2．把Ao定义为M一1，A1定义为M，A件1定义为[4，Ao]，那
么

Ao=(f一1)!vb。口X1D；．1D；一计1D纩5
l-1 i

+(f一1)!∑∑最J硝D}’+1酵‘一1+L(D；-8D；-v-t-1D；-1)
i=O j=o

=doxl硝_明叫+1D5．8
f一1

+(z一1)!∑
i=O

5

t

∑
j=o

鼠JDjl∥2i-’+1D纩‘一1+L(D23-8—1D；-v-I-1D；一1)

ff∑b。J硝D；一’+1D5．8+L(D5-8)
j=o

l!b。口D；D；叫+1D纩8+L(D23-3D；-v+lD；)
dlD：D；一口+1D纩8+L(D}5D；-v+lDy)

陋-，‰】

d2D；口一2D；‘8一时1’D；‘。一5’+三(D；‘‘一s’Di(s一口+1’D；"一2)

Ar+1=【A，，Ao】

=dr+1D：扣一2)佃D≯+1)o一计1’D9+1)(‘一。)
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+L(Dir+1’‘h’D，+1’‘s叫件1’Dr2’+")

其中dr+1=drdo≠0．

由上式可知A，+1阶数为

r(v一2)+口+(7．+1)(s—u+1)+(r+1)(1一s)

=lr一7．+f+1

=(z一1)r+l+1，

当f≥2，随着r变大，A件1的阶数也变大，估计代数E贝,lJ为无限维估计代数，显

然此与E是有限维估计代数矛盾．所以2=1，A，+1阶数为2．

(2)当u=1时，Rs≥2时

把山定义为M一1，AI定义为M，A+1定义为[4，Ao]，那么

12

Ao=(1—1)16slzlD；D纩8

+(2—1)!((f—s)6sIX3+sb。+llX2+2b8+12x1)D1D；D13-8—1

+(1—1)!((s一1)6s lX2+2b。2X1)D1D；一1D纩8

+(f一1)!∑∑BijD{I。D2‘一’+1D纩‘一1+L(D5-8—1D；D1)
tiO J=0

=dozlDiDf8

+(1—1)!((f—s)bslx3+sb8+llX2+2bs+12x1)D1D；D13-8—1

+d：x2D1Di-1D纩8+(f一1)12b。221D1D；-1璐8

+(f一1)!∑∑鼠J叫’∥2i-J“D}扣1+L(D5-卜1D；D1)
i=0 j=o

Al=f!∑b。J硝D；一J+1D}8+L(D23-8)
j=o

=l!b。1D1D2su3I-。+L(D23-8D；D1)

=dlDlD；醇8+L(DZ3-8D；D1)
A2=[A1，Ao】=d2D；8磋‘卜5’+L[、1-)。2(1-s)1-)。28)
A3=[A2，Ao】

≥d3D1 03s一2D；‘‘一8’+。L＼(。1333(1-s)。1323s一2)
；

A2，=[A2r一1，Ao】

≥d2rD。2rs-2r+2一／3。27‘。一8’+L(D；r‘‘一5’D；7s一2r+2)
A2件1=[A2r，Ao】

≥d2r+lDlD；7卧s一2rD孑件1’‘‘一8’+L(D52件1)(。一5’D；7s+卜2rDl)



其中，

A2r的阶数为

A2r+1的阶数为
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cf0

％

cf2，

d2r+1

(f一1)f6。1，

(1—1)!(s一1)6。1，

d2r一1do，

d2，％．

2rs一2r+2+2r(1一s)

=2ri一2r+2

=2r(1—1)+2，

1-4-2rs+8—27．+(2r+1)(z一8)

=2rf一2r+2+1

=2r(1—1)+f-4-1，

当f≥2，随着7-变大，A2r与A2r+1的阶数也变大，显然此与E是有限维估计代数矛

盾．所以f=1，A的阶数为2．

(3)当u=1，8=1时，且621≠o时

把凡定义为M一1，A1定义为M，Ar+1定义为[4，Ao]，那么

40=doxlD2D纩1-4-(1—1)!((；一1)b1123+b2ix2+2522x1)D1D2Dt3-2

+(f一1)!∑∑鼠JDjl上／2i-J“D}卜1+L(D23-2D2D1)
i=0 j=o

Al=f!∑b。J硝D；一’+1D纩8+L(D；-8)
=f 16l 1D1D2砑1+L(D：-1D2D1)
=dlDlD2D纩1+L(D；-1D2D1)

A2=【AI，Ao】

=d．n。2 13。2‘H)-4-L(D；q-1)D；)

A3=[A2，Ao】

≥daDl D。2 r’，。3‘一4+L(Da3卜4D；D1)
i

A2r=【A2r一1，Ao】

13



非线性滤波中具有非最大秩的有限维估计代数

≥d．．D。r+i n。(r+1)(‘一1)+(r一1)‘‘一2’+L(D多+1)“一1’+(r一1’‘。一2’Drl)
A2件1=【A2r，Ao】

≥d2件1D1D；+1D9+1)(。一1)押‘。一2’+三(D多+1)‘2—1’+r‘‘一2’D；“D1)

其中

do=(1—1)!bl 1，

以=(1—1)!b21，
d2r=d2r—ido，

d2件l=d2，晶

A2，的阶数为2rf一27'+2，A2r+1的阶数为2rf一27'+2+1，当2≥2，随着r变大，

A2，与A2，+1的阶数也变大，显然此与E是有限维估计代数矛盾．所以f=1，4的阶

数为2．

(4)当"=1，8=1，b21=0

证明方法同上．

(5) 当"=0，8≠0，则6。o≠0，Ao定义为M一1，A1定义为M，A件1定义

为[A，Ao]，那么

Ao=(1—1)!(s6。oX2+6。121)D2s∥3l-8
l-1 {

+(z一1)!∑∑旦JDjl上／2i-。“D5_扣1+L(DLa-8D9

=如z2D；D}8+(f一1)!虬lzlD2s∥3l-8

+(：一1)!∑∑最JDjl上／2i-’+1D纩扣1+L(D2a-8D；)

A1=ff6soD；+1D纩8+L(D5-8D墨+1)
=d1D尹1D纩8+L(D5-8D尹1)
A2=[A1，Ao】

≥[d1D薹+1D纩8，dox2D2s上／3I-8】+L(D；q-s)D；8)
=d2D；8D；‘2—3’+L(D；‘‘一8’D；8)

A件1=[Ar，Ao】

≥dr+1D9+1)8一(r一1’D多+1)(1一s’+L(D}+1)(1--s)D!r+1)s-(r-1))

其中dr+l=drd0．由上式可知，Ar+1阶数为(r+1)s一(r一1)+p-4-1)(f一8)=

fr一7'+f+1，当f≥2，随着r变大，A件1的阶数也变大，显然此与E是有限维估计

代数矛盾，所以f=1．

14
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(6)当钉=0，8=o时

把Ao定义为M一1，Al定义为M，A，+1定义为[4，Ao]，如果610≠0

Ao=

A2

4+1

(f一1)!(／booX3+b1，oX2+b1，1x1)D2D；-1
l-1 i

(j一1)!∑∑BtJ讲。∥。i-Ⅲ露扣1
i=O j=O

L(D：-1D2)

∑ 6。J叫D；一7+1D纩5+L(D5-8)
j=O

l!booD2D：+L(D：D2)
dxD20'3+三(磋D2)

阻1，Ao】≥【dlD2D纩1，doz2D2D：]+三(D芋～D2)
d3D2D芋一1+己(D芋～D2)

[Ar，Ao】≥dr+1D2D；‘‘一1’“+L(D3‘。一1)州D2)

其中cfo=bz0，dr+1=drdo．由上式可知，A+1阶数为fr—r+Z+1，当f≥2，随

着r变大，4+1的阶数也变大，显然此与E是有限维估计代数矛盾，所以Z=1．

如果blo=0，那么

Ao=M一1=(1一
f—l

+(f一1)!∑
i=0

+

1)!(Iboox3+b1．1X1)D2D；-1
{

∑鼠J硝D耋．歹+1D纩扣1
j=o

A1=M=f!∑b。j以D；一什1D纩5+L(D；-5)
j=o

=l!booD2D：+L(D：D2)
A2=[A1，Ao】

≥dld0D；D；‘。一1’+L(D；‘‘一1’D；)

A件1=[Ar，Ao】

≥dr+1D；D}+1’“一1’一(r一2’+L(D，+1)(f一1)一(r一2’D；)

其中do=l!boo，dl=／[boo，dr+1=drdo．由上式可知，4+1的阶数为扣一r+f+1，

当Z≥2，随着r变大，A件1的阶数也变大，显然此与E是有限维估计代数矛盾，所

以f=1．

综上，结论成立．
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滤波中具有非最大秩的有限维估计代数

定理2．2假设y∈E，且y=P2(z)D2+p3(x)D3 rood uo，其degP2≤

2，degp3≤2，P2(z)和p3(z)的最高次项都含有公因子z1，且二次项系数都大于或

等于o．则p2(z)cvm(z)是&5-z1，z2，X3的次数至多为1的多项式．

那么

证明 问题的解决，可以按照p2(z)和p3(X)I拘次数是否相同，分别证明．

(1) 当p2(z)和船(z)次数不同时，证明过程类似于定理2．1；

(2) 当p2(z)和p3(z)次数相同，

如果degp2=degp3=2，因为

p孑’
p孑’

。(z)
一

P2‘——

一(f) 一P3。—。

所以可以求出H，K的表达式：

16

f i

∑∑％薪z≯z3l--‘，
i=0 j=O

Z i

bi,ixlz3+b2axlz2+52，2z；，

CI,lXlX3+C2，lXlX2+C2，2X；

bl，IXlD2D3+b2，lXlD；+bi，lx3D1D2+52，lx2D1D2+2b2，2XlDlD2

c1，lXlD；+c2，IXlD2D3+C1，lx3DID3+c2，lx2DID3+2c2，2x2D1D3

el，lxlD；+(bl，1+C2，1)XlD2D3+b2，lXlD；

(c2。1+2C2，2)x2D1忱+b2，Ix2DID2

c1，lx3D1D3+bl，lx3DxD2+2b2，2xlSlD2

2(bl，iDID2D3+b2，1DiDi+b2，2D；D2)

2(cl，1DIDi+C2，iDID2D3+C2，2D2D3)

2Cl，IDID'；+2(bl，1+C2，i)DiD2D3

2C2，2D2D3+2b2，1D1D；+2b2，2D2D2

问题的解决可以分以下几种情况证明：

当cl，1≠0时，

山=M=Cl,lXlD；+L(明)，

A1=Y2=2Cl，1D1D；+L(瑶)
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则

[41，Ao】=2c；．1磁+L(磁)

[A2，Ao】≥[2聋，1D；，C1，lx3DID3】=8c31，1D1D；+L(D4)

【A3，Ao】≥[s4，1D1D]，C1，lx3D1D3】≥c4，1D2D；

[A，一1，Ao】≥《．1D：qD；

随着r的变大，A，的阶数也在变大，此与E是有限维估计代数矛盾，所以c1．1=0．

记

(ii) 当c1．1=0时

如果61，1+c2，1≠0，那么61，1和c2，1至少有一个不为0，则

Ao

A1

(bl，1+c2，1)X1D2D3+b2，121D；

(c2，1+2C2，2)x2D1D3+b2，Ix2DID2

bl，,x3D1D2+2b2，2XlDID2

2(bl，1+C2，1)DID2D3

2c2，2D2D3+2b2，1D1D；+2b2，2D；D2

M=(bl，1+02，1)x1D2D3+L(D3D2)，

Y2=2(61，1+c2，1)D1D2Da+L(D3D2D1)

不妨先假设C2，1≠0，则

A2 =

>

Aa=

>

>

>

A4=

>

A2，=

A2r+1 2

[A1，Ao】

2(bl，1+C2，1)2D22上／32+三(D；D；)

《，。D；D；+三(磁磁)
[A2，Ao】

[2(bl，1+C2，1)2D22∥32，(c2，1+2C2，2)x2D1D3】

眩lD；瑶，(C2，1+2C2，2)z2D1 D3】

鼋．1D1D2D；

[A3，山】

【畦1D1D2D3，C2，lXlD2D3】≥鼋，lD；磁

【A2r_1，Ao】>r／-)2／-)2—7

[A2r，Ao】≥4,71D1D2D2件1
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则

A2=[At，Ao】 =26i．。D；D；+L(D；D；)

计代数矛盾，所

D2tD2
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=D}一刈2。D2--xlu31D3--互1z。等一互1z-面O日Cd31+互1剐叼)
=D；一xlu21D2一xlu31D3+e1

K2=[KI，Ko】

=f02一zlu。1D9一zlu，1DR+e1．z1D11

=三磊怕Ox溉lu21D。忡t硝怕筹D3忡t埘咱筹
=2D；+xl等D2+Xl等D3+e2
=Xl瓮岩+2X1u21)D2水。塑OX业l+2啪。)D3+e2—2e。

其中

e。=一三z。面Oc．d21一互1z。面0cd31+互1E。(砒
e。=Xl㈨2+(Xlu31)2川·等．

因为而∈E，根据定理2．2"--J'知，Xl掣+2xlu3l和z1掣+2xlu31是关于次数为1的多项式．也臣r～0Zl出+2u21和掣+知31为常数．不妨
设u21=axl+bx2+CX3+d，其中n，b，c，d为常数且，d≠0，则掣+灿21=
3axl-4-2bx2-4-2cx3 4-2d为常数，所以n=b=c=0，u21是不为0的常数．同理，

u。，亦是不为0的常数．经计算可得

凰三[Lo,D3]一一互1酉O(．d13一互1面Ocd23+互1瓦077-wlsVl w23D2 ∈E，= 一 一i—E一一石—E一+i五=_∈ ，

[Ho，z；+c】=一u13 X 2Xl=一2u13Xl∈E．

因为u31是不为0的常数，所以z1∈E．由定义可知，估计代数E为最大秩估计

代数．根据引理2．3可知，z；+c不属于E．

2．4 小结

本章介绍了状态空间维数为2中的有限维估计代数分类，针对状态空间维数

为3的非线性滤波系统，研究了与其对应的有限维非最大秩估计代数结构．

先采用比较微分算子大小的方法，研究了一阶微分算子在估计代数中的结构

形式．然后考虑当Q矩阵的元素是一次多项式时，给出了有限维估计代数不具有

的一些二次多项式．如果要对状态空间维数为3有限维非最大秩估计代数进行完

全分类，下一步工作就要完全解决其它二次多项式在估计代数中的结构形式．

19





第三章 任意维状态空间中低维估计代数分类

3．1 问题描述

估计代数和滤波系统是相关的，由于估计代数结构分类的难度，本章将对任

意维状态空间中低维估计代数分类进行研究．首先，将要介绍五维以下估计代数

结构分类，然后将研究非线性滤波中六维估计代数的性质．

定义一个正交矩阵丁，则与其对应的正交变换为圣=Tx．那么滤波系

统(1．2)可以转化为

l dx(t)=Tf(T7z(t))出+Tg(T7z(￡))咖(亡)， z(o)=Txo，

I du(t)=h(T々(t)))出+d叫(亡)， y(o)=o．

因为丁和夕是正交的，所以绚也是正交的．因此与上式滤波系统相对应的估计

代数是亩=(厶，石。，⋯，矗)L以．其中，

厶=丢塞嘉一喜磕一喜鐾一三娄舻，
，(畲)=丁，(Pz(亡))，

h(e)=h(T7z(芒)))．

文献f4，24]给出，如果存在映射：

p：三o H￡o，p：h H h o r，

那么E和E是同构的．因此，我们可以通过正交变换，不改变E的结构的前提下，

改变E中元素的具体形式．同样，仿射变换z H岔=z+c，其中c是常向量，那

么E和E也是同构的．

以下引理对于问题的研究起着非常重要的作用：

引理3．1【15】有限维估计代数中的任何函数都是次数至多为2的多项式．

引理3．2[32】如果r(x1，⋯，zn)是研上的次数d大于或等于1的多项式，iLF的d次

项为乃=∑⋯：daix*11⋯z碧，其中，i=(i1，⋯，如)．如果存在n个数61，⋯，k，
使得Fd(bl，⋯，k)<0，则不存在光滑函数^，⋯，厶使得下式成立：

n o f n

∑筹+∑斤=F



非线性滤波中具有非最大秩的有限维估计代数

引理3．3[32】如果y=∑：1"yiDi mDd％是有限维估计代数中的一个元素，那

么m是关于zl，⋯，zn的多项式．

引理3．4【17】 假设m∈Z是一个整数，(是册上的一个光滑函数．f≤n，

岛(e)+m(是一个关于zl，⋯，勋的尼次多项式．

(1)如果忌+仇≥0，那么(是一个关于z1，⋯，魏的七次多项式．

(2)如果m=0，那么(是一个关于z1，⋯，Xn的七次多项式和关-I-zl+1，⋯，zn的

多项式的和．

引理3．,．51321 假设m∈Z是一个整数，(是形上的一个光滑函数．f≤n，

局(e)+m(是一个关't-z1，⋯，Xn的七次多项式，其中后≥0．

(1)如果m≥0，那么<是一个关于z1，⋯，Xn的七次多项式．

(2) 如果k+m<0，那么(是一个关于z1’⋯，勋的一仇次多项式．

3．2 五维以下估计代数

五维以下估计代数的分类已经在文献[36，37，48]被解决．分类如下：

(1) 如果估计代数是1维的，那么E=<Lo>L．A．；

(2) 如果估计代数是2维的，那么E=<Lo，1>L．A．；

(3)估计代数是3维的是不存在的；

(4) 如果估计代数是4维的，那么E=<Lo，z1，Dl，1>L．A．；

(5) 如果估计代数是5维的，那么E=<Lo，z1，D1，[Lo，D1】，1>L．A．．

3．3 六维估计代数

引理3．6【321假设m是一个正整数，(是肜上的一个光滑函数．f≤n，蜀(()+

m(=0，那么(=0．

引理3．7【32】假设m是一个正整数，(是毋上的一个光滑函数，f≤n，如果

蜀(()一m(=0，

那么(为&-t-z1，⋯，动的0次或一次多项式，而且带有$JCc&&ff-z,+1，⋯，zn的

多项式．
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引理3．8【37】对于任意的1≤l≤n，如果％，i=1，⋯，2，是关于zl，⋯，勋的多

项式．且满足整+罄=o，1≤{，J≤l，那么％具有下列形式：
l

m=∑之(觋+1，⋯，zn)巧+di(xt+1，⋯，zn)，
j=l

其中《(魏+1，⋯，％)和也(戤+1，⋯，zn)是光滑函数且曰=一嘭．

3．3．1 具有一次多项式的估计代数

对此问题的研究，用到了矩阵理论中的一些性质：

性质3．1对于任意一个n阶实对称矩阵A，都存在一个仃阶正交矩阵T，使

得T7AT=ToAT成对角形．

性质3．2对于任意一个秩为f的n阶对角矩阵A，都存在一个凡阶正交矩阵T，

使得曰=T'AT=T-1AT成对角形，且对角矩阵上的元素鼠t≠0，i=l，⋯，Z，其

余元素都为0．

性质3．3对于两个n阶正交矩阵A B，那么AB也是正交矩阵．

定理3．1 如果E是状态空间为他的滤波系统模型(1．2)的有限维估计代数，

．KdimE=6，那么：

(1)n至少为2；

(2)如果E包含一个二次多项式，那么存在一个与系统(1．2)等价的滤波系

统(1．3)，使得等价系统(1．3)相对应的估计代数啻包含一个形‘蛳=∑名l霹的多项
式．

证明 (1)如果n=l，那么估计代数满足Mitter猜想，也就是估计代数最多

包含z1，1，己o，D1这四个元素，估计代数的维数最多为3．所以n≠1．佗至少为2．

(2)如果E包含一个二次多项式，不妨记为p@)，很显然，由三o，p@)生成的

李代数(Lo，p(z))L．A．是估计代数E=(Lo，h1，⋯，hm)L⋯A的子集．不妨记p(z)的

二次项为p(z)(∞，一次项为p(z)(¨，常数为p(z)(们，也且Pp(x)=p(z)(2)+p(z)(1)+

p(z)(叭．对于二次项p(z)(引，则存在一个对称矩阵A，使得p(z)(2)=z7Az，其

中A的秩为正整数％．根据性质3．1、3．2、3．3可知，存在正交矩阵丁和对角矩阵B使

得A=T7BT，其中对角矩阵B中的元素鼠t≠0，i=1，⋯，南其余元素都为0，

且Bll=⋯=Bu，对于任意f<8<k，有Bs。≠B11．也即p(2)=x'T'BTx=

(Tx)7JE7(Tz)．所以存在一个变换岔=Tx+d，其中T为正交矩阵，d为列向量．通

23



其中厶={(∑：。b；一而)，很容易可以算出

犯o，凰】，凰】
1
n

[[专(∑膨一而)，
七

∑BiiZ,；+ ∑玩龟+c】，Uol
t=1 i=k+1
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证明如果当dimE=6，估计代数E可以包含三个线性无关的一次多项式．

那么不妨假设三个线性无关的一次多项式分别为

则

记矩阵

pt(x)

p2(x)

p3(x)

=alXl+a2x2+⋯+anxn

=blxl+b2X2+⋯+bnxn
= ClXl+C2X2+⋯+cnz竹

[Lo，pl(x)】=aiDl+a2D2+⋯+nnDn

[Lo，仇(z)】=61D1+b2D2+⋯+6n队

[Lo，p3(z)】 =c1D1+c2D2+⋯+cnDn

a鄯n
因为pt(z)，p2(z)，船(z)线性无关，所以A秩为3．从-而[Lo，p·(z)】，[Lo，p2(z)】，【Lo，pa(X)】

也是线性无关的．

所以‰，P1(z)，P2(z)，p3(z)，[Lo，Pt(z)】，[Lo，仇(z)】，[Lo，p3(z)】是线性无关的，

且都属于估计代数E，则估计代数的维数dimE≥7，这与已知dimE=6矛

盾，假设不成立．综上，如果dimE=6，那么E不能包含三个线性无关的一次多项

式．

3．3．2 具有二次多项式的估计代数

定理3．3如果垅mE=6，那么E不能包含一次多项式和一个二次多项式．

证明根据定N3．1的结论，不妨设二次次多项式和一次多项式分别为

其中∑?a}≠0，那么

p(z)

口(z)

[Lo，p(z)】

[Lo，g(z)】

：丢壹甄2
。i=1

= alXl+a2x2+⋯+anztl
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最大秩的有限维估计代数

[[Lo，口(z)】，g(z)】

[[Lo，口(z)]，p(z)】

因为dimE=6，且

=∑口；≠0
1

=alxlDl+a2x2D2+⋯+anXnDn

Lo，p(z)，q(z)，[Lo，p(z)】，[Lo，口(z)】，[[Lo，g(z)】，g(z)】，[[Lo，g(z)】，p(z)】

是估计代数E的元素．所以上面7个元素是线性相关的．从而可得

是线

又因

其中

如果

是线

其中

26

[Lo，p(z)】，[[Lo，口(z)】，口(z)】，[[Lo，口(z)】，p(z)】
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风=

根据引理3．3和啦的定义可知，Qt，1≤i≤佗是不含有常数项的多项式．

[]为dimE=6，Pfi以2Lo一【Lo，[Lo，p(z)]】和[Lo，p(z)】，p(z)，口(z)，1是线性相关的．

即∑：l锄玖和z1D1+z2D2+⋯+％D扎线性相关，；尻一；磊(叩)一刀和p(z)，g(z)，1线
性相关．

如果存在一个砚≠0，1≤i≤礼，那么存在一个常数c≠0使得

因为毗t=0，所以

由上式可得c=0，从而Qi=0．那么Qi=0，i=1，⋯，n，因而风=0，一({尻一
言最(77)一77)=；B(叩)+叩．又因为；玩(叼)+77和p(z)，g(z)，1线性相关，所以存在
常数c1，c2，ca，使得下式成立：

鼠(77)+271=clp(z)+c2q(x)+C3．

根据引理3．4得叩是关于zl，⋯，％的次数至多为2的多项式．不妨把p(z)，口(z)当

做另外一个系统的元(z)的元素，此系统m=2，，和夕不变．所以估计该系统的估计

代数是原系统估计代数的子集．又因为
n o— n

∑蔫+∑斤=一p2(z)一92(z)+叩

根据引理3．2可知，不存在光滑函数^，⋯，厶，使得上式成立．所以疵m雪≥7，从
而dimE>6．

综上，如果dimE=6，那么E不能包含一次多项式和一个二次多项式．

定理3．4滤波系统(1．2)中鬼@)，i=1，⋯，m是关于z1，⋯，zn一次多项式，
那么：

(1)[hl(x)，[Lo，[Lo，k(。)】】】+‰(z)，[Lo，[Lo，九f(z)】】】=o；

(2)m=1，hi=z1，叩是次数至多为2的多项式，Q=Cx+d，且估计代数中

不合有两个线性无关的一次多项式，其中ull=0，i=1，⋯，n，则与其系统相对

应的有限维估计代数E中不合有二次多项式．

27
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非线性滤波中具有非最大秩的有限维估计代数

证明 (1) 因为玩(z)，i=1，⋯，m是关于z1，⋯，‰的一次多项式．所以

不妨设h(x)=Ax+6．其中

经计算可得：

h(x)=(^l(z)，⋯，^m(z))

z=(Xl，⋯，zn)

卜(三all警a12．．毫‘aln)
[Lo，^1(z)】=a11D1+a12D2+⋯+alnDn

[Lo，h2(x)】=a21D1+a22D2+⋯+a2nDn

[三o，k(z)】

[[Lo，^z(z)】，hi(x)】

[[Lo，^z(z)】，h2(x)】

[[‰，hm(z)】，hm(z)】

amlDl+am2D2+⋯+amn队

nil+o；2+⋯+Q；n

o；1+o；2+⋯+n；n

=
nm2 1+om2 2+⋯+n轰n

[‰，[Lo，‰(z)】】=[石1(∑
。i----1

1
=——
2

研一刀)，aklDl+ak2D2+⋯+aknDn】
n n

∑∑[D；，
t=1

n

j=l
n

F F
‘：一●：一
i=l j=l

[hk(X)，[Lo，[Lo，饥(z)】】】=[hk(X)，一

n n

=[∑∑

。删+旁幽纠

i=l j=l

akj∞tj Dt， hk(x)】
i=l j=l

=∑∑n幻哟[皿，饥(z)】
i=l j=l

∑∑。kjakt％
i=l j=l

因为％+屿i=0，所以∑：1∑≥1 o幻。航％=0，也即

[hk(x)，[Lo，[Lo，‰(z)圳=0

。巧等+丢。巧蒜+互
n

∑
j=l

却

。幻瓦
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同理可得

所以

[hi(x)，[Lo，[Lo，危知(z)】”=

[hk(x)，[Lo，[Lo，勉(z)】】】=

n n

l<J

∑％n觚％
j=1

(aUakt—aliak

∑nkjat{哟
j=l

(akjati—akialc

j)wij

j)wij

[九f(z)，[Lo，[Lo，^七(z)】】】+[hk(x)，[Lo，[Lo，^￡(z)】]】=0

(2)由于

[[Lo，h8(z)】，[Lo，【Lo，危七(z)】】】

：[塞。相。，一塞妻n巧％现一丢壹壹。幻警+互1
Z=1 t=1 j=l t=1 j=l

‘

+

=

+

n

∑
j=l

a竹．

Qkj--g专j J

∑l=l∑i=1∑j=l n艘幻吼，一％Di】+三吾善善。觚幻吼，一鬻】f=1 i=1 J=1
’

专∑∑％takj[Dl，
。1=1 j=l
n n n

l

2

“一鲁鳓一三壹l=l妻i=1 j=l ‰m幻瓦菇OXi
a2∽f

(，Z，

又因为Q=Cx+b，77是次数至多为2的多项式，所以[[‰，hs(z)】，【Lo，[Lo，hk(x)1]lJ姜

有如下形式：

，I

∑
i=1

(aiDi)+p(z)，

其中，对于任意的z，ai为常数，p(z)是次数至多为2的多项式．

∑汹∑掣∑试∑

n∑



1
+
互

1

2 +丢壹l厶n幻魏=l j=l-
V山JV山‘

因为h1=X1，?7是次数至多为2的多项式，所以有

[[Lo，九七(z)】，【Lo，[Lo，^七(z)】】】

=[[Lo，九1(z)]，[Lo，[Lo，危t(z)】】】

=[[Lo，=11，[Lo，[Lo，z1】】】
n

∑
i=2

Owil n。
-=—一∥t十
Oxl
∑
i=2
船丢器

因为utt=o，i=1，⋯，仃，所以[[L。，z-】，[‰，[‰，z-】】】=；窘．
因为估计代数中不含有两个线性无关的一次多项式，由(i)可知

[Lo，Xl】=D1，
n

‰[Lo，圳=∑

[‰，z·】，Xl】

[三o，‰，[Lo，z1】】】
[[三o，zl】，[岛，[Lo，zl】】】

其中g(z)为一次多

i=2

=1，

WliDi+口(z)=g(z)=7Xl，

=7D1，

2一y，

项式，，y为常数．

急％n∑博n∑谢n∑M



因为[[‰，z·】，【‰，[三。，z·】】】={密，所以7=；器．因此，估计代数的一组基
是Lo，X1，D1，1．估计代数里面不含有二次多项式．

综上，结论成立．

定理3．5如果出仇E=6，叼是次数至多为4的多项式．且估计代数二次项秩

小于n，那么E不能包含两个线性无关的二次多项式．

证明 根据定理3．1，可设两个二次多项式分别为

h1=

n n rt

^z=∑∑n社巧+E bixt+c
i=l j=l i=1

cOaij=ajt，∑?酲≠0，l<n．如果∑：=1zi=∑：1n订％xj．那么估计代数E包
含一个二次多项式和一个一次多项式．根据定理3．3，结论显然成立．

如果∑名1 z；≠d∑：1 aijxtxj，其中d为常数．则

M

M

[‰，^-】_∑

[‰，^2】
t=1

f

兢Di+6。，
_

1 o
。万乙
。k=l

n

≥掣附掣，+喜
n rI

七=1 t=1

6iDf

。艘tDk+∑∑。幻％D％+∑biDrt {+吉∑。“
n n _ 7l

k=l J=1 i=1 。i=1

n

∑o“
i=1

如果￡o，九1，^2，M，K是线性相关的．那么∑：=1毛Di，∑≈1∑：1 oikXtD七十

∑：：1∑≥1 o幻巧D七线性相关．易得

aii=d1，1≤i冬f；

31
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非线性滤波中具有非最大秩的有限维估计代数

aii=0，l≤i≤几；

aij=0，i≠J；

显然与∑：=1 z；≠d∑：。o巧zt％矛盾．所以‰，h1，h2，M，K是线性无关的．
因为

其中

[Lo，M】=∑D；一∑∑
i=1

l

2

0ft
2

风=

n

i厂厂t—t—
j=l i=1

z姚iD{

既警+丢蚤是
班喜Q以一扣驯1，

互jUtj，

a叱

Oxt

n l

FF
t：一t：一
i=1 j=t

巧(监Oxi)．

因为f≤礼一1，所以‰，hi，h2，M，K，[Lo，y1]线性无关．

记

其中，

则有

32
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n

=2∑0,2+∑易(Qt)Di一3∑QtDi一屈

+喜计烈1风㈠1驰㈤)，

屈=妻篆= ∑j=l
，Owij、

巧(面)

E Q；2=∑∑XjXkOJijOdik．
i=1 i=1 J，k=l

A=H一2[Lo，M】
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+

(E2(Qt)一锄)现+∑(局(％)+2a{)Di
i=l+l

Q；2一屈+丢(蜀(阮)+2风)一三局((岛(叩))+277)．

如果三o，h1，h2，M，蚝，[Lo，K】，△线性线性相关．则存在常数入，，y，入1，仇，使得△=

入M+7K+A1hi+"／2h2．从而可得：

∑
l=1

住

(易(Qt)一啦)皿+∑(蜀(Qt)+2at)皿
i=l+1

f n n n n

=A∑％Di+7(∑∑o舭i仇+∑∑o巧％仇)
i=l k=l i=l k=l j=t

Q订孔巧+∑b尚+c)
t=1

对于1 5 i≤l，有E_f(ai)一吼=入戤+，yE：1(aik+akt)xk；

对于z+1≤i≤死，有蜀(Qi)+2Qi=，y∑芝1(aik+aki)xk．

如果7=0，那么

岛(＆t)+20q

蜀(Qi)一毗

考虑i=1，则局(Q1)一Q1=妇1，即

由上可知：

0，i=l+1，⋯，佗；

Axi，i=1，⋯，f．

f f

局(∑z·u·J)一∑z·％=Ax·．
j=t j=l

因为z1蜀(u11)=0，所以，

∑
j=1

％局(u1J)=妇1．

∑巧Ef(uu)=概
i=2

∑汹n∑试



性滤波中具有非最大秩的有限维估计代数

Ec(0ft)一Qt=0，i=1，⋯，f．

由引理3．4得：

对于i=l+1，⋯，扎，at=Oq(魏+1，⋯，zn)是不含有z1，⋯，现的多项式；

对于i=1，⋯，l，Qt=∑名1 zi以(zl+1，⋯，z^

把Q{=锄(zf+1，⋯，‰)代入蜀(Qt)"4-2ai=o得：

因此．

所以，

啦=0，i=l-4-l，⋯，n．

风

局(尻)

=角，

=Et(屈)

：声声z。急扎=∑∑zt器一o·i=1 j=l ⋯

喜Q；一互1易cc易c枷+2叩，=等+鲁妻z；+仇c∑n蚤rg％础，+喜玩兢+c卜
根据定理3．4，可知77是关于z1，⋯，xz臣J--次多项式．因为

喜差+喜斤=一耋镌2+刀．
所以根据定理3．2知，不存在光滑函数^，⋯，厶使得上式成立．显然dimE>6，与

已知矛盾．原命题成立．

如果，y≠0，对于任意i，f+1≤i≤n，都有a讷-4-ak{=0，那么根据引理3．5知

道：Qt是常数．

如果，y≠0，对于Z+1≤i≤扎，存在一个1≤七≤佗，使得ai七+akt≠0，那么根

据引理3．5知道：Qt是关于z1，⋯，zn的一次多项式．

对于1≤i≤Z，根据引理3．4，可得：啦是关于zl，⋯，勋的1次多项式，且系数

是含有勋+1，⋯，zn的多项式．所以局((El(77))+277)是关于z1，⋯，勋的2次多项式．

根据引理3．4，277是关于z1，⋯，翘的2次多项式和关于zf+1，⋯，zn的多项式的和．
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⋯，bn)<

所以‰，hz，h2，M，K，[Lo，M】，A线性线性无关．

定理3．6如果出mE<7，且估计代数E的二次秩川、于n，存在i>l，J>

z，k>f估得'J监Ox，3xa≠0，其中Qt=∑名1巧哟．那么E中的多项式都是次数至多
为1的多项式．

证明 因为估计代数E的二次秩Z小于n，根据定理3．1，不妨设：

那么

其中，

则

州加丢缸l<一n-1．

陋o，^1】

【Lo，[Lo，九1】】

肛o，[Lo，^l】】，[Lo，hi]】=

+

屏

n

∑Q。2
i=l

f
XiDi+云，

二

班争即丢风+烈1叩)

(Qt)现一3∑啦Di一屈

一圭局(岛(砒

n f

∑∑巧z％哟‰．
i=l j，k=l

陋o，[Lo，^1】】，【Lo，h1]卜2[Lo，[Lo，hi]】

l@
撤丑．，式

玑

h得

孝飙懈魏d麓童

以^

．、-1。删掰n∑汹裂争多在三>j鬈壹沮

虽2燃

。∑宁∑僦

陛线是"h陋陋h0陋h‰然显鲁巧：卢∑?!i∑
=

纽甄?!l∑lI

风的中关其无

局

埘n∑汹晰

+

1—2

D

or
。∑谢Kj

堕c{|}姒；∑皿。∑：l
=

堕慨。∑m



限维估计代数

不妨记△=[[Lo，[Lo，九1]]，【Lo，hlll-2[Lo，[Lo，^1】】，如果Lo，h1，[Lo，ht】，[Lo，[Lo，^1】】，

△线性相关，则存在常数A，，y，使得△=N岛，hl】+，y^1(z)．从而可得：

(蜀(Qt)一ai)Di+

=A F铂皿
t=1

n

由上面两个公式可知：

局(Qi)+2ai

岛(舭)一Qt

考虑i=1，则蜀(Q1)一(21=Azl，也即

由上可知：

+2ai)以

+2尻)一三局((局(叩))+277)

0，i=l+1，⋯，礼；

A磊，i=1，⋯，f．

局(∑zlulJ)一∑z·u1户A％
J=1 J=1

因为xlEl(0211)=0，所以，

由上式得A=0．那么．

∑
j=1

％局(021j)=Azl．

∑zjE_f(w1J)=地1．
j----2

蜀(Qi)一叱=0，i=1，⋯，2．

．1

nI，

耽

如

跏

易

Q

≮

孙

烈

“

洚。

卜

1—2

∑汹
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由引理3．4得：

对于i=l+1，⋯，n，OLl=啦(Xl+1，⋯，‰)是不含有Xl，⋯，靓的多项式；

对于i=1，⋯，l，Olt=∑名1 zi矽i(zf+1，⋯，zn)．

把OZi=％(勋+1，⋯，zn)代入岛(Qt)+2Qt=o得：

因此，

所以，

A==

n

吼=0，i=f+1，⋯，n．

风=屈，

El(风)=El(屈)
f f

F F
l：-一‘二-一

i=l j=l

甄当：o．7r．一==-●。。az七zi—u’

Q。2一丢日((肠(枷+277)=丢∑
1

根据定理3．4，可知叩是关于X1，⋯，现的二次多项式．因为
n

81t。
：-一十
Oxi

n m

斤=一∑危；+叩．
i=1

zi．

所以根据定理3．2知，不存在光滑函数^，⋯，厶使得上式成立．

因此‰，危1，[‰，九1】，[‰，[Lo，^1】】，△也是线性无关的．

考虑

：三『÷
9L厶
。i=l

：三『÷
2。鲁

：丢[壹
。i=l j=l

D；一

D翔一

谚卜

n

n

，∑
t=1

n

，∑
j=l

啦现】

％功]
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3．4 小结

本章对非线性滤波的低维估计代数进行研究．介绍了五维以下的估计代数分

类，然后研究了六维估计代数中一次多项式和二次多项式之间关系．并在估计代

数的二次秩小于状态空间维数的前提下，给出了带有某些条件的六维估计代数不

含有某些二次多项式的形式．然而如果要对六维估计代数完全分类，我们必须要

研究当估计代数二次秩等于状态空间维数时，估计代数中的二次多项式所具有的

性质．这也是下一步工作所要研究的内容．





第四章 总结与展望

自从Kalman—Bucy滤波产生以来，滤波器设计的研究有了巨大的发展．但是

它的局限性使得对非线性滤波理论的研究成为了控制科学中受人关注的课题．随

着估计代数概念的提出，这个概念使估计代数理论成为了非线性滤波器设计的一

个重要工具．本文综述了非线性滤波中估计代数的课题意义与发展现状．对非线

性滤波中的非最大秩估计代数进行了研究，给出了一些新的结论．

一、本文的主要结果及创新点

1．研究了低维状态空间中有限维估计代数分类．针对状态空间维数为3的非

线性滤波系统。研究了与其对应的非最大秩有限维估计代数结构．给出了有限维

估计代数中分别带有一个微分算子和两个微分算子时，微分算子的系数所具有的

多项式形式．在某些条件下，最后给出了有限维估计代数不具有的一些二次多项

式形式．主要创新点：状态空间维数为3的非线性滤波系统中非最大秩有限维估

计代数分类还是先前未被研究问题，本文采用比较微分算子大小的方法对估计代

数进行研究．

2．研究了低维估计代数．针对六维估计代数进行研究，得到如下结论：六维

估计代数所在滤波系统状态空间维数不能小于或等于2．六维估计代数不含有三

个线性无关的一次多项式、不同时含有一个一次多项式和一个二次多项式．在估

计代数的二次秩小于状态空间维数时，六维估计代数不含有两个线性无关的二次

多项式．最后证明了带有某些条件的六维估计代数不含有某些二次多项式的形

式．主要创新点：六维估计代数分类还是先前未被研究的问题，本文对六维估计

代数的结构进行了深入探索，并得到了以上的结论．

二、进一步工作展望 ．

本文的研究结构只是阶段性的，还有许多问题需要完善．由于非线性滤波固

有的复杂性，我们需要先解决一些比较特殊的估计代数．在完成本论文的过程中，

作者意识到今后有待进一步研究的问题如下：

1．当Q矩阵中的元素是n次多项式时，状态空间为3的有限维估计代数结构

分类．

2．当估计代数的二次秩等于状态空间维数时，六维估计代数结构分类．

3．高维估计代数结构分类．



非最大秩的有限维估计代数

总之，对有限维估计代数的研究确实取得了一些重要的结论，然后本文结论

对于完全解决非线性滤波中有限维数估计代数结构问题，仍存在非常大的难度!

这些都需要进一步的研究．
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