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微积分-考研题参考答案 

第二章 极限与连续 
一．选择题： 

1． （98）设函数 nn x
xxf 21

1lim)(
+
+=

∞→
，讨论函数 )(xf 的间断点，其结论为（       ） 

（A）不存在间断点．  （B）存在间断点 1=x ．  
（C）存在间断点 0=x ． （D）存在间断点 1−=x ． 

解：当 1|| <x 时， 0lim 2 =
∞→

n

n
x ，有 xxf +=1)( ； 

当 1|| >x 时， ∞=
∞→

n

n
x 2lim ，有 0)( =xf ； 

当 1=x 时，有 1
11
11)( =

+
+

=xf ；当 1−=x 时，有 0
11
11)( =

+
−

=xf ． 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>
=

<<−+
−≤

=

.1,0
;1,1

;11,1
;1,0

)(

x
x

xx
x

xf  

显然 1−=x 处连续， 1=x 处间断， 
选择：（B）． 

2． （00）设对任意的 x，总有 )()()( xgxfx ≤≤ϕ ，且 0)]()([lim =−
∞→

xxg
x

ϕ ，则 )(lim xf
x ∞→

（       ） 

（A）存在且等于零．  （B）存在但不一定等于零． 
（C）一定不存在．  （D）不一定存在． 

解：有可能 )(lim xg
x ∞→

与 )(lim x
x

ϕ
∞→

都不存在，如 22

2)(,1)(,)(
x

xxg
x

xxfxx +=+==ϕ ， 

则有 )()()( xgxfx ≤≤ϕ ，且 0)]()([lim =−
∞→

xxg
x

ϕ ，但 ∞=
∞→

)(lim xf
x

， 

选择：（D）． 

3． （04）函数 2)2)(1(
)2sin(||)(

−−
−

=
xxx
xxxf 在下列哪个区间内有界，（       ） 

（A） )0,1(− ． （B） )1,0( ． （C） )2,1( ． （D） )3,2( ． 

解：间断点有 2,1,0=x ，其中 0=x 是可去间断点， 2,1=x 是无穷间断点，故有界区间不能包含 2,1=x ， 
选择：（A）． 

4． （04）设 )(xf 在 ),( ∞+−∞ 内有定义，且 axf
x

=
∞→

)(lim ，
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
.0,0

;0,1
)(

x

x
x

fxg  则（       ） 

（A） 0=x 必是 )(xg 的第一类间断点． （B） 0=x 必是 )(xg 的第二类间断点． 

（C） 0=x 必是 )(xg 的连续点． （D） )(xg 在点 0=x 的连续性与 a 的取值有关． 

解： auf
x

fxg
uxx

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∞→→→
)(lim1lim)(lim

00
．当 0=a 时， )(xg 在 0=x 处连续，当 0≠a 时，间断， 

选择：（D）． 
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5． （07）当 +→ 0x 时，与 x 等价的无穷小量是（       ） 

（A） xe1− ． （B） )1ln( x+ ． （C） 11 −+ x ． （D） xcos1− ． 

解：当 +→ 0x 时， xx −− ~e1 ， xx ~)1ln( + ， xx
2
1~11 −+ ， xxx

2
1)(

2
1~cos1 2 =− ， 

选择：（B）． 

6． （08）设 ba <<0 ，则 =+ −−

∞→

nnn

n
ba

1

)(lim （       ） 

（A） a ． （B） 1−a ． （C）b． （D） 1−b ． 

解：因 ba <<0 ，有 1>
a
b

， 0lim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−

∞→

n

n a
b

， 101

1

1
1

11lim)(lim −−
−

−

∞→

−−

∞→
=⋅=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=+ aa

a
baba

nn

n
nnn

n
， 

选择：（B）． 

7． （09）函数
x

xxxf
πsin

)(
3−

= 的可去间断点的个数为（       ） 

（A）1． （B）2． （C）3． （D）无穷多个． 

解：因
x

xxxf
sinπ

)(
3−

= 的间断点处有 0sinπ =x ，即 x取任何整数 n， 

当整数 1,0 ±≠n 时， 03 ≠− nn ， ∞=
−

→ x
xx

nx πsin
lim

3

，即 nx = 为
x

xxxf
πsin

)(
3−

= 的无穷间断点， 

且
π
1

πcosπ
31lim

πsin
lim

2

0

0
0

3

0
=

−
=

−
→→ x

x
x

xx
xx

，
π
2

πcosπ
31lim

πsin
lim

2

1

0
0

3

1
=

−
=

−
→→ x

x
x

xx
xx

，
π
2

πcosπ
31lim

πsin
lim

2

1

0
0

3

1
=

−
=

−
−→−→ x

x
x

xx
xx

， 

故 1,0 ±=x 都是
x

xxxf
πsin

)(
3−

= 的可去间断点， 

选择：（C）． 
二．填空题： 

1． （95） =
+
+

∞→ xx
x

x

2sin
35
53lim

2

          ． 

解：当 ∞→x 时，
xx
2~2sin ，有

5
62

35
53lim2sin

35
53lim

22

=⋅
+
+

=
+
+

∞→∞→ xx
x

xx
x

xx
， 

填空：
5
6
． 

2． （95） =−+++−+++
∞→

])1(2121[lim nn
n

LL           ． 

解：原式
2
2

2
1

)1(
2
1)1(

2
1

lim
)1(2121

)]1(21[)21(lim ==

−++

=
−+++++++

−+++−+++
=

∞→∞→

nnnn

n
nn

nn
nn LL

LL
， 

填空：
2
2
． 

3． （99）设函数 )1,0()( ≠>= aaaxf x ，则 =
∞→

)]()2()1(ln[1lim 2 nfff
nn

L           ． 
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解：原式 a
n

ann

n
an

n
aaa

nn

n

n
ln

2
1ln)1(

2
1

limln)21(lim)ln(lim 222

21

=
+

=
+++

=
⋅

=
∞→∞→∞→

LL
， 

填空： aln
2
1

． 

4． （02）设常数
2
1≠a ，则 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+−
∞→

n

n an
nan

)21(
12lnlim           ． 

解：
aananan

nan a
a

an

n

n

n

n

n 21
1eln

)21(
11lnlim

)21(
11lnlim

)21(
12lnlim 21

121
1)21(

−
==⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+− −
−

⋅−

∞→∞→∞→
， 

填空：
a21

1
−

． 

5． （05）极限 =
+∞→ 1

2sinlim 2x
xx

x
          ． 

解：当 ∞→x 时，
1

2~
1

2sin 22 ++ x
x

x
x

，有 2
1

2lim
1

2sinlim 2

2

2 =
+

=
+ ∞→∞→ x

x
x

xx
xx

， 

填空：2． 

6． （06） =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + −

∞→

n

n
n

n

)1(1lim           ． 

解：当 n为偶数时， )(111 )1(

∞→→
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + −

n
n

n
n

n
n

；当 n为奇数时， )(1
1

1 )1(

∞→→
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + −

n
n

n
n

n
n

； 

则 11lim
)1(

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + −

∞→

n

n
n

n
， 

填空：1． 

7． （08）设函数
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

≤+
= .||,

||
2

;||,1
)(

2

cx
x

cxx
xf  在 ),( ∞+−∞ 内连续，则 =c           ． 

解：因 1)1(lim)(lim 22 +=+=
−− →→

cxxf
cxcx

，
cx

xf
cxcx

2
||

2lim)(lim ==
++ →→

，且 )(lim)(lim xfxf
cxcx +− →→

= 时 )(xf 连续， 

则
c

c 212 =+ ，得 1=c 或 2−=c ，但显然有 0≥c ，即 1=c ， 

填空：1． 
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第三章 导数与微分 
一．选择题： 

1． （95）设函数
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠=
.0,0

;0,1sin||)( 2

x

x
x

xxf  则 )(xf 在点 0=x 处（       ） 

（A）极限不存在．  （B）极限存在但不连续． 

（C）连续但不可导．  （D）可导． 

解：因 )0(01sin||lim)(lim
00

f
x

xxf
xx

===
→→

，即 )(xf 在点 0=x 连续， 

又
xx

x
x

fxff
xx

1sin
||

lim
0

)0()(lim)0(
00 →→

=
−
−

=′ 不存在，即 )(xf 在点 0=x 不可导， 

选择：（C）． 

2． （96）设 )(xf 处处可导，则（       ） 

（A）当 +∞=′
+∞→

)(lim xf
x

时，必有 +∞=
+∞→

)(lim xf
x

． 

（B）当 +∞=
+∞→

)(lim xf
x

时，必有 +∞=′
+∞→

)(lim xf
x

． 

（C）当 −∞=′
−∞→

)(lim xf
x

时，必有 −∞=
−∞→

)(lim xf
x

． 

（D）当 −∞=
−∞→

)(lim xf
x

时，必有 −∞=′
−∞→

)(lim xf
x

． 

解：如取 xxf =)( ，有 +∞=
+∞→

)(lim xf
x

且 −∞=
−∞→

)(lim xf
x

，但 1)( =′ xf ，排除（B）、（D）， 

又取 2)( xxf = ，有 xxf 2)( =′ ， −∞=′
−∞→

)(lim xf
x

，但 +∞=
−∞→

)(lim xf
x

，排除（C）， 

选择：（A）． 

3． （97）若 )()()( +∞<<−∞=− xxfxf ，在 )0,(−∞ 内 0)( >′ xf 且 0)( <′′ xf ，则在 ),0( ∞+ 内有

（       ） 

（A） 0)(,0)( <′′>′ xfxf ． （B） 0)(,0)( >′′>′ xfxf ． 

（C） 0)(,0)( <′′<′ xfxf ． （D） 0)(,0)( >′′<′ xfxf ． 

解：因 )(xf 是偶函数，则 )(xf ′ 是奇函数， )(xf ′′ 是偶函数， 

选择：（C）． 

4． （98）设周期函数 )(xf 在 ),( ∞+−∞ 内可导，周期为 4，又 1
2

)1()1(lim
0

−=
−−

→ x
xff

x
，则曲线 )(xfy =

在点 ))5(,5( f 处的切线的斜率为（       ） 

（A）
2
1
． （B）0． （C） 1− ． （D） 2− ． 

解：因 1)1(
2
1

)(2
)1()](1[lim

2
)1()1(lim

00
−=′=

−⋅
−−+

=
−−

→→
f

x
fxf

x
xff

xx
，得 2)1( −=′f ， 

又由于 )(xf 是周期为 4 的周期函数， 2)1()5( −=′=′ ff ，即 5=x 时的切线斜率为 2− ， 
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选择：（D）． 
5． （00）设函数 )(xf 在点 ax = 处可导，则函数 |)(| xf 在点 ax = 处不可导的充分条件是（       ） 

（A） 0)( =af 且 0)( =′ af ． （B） 0)( =af 且 0)( ≠′ af ． 

（C） 0)( >af 且 0)( >′ af ． （D） 0)( <af 且 0)( <′ af ． 

解：假设 0)( >af ，则在 a 的某邻域内 0)( >xf ， )(|)(| xfxf = ， |)(| xf 在点 ax = 处可导，矛盾； 
假设 0)( <af ，则在 a 的某邻域内 0)( <xf ， )(|)(| xfxf −= ， |)(| xf 在点 ax = 处可导，矛盾； 
故 0)( =af ． 

因 )(xf 在点 ax = 处可导，有 )()( afaf −+ ′=′ ； |)(| xf 在点 ax = 处不可导，有 )()( afaf −+ ′−≠′ ； 

故 0)( ≠′ af ． 

选择：（B）． 

6． （03）设函数 )(|1|)( 3 xxxf ϕ−= ，其中 )(xϕ 在 1=x 处连续，则 0)1( =ϕ 是 )(xf 在 1=x 处可导的

（       ） 
（A）充分必要条件．  （B）必要但非充分条件． 
（C）充分但非必要条件． （D）既非充分也非必要条件． 

解： )1(3)(
1

|1|lim
1

)1()(lim)1(
3

11
ϕϕ =

−
−

=
−
−

=′
++ →→

+ x
x

x
x

fxff
xx

， )1(3
1

)1()(lim)1(
1

ϕ−=
−
−

=′
−→

− x
fxff

x
， 

选择：（A）． 

7． （03）设 )(xf 为不恒等于零的奇函数，且 )0(f ′ 存在，则函数
x
xfxg )()( = （       ） 

（A）在 0=x 处左极限不存在． （B）有跳跃间断点 0=x ． 
（C）在 0=x 处右极限不存在． （D）有可去间断点 0=x ． 

解：首先 0=x 处 )(xg 无定义，是 )(xg 的间断点． 

因 )0(f ′ 存在，即 )0(f 有定义，而 )(xf 为奇函数，有 )()( xfxf −=− ， 

则取 0=x ，得 )0()0( ff −= ，即 0)0( =f ， 

故 )0(
1

)(lim)(lim)(lim
0

0
0

00
fxf

x
xfxg

xxx
′=

′
==

→→→
，在 0=x 处 )(xg 极限存在， 

选择：（D）． 
8． （05）以下四个命题中，正确的是（       ） 

（A）若 )(xf ′ 在 )1,0( 内连续，则 )(xf 在 )1,0( 内有界． 

（B）若 )(xf 在 )1,0( 内连续，则 )(xf 在 )1,0( 内有界． 

（C）若 )(xf ′ 在 )1,0( 内有界，则 )(xf 在 )1,0( 内有界． 

（D）若 )(xf 在 )1,0( 内有界，则 )(xf ′ 在 )1,0( 内有界． 

解：在开区间内连续，不能说明有界，排除（A）、（B）， 

如
x

xf 1)( = ，有 )(xf 与 )(xf ′ 都在 )1,0( 内连续，但 )(xf 在 )1,0( 内无界． 



 6

又如 xxf =)( ，有 )(xf 在 )1,0( 内有界，但
x

xf
2

1)( =′ 在 )1,0( 内无界，排除（D）， 

选择：（C）． 

9． （06）设函数 )(xfy = 具有二阶导数，且 0)(,0)( >′′>′ xfxf ， x∆ 为自变量 x在点 0x 处的增量， y∆

与 dy 分别为 )(xf 在点 0x 处的增量与微分，若 0>∆x ，则（       ） 

（A） ydy ∆<<0 ． （B） dyy <∆<0 ． （C） 0<<∆ dyy ． （D） 0<∆< ydy ． 

解：因 0)(,0)( >′′>′ xfxf ，由导数几何意义知函数 )(xfy = 单调增加且上凹， 

图形上 y∆ 是函数曲线上的增量， dy 是切线上的增量，可知 ydy ∆<<0 ， 

也可根据 0)( >∆′= yxfdy ， 

且 dyxxfxoxxfxxfxfxxfy =∆′>∆+∆
′′

+∆′=−∆+=∆ )()(
2

)()()()( 22 ，可知 ydy ∆<<0 ， 

选择：（A）． 

10．（06）设函数 )(xf 在 0=x 处连续，且 1)(lim 2

2

0
=

→ x
xf

x
，则（       ） 

（A） 0)0( =f 且 )0(f ′ 存在． （B） 1)0( =f 且 )0(f ′ 存在． 

（C） 0)0( =f 且 )0(+′f 存在． （D） 1)0( =f 且 )0(+′f 存在． 

解：因 )(xf 在 0=x 处连续，有 001)(lim)(lim)0( 2
2

2

0

2

0
=×=⋅==

→→
x

x
xfxff

xx
， 

且 0→x 时， +→ 02x ，有 1)0()0()(lim)(lim 2

2

02

2

0 2
=′=

−
= +

→→ +
f

x
fxf

x
xf

xx
， 

选择：（C）． 
11．（07）设函数 )(xf 在 0=x 处连续，下列命题错误的是（       ） 

（A）若
x
xf

x

)(lim
0→

存在，则 0)0( =f ． （B）若
x

xfxf
x

)()(lim
0

−+
→

存在，则 0)0( =f ． 

（C）若
x
xf

x

)(lim
0→

存在，则 )0(f ′ 存在． （D）若
x

xfxf
x

)()(lim
0

−−
→

存在，则 )0(f ′ 存在． 

解：因 )(xf 在 0=x 处连续，若
x
xf

x

)(lim
0→

存在，有 0)(limlim)(lim)(lim)0(
0000

=⋅=⋅==
→→→→ x

xfx
x
xfxxff

xxxx
， 

且
x
xf

x
fxff

xx

)(lim
0

)0()(lim)0(
00 →→

=
−
−

=′ 存在，排除（A）、（C）； 

若
x

xfxf
x

)()(lim
0

−+
→

存在，有 0)()(lim)]()([lim)0(2
00

=
−+

⋅=−+=
→→ x

xfxfxxfxff
xx

，排除（B）； 

而若
x

xfxf
x

)()(lim
0

−−
→

存在，则不一定有 )0(f ′ 存在， 

如 ||)( xxf = ，有 0||||lim)()(lim
00

=
−−

=
−−

→→ x
xx

x
xfxf

xx
，但 )0(f ′ 不存在， 

选择：（D）． 
12．（07）设某商品的需求函数为 pQ 2160 −= ，其中 pQ, 分别表示需求量和价格，如果该商品的需求弹

性的绝对值等于 1，则商品的价格是（       ） 

0 x

y 

x0
∆x

∆y
dy
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（A）10． （B）20． （C）30． （D）40． 

解：因该商品的需求弹性
p

p
p

p
dp
dQ

Q
p

Ep
EQ

2160
2)2(

2160 −
−

=−⋅
−

=⋅= ，有 1
2160

2
=

−
=

p
p

Ep
EQ

，得 4=p ， 

选择：（D）． 

13．（11）已知 )(xf 在 0=x 处可导，且 0)0( =f ，则 =
−

→ 3

32

0

)(2)(lim
x

xfxfx
x

（       ） 

（A） )0(2 f ′− ． （B） )0(f ′− ． （C） )0(f ′ ． （D）0． 

解：因 3

3

003

3

03

2

03

32

0

)0()(lim2)0()(lim)(2lim)(lim)(2)(lim
x

fxf
x

fxf
x

xf
x

xfx
x

xfxfx
xxxxx

−
−

−
=−=

−
→→→→→

 

)0()0(2)0( fff ′−=′−′= ， 

选择：（B）． 

14．（12）设函数 )(e)2)(e1(e)( 2 nxf nxxx −−−= L ，其中 n为正整数，则 =′ )0(f （       ） 

（A） )!1()1( 1 −− − nn ． （B） )!1()1( −− nn ． （C） !)1( 1nn−− ． （D） !)1( nn− ． 

解：因 nxxxnxxxnxxx nnnxf e)2)(e1(e)(ee2)1(e)(e)2(ee)( 222 LLLL −−++−⋅−+−−⋅=′ ， 

则 )!1()1()1()21(1)0( 1 −⋅−=−−⋅=′ − nnf nL ， 

选择：（A）． 
二．填空题： 

1． （95）已知 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

=
23
23

x
xfy ， 2arctan)( xxf =′ ，则 =

dx
dy

          ． 

解： 2

2

)23(
12

23
23arctan

23
23

23
23

+
⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−′=

xx
x

x
x

dx
d

x
xf

dx
dy

， 

填空：

2

2 23
23arctan

)23(
12

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+ x
x

x
． 

2． （96）设方程 yyx = 确定 y 是 x的函数，则 =dy           ． 

解：两边取对数，得 yyx lnln = ，两边关于 x求导，得 y
y

yyy
x

′⋅+′=
1ln1

，
)ln1(

1
yx

y
+

=′ ， 

填空： dx
yx )ln1(

1
+

． 

3． （96）设 )1ln( 2xxy ++= ，则 =′′′
= 3xy           ． 

解：因
22

2

222 1
1

1
1

1
12

12
11

1
1

xx
xx

xx
x

xxx
y

+
=

+

++
⋅

++
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

+
+

++
=′ ； 
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2
3

22
3

2 )1(2)1(
2
1 −−

+−=⋅+−=′′ xxxxy ； 2
5

222
5

22
3

2 )1)(12(2)1(
2
3)1(

−−−
+−=⋅+++−=′′′ xxxxxxy ； 

则
32
545 2

5

3 =⋅=′′′
−

=xy ， 

填空：
32
5

． 

4． （97）设 )(e)(ln xfxfy = ，其中 f 可微，则 =dy           ． 

解： )(e)(lne1)(ln )()( xfxf
x

xfy xfxf ′⋅⋅+⋅⋅′=′ ， 

填空： dxxfxfxf
x

xfxf
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′+′ )()( e)()(lne)(ln1

． 

5． （98）设曲线 nxxf =)( 在点 )1,1( 处的切线与 x轴的交点为 )0,( nξ ，则 =
∞→

)(lim nn
f ξ           ． 

解：因切点为 )1,1( ，切线斜率 nfk =′= )1( ，切线方程为 )1(1 −=− xny ，即 )1(1 −=− nn ξ ， 

则
nn
11−=ξ ， 1

)1(

e11lim11lim)(lim −
−⋅−

→∞→∞→∞
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

n

n

n

nnn nn
f ξ ， 

填空： 1e− ． 

6． （01）设生产函数为 βα KALQ = ，其中Q 是产出量， L是劳动投入量，K 是资本投入量，而 βα , 均

为大于零的参数，则当 1=Q 时 K 关于 L的弹性为          ． 

解： β
α

ββ
−−

= LAQK
11

，则
β
α

β
α

β
α

ββ

β
α

ββ −=⋅−⋅=⋅=
−−−

−−−−

LAQ

LLAQ
K
L

dL
dK

EL
EK

11

111

)( ， 

填空：
β
α

− ． 

7． （03）设
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠=
.0,0

;0,1cos)(
x

x
x

xxf
若

若λ

 其导函数在 0=x 处连续，则λ的取值范围是          ． 

解：因 0≠x 时，
x

x
x

xxf 1sin1cos)( 21 −− −=′ λλλ ，即 2>λ 时， 0)(lim
0

=′
→

xf
x

， 

又 0=x 时，
x

x
x

fxff
xx

1coslim)0()(lim)0( 1

00

−

→→
=

−
=′ λ ，即 1>λ 时， 0)0( =′f ， 

填空： ),2( ∞+ ． 

8． （03）已知曲线 bxaxy +−= 23 3 与 x轴相切，则 2b 可以通过 a 表示为 =2b           ． 

解：设在 0xx = 处相切，则 0333 22
00

23
0 =−=+− axbxax ，有 3

0 2, abax ±=±= ， 

填空： 64a ． 

9． （04）设
1e

elnearctan 2

2

+
−= x

x
xy ，则 =

=1xdx
dy

          ． 
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解： )1ln(e
2
1earctan)]1ln(e)[ln(e

2
1earctan 222 ++−=+−−= xxxxx xy ， x

x

x

x

x

x

dx
dy

22

2

2 e1
1e

e1
e1

e1
e

+
−

=
+

+−
+

= ， 

填空：
1e
1e

2+
−

． 

10．（06）设函数 )(xf 在 2=x 的某邻域内可导，且 )(e)( xfxf =′ ， 1)2( =f ，则 =′′′ )2(f           ． 

解： )(2)()()( eee)(e)( xfxfxfxf xfxf =⋅=′⋅=′′ ， )(3)()(2)(2 e2e2e)(2e)( xfxfxfxf xfxf =⋅=′⋅=′′′ ， 

则 3)2(3 e2e2)2( ==′′′ ff ， 

填空： 3e2 ． 

11．（07）设函数
32

1
+

=
x

y ，则 =)0()(ny           ． 

解： 22 )32(
22

)32(
1

+
−

=⋅
+

−=′
xx

y ， 33 )32(
422

)32(
22

+
×

=⋅
+
−

−=′′
xx

y ， 44 )32(
862

)32(
423

+
×−

=⋅
+
×

−=′′′
xx

y ， 

依次类推， 1
)(

)32(
2!)1(

++
××−

= n

nn
n

x
ny ，即 1

)(

3
2!)1()0( +

××−
= n

nn
n ny ， 

填空： 13
2!)1(

+

××−
n

nn n
． 

12．（08）已知函数 )(xf 连续且 2)(lim
0

=
→ x

xf
x

，则曲线 )(xfy = 上对应 0=x 处切线方程为          ． 

解：因 )(xf 连续且 2)(lim
0

=
→ x

xf
x

，有 002)(lim)0(
0

=×=⋅=
→

x
x
xff

x
， 2)(lim

0
)0()(lim)0(

00
==

−
−

=′
→→ x

xf
x

fxff
xx

， 

则 )(xfy = 上对应 0=x 处切线方程为 )0)(0()0( −′=− xffy ，即 )0(20 −=− xy ， xy 2= ， 

填空： xy 2= ． 

13．（09）设某产品的需求函数为 )(PQQ = ，其对应价格 P 的弹性 2.0=Pξ ，则当需求量为 10000 件时，

价格增加 1 元会使产品收益增加          元． 

解：因 2.0=⋅
dP
dQ

Q
P

，有
P

dP
Q
dQ 2.0= ，两边积分得 CPQ lnln2.0ln += ，即 2.0CPQ = ， 

则收益 2.1)( CPPQPR == ，有 QCP
dP
dR 2.12.1 2.0 == ，即 12000

10000

=
=QdP

dR
， 

故价格增加 1 元会使产品收益增加 12000 元， 
填空：12000． 

14．（10）设某商品的收益函数为 )( pR ，收益弹性为 31 p+ ，其中 p 为价格，且 1)1( =R ，则 =)( pR       ． 

解：因收益弹性 31 p
R
p

dp
dR

+=⋅ ，有 dpp
pR

dR
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= 21

， 

两边积分，得 CppR ln
3

lnln
3

++= ，即 3

3

e)(
p

CppR = ， 
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因 1)1( =R ，有 3
1

e1 C= ， 3
1

e
−

=C ，即 3
13

e)(
−

=
p

ppR ， 

填空： 3
13

e
−p

p ． 

15．（11）设 t
x

t
txxf )31(lim)(

0
+=

→
，则 =′ )(xf           ． 

解：因 xx
t

t
t
x

t
xtxtxxf 33

3
1

00
e)31(lim)31(lim)( =+=+=

⋅

→→
，有 xxx xxxf 333 e)31(3ee)( +=⋅⋅+=′ ， 

填空： xx 3e)31( + ． 

16．（11）曲线 yyx e
4
πtan =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ 在点 )0,0( 处的切线方程为          ． 

解：方程两边关于 x求导，得 yyyx y ′⋅=′+⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ e)1(

4
πsec2 ， 

则

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=′

4
πsece

4
πsec

2

2

yx

yx
y

y
，即 2

21
2

4
πsece

4
πsec

20

2

0
−=

−
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=′
=x

y ， 

可得点 )0,0( 处的切线方程为 )0()2(0 −⋅−=− xy ，即 xy 2−= ， 
填空： xy 2−= ． 

17．（12）设函数
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−
≥

=
.1,12
,1,ln)(

xx
xxxf  )]([ xffy = ，求 =

=0xdx
dy           ． 

解：因 )()]([ xfxff
dx
dy ′⋅′= ，有 )0()]0([

0

fff
dx
dy

x

′⋅′=
=

， 

又因 1<x 时， 12)( −= xxf ，有 1)0( −=f 且 2)( =′ xf ，可得 2)1()0( =−′=′ ff ， 

则 4)0()1()0()]0([
0

=′⋅−′=′⋅′=
=

fffff
dx
dy

x

， 

填空：4． 
三．解答题： 

1． （02）设某商品需求量Q 是价格 p 的单调减少函数： )( pQQ = ，其需求弹性 0
192

2
2

2

>
−

=
p

pη ， 

（1）设 R 为总收益函数，证明 )1( η−= Q
dp
dR

； 

（2）求 6=p 时，总收益对价格的弹性，并说明其经济意义． 

解：（1）因
Q
p

dp
dQ

Ep
EQ

⋅−=−=η ，即 η
p
Q

dp
dQ

−= ， 
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故 )1()( ηη −=−=+== QQQ
dp
dQpQpQ

dp
d

dp
dR

． 

（2）因 2

2

2

2

192
3192

192
211)1(

p
p

p
p

pQ
pQ

R
p

dp
dR

Ep
ER

−
−

=
−

−=−=⋅−=⋅= ηη ， 

故 6=p 时， 5385.0
156
84

== &
Ep
ER

，即价格上涨 1%，收益大约增加 0.5385%． 
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第四章 微分中值定理及导数应用 
一．选择题： 

1． （96）设 0)()( 00 =′′=′ xfxf ,  0)( 0 >′′′ xf ，则下列选项正确的是（       ） 

（A） )( 0xf ′ 是 )(xf ′ 的极大值． （B） )( 0xf 是 )(xf 的极大值． 

（C） )( 0xf 是 )(xf 的极小值． （D） ))(,( 00 xfx 是曲线 )(xfy = 的拐点． 

解：设 )()( xfxg ′= ，即 0)(,0)( 00 >′′=′ xgxg ，  

则 )( 0xg 是 )(xg 的极小值，即 )( 0xf ′ 是 )(xf ′ 的极小值，排除（A）， 

在 0x 的某邻域内 0x 两侧都有 0)()( 0 =′>′ xfxf ，即 )( 0xf 不是 )(xf 的极值，排除（B）、（C）， 

选择：（D）． 

2． （01）设 )(xf 的导数在 ax = 处连续，又 1)(lim −=
−
′

→ ax
xf

ax
，则（       ） 

（A） ax = 是 )(xf 的极小值点． 
（B） ax = 是 )(xf 的极大值点． 
（C） ))(,( afa 是曲线 )(xfy = 的拐点． 
（D） ax = 不是 )(xf 的极值点， ))(,( afa 也不是曲线 )(xfy = 的拐点． 

解：因 0)1(0)()(lim)(lim)( =−⋅=
−
′

⋅−=′=′
→→ ax

xfaxxfaf
axax

， 

又因 01)(lim <−=
−
′

→ ax
xf

ax
，即在 a 的某邻域内 0)(

<
−
′

ax
xf

， 

在该邻域内，当 ax < 时， 0)( >′ xf ；当 ax > 时， 0)( <′ xf ，即 ax = 是 )(xf 的极大值点， 

选择：（B）． 

3． （02）设函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上有定义，在开区间 ）ba,( 内可导，则（       ） 

（A）当 0)()( <bfaf 时，存在 ）ba,(∈ξ ，使 0)( =ξf ． 

（B）对任何 ）ba,(∈ξ ，有 0)]()([lim =−
→

ξ
ξ

fxf
x

． 

（C）当 )()( bfaf = 时，存在 ）ba,(∈ξ ，使 f ′(ξ ) = 0． 

（D）存在 ）ba,(∈ξ ，使 ))(()()( abfafbf −′=− ξ ． 

解：当 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上连续时，（A）、（C）、（D）才成立． 
选择：（B）． 

4． （03）曲线
2

1

e xxy = （       ） 

（A）仅有水平渐近线．  （B）仅有铅直渐近线． 
（C）既有铅直又有水平渐近线． （D）既有铅直又有斜渐近线． 

解：因 ∞=
∞→

2
1

elim x
x

x ，没有水平渐近线，排除（A）、（C）， 
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∞==
−

−
==

→→→→

∞
∞

2

2
2

2
1

0

2

1

3

0

1

0

1

0
e2lim1

e2

lim1
elimelim x

x

x

x

x

x
x

x x
x

x

x

x ，有铅直渐近线 0=x ， 

01elim
2

1

≠=
∞→ x

x x

x
， 0e2lim1

e2

lim1
1elim)e(lim 2

2

0
02

2
1

2

1

3

1
1

==
−

−
=

−
=−

∞→∞→∞→∞→
x

x

x

x

x

x
x

x x
x

x

x

xx ，有斜渐近线 xy = ， 

选择：（D）． 
5． （04）设 |)1(|)( xxxf −= ，则（       ） 

（A） 0=x 是 )(xf 的极值点，但 )0,0( 不是曲线 )(xfy = 的拐点． 

（B） 0=x 不是 )(xf 的极值点，但 )0,0( 是曲线 )(xfy = 的拐点． 

（C） 0=x 是 )(xf 的极值点，且 )0,0( 是曲线 )(xfy = 的拐点． 
（D）不是 )(xf 的极值点， )0,0( 也不是曲线 )(xfy = 的拐点． 

解：当 0<x 时， 2)1()( xxxxxf +−=−−= ， 021)( <+−=′ xxf ， 02)( >=′′ xf ； 

当
2
10 << x 时， 2)1()( xxxxxf −=−= ， 021)( >−=′ xxf ， 02)( <−=′′ xf ； 

由于 )(xf 在 0=x 处连续，且 )(xf ′ 与 )(xf ′′ 都在 0=x 两侧异号， 

选择：（C）． 

6． （04）设 )(xf ′ 在 ],[ ba 上连续，且 0)(,0)( <′>′ bfaf ，则下列结论中错误．．的是（       ） 

（A）至少存在一点 ),(0 bax ∈ ，使得 )()( 0 afxf > ． 

（B）至少存在一点 ),(0 bax ∈ ，使得 )()( 0 bfxf > ． 

（C）至少存在一点 ),(0 bax ∈ ，使得 0)( 0 =′ xf ． 

（D）至少存在一点 ),(0 bax ∈ ，使得 0)( 0 =xf ． 

解：因 )()()()( xoxafafxaf ∆+∆′+=∆+ ，若 0)( >′ af ，当 0>∆x 且很小时， )()( afxaf >∆+ ， 

)()()()( xoxbfbfxbf ∆+∆′+=∆+ ，若 0)( <′ bf ，当 0<∆x 且很小时， )()( bfxbf >∆+ ， 

又因 0)(,0)( <′>′ bfaf ，对 )(xf ′ 在 ],[ ba 上应用介值定理，存在 ),(0 bax ∈ ，使得 0)( 0 =′ xf ， 

故（A）、（B）、（C）都正确， 

选择：（D）． 

7． （05）当 a 取下列哪个值时，函数 axxxxf −+−= 1292)( 23 恰有两个不同的零点（       ） 

（A）2． （B）4． （C）6． （D）8． 

解：设 axxxxf −+−= 1292)( 23 ，令 012186)( 2 =+−=′ xxxf ，得 1=x 与 2=x ，有两个极值点， 

当 )1(f 与 )2(f 异号时，在 ),2(),2,1(),1,( ∞+−∞ 内各有一个零点，即三个不同零点； 
当 )1(f 与 )2(f 同号时，将只有一个零点． 
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要使得 )(xf 恰有两个不同的零点，应有 05)1( =−= af 或 04)2( =−= af ，即 5=a 或 4=a ， 
选择：（B）． 

8． （05）设 xxxxf cossin)( += ，下列命题中正确的是（       ） 

（A） )0(f 是极大值， ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
πf 是极小值． （B） )0(f 是极小值， ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
πf 是极大值． 

（C） )0(f 是极大值， ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
πf 也是极大值． （D） )0(f 是极小值， ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
πf 也是极小值． 

解： xxxf cos)( =′ ，有 0
2
π)0( =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′=′ ff ，且 xxxxf sincos)( −=′′ ，有 0

2
π

2
π,01)0( <−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′′>=′′ ff ， 

选择：（B）． 

9． （07）曲线 )e1ln(1 x

x
y ++= 的渐近线的条数为（       ） 

（A）0． （B）1． （C）2． （D）3． 

解：因 01ln0)e1ln(1lim =+=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++

−∞→

x

x x
， ∞=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++

+∞→
)e1ln(1lim x

x x
，有一条水平渐近线 0=y ， 

∞=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++

→
)e1ln(1lim

0

x

x x
，有一条铅直渐近线 0=x ， 

01
1e

1lim
e1

elim)e1ln(lim0)e1ln(1limlim 2 ≠=
+

=
+

=
+

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+= −+∞→+∞→+∞→+∞→+∞→

∞
∞

xxx

x

x

x

x

x

xx xxxx
y

， 

0)1ln(e1lim
e

e1ln1lim)e1ln(1lim)(lim =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −++=− −

+∞→+∞→+∞→+∞→

x

xx

x

x

x

xx xx
x

x
xy ， 

有一条斜渐近线 xy = ， 
选择：（D）． 

10．（09）当 0→x 时， axxxf sin)( −= 与 )1ln()( 2 bxxxg −= 是等价无穷小，则（       ） 

（A）
6
1,1 −== ba ． （B）

6
1,1 == ba ． （C）

6
1,1 −=−= ba ． （D）

6
1,1 =−= ba ． 

解：因 20

0
0

30200 3
cos1limsinlim

)1ln(
sinlim

)(
)(lim

bx
axa

bx
axx

bxx
axx

xg
xf

xxxx −
−

=
−
−

=
−

−
=

→→→→
， 

当 1≠a 时， 1
3
cos1lim

)(
)(lim 200

≠∞=
−
−

=
→→ bx

axa
xg
xf

xx
， 

当 1=a 时， 1
6
1

6
sinlim

3
cos1lim

)(
)(lim

0

0
0

200
=−=

−
=

−
−

=
→→→ bbx

x
bx

x
xg
xf

xxx
， 

故
6
1,1 −== ba ， 

选择：（A）． 
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11．（10）若 1e11lim
0

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

→

x

x
a

xx
，则 a 等于（       ） 

（A）0． （B）1． （C）2． （D）3． 

解：因 11e)1(lim
1

e)1(e)(0lime)1(1lime11lim
00

0
0

00
=−=+−=

−−−−
=

−−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

→→→→
aaxaaxa

x
axa

xx
x

x

xx

x

x

x

x

x
， 

则 2=a ， 
选择：（C）． 

12．（10）设函数 )(),( xgxf 具有二阶导数，且 )(xg ′′ 小于零， axg =)( 0 是 )(xg 的极值，则 ))(( xgf 在 0x

取得极大值的一个充分条件是（       ） 

（A） 0)( <′ af ． （B） 0)( >′ af ． （C） 0)( <′′ af ． （D） 0)( >′′ af ． 

解：设 ))(( xgfy = ，有 )())(( xgxgfy ′⋅′=′ ， )())(()]([))(( 2 xgxgfxgxgfy ′′⋅′+′⋅′′=′′ ， 

因 axg =)( 0 是 )(xg 的极值，有 0)( 0 =′ xg ， 

则 0)())(( 000
=′⋅′=′

=
xgxgfy xx ， )()()())(()]([))(( 000

2
000

xgafxgxgfxgxgfy
xx

′′′=′′⋅′+′⋅′′=′′
=

， 

因 0)( <′′ xg ， 

则当 0)( >′ af 时， 0
0
=′

=xxy 且 0)()( 00
<′′′=′′

=
xgafy xx ，即 ))(( xgfy = 在 0x 取得极大值， 

选择（B）． 

13．（10）设 xxf 10ln)( = ， xxg =)( ， 10e)(
x

xh = ，则当 x充分大时有（       ） 

（A） )()()( xfxhxg << ． （B） )()()( xfxgxh << ． 
（C） )()()( xhxgxf << ． （D） )()()( xhxfxg << ． 

解：因 0!10limln90limln10lim
1

1ln10
limlnlim

)(
)(lim

89
9

10

=====
⋅

==
+∞→+∞→

∞
∞

+∞→+∞→

∞
∞

+∞→+∞→ xx
x

x
xx

x

x
x

xg
xf

xxxxxx
L ， 

∞=
⋅

==
+∞→

∞
∞

+∞→+∞→ 1
10
1e

limelim
)(
)(lim

10
10

x
x

xxx xxg
xh

， 

则当 x充分大时，有 )()( xfxg > 且 )()( xhxg < ， 
选择：（C）． 

14．（11）已知当 0→x 时， xxxf 3sinsin3)( −= 与 kcx 是等价无穷小，则（       ） 

（A） 4,1 == ck ． （B） 4,1 −== ck ． （C） 4,3 == ck ． （D） 4,3 −== ck ． 

解：因 30

0
0

20

0
0

10

0
0

0 )2(1(
3cos27cos3lim

)1(
3sin9sin3lim3cos3cos3lim3sinsin3lim

−→−→−→→ −−
+−

=
−
+−

=
−

=
−

kxkxkxkx xkkck
xx

xkck
xx

ckx
xx

cx
xx

， 

当 3=k 时，
cckkck

xx
cx

xx
xkx

4
6

273
)2(1(
3cos27cos3lim3sinsin3lim

00
=

+−
=

−−
+−

=
−

→→
， 
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则 4,3 == ck ， 
选择：（C）． 

15．（12）曲线
12

2

−
+

=
x

xxy 渐近线的条数为（       ） 

（A）0． （B）1． （C）2． （D）3． 

解：因 1
1

lim 2

2

=
−
+

+∞→ x
xx

x
，且 ∞=

−
+

→ 1
lim 2

2

1 x
xx

x
， ∞≠=

−
=

−
+

−→−→ 2
1

1
lim

1
lim

12

2

1 x
x

x
xx

xx
， 

则
12

2

−
+

=
x

xxy 有一条水平渐近线 1=y 和一条铅垂渐近线 1=x ， 

选择：（C）． 
二．填空题： 

1． （00）若 0,0 >> ba 均为常数，则 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
→

xxx

x

ba
3

0 2
lim           ． 

解：因
x
ba

baxx

x

xxx

x

xx

xxbaba 2
)2(3

2
2

0

3

0 2
21lim

2
lim

−+
⋅

−+

→→ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −+
+=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
， 

)ln(
2
3

2
)ln(ln3

2
)lnln(3lim

2
)2(3lim

00

0
0

abbabbaa
x
ba xx

x

xx

x
=

+
=

+
=

−+
→→

， 

故 2
3)ln(

2
3

3

0
)(e

2
lim abba abxxx

x
==⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
→

． 

填空： 2
3

)(ab ． 

2． （03）极限 =++
→

x
x

x
2

0
)]1ln(1[lim           ． 

解： x
x

x

x
x

x
xx

)1ln(2
)1ln(

1

0

2

0
)]1ln(1[lim)]1ln(1[lim

+
⋅

+

→→
++=++ ，且 2

1
2lim)1ln(2lim

00

0
0

=
+

=
+

→→ xx
x

xx
， 

填空： 2e ． 

3． （04）若 5)(cos
e
sinlim

0
=−

−→
bx

a
x

xx
，则 =a           ， =b           ． 

解：因分子极限 0)(cossinlim
0

=−
→

bxx
x

，要使得原极限等于 5，必须有分母极限 01)(elim
0

=−=−
→

aax

x
， 

则 1=a ，且 5)1(1)(cos
e

coslim)(cos
e
sinlim

00

0
0

=−⋅=−=−
− →→

bbxxbx
a
x

xxxx
，得 4−=b ， 

填空：1， 4− ． 

4． （07） =+
+

++
+∞→

)cos(sin
2

1lim 3

23

xx
x

xx
xx

          ． 

解：因 0
6)2(ln2

6lim
6)2(ln2

26lim
32ln2

23lim
2

1lim 322

2

3

23

=
+

=
+

+
=

+
+

=
+

++
+∞→+∞→+∞→+∞→

∞
∞

∞
∞

∞
∞

xxxxxxxx x
x

x
xx

x
xx

，且 xx cossin + 有界， 

故 0)cos(sin
2

1lim 3

23

=+
+

++
+∞→

xx
x

xx
xx

， 
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填空：0． 

5． （09） =
−+

−
→ 11

eelim
3 2

cos

0 x

x

x
          ． 

解： e
2
3

2
sinlime3cos1lime3

3
1

)1(coselim

1)1(

)1(eelim
11

eelim
0

0
0

2020
3
1

2

1cos

03 2

cos

0
==

−
=

−−
=

−+

−−
=

−+

−
→→→

−

→→ x
x

x
x

x

x

xx xxx

x

x

x

x
， 

填空： e
2
3

． 

6． （10）若曲线 123 +++= bxaxxy 有拐点 )0,1(− ，则 =b           ． 

解：因曲线 123 +++= bxaxxy 过点 )0,1(− ，有 110 +−+−= ba ，即 ba = ， 

又因 axy 26 +=′′ ，且点 )0,1(− 是拐点，有 0261 =+−=′′
−=

ay x
，即 3=a ， 

则 3=b ， 
填空：3． 

7． （12） =−

→

xx

x
x sincos

1

4
π

)(tanlim           ． 

解：设 xxxy sincos
1

)(tan −= ，有
xx

xx
xx

y
sincos

)ln(tan)ln(tan
sincos

1ln
−

=
−

= ， 

则 2

2
2

2
2

)2(1
cossin

sec
tan

1

lim
sincos

)ln(tanlimlnlim
2

2

4
π

0
0

4
π

4
π

−=
−−

⋅
=

−−

⋅
=

−
=

→→→ xx

x
x

xx
xy

xxx
，即 2

4
π

elim −

→
=y

x
， 

填空： 2e− ． 

三．解答题： 

1． （95）假设函数 f (x) 在[0, 1]上连续，在(0, 1)内二阶可导，过点 A(0,  f (0))与 B (1,  f (1))的直线与曲线

y = f (x)相交于点 C (c,  f (c))，其中 0 < c < 1，证明：在(0, 1)内至少存在一点ξ ，使 f ″(ξ ) = 0． 

解：因 C 在直线 AB 上，斜率 kAC = kBC ，即
c

cff
c

fcf
−
−

=
−
−

1
)()1(

0
)0()(

， 

由已知条件，f (x)在[0, c]、[c, 1]上连续，在(0, c)、(c, 1)内可导，根据拉格朗日定理知： 

存在ξ1 ∈ (0, c)和ξ 2 ∈ (c, 1)，使得 )(
1

)()1(
0

)0()()( 21 ξξ f
c

cff
c

fcff ′=
−
−

=
−
−

=′ 成立， 

因 f (x)在(0, 1)内二阶可导，故 f ′(x)在[ξ1, ξ 2]上连续，在(ξ1, ξ 2)内可导，f ′(ξ1) = f ′(ξ 2)， 
故由罗尔定理知至少存在一点ξ ∈ (ξ1, ξ 2) ⊂ (0, 1)，使 f ″(ξ ) = 0． 

2． （95）设 p, q 是大于 1 的常数，且 111 =+
qp

，证明：对于任意 x > 0，有 x
q

x
p

p ≥+ 11 ． 

解：设 x
q

x
p

xf p −+=
11)( ，有 f ′(x) = x p−1 − 1，令 f ′(x) = 0，得 x = 1，因 f ″(x) = (p −1)x p−2 > 0， 

则 f (x)在 x = 1 处取得极小值，由于 x = 1 是唯一驻点，即 f (x)在 x = 1 处取得最小值 f (1) = 0， 
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故 x > 0 时，f (x) ≥ f (1) = 0，即 x
q

x
p

p ≥+ 11 ． 

3． （95）运用导数的知识作函数 xxy
1

e)6( += 的图形． 

解：定义域 ),0()0,( ∞+−∞ U ．因 xxx

x
xx

x
xy

1

2

2

2

11

e61e)6(e1 −−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅++⋅=′ ， 

令 0=′y ，得 2−=x 或 3=x ， 

又因 xxx

x
x

xx
xx

x
xxxxxy

1

42

1

2

21

4

22

e6131e6e)6(2)12( +
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅

−−
+⋅

−−−⋅−
=′′ ， 

令 0=′′y ，得
13
6

−=x ， 

列表： 
x (−∞, −2) −2 (−2, −6/13) −6/13 (−6/13, 0) (0, 3) 3 (3, +∞) 
y′ + 0 − − − − 0 + 
y″ − − − 0 + + + + 

y ↗∩ 极大 ↘∩ 拐点 ↘∪ ↘∪ 极小 ↗∪ 
则在 )2,( −−∞ 与 ),3( ∞+ 内单调增加，在 )0,2(− 与 )3,0( 内单调减少， 

极大值 2
1

2
e4
−

−=
=

x
y ，极小值 3

1

3
e9=

=x
y ； 

且在 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−

13
6, 内下凹，在 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− 0,

13
6

与 ),0( ∞+ 内上凹，拐点为 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
6

13

e
13
72,

13
6

． 

因 ∞=+
∞→

x
x

x
1

e)6(lim ，即没有水平渐近线； 

又因 ∞=+
+→

x

x
x

1

0
e)6(lim ， 0e)6(lim

1

0
=+

−→

x

x
x ，即存在铅直渐近线 0=x ， 

又因 01e6limlim
1

≠=
+

=
∞→∞→

x
xx x

x
x
y

， 

且 76
1

1e
lim6

1
1elim]e6)1(e[lim]e)6[(lim

2

2

1

0
01

111

=+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅

=+
−

=+−=−+=
∞→∞→∞→∞→

x

x

x

xaxxb

x

x

x

x
xx

x
x

x
， 

则 7+= xy 是一条斜渐近线． 

取特殊点 )e5,1(),0,6( 1−−− 等，作图：（见右上方） 

4． （95）已知某厂生产 x 件产品的成本为 2
40
120025000 xxC ++= （元），问 

（1）要使平均成本最小，应生产多少件产品？ 
（2）若产品以每件 500 元售出，要使利润最大，应生产多少件产品？ 

解：（1）平均成本 x
xx

xCxC
40
120025000)()( ++== ，令 0

40
125000)( 2 =+−=′

x
xC ， 

得 x = ±1000（负值舍去），即 x = 1000 是唯一驻点，且 050000)( 3 >=′′
x

xC ， 

−6  0   3       x

y 
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故生产 1000 件产品时，平均成本最小为 250)1000( =C （元）． 

（2）产品以每件 500 元售出，收益 R (x) = 500x，利润 2

40
130025000)()()( xxxCxRxL −+−=−= ， 

令 xxL
20
1300)( −=′ ，得 x = 6000，唯一驻点，且 0

20
1)( <−=′′ xL ， 

故生产 6000 件产品时，利润最大为 L (6000) = 875000（元）． 

5． （95）设某产品的成本函数为 C = aq2 + bq + c，需求函数为 )(1 pd
e

q −= ，其中 C 为成本， q 为需求

量（即产量），p 为单价；a, b, c, d, e 都是正的常数，且 d > b，求： 
（1）利润最大时的产量及最大利润； 
（2）需求对价格的弹性； 
（3）需求对价格弹性的绝对值为 1 时的产量． 

解：（1）收益 R (q) = pq = − eq 2 + dq，利润 L (q) = R (q) − C (q) = − (a + e) q 2 + (d − b) q − c， 

令 L′(q) = − 2 (a + e) q + (d − b) = 0，得
)(2 ea

bdq
+
−

= ，唯一驻点，且 L″(q) = − 2 (a + e) < 0， 

故产量
)(2 ea

bdq
+
−

= 时，利润最大为 c
ea

bdL −
+
−

=
)(4

)( 2

． 

（2）需求对价格的弹性
pd

p
epd

ep
p
q

q
p

p
q

−
−

=−⋅
−

=⋅= )1(
d
d

E
E

． 

（3）令 1
E
E

=
−

=
pd

p
p
q

，有
2
dp = ， 

故
e

dq
2

= ． 

6． （96）设
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
−

=

−

,0,0

,0,e)(
)(

x

x
x

xg
xf

x

若

若  其中 g (x)有二阶连续导数，且 g (0) = 1, g ′(0) = −1， 

（1）求 f ′(x)； 
（2）讨论 f ′(x) 在(−∞, +∞)上的连续性． 

解：（1）当 x ≠ 0 时， 2
]e)([]e)([e)()(

x
xgxgx

x
xgxf

xxx −−− −−+′
=

′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=′ ， 

且
2

1)0(
2

e)(lim
2

e)(lime)(lim
0

)0()(lim)0(
00200

0
0

0
0

−′′
=

−′′
=

+′
=

−
=

−
−

=′
−

→

−

→

−

→→

gxg
x

xg
x

xg
x

fxff
x

x

x

x

x

xx
， 

故

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
−′′

≠
−−+′

=′

−−

.0,
2

1)0(

,0,]e)([]e)([

)(
2

xg

x
x

xgxgx

xf

xx

 

（2）当 x ≠ 0 时，f ′(x) 连续， 

且 )0(
2

1)0(
2

]e)([lim]e)([]e)([lim)(lim
0200

0
0

fg
x

xgx
x

xgxgxxf
x

x

xx

xx
′=

−′′
=

−′′
=

−−+′
=′

−

→

−−

→→
， 
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故 f ′(x) 在 x = 0 处连续．f ′(x) 在(−∞, +∞)上连续． 

7． （96）设某种商品单价为 p 时，售出商品数量 Q 可以表示成 c
bp

aQ −
+

= ，其中 a, b, c 均为正数，且

a > bc， 
（1）p 在何范围变化时，使相应销售额增加或减少； 
（2）要使销售额最大，商品单价 p 应取何值？最大销售额是多少？ 

解：（1）销售额 cp
bp

appQpR −
+

==)( ，令 0
)()(

)()( 22 =−
+

=−
+

−+
=′ c

bp
abc

bp
apbpapR ，得 b

c
abcp −= ， 

当 b
c
abcp −<<0 时，R ′(p) > 0；当 b

c
abcp −> 时，R ′(p) < 0； 

故当 b
c
abcp −<<0 时，销售额增加；当 b

c
abcp −> 时，销售额减少． 

（2） b
c
abcp −= 是唯一驻点，且 0

)(
2)( 3 <
+

−=′′
bp

abpR ， 

故 b
c
abcp −= 时，销售额最大为 abcbcaR 2−+= ． 

8． （97）求极限 )0()1ln(1lim 2
20

≠⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

→
aaxa

xx
a

x
． 

解：原式
x

ax
axaaxxaa

x
axxaax

xx 2
1

)1()1ln(2
lim)1ln()1(lim

222

02

22

0

0
0

+
⋅−−++

=
+−−

=
→→

 

22
)1ln(2lim

2
)1ln(2lim

2
)1()1ln(2lim

222

0

22

0

2

0

aaaxa
x

xaaxxa
x

axaaxxaa
xxx

=
++

=
++

=
−−++

=
→→→

． 

9． （97）在经济学中，称函数 xxx LKAxQ
1

])1([)(
−−− −+= δδ 为固定替代弹性生产函数，而称函数

1Q AK Lδ δ−= 为 Cobb-Douglas 生产函数（简称 C-D 生产函数）．试证明：当 x → 0 时固定替代弹性生

产函数变为 C-D 生产函数，即有 QxQ
x

=
→

)(lim
0

． 

证： ])1([ln1ln)(ln xx LK
x

AxQ −− −+−= δδ ， 

则 xx

xx

x

xx

xx LK
LLKKA

x
LKAxQ

−−

−−

→

−−

→→ −+
−−−

−=
−+

−=
)1(

ln)1(lnlimln])1([lnlimln)(lnlim
000

0
0

δδ
δδδδ

 

= ln A + δ ln K + (1 − δ ) ln L， 

故 QLAKxQ LKA

x
=== −−++

→

δδδδ 1ln)1(lnln

0
e)(lim ． 

10．（97）一商家销售某种商品的价格满足关系 p = 7 − 0.2x（万元/吨），x 为销售量（单位：吨），商品的

成本函数是 C = 3x +1（万元）． 
（1）每销售一吨商品，政府要征税 t（万元），求该商家获最大利润时的销售量； 
（2）t 为何值时，政府税收总额最大． 

解：（1）收益 R (x) = xp = 7x − 0.2x 2，税后利润 L (x) = R (x) − C (x) − tx = − 0.2x 2 + (4 − t ) x − 1， 
令 L′(x) = − 0.4x + (4 − t) = 0，得 x = 10 − 2.5 t，唯一驻点，且 L″(x) = − 0.4 < 0， 
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故当 x = 10 − 2.5 t 时，商家获得最大利润 L = 19 − 10 t + 1.25 t 2． 
（2）政府税收 A (t) = tx = 10 t − 2.5 t 2，令 A′(t) = 10 − 5 t = 0，得 t = 2，唯一驻点，且 A″(t) = −5 < 0， 

故当 t = 2 时，政府税收总额最大为 A (2) = 10． 
11．（97）假设某种商品需求量 Q 是单价 p（单位：元）的函数：Q = 12000 − 80 p；商品的总成本 C 是需

求量 Q 的函数：C = 25000 + 50Q；每单位商品需要纳税 2 元．试求使销售利润最大的商品单价和最大

利润额． 
解：收益 R (p) = pQ = 12000 p − 80 p 2，成本 C (p) = 625000 − 4000 p， 

税后利润 L (p) = R (p) − C (p) − 2 Q (p) = − 80 p 2 + 16160 p − 649000，令 L′(p) = − 160 p + 16160 = 0， 
得 p = 101，唯一驻点，且 L″(p) = − 160 < 0， 
故商品单价 p = 101 时销售利润最大，最大利润额为 L (101) = 167080． 

12．（98）求

2
1tanlim

n

n n
n ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∞→
 （n 为自然数）． 

解：设

2
1tan

n

n
ny ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡= ，有 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

n
nny 1tanlnln 2 ，令

n
x 1
= ， 

则 3

2

0

2

2

020 2
tanseclim

2

tansec
tanlim

tan1ln
limlnlim

0
0

x
xxx

x
x

xxx
x

x

x

x
xy

xxxn

−
=

−
⋅

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=
→→→∞→

 

3
1

3
tanseclim

6
secsectansecsec2lim

2

02

22

0

0
0

==
−+⋅⋅

=
→→ x

xx
x

xxxxxx
xx

， 

故 3
1

e1tanlim
2

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∞→

n

n n
n ． 

13．（98）设函数 f (x)在[a, b]上连续，(a, b)内可导，且 f ′(x) ≠ 0，试证存在ξ , η ∈ (a, b)，使得

η

η
ξ −

−
−

=
′
′

eee
)(
)(

abf
f ab

． 

证：因 g (x) = e x在[a, b]上连续，在(a, b)内可导，根据拉格朗日定理知： 

存在η ∈ (a, b)，使得
ab

g
ab

−
−

==′ eee)( ηη ，即 1eee
=

−
− −η

ab

ab

，取ξ = η ，有 f ′(ξ ) = f ′(η ) ≠ 0， 

故 η

η
ξ −

−
−

=
′
′

eee
)(
)(

abf
f ab

． 

14．（98）设 f (x)在[a, b]上连续，(a, b)内可导，f (a) = f (b) = 1，试证存在ξ , η ∈ (a, b)，使得

1)]()([e =′+− ηηξη ff ． 

证：设 F (x) = e xf (x)，F (x)在[a, b]上连续，在(a, b)内可导，根据拉格朗日定理知： 

存在η ∈ (a, b)，使得
ab

afbfF
ab

−
−

=′ )(e)(e)(η ，即
ab

ff
ab

−
−

=′+
ee)]()([e ηηη ， 

因 e x在[a, b]上连续，在(a, b)内可导，根据拉格朗日定理知： 

存在ξ ∈ (a, b)，使得
ab

ab

−
−

=
eeeξ ，即 eη [f (η) + f ′(η )] = e ξ ， 

故 e η − ξ [f (η) + f ′(η )] = 1． 
15．（98）设某酒厂有一批新酿的好酒，如果现在（假定 t = 0）就售出，总收入为 R 0（元），如果窖藏起
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来待来日按陈酒价格出售，t 年末总收入为
t

RR 5
2

0e= ，假定银行的年利率为 r，并以连续复利计息，

试求窖藏多少年售出可使总收入的现值最大，并求 r = 0.06 时的 t 值． 

解：以连续复利计息，t 年末总收入 R 的现值为
rttrt RRty

−− == 5
2

0ee)( ，令 0)
5

1(e)( 5
2

0 =−=′
−

r
t

Rty
rtt

， 

得 225
1
r

t = ，唯一驻点，当 225
10
r

t << 时，y′(t ) > 0；当 225
1
r

t > 时，y′(t ) < 0； 

故 225
1
r

t = 时，总收入的现值最大为 rRy 25
1

0e= ．当 r = 0.06 时， 11
09.0
1

≈=t ． 

16．（99）设函数 f (x)在区间[0, 1]上连续，在(0, 1)内可导，且 f (0) = f (1) = 0, 1)
2
1( =f ．试证： 

（1）存在 )1,
2
1(∈η ，使 f (η) = η ； 

（2）对任意实数λ，必存在ξ ∈ (0, η)，使得 f ′(ξ ) − λ [ f (ξ ) − ξ ] = 1． 

证：（1）设 g (x) = f (x) − x，有 g (x)在区间 ]1,
2
1[ 上连续， 0

2
1)

2
1( >=g ，g (1) = −1 < 0， 

故根据零点存在定理知：存在η ∈ (1/2, 1)，使 g (η) = 0，即 f (η) = η ． 
（2）设 F (x) = e −λ x [ f (x) − x]，F (x)在区间[0, η]上连续，在(0, η)内可导，且 F (0) = 0 = F (η)， 

根据拉格朗日定理知：存在ξ ∈ (0, η)，使得 F ′(ξ) = e −λ ξ [ f ′ (ξ ) − 1] − λ e −λ ξ [ f (ξ ) − ξ ] = 0， 
故 f ′ (ξ ) − λ [ f (ξ ) − ξ ] = 1． 

17．（99）证明：当 0 < x < π时，有
π2

sin xx
> ． 

证：设
π2

sin)( xxxf −= ，有 f (0) = f (π ) = 0．且
π
1

2
cos

2
1)( −=′ xxf ， 

当
π
2arccos20 << x 时，f ′(x ) > 0，得 f (x) > f (0) = 0； 

当 π
π
2arccos2 << x 时，f ′(x ) < 0，得 f (x) > f (π ) = 0； 

故当 0 < x < π时，有
π2

sin xx
> ． 

18．（00）求函数
x

xy
arctan

2
π

e)1(
+

−= 的单调区间和极值，并求该函数图形的渐近线． 

解：因
xxx

x
xx

x
xy

arctan
2
π

2

2

2

arctan
2
πarctan

2
π

e
11

1e)1(e1
+++

+
+

=
+

⋅−+⋅=′ ，令 y′ = 0，得 x = −1 或 x = 0． 

且没有不可导的点，列表： 
x (−∞, −1) −1 (−1, 0) 0 (0, +∞) 
y′ + 0 − 0 + 
y ↗ 极大 ↘ 极小 ↗ 

故
x

xy
arctan

2
π

e)1(
+

−= 在(−∞, −1)与(0, +∞)内单调增加，在(−1, 0)内单调减少， 

极大值为 4
π

1 e2−=
−=xy ，极小值为 2

π

0 e−=
=xy ． 
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由于 ∞=−
+

∞→

x

x
x

arctan
2
π

e)1(lim ，且
x

xy
arctan

2
π

e)1(
+

−= 没有间断点，则没有水平与铅直渐近线． 

因 01e1lime)1(lim
arctan

2
πarctan

2
π

≠=
−

=
− +

−∞→

+

−∞→

x

x

x

x x
x

x
x

， 

且 1
1

1elim]e)1e([lim]e)1[(lim
arctan

2
π

arctan
2
πarctan

2
πarctan

2
π

−
−

=−−=−−
+

−∞→

++

−∞→

+

−∞→

x

xxx
x

x

xx

x

x

x
 

21
1

elim1
1

1
1e

lim 2

2arctan
2
π

2

2

arctan
2
π

0
0

−=−
+
−

⋅=−
−

+
⋅

=
+

−∞→

+

−∞→ x
x

x

x x

x

x

x
， 

故 y = x − 2 是一条斜渐近线． 

又因 πarctan
2
πarctan

2
π

ee1lime)1(lim =
−

=
− +

+∞→

+

+∞→

x

x

x

x x
x

x
x

， 

且 π
πarctan

2
π

arctan
2
π

πarctan
2
π

πarctan
2
π

e
1

eelim]e)ee([lim]ee)1[(lim −
−

=−−=−−
+

+∞→

++

+∞→

+

+∞→

x

xxx
x

x

xx

x

x

x
 

ππ
2

2arctan
2
π

π

2

2

arctan
2
π

e2e
1

elime
1

1
1e

lim
0
0

−=−
+
−

⋅=−
−

+
⋅

=
+

−∞→

+

+∞→ x
x

x

x x

x

x

x
， 

故 y = e π (x − 2)也是一条斜渐近线． 

19．（01）已知 f (x)在(−∞, +∞)内可导，且 exf
x

=′
∞→

)(lim ， )]1()([limlim −−=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
+

∞→∞→
xfxf

cx
cx

x

x

x
，求 c 的值． 

解：因 f (x)在[x −1, x]内连续，在(x −1, x)内可导，根据拉格朗日定理知：存在ξ ∈ (x −1, x)， 

使得 )1()(
)1(

)1()()( −−=
−−
−−

=′ xfxf
xx

xfxff ξ ，则 e)(lim)]1()([lim =′=−−
∞→∞→

ξfxfxf
xx

， 

且 c
c

c

c
c

x

c
c
x

x

x

x

x

x

x
c

x
c

x
c
x
c

cx
cx 2

)(
e

e
e

1

1
lim

1

1
limlim ==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

−
−⋅

−

⋅

∞→∞→∞→
，即 e 2c = e， 

故
1
2

c = ． 

20．（01）某商品进价为 a（元/件），根据以往经验，当销售价为 b（元/件）时，销售量为 c 件（a, b, c

均为正常数，且 ab
3
4≥ ），市场调查表明，销售价每下降 10%，销售量可增加 40%，现决定一次性降

价．试问，当销售价定为多少时，可获得最大利润？并求出最大利润． 
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解：当销售价为 b (1 − 0.1x)（元/件）时，销售量为 c (1 + 0.4x)件． 
利润 L (x) = [b (1 − 0.1x) − a ] ⋅ c (1 + 0.4x) = c (b − a) + c (0.3b − 0.4a) x − 0.04bcx 2， 

令 L′(x) = c (0.3b − 0.4a) − 0.08bcx = 0，得
b

abx
4

)43(5 −
= ，唯一驻点且 L″(x) = − 0.08bc < 0，利润最大， 

此时价格
8

45
8

43)1.01( ababbxbp +
=

−
−=−= ，利润

b
abc

b
abcabcL

16
)45(

16
)43()(

22 −
=

−
+−= ， 

故价格销售价定为
8

45 ab +
时，利润最大为

b
abc

16
)45( 2−

． 

21．（03）设函数 f (x)在[0, 3]上连续，在(0, 3)内可导，且 f (0) + f (1) + f (2) = 3,  f (3) = 1．试证必存在ξ ∈ 
(0, 3)，使 f ′(ξ ) = 0． 

解：因 f (x)在[0, 3]上连续，有 f (x)在[0, 2]上连续，f (x)在[0, 2]上存在最小值 m 与最大值 M， 

则 m ≤ f (0), f (1), f (2) ≤ M，有 Mfffm ≤=
++

≤ 1
3

)2()1()0(
， 

根据介值定理，存在η ∈ [0, 2]，使得 f (η) = 1 = f (3)， 
由于 f (x)在[η, 3]上连续，在(η, 3)内可导， 
故根据罗尔定理，存在ξ ∈ (η, 3) ⊂ (0, 3)，使得 f ′(ξ ) = 0． 

22．（03）设 )1,
2
1[,

)1(π
1

πsin
1

π
1)( ∈

−
−+= x

xxx
xf ，试补充定义 f (1)，使得 f (x)在 ]1,

2
1[ 上连续． 

解：
xxx

x
xx
xxxf

xxx πcos)1(ππsinπ
πcosππlim

π
1

πsin)1(π
πsin)1(πlim

π
1)(lim 2111

0
0

−+−
−−

+=
−

−−
+=

→→→
 

π
1

πsin)1(ππcosπ2
πsinπlim

π
1

32

2

1

0
0

=
−−−

−
+=

→ xxx
x

x
，且 f (x)在

1[ ,1)
2

内连续， 

故补充定义
π
1)(lim)1(

1
==

→
xff

x
，可使 f (x)在 ]1,

2
1[ 上连续． 

23．（03）设 a > 1，f (t) = a t − a t 在(−∞, +∞)内的驻点为 t (a)，问 a 为何值时，t (a)最小？并求出最小值． 

解：令 f ′(t) = a t ln a − a = 0，有
a

aat

ln
= ，得驻点

a
a

a
aaat

ln
)ln(ln1

ln
)ln(lnln)( −=

−
= ， 

令 0
)(ln

)ln(ln11

)( 2 =
−

−=′
a

a
aaat ，得 a = e e，唯一驻点．当 1 < a < e e时，t′(a) < 0；当 a > e e时，t′(a) > 0， 

故 a = e e时，
e
11)( −=at 为最小值． 

24．（04）求 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

→ 2

2

20

cos
sin

1lim
x

x
xx

． 

解：原式
3
4

24
4sin8lim

12
4cos22lim

4

4sin
2
12

lim
2sin

4
1

lim
sin

cossinlim
020304

22

022

222

0

0
0

0
0

0
0

==
−

=
−

=
−

=
−

=
→→→→→ x

x
x

x
x

xx

x

xx

xx
xxx

xxxxx
． 

25．（04）设某商品的需求函数为 Q = 100 − 5 p，其中价格 p ∈ (0, 20)，Q 为需求量． 
（1）求需求量对价格的弹性 E d （E d > 0）； 

（2）推导 )E1(
d
d

d−=Q
P
R

（其中 R 为收益），并用弹性 E d 说明价格在何范围内变化时，降低价格反而

使收益增加． 
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解：（1）需求量对价格的弹性
p

p
p

p
p
Q

Q
p

−
=−⋅

−
=⋅=

20
)5(

5100d
dEd ． 

（2）收益 R = pQ = 100 p − 5 p 2， p
P
R 10100

d
d

−= ，而 p
p

ppQ 10100)
20

1()5100()E1( d −=
−

−⋅−=− ， 

则 )E1(
d
d

d−=Q
P
R

，当 1
20

Ed >
−

=
p

p
时， 0

d
d

<
P
R

， 

故价格 p 满足 10 < p < 20 时，降低价格反而使收益增加． 

26．（05） ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
+

−→ x
x

xx

1
e1

1lim
0

． 

解：原式
2
3

eee
e2lim

ee1
e21lim

)e1(
e1lim

00

2

0

0
0

0
0

=
−+

+
=

+−
−+

=
−

+−+
=

−−−

−

→−−

−

→−

−

→ xxx

x

xxx

x

xx

x

x xx
x

x
xx

． 

27．（06）设 0,0,
arctan

πsin1

1
),( >>

−
−

+
= yx

x
y
xy

xy
yyxf ，求 

（1） ),(lim)( yxfxg
y +∞→

= ； 

（2） )(lim
0

xg
x +→

． 

解：（1）
x

x
xx

y
xy

x
y

x
y
xy

xy
yxg

yy arctan
π11

arctan

π1

1
1lim

arctan

πsin1

1
lim)( −

−=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ ⋅−
−

+
=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
−

+
=

+∞→+∞→
； 

（2） πarctanlimπ
arctan

arctanlim
arctan
π

arctan
11lim)(lim 20000

+
−

=+
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

++++ →→→→ x
xx

xx
xx

x
x

xx
xg

xxxx
 

ππ
)1(2

limπ
)1(2
)1(1limπ

2

1
1

1

lim 202

2

0

2

0

0
0

=+
+
−

=+
+
+−

=+
−

+=
+++ →→→ x

x
xx
x

x
x

xxx
． 

28．（06）确定常数 A, B, C 的值，使得 e x (1 + B x + C x 2 ) = 1 + A x + o (x 3 )，其中 o (x 3 ) 是当 x → 0 时比

x3 高阶的无穷小． 

解：因 e x (1 + B x + C x 2 ) − 1 − A x = o (x 3 )，有 0)(lim1)1(elim 3

3

03

2

0
==

−−++
→→ x

xo
x

AxCxBx
x

x

x
， 

则 0
3

])2()1[(elim1)1(elim 2

2

0

0
0

3

2

0
=

−++++
=

−−++
→→ x

ACxxCBB
x

AxCxBx x

x

x

x
， 

得 01}])2()1[(e{lim 2

0
=−+=−++++

→
ABACxxCBBx

x
； 
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又 0
6

])4()221[(elim
3

])2()1[(elim
2

0

0
0

2

2

0
=

+++++
=

−++++
→→ x

CxxCBCB
x

ACxxCBB x

x

x

x
， 

得 0221])4()221[(elim 2

0
=++=+++++

→
CBCxxCBCBx

x
； 

且 0
6
4

6
])4()221[(elim

2

0
=

+
=

+++++
→

CB
x

CxxCBCBx

x
． 

故
6
1,

3
2,

3
1

=−== CBA ． 

29．（06）证明：当 0 < a < b < π 时，b sinb + 2 cosb + π b > a sina + 2 cosa + π a ． 
证：设 f (x) = x sin x + 2 cos x + πx，有 f ′(x) = x cos x − sin x + π ，f ″(x) = − x sin x， 

当 0 < x < π 时，f ″(x) < 0，即 f ′(x) 单调减少， 
则 0 < x < π 时，f ′(x) > f ′(π ) = π cos π − sin π + π = 0，即 f (x)单调增加， 
故当 0 < a < b < π 时，f (b) > f (a)，即 b sinb + 2 cosb + π b > a sina + 2 cosa + π a ． 

30．（07）设函数 y = y (x) 由方程 y ln y − x + y = 0 确定，试判断曲线 y = y (x) 在点 (1, 1) 附近的凹凸性． 

解：方程两边关于 x 求导，得 011ln =′+−′⋅⋅+⋅′ yy
y

yyy ，即
y

y
ln2
1
+

=′ ， 

则 32 )ln2(
11

)ln2(
1

yy
y

yy
y

+
−=′⋅⋅

+
−=′′ ，有 0

8
1

)1,1(),( <−=′′
=yxy 且 y″(x) 在点 (1, 1) 附近连续， 

故 y = y (x) 在点 (1, 1) 附近上凸． 
31．（07）设函数 f (x)、g (x) 在 [a, b] 上连续，在 (a, b) 内二阶可导且存在相等的最大值，又 f (a) = g (a)，

f (b) = g (b)．证明： 
（1）存在η ∈ (a, b)，使得 f (η ) = g (η )； 
（2）存在ξ ∈ (a, b)，使得 f ″(ξ ) = g ″(ξ )． 

证：（1）设 x1, x2 ∈ (a, b)，使得 f (x1) = g (x2) = M 是 f (x)、g (x) 在 (a, b) 内的最大值， 
若 x1 = x2 ，则取η = x1 = x2 ∈ (a, b)，使得 f (η ) = g (η ) = M， 
若 x1 ≠ x2 ，不妨设 x1 < x2 ，设 F (x) = f (x) − g (x)，有 F (x) 在 [x1, x2] 上连续， 
且 F (x1) = f (x1) − g (x1) = M − g (x1) ≥ 0，F (x2) = f (x2) − g (x2) = f (x2) − M ≤ 0， 
故由零值定理知，存在η ∈ [x1, x2] ⊂ (a, b)，使得 F (η ) = 0，即 f (η ) = g (η )； 

（2）因 F (x) 在 [a, η ] 与 [η, b] 上连续，在 (a, η ) 与 (η, b) 内可导，且 F (a) = F (η ) = F (b) = 0， 
由罗尔定理知，存在ξ 1 ∈ (a, η )，ξ 2 ∈ (η, b)，使得 F ′(ξ 1) = 0，F ′(ξ 2) = 0， 
又因 F ′(x) 在 [ξ 1, ξ 2] 上连续，在 (ξ 1, ξ 2) 内可导，F ′(ξ 1) = F ′(ξ 2) = 0， 
故再由罗尔定理知，存在ξ ∈ (ξ 1, ξ 2) ⊂ (a, b)，使得 F ″(ξ ) = 0，即 f ″(ξ ) = g ″(ξ )． 

32．（08）求极限
x

x
xx

sinln1lim 20→
． 

解：
6
1

6
sinlim

3
1coslimsin1limsin1ln1limsinln1lim

0

0
0

20

0
0

202020
−=

−
=

−
=

−
⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
+=

→→→→→ x
x

x
x

x
xx

xx
xx

xx
x

x xxxxx
． 

33．（08）设 10,|)(|)(
1

0
<<−= ∫ xdtxttxf ，求 f (x) 的极值、单调区间和凹凸区间． 

解：因 0 < x < 1，有 3123
0

321

0 3
1

2
1

3
1)

2
1

3
1()

3
1

2
1()()()( xxxtttxtdtxttdttxtxf

x

x

x

x
+−=−−−=−+−= ∫∫ ， 

令 0
2
1)( 2 =+−=′ xxf ，得

2
1

±=x （负值
2

1
−=x 舍去）， 
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且当
2

10 << x 时，f ′(x) < 0；当 1
2

1
<< x 时，f ′(x) > 0， 

故 f (x) 在
2

1
=x 时取得极小值

23
1

3
1

2
1

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
f ，在区间 )

2
1,0( 内单调下降， )1,

2
1( 内单调增加； 

又令 f ″(x) = 2x = 0，得 x = 0，且当 0 < x < 1 时，f ″(x) > 0， 
故 f (x) 在(0, 1)内上凹． 

34．（09）（1）证明拉格朗日中值定理：若函数 )(xf 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内可导，则存在 ),( ba∈ξ ，

使得 ))(()()( abfafbf −′=− ξ ； 

（2）证明：若函数 )(xf 在 0=x 处连续，在 )0(),0( >δδ 内可导，且 Axf
x

=′
+→

)(lim
0

，则 )0(+′f 存在，

且 Af =′+ )0( ． 

证：（1）作辅助函数 )()()()()()( ax
ab

afbfafxfx −
−
−

−−=ϕ ， 

因 )(xϕ 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内可导，且 0)()( == ba ϕϕ ， 

则由罗尔中值定理知，存在 ),( ba∈ξ ，使得 0)()()()( =
−
−

−′=′
ab

afbff ξξϕ ， 

故
ab

afbff
−
−

=′ )()()(ξ ，即 ))(()()( abfafbf −′=− ξ ； 

（2）任取 ),0( δ∈x ，有 )(xf 在 ],0[ x 上连续，在 ),0( x 内可导， 

则由拉格朗日中值定理知，存在 ),0( x∈ξ ，使得
0

)0()()(
−
−

=′
x

fxff ξ ，有 +→ 0x 时， +→ 0ξ ， 

故 Aff
x

fxff
xx

=′=′=
−
−

=′
+++ →→→

+ )(lim)(lim
0

)0()(lim)0(
000

ξξ
ξ

． 

35．（10）求极限 xx
x

x ln
11

)1(lim −
+∞→

． 

解：设 xxu
1

= ，有
x
xx

x
u lnln1ln == ， 

则 0
1

1

limlnlimlnlim ===
+∞→

∞
∞

+∞→+∞→

x
x
xu

xxx
，得 1elimlim 0

1

===
+∞→+∞→

ux
x

x
x

， 

设 xxxy ln
11

)1( −= ，有
x

xx
x

y
x

x

ln
)1ln()1ln(

ln
1ln

1
1 −

=−= ， 

则

x
x

x

x

x

x

x

x

x

xx
x

x
x

xx

xx

x

x
xx

x

x
x

xy 11

122

1

11

1

)ln1(1

lim

)1(

)ln1(lim
1

ln11

1

1

lim
ln

)1ln(limlnlim
−+∞→+∞→+∞→

∞
∞

+∞→+∞→

−

−
=

−

−
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅

−=
−

=  
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1
1

ln
1

1
ln
2

limlim

)ln1(

ln2lim

ln11

1)ln1(1

lim
1

1

22

1

220
0

−=
−

+−
⋅=

−

+−
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⋅−

−−−
=

+∞→+∞→−+∞→−+∞→

x

xx

xx

x

x
xx

x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

， 

故 1ln
11

elim)1(lim −

+∞→+∞→
==− yx

x
xx

x
． 

36．（11）求极限
)1ln(

1sin21lim
0 xx

xx
x +

−−+
→

． 

解：

2

2
3

0

0
0

0

0
0

0

)1(
1

1
1

cos2)sin21(
2
1cos

sin21
sin

lim

1
)1ln(

1
sin212

cos2

lim
)1ln(

1sin21lim

xx

xxx
x

x

x
xx

x
x

xx
xx

xxx

+
+

+

⋅+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅+

+

−

=

+
++

−
+=

+
−−+

−

→→→
 

2
1

11
10

−=
+
−

= ． 

37．（11）证明 03
3
π4arctan4 =−+− xx 恰有 2 实根． 

证：设 3
3
π4arctan4)( −+−= xxxf ，有 2

2

2 1
31

1
4)(

x
x

x
xf

+
−

=−
+

=′ ，令 0)( =′ xf ，可得 3±=x ， 

当 3−<x 时， 0)( <′ xf ；当 33 <<− x 时， 0)( >′ xf ；当 3>x 时， 0)( <′ xf ， 

则 03
3
π4)3()3arctan(4)3( =−+−−−=−f 为极小值， 

032
3
π83

3
π433arctan4)3( >−=−+−=f 为极大值， 

当 3−<x 时， 0)( <′ xf ，有 0)3()( =−> fxf ； 

当 33 <<− x 时， 0)( >′ xf ，有 0)3()( =−> fxf ； 

可得在 )3,(−∞ 内 3−=x 是唯一实根， 

因 032
3
π8)3( >−=f ，且 −∞=

+∞→
)(lim xf

x
，不妨取 03

3
π4100100arctan4)100( <−+−=f ， 

由介值定理知存在 )100,3(∈ξ ，使得 0)( =ξf ， 

当 3>x 时， 0)( <′ xf ， )(xf 单调下降，可得在 ),3( ∞+ 内 ξ=x 是唯一实根， 

故 03
3
π4arctan4 =−+− xx 恰有 2 实根 3−=x 与 ξ=x ． 

38．（12）计算 4

cos22

0

eelim
2

x

xx

x

−

→

−
． 

解： 3

cos22

0

0
0

4

cos22

0

cos22

04

cos22

0 4
)sin22(elim11elimelimeelim

222

x
xx

xx

xx

x

xx

x

x

x

xx

x

−⋅
⋅=

−
⋅=

− +−

→

+−

→

−

→

−

→
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12
1

24
sin2lim

12
cos22lim1

4
sin22limelim

0

0
0

20

0
0

30

cos22

0

2
==

−
⋅=

−
⋅=

→→→

+−

→ x
x

x
x

x
xx

xxx

xx

x
． 

39．（12）证明： 11,
2

1cos
1
1ln

2

<<−+≥+
−
+ xxx

x
xx ． 

证：设
2

1cos
1
1ln)(

2xx
x
xxxf −−+

−
+

= ，有 0)0( =f ， 

因 xx
x
x

x
xxx

xx
x

x
xxf −−

−
+

−
+

=−−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+
+

−
+

=′ sin
1

2
1
1ln0sin

1
1

1
1

1
1ln)( 2 ，有 0)0( =′f ， 

则 1cos
)1(
)1(2

1
21cos

)1(
)2(2)1(2

1
1

1
1)( 22

2

222

2

−−
−
+

+
−

=−−
−

−⋅−−
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+
=′′ x

x
x

x
x

x
xxx

xx
xf  

1cos
)1(

4
22 −−

−
= x

x
， 

可得当 11 <<− x 时， 021cos
)1(

4)( 22 >≥−−
−

=′′ x
x

xf ， )(xf ′ 单调增加， 

当 01 <<− x 时， 0)0()( =′<′ fxf ， )(xf 单调减少， 

当 10 << x 时， 0)0()( =′>′ fxf ， )(xf 单调增加， 

则当 11 <<− x 时， 0)0( =f 为极小值，有 0)0()( => fxf ， 

故 11,
2

1cos
1
1ln

2

<<−+≥+
−
+ xxx

x
xx ． 
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第五章 不定积分 
一．选择题： 
1． （99）设 f (x)是连续函数，F (x)是 f (x)的原函数，则（       ） 

（A）当 f (x)是奇函数时，F (x)必为偶函数． （B）当 f (x)是偶函数时，F (x)必为奇函数． 
（C）当 f (x)是周期函数时，F (x)必为周期函数．（D）当 f (x)是单调增函数时，F (x)必为单调增函数． 

解：如取 f (x) = 3x2 是偶函数，F (x) = x3 +1 不是奇函数，排除（B）， 
又如 f (x) = 1 + cos x 是周期函数，F (x) = x + sin x 不是周期函数，排除（C）， 
当 f (x) < 0 时，即使 f (x)是单调增函数，都有 F (x)是单调减函数，排除（D）， 
选择：（A）． 

二．填空题： 

1． （95） ∫ =
−− xx

x
1)2(

d
          ． 

解：令 xt −= 1 ，有 x = 1 − t 2，dx = − 2t dt， 

原式 CxCt
t
t

tt
tt

+−−=+−=
+

−=
⋅+

−
= ∫∫ 1arctan2arctan2

1
d2

)1(
d2

22 ， 

填空： Cx +−− 1arctan2 ． 

2． （96）设 Cxxxxf +=∫ arcsind)( ，则 ∫ =
)(

d
xf
x

          ． 

解：因
21

1)(arcsin)(
x

xxxf
−

=′= ，有
21

1)(
xx

xf
−

= ， 

则 CxCxxxxxx
xf
x

+−−=+−⋅−=⋅−=−= ∫∫∫ 2
3

22
3

222
1

22 )1(
3
1)1(

3
2

2
1)(d

2
1)1(d1

)(
d

， 

填空： Cx +−− 2
3

2 )1(
3
1

． 

3． （98） =
−

∫ x
x
x d1ln

2           ． 

解：原式 C
x
xC

xx
xx

xxx
x

x
x +−=+−

−
−=⋅+

−
−=−−= ∫∫

ln11lnd111ln)1d)(1(ln ， 

填空： C
x
x
+−

ln
． 

4． （00） =∫ x
x

x darcsin
          ． 

解：令 xt arcsin= ，有 x = (sin t)2，dx = 2 sin t cos t dt， 

原式 Cttttttttttttttt
t

t
++=−===⋅= ∫∫∫∫ cos2sin2dsin2sin2sind2dcos2dcossin2

sin
， 
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由于 xt arcsin= ，有 xt =sin ， xt −= 1cos ，原式 Cxxx +−+= 12arcsin2 ， 

填空： Cxxx +−+ 12arcsin2 ． 

5． （02）已知 f (x)的一个原函数为 ln 2 x，则 =′∫ xxfx d)(           ． 

解：由于 1
2lnd)( Cxxxf +=∫ ，有

x
xxxf 1ln2)(ln)( 2 ⋅=′= ， 

原式 Cxxxxfxxfxfx +−=−== ∫∫ 2lnln2d)()()(d ， 

填空：2ln x − ln 2 x + C． 
三．解答题： 

1． （99）设 F (x)为 f (x)的原函数，当 x ≥ 0 时， 2)1(2
e)()(

x
xxFxf

x

+
= ．已知 F (0) = 1, F (x) > 0，试求 f (x)． 

解：由已知条件得 2
2

)1(2
e])([

2
1

x
xxF

x

+
=′ ， 

有 C
x

C
x

xxx
xx

x
x

xx
x

xxF
x

x
x

x
x

x
x

+
+

=++
+

−=+⋅
+

+
+

−=
+

−=
+

= ∫∫∫ 1
ee

1
ede)1(

1
1

1
e)

1
1d(ed

)1(
e)( 2

2 ， 

由于 F (0) = 1，有 C = 0，得
x

xF
x

+
=

1
e)(2 ，又因 F (x) > 0，有

x
xF

x

+
=

1
e)(

2
， 

故

2
3

2
22

2

)1(2

e
1

12
1e1e

2
1

1
e)()(

x

x
x

x
x

x
xFxf

x
xx

x

+

=
+

+
⋅−+

=

′

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
=′= ． 

2． （02）设
x

xxf
sin

)(sin 2 = ，求 ∫ −
xxf

x
x d)(

1
． 

解：由于
x

xxf
sin

)(sin 2 = ，有
x

xxf arcsin)( = ，则 ∫∫ −
=

−
x

x
xxxf

x
x d

1
arcsind)(

1
， 

令 xt arcsin= ，有 x = (sin t)2，dx = 2 sin t cos t dt， 

原式 Cttttttttttttttt
t

t
++−=+−=−==⋅= ∫∫∫∫ sin2cos2dcos2cos2)cosd(2dsin2dcossin2

cos
， 

由于 xt arcsin= ，有 xt =sin ， xt −= 1cos ， 

故原式 Cxxx ++−−= 2arcsin12 ． 

3． （09）计算不定积分 )0(11ln >⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
+∫ xdx

x
x

． 
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解：令 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
+=

x
xt 11ln ，有

x
xt +

+=
11e ， ttx

e2e
1

2 −
= ， 

则 ∫∫∫∫ −

−
−

−
=

−
−

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
+ dttdtttddx

x
x t

ttttttttt e
2e

1
e2ee2e

1
e2ee2e

111ln 2222  

∫∫ −
−

−
−

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+−+

−
=−

−
−

−
= t

ttt
t

t

t

tt dtdt e
e21

11
2
1

e2e
)e(

e21
e

e2e 22  

Ctdt tt
tt

t
t

t
tt +−−−

−
=−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅

−
⋅+−

−
= −−−

−
− ∫ )e21ln(

4
1e

2
1

e2e
)e21(

2
1

e21
1

2
1e

2
1

e2e 22  

C

x
x

x
xx

xx +
+

+

−−
+

+

⋅−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
+= )

11

21ln(
4
1

11

1
2
111ln  

)0(
1
1ln

4
1

12
111ln >+

++

−+
−

++
⋅−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
+= xC

xx
xx

xx
x

x
xx ． 

4． （11）求 ∫
+ dx

x
xx lnarcsin

． 

解：令 xt arcsin= ，有 tx sin= ， tx 2sin= ， tdttdx cossin2= ， 

故 ∫∫∫∫ ⋅+=⋅
+

=
+ tdtttdtttdtt

t
ttdx

x
xx cossinln4cos2cossin2

sin
sinlnlnarcsin 2

 

∫∫∫∫ ⋅⋅−+−=+= tdt
t

ttttdtttttdttd cos
sin

1sin4sinlnsin4sin2sin2sinsinln4sin2  

Ctttttt +−++= sin4sinlnsin4cos2sin2  

Cxxxxxx +−+−+= 4ln412arcsin2 ． 

 



 33

第六章 定积分 
一．选择题： 

1． （95）设 f (x)为连续函数，且 ∫=
x

x
ttfxF

ln
1 d)()( ，则 F ′(x)等于（       ） 

（A） )1(1)(ln1
2 x

f
x

xf
x

+ ． （B） )1()(ln
x

fxf + ． （C） )1(1)(ln1
2 x

f
x

xf
x

− ． （D） )1()(ln
x

fxf − ． 

解： )1(1)(ln1)1()1()(ln)(ln)( 2 x
f

x
xf

xxx
fxxfxF +=′⋅−′⋅=′ ， 

选择：（A）． 

2． （97）设
65

)(,dsin)(
65cos1

0
2 xxxgttxf

x
+== ∫

−
，则当 x→0 时，f (x)是 g (x)的（       ） 

（A）低阶无穷小． （B）高阶无穷小． （C）等价无穷小． （D）同阶但不等价的无穷小． 

解：当 x→0 时， 2

2
1~cos1 xx− ，sin x 2 ~ x 2，有 62

1

0
32

1

0
2cos1

0
2

24
1

3
1d~dsin)(

22

xtttttxf
xxx
=== ∫∫

−
， 

且当 x→0 时，
5

~
65

)(
565 xxxxg += ， 

选择：（B）． 
3． （97）设 f (x), ϕ (x)在点 x = 0 的某邻域内连续，且当 x→0 时，f (x)是ϕ (x)的高阶无穷小，则当 x→0 时，

∫
x

tttf
0

dsin)( 是 ∫
x

ttt
0

d)(ϕ 的（       ） 

（A）低阶无穷小． （B）高阶无穷小． （C）同阶但不等价的无穷小． （D）等价无穷小． 

解： 0
)(
)(limsin

)(
)(lim

)(
sin)(lim

d)(

dsin)(
lim

000
0

0

0

0
0

==⋅==
→→→→ ∫

∫
x
xf

x
x

x
xf

xx
xxf

ttt

tttf

xxxx

x

x ϕϕϕϕ
， 

选择：（B）． 

4． （01）设 ∫=
x

uufxg
0

d)()( ，其中
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤−

<≤+
=

,21),1(
3
1

,10),1(
2
1

)(
2

xx

xx
xf

若

若
 则 g (x)在区间(0, 2)内（       ） 

（A）无界． （B）递减． （C）不连续． （D）连续． 

解：当 0 < x < 1 时，
26

)
3

(
2
1d)1(

2
1d)()(

3

0

3

0
2

0

xxuuuuuufxg xxx
+=+=+== ∫∫ ， 

当 1 ≤ x < 2 时，
6
5

36
)

2
(

3
1)

3
(

2
1d)1(

3
1d)1(

2
1)(

2

0

2
1
0

3

1

1

0
2 +−=−++=−++= ∫∫

xxuuuuuuuuxg xx
， 

有
3
2)1()(lim)(lim

11
===

+− →→
gxgxg

xx
，连续， 

选择：（D）． 
5． （02）设函数 f (x)连续，则在下列变上限定积分定义的函数中，必为偶函数的是（       ） 

（A） ∫ −+
x

ttftft
0

d)]()([ ． （B） ∫ −−
x

ttftft
0

d)]()([ ．  （C） ∫
x

ttf
0

2 d)( ．   （D） ∫
x

ttf
0

2 d)( ． 

解：可以证明：若 g (x)是偶函数，则 ∫
x

ttg
0

d)( 是奇函数；若 g (x)是奇函数，则 ∫
x

ttg
0

d)( 是偶函数． 

所有选项的被积函数中只有 t [ f (t) + f (−t)]是奇函数， 
选择：（A）． 
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6． （04）设
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−
=
>

=
,0,1
,0,0
,0,1

)(
x
x
x

xf  ∫=
x

ttfxF
0

d)()( ，则（       ） 

（A）F (x) 在 x = 0 点不连续．             （B）F (x) 在 (−∞, +∞) 内连续，在 x = 0 点不可导． 

（C）F (x) 在 (−∞, +∞) 内可导，且满足 F ′(x) = f (x)． 

（D）F (x) 在 (−∞, +∞) 内可导，但不一定满足 F ′(x) = f (x)． 

解：当 x < 0 时， xtttfxF
xx

−=−== ∫∫ 00
d)1(d)()( ；当 x ≥ 0 时， xtttfxF

xx
=== ∫∫ 00

d1d)()( ； 

有 0)0()(lim)(lim
00

===
+− →→

FxFxF
xx

，且 1)0(1)0( =′≠−=′ +− FF ， 

选择：（B）． 
7． （05）下列结论正确的是（       ） 

（A） ∫
∞+

+1 )1(
d
xx

x
与 ∫ +

1

0 )1(
d
xx

x
都收敛． （B） ∫

∞+

+1 )1(
d
xx

x
与 ∫ +

1

0 )1(
d
xx

x
都发散． 

（C） ∫
∞+

+1 )1(
d
xx

x
发散， ∫ +

1

0 )1(
d
xx

x
收敛． （D） ∫

∞+

+1 )1(
d
xx

x
收敛， ∫ +

1

0 )1(
d
xx

x
发散． 

解： 2ln
2
1ln

1
lnlim

1
lnd)

1
11(

)1(
d

1
11

=−
+

=
+

=
+

−=
+ +∞→

∞+
∞+∞+

∫∫ x
x

x
xx

xxxx
x

x
，收敛， 

∞=
+

−=
+

=
+

−=
+ +++ →→→

∫∫ )
1

ln
2
1(lnlim

1
lnlimd)

1
11(lim

)1(
d

0

1

0

1

0

1

0 ε
ε

εεεεε x
xx

xxxx
x

，发散， 

选择：（D）． 
8． （06）设函数 f (x)与 g (x)在[0, 1]上连续，且 f (x) ≤ g (x)，则对任何 c ∈ (0, 1)，有（       ） 

（A） ∫∫ ≥
cc

ttgttf
2
1

2
1 d)(d)( ． （B） ∫∫ ≤

cc
ttgttf

2
1

2
1 d)(d)( ． 

（C） ∫∫ ≥
11

d)(d)(
cc

ttgttf ． （D） ∫∫ ≤
11

d)(d)(
cc

ttgttf ． 

解：由定积分性质可知（D）成立，而选项（B）在
2
1

<c 时不成立， 

选择：（D）． 
9． （07）如图，连续函数 y = f (x) 在区间 [−3, −2]，[2, 3] 上的图形分别是直径为 1 的上、下半圆周，在

区间 [−2, 0]，[0, 2] 上的图形分别是直径为 2 的下、上半圆周，设 ∫=
x

ttfxF
0

d)()( ，则下列结论正确

的是（       ） 

（A） )2(
4
3)3( −−= FF ．（B） )2(

4
5)3( FF = ． 

（C） )2(
4
3)3( FF =− ． （D） )2(

4
5)3( −−=− FF ． 

解：由于 f (x) 是奇函数，可知 ∫=
x

ttfxF
0

d)()( 是偶函数，有 F (−2) = F (2)，F (−3) = F (3)， 

再由定积分几何意义知 π
2
1d)()2(

2

0
== ∫ ttfF ，

8
π3

8
π

2
πd)()3(

3

0
=−== ∫ ttfF ， 

0 x2 3

y 

−2−3
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选择：（C）． 

10．（08）设函数 f (x) 在区间 [−1, 1] 上连续，则 x = 0 是函数
x

dttf
xg

x
∫

= 0
)(

)( 的（       ） 

（A）跳跃间断点． （B）可去间断点． （C）无穷间断点． （D）振荡间断点． 

解：因 )0()(lim
)(

lim)(lim
0

0
0

0

00
fxf

x

dttf
xg

x

x

xx
===

→→→

∫
，有 x = 0 是函数 g (x) 的可去间断点， 

选择：（B）． 

11．（08）曲线方程为 y = f (x)，函数在区间[0, a]上有连续导数，则定积分 ∫ ′
a

dxxfx
0

)( 为（       ） 

（A）曲边梯形 ABOD 面积． （B）梯形 ABOD 面积． 

（C）曲边三角形 ACD 面积． （D）三角形 ACD 面积． 

解：因 ∫∫∫∫ −=−==′
aaaaa

dxxfaafdxxfxxfxxdfdxxfx
00000

)()()()()()( ， 

有 a f (a) 是矩形面积， ∫
a

dxxf
0

)( 为曲边梯形 ABOD 面积，即 ∫ ′
a

dxxfx
0

)( 为曲边三角形 ACD 面积， 

选择：（C）． 

12．（09）使不等式 xdt
t

tx lnsin
1

>∫ 成立的 x的范围是（       ） 

（A） )1,0( ． （B） )
2
π,1( ． （C） π),

2
π( ． （D） ),(π ∞+ ． 

解：设 )0(lnsin)(
1

>−= ∫ xxdt
t

txf x
，有 0)1( =f ， 

因 01sin1sin)( ≤
−

=−=′
x
x

xx
xxf ，有 0>x 时， )(xf 单调减少， 

故当 10 << x 时， 0)1()( => fxf ，即 xdt
t

tx lnsin
1

>∫ ， 

当 1>x 时， 0)1()( =< fxf ，即 xdt
t

tx lnsin
1

<∫ ， 

选择：（A）． 
13．（09）设函数 )(xfy = 在区间 ]3,1[− 上的图形为 
 
 
 
 
 
 

则函数 ∫=
x dttfxF

0
)()( 的图形为（       ） 

（A）                       ． （B）                        ． 
 
 
 
 
 

O 

A

B

D 

C 

x

y 

y = f (x) 

a 

x 

f (x) 

−1 0 1 2 3 

1 
2 

−1 

x 

F (x)

−1 0 1 2 3 
−1

x 

F (x) 

−1 0 1 2 3 

1 
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（C）                       ． （D）                        ． 
 
 
 
 
 

解：因 0)()0( 0

0
== ∫ dttfF ，排除（C）； ∫=

x dttfxF
0

)()( 连续，排除（B）； 

又因 01 <<− x 时， 0)( >xf ，有 0)()()( 0

0
<−== ∫∫ x

x dttfdttfxF ，排除（A）； 

选择：（D）． 

14．（11）设 ∫= 4
π

0
sinln xdxI ， ∫= 4

π

0
cotln xdxJ ， ∫= 4

π

0
cosln xdxK ，则 KJI ,, 的大小关系是（       ） 

（A） KJI << ． （B） JKI << ． （C） KIJ << ． （D） IJK << ． 

解：当
4
π0 << x 时， xxx cot1cos

2
2sin <<<< ，有 xxx cotlncoslnsinln << ， 

则 ∫∫∫ =<=<= 4
π

0
4
π

0
4
π

0
cotlncoslnsinln xdxJxdxKxdxI ， 

选择：（B）． 
二．填空题： 

1． （97）若 ∫−+
+

=
1

0
2

2 d)(1
1

1)( xxfx
x

xf ，则 =∫
1

0
d)( xxf           ． 

解：设 ∫=
1

0
d)( xxfA ，有 2

2 1
1

1)( xA
x

xf −+
+

= ， 

则
4
π

4
π)arcsin1(

2
1arctand1d

1
1d)( 1

0
21

0

1

0
21

0 2

1

0
⋅+=+−⋅+=−+

+
== ∫∫∫ AxxxAxxxAx

x
xxfA ， 

填空：
π4

π
−

． 

2． （97）设 ∫+
+

=
1

0
3

2 d)(
1

1)( xxfx
x

xf ，则 =∫
1

0
d)( xxf           ． 

解：设 ∫=
1

0
d)( xxfA ，有 3

21
1)( Ax
x

xf +
+

= ， 

则
4
1

4
π

4
1arctandd

1
1d)(

1

0
41

0

1

0
31

0 2

1

0
⋅+=⋅+=+

+
== ∫∫∫ AxAxxxAx

x
xxfA ， 

填空：
3
π
． 

3． （99）设 f (x) 有一个原函数
x

xsin ，则 =′∫
π

2
π d)( xxfx           ． 

解： ∫∫∫∫ −−=−==′
π

2
π

π

2
π

π

2
π

π

2
π

π

2
π d)()

2
π(

2
π)π(πd)()()(dd)( xxfffxxfxxfxfxxxfx ， 

由于 f (x) 有一个原函数
x

xsin ，即
π
2sind)(

π

2
π

π

2
π −==∫ x

xxxf 且 2
sincossin)(

x
xxx

x
xxf −

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ， 

故
π
1

π
πsinπcosπ)π( 2 −=

−
=f ， 2π

4)
2
π( −=f ，即 1

π
4

π
2

π
21d)(

π

2
π −=++−=′∫ xxfx ， 

x 

F (x) 

−1 0 1 2 3 

1 

−1 
x 

F (x)

−1 0 1 2 3 

1

−1
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填空： 1
π
4
− ． 

4． （00） =
+∫

∞+

−1 2 d
ee

1 xxx           ． 

解：
4
πeearctanedee

1)e(
1de

1e
1d

ee
1 1

1
11

1
11

211
2

221 2 ⋅==⋅
+

=⋅
+

=
+

−+∞−−∞+ −−
−

∞+ −
−

∞+

− ∫∫∫ xx
x

x
xxx xx ， 

填空：
e4
π

． 

5． （03） =+∫−
−1

1
|| de)|(| xxx x           ． 

解： 2e4)e2e2(0de2de0de)|(| 11

0

1

0

0

1

1

1
|| +−=−−+=+⋅=+ −−−−

−−
− ∫∫∫ xxxxx xxxxxxx ， 

填空：2 − 4e −1． 

6． （04）设
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥−

<≤−
=

,
2
1,1

,
2
1

2
1,e

)(

2

x

xx
xf

x

 则 =−∫
2

2
1 d)1( xxf           ． 

解：令 t = x − 1，得
2
1

2
10)(e

2
1d)1(ded)(d)1( 1

2
1

2
1

2
1

1

2
12

1

2
1

1

2
1

22

2
1

22
−=−=−+=−+==−

−−− ∫∫∫∫ ttttttfxxf tt ， 

填空：
2
1

− ． 

7． （08）函数 4

3

1
1

x
xx

x
xf

+
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ，求积分 =∫

22

2
)( dxxf           ． 

解：因

21

1

1

1

1
1

2
2

2

4

3

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
=

+

+
=

+
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x
x

x
x

x
x

x
x

x
xx

x
xf ，即

2
)( 2 −
=

x
xxf ， 

则 3ln
2
12ln

2
16ln

2
1)2ln(

2
1)2(

2
1

2
1

2
)(

22

2
222

2
2

2

22

2 2

22

2
=−=−=−⋅

−
=

−
= ∫∫∫ xxd

x
dx

x
xdxxf ， 

填空： 3ln
2
1

． 

8． （10）设可导函数 )(xyy = 由方程 ∫∫ =
+ − xyx u uduudu

0
2

0
sine 确定，则 =

=0xdx
dy

          ． 

解：两边关于 x求导，得 xx
dx
dyyx 2)( sin1e =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅+− ， 

令 0=x ，得 01e
0

)0( =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅

=

−

x

y

dx
dy

，即 1
0

−=
=xdx

dy
， 

填空： 1− ． 

9． （10）设位于曲线 )(e
)ln1(

1
2

+∞<≤
+

= x
xx

y 下方， x轴上方的无界区域为G ，则G 绕 x轴旋转
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一周所得空间区域的体积是          ． 

解：
4
π

4
π

2
ππ)arctan(lnπ)(ln

ln1
1π

)ln1(
1π)(π

2

ee 2e 2e
2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −==

+
=

+
== ∞+∞+∞+∞+

∫∫∫ xxd
x

dx
xx

dxxyVx ， 

填空：
4
π 2

． 

10．（11）曲线 12 −= xy ，直线 2=x 及 x 轴所围成的平面图形绕 x 轴旋转所成的旋转体的体积

为          ． 

解：
3
π41

3
1π2

3
8π

3
π)1(π)1(π

2

1

32

1

22

1

22 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−=−= ∫∫ xxdxxdxxVx ， 

填空：
3
π4
． 

11．（12）由曲线
x

y 4
= 和直线 xy = 及 xy 4= 在第一象限中所围成图形的面积为          ． 

解：

2

1

2
1

0

22

1

1

0 2
1ln4

2
34)4( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−= ∫∫ xxxdxx

x
dxxxS  

2ln4
2
10)22ln4(

2
3

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−+= ， 

填空： 2ln4 ． 
三．解答题： 

1． （95）已知： ∫
∞+ −

∞→
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

a
x

x

x
xx

ax
ax de4lim 22 ，求常数 a 的值． 

解： a
a

a

a
a
x

a
a
x

x

x

x

x

x

x
a

x
a

x
a
x
a

ax
ax 2

)(

e
e
e

1

1
lim

1

1
limlim −

−

⋅

−⋅
−

∞→∞→∞→
==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
+

=
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

， 

∫∫∫∫
∞+ −−∞+ −∞+−∞+ −∞+ − −+=⋅+−=−=

a
xa

a
x

a
x

a
x

a
x xaxxxxxx )de(2e2d2e2e2)de(2de4 2222222222  

aaa
a

xaa
a

x
a

xa aaaaxxa 222222222222 ee2e2ee2e2de2e2e2 −−−∞+−−−∞+ −∞+−− ++=−+=+−= ∫ ， 

则 e −2a = (2 a 2 + 2 a + 1) e −2a ，有 1 = 2 a 2 + 2 a + 1， 
故 a = 0 或 a = −1． 

2． （96）设 f (x)在[a, b]上连续，在(a, b)内可导，且 )(d)(1 bfxxf
ab

b

a
=

− ∫ ，求证：在(a, b)内至少存在一

点ξ ，使 f ′(ξ ) = 0． 

证：根据积分中值定理，存在η ∈ (a, b)，使 )()(d)( ηfabxxf
b

a
−=∫ ，即 )(d)(1)( ηfxxf

ab
bf

b

a
=

−
= ∫ ， 

因 f (x)在[η, b]上连续，在(η, b)内可导， 
故根据罗尔定理，存在ξ ∈ (η, b) ⊂ (a, b)，使得 f ′(ξ ) = 0． 

0 2 x

y 

1 
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3． （96）计算 ∫
∞+

−

−

+0 2)e1(
e dxx

x

x

． 

解： ∫∫∫∫∫ +
−

+
=

+
−

+
=

+
=−

+
=

+ −−−−
−

−−

−

dxxdxxxddxdxx
x

x

xxxx
x

xx

x

1e
e

e1e1
1

e1e1
1)e(

)e1()e1(
e

22  

Cxdx x
x

x
xx ++−

+
=

+
−

+
= −− ∫ )1ln(e

e1
e

1e
1

e1
， 

原式

∞+
−

−

∞+
−

−

∞+

− ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−−
+

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−
+

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−
+

=
000

)e1ln(
e1

)]e1(eln[
e1

)1eln(
e1

x
x

xx
x

x
x xxxx

 

2ln2ln1ln
e

1lim)2ln0()e1ln(
1e

lim)e1ln(
e1
e

0

=+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −
−

=−−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−

+
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

+
−

=
+∞→

−

+∞→

∞+
−

−

− ∞
∞

xx

x
xx

x
x

x xx
． 

注：此题若直接作定积分，将出现∞ − ∞ 的情形． 
4． （96）已知一抛物线通过 x 轴上的两点 A(1, 0) , B (3, 0)， 

（1）求证：两坐标轴与该抛物线所围图形的面积等于 x 轴与该抛物线所围图形的面积； 
（2）计算上述两个平面图形绕 x 轴旋转一周所产生的两个旋转体体积之比． 

解：（1）抛物线通过 x 轴上的两点 A(1, 0) , B (3, 0)，有抛物线方程为 y = a (x − 1)(x − 3) = a (x 2 − 4x + 3)， 

则 ||
3
4)32

3
(d)34(

1

0
2

31

0
2

1 axxxaxxxaS =+−=+−= ∫ ， 

||
3
4)

3
40()32

3
(d)34(

3

1
2

33

1
2

2 aaxxxaxxxaS =−=+−=+−= ∫ ， 

故 S1 = S2． 

（2） ∫∫ +−+−=+−=
1

0
23421

0
22

1 d)924228(πd)]34([π xxxxxaxxxaV  

21

0
2

3
4

5
2 π

15
38)912

3
222

5
(π axxxxxa =+−+−= ， 

23

1
2

3
4

5
23

1
22

2 π
15
16)912

3
222

5
(πd)]34([π axxxxxaxxxaV =+−+−=+−= ∫ ， 

故 V1∶V2 = 19∶8． 
5． （97）设函数 f (x)在[0, +∞)上连续、单调不减且 f (0) ≥ 0，试证函数 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

>= ∫
,0,0

,0,d)(1
)( 0

x

xttft
xxF

x n

若

若  

在[0, +∞)上连续且单调不减（其中 n > 0）． 

证：由于积分上限函数 ∫
x n ttft

0
d)( 在(0, +∞)内连续，知 F (x)在(0, +∞)内连续， 

且 )0(0
1

)(lim
d)(

lim)(lim
0

0

00

0
0

Fxfx
x

ttft
xF

n

x

x n

xx
====

→→→

∫
，可得 F (x)在[0, +∞)上连续； 

当 x > 0 时， ]d)(1)([1)(1d)(1]d)(1[)(
0020 ∫∫∫ −=⋅+−=′=′ x nnnx nx n ttft

x
xfx

x
xfx

x
ttft

x
ttft

x
xF ， 

S1 
0  1       3     x

y 

S2 
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根据积分中值定理，存在ξ ∈ (0, x)，使得 )0()(d)(
0

−⋅=∫ xfttft nx n ξξ ， 

由于 0 < ξ < x 且 f (x)在[0, +∞)上单调不减，则 0)]()([1)( ≥−=′ ξξ fxfx
x

xF nn ， 

故 F (x)在[0, +∞)上连续且单调不减． 

6． （97）设函数 f (x)在(−∞, +∞)内连续，且 ∫ −=
x

ttftxxF
0

d)()2()( ，试证： 

（1）若 f (x)为偶函数，则 F (x)也是偶函数； 
（2）若 f (x)单调不增，则 F (x)单调不减． 

证：（1） ∫
−

−−=−
x

ttftxxF
0

d)()2()( ，令 t = − u，有 dt = − du，且 t = 0 时 u = 0，t = −x 时 u = x， 

则 ∫∫ −−=−−+−=−
xx

uufuxuufuxxF
00

d)()2()d)(()2()( ， 

若 f (x)为偶函数，有 )(d)()2()(
0

xFuufuxxF
x

=−=− ∫ ， 

故 F (x)是偶函数； 

（2） ∫∫∫ −=−=
xxx

ttftttfxttftxxF
000

d)(2d)(d)()2()( ， 

则 )(d)()(2)(d)()(
00

xfxttfxfxxfxttfxF
xx

−=−+=′ ∫∫ ， 

根据积分中值定理，存在ξ ∈ (0, x)，使得 )0()(d)(
0

−⋅=∫ xfttf
x

ξ ，即 F ′(x) = x[ f (ξ ) − f (x)]， 

若 f (x)单调不增，有ξ ∈ (0, x) 时，f (ξ ) − f (x) ≥ 0，即 F ′(x) ≥ 0， 
故 F (x)单调不减． 

7． （97）求曲线 y = x2 − 2x , y = 0 , x = 1 , x = 3 所围成的平面图形的面积 S，并求该平面图形绕 y 轴旋转

一周所得旋转体的体积 V． 

解： 2)
3
4(0

3
2

3
4)

3
()

3
(d)2(d)]2([

3

2
2

32

1
2

33

2
22

1
2 =−−+−=−++−=−+−−= ∫∫ xxxxxxxxxxS ， 

3

2

342

1

343

2
22

1
2 )

3
2

4
(π2)

3
2

4
(π2d)2(π2d)]2([π2 xxxxxxxxxxxxVy −++−=−+−−= ∫∫  

π9)]
3
4(

4
9[π2)

12
5

3
4(π2 =−−+−= ． 

8． （98）设直线 y = a x 与抛物线 y = x2 所围成图形的面积为 S1，它们与直线 x = 1 所围成的图形面积为

S2，并且 a < 1． 
（1）试确定 a 的值，使 S1 + S2 达到最小，并求出最小值； 
（2）求该最小值所对应的平面图形绕 x 轴旋转一周所得旋转体的体积． 

解：（1）
6

)
32

(d)(
3

0

32

0
2

1
axaxxxaxS

a
a

=−=−= ∫ ，
623

1)
23

(d)(
31231 2

2
aaaxxxaxxS

a
a

+−=−=−= ∫ ， 

故
323

1)(
3

21
aaSSaS +−=+= ，令 0

2
1)( 2 =+−=′ aaS ，得

2
1

±=a （负值舍去）， 

即
2

1
=a 是唯一驻点，且 S ″(a) = 2a > 0， 

S2

0  1   2  3  x

y 

S1

S1 

S2

y 

0        a  1  x
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故当
2

1
=a 时，S1 + S2 达到最小，最小值为

23
1

3
1)

2
1( −=S ； 

（2）
15
π2)

53
(πd])[(π

5

0

53

0
42

1
axaxxxaxV

a
a

=−=−= ∫ ， 

)
15
2

35
1(π)

35
(πd])([π

521351 24
2

aaaxxxaxxV
a

a
+−=−=−= ∫ ，故 )

15
4

35
1(π)(

52

21
aaVVaV +−=+= ， 

故当
2

1
=a 时，旋转体体积 )

215
1

30
1(π)

2
1( +=V ． 

9． （99）设函数 f (x)连续，且 2
0

arctan
2
1d)2( xttxft

x
=−∫ ．已知 f (1) = 1，求 ∫

2

1
d)( xxf 的值． 

解：令 u = 2x − t，有 t = 2x − u，dt = − du，且 t = 0 时，u = 2x；t = x 时，u = x； 

则 222

20
arctan

2
1d)(d)(2)d)(()2(d)2( xuufuuufxuufuxttxft

x

x

x

x

x

x

x
=−=−−=− ∫∫∫∫ ， 

两边求导，得： x
x

xfxxfxxfxfxuuf
x

x
2

1
1

2
1)](2)2(2[)](2)2([2d)(2 4

2
⋅

+
⋅=−⋅−−⋅+∫ ， 

有 4
2

1
)(d)(2

x
xxfxuuf

x

x +
=−∫ ，即

)1(2
)(

2
1d)( 4

2

x
xxfxuuf

x

x +
+=∫ ，令 x = 1， 

则
4
1)1(

2
1d)(

2

1
+=∫ fuuf ．因 f (1) = 1，  

故
4
3d)(

2

1
=∫ uuf ． 

10．（99）已知 f (x)连续， xttxft
x

cos1d)(
0

−=−∫ ，求 ∫ 2
π

0
d)( xxf 的值． 

解：令 u = x − t，有 t = x − u，dt = − du，且 t = 0 时，u = x；t = x 时，u = 0； 

则 xuufuuufxuufuxttxft
xx

x

x
cos1d)(d)()d)(()(d)(

00

0

0
−=−=−−=− ∫∫∫∫ ， 

两边求导，得： xxfxxfxuuf
x

sin)()(d)(
0

=−+∫ ，即 xuuf
x

sind)(
0

=∫ ， 

故 1
2
πsind)(2

π

0
==∫ xxf ． 

11．（99）曲线
x

y 1= 的切线与 x 轴和 y 轴围成一个图形，记切点的横坐标为 a，试求切线方程和这个图

形的面积，当切点沿曲线趋于无穷远时，该面积的变化趋势如何？ 

解：由于切点为 )1,(
a

a ，切线斜率为
aa

y ax 2
1

−=′
=

， 

故切线方程为 )(
2

11 ax
aaa

y −−=− ，即
a

x
aa

y
2

3
2

1
+−= ． 

可得切线在 x 轴上的横截距为 x | y = 0 = 3a，在 y 轴上的纵截距为
a

y x 2
3

0 ==
， 

y 

0   a        x
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故三角形面积 a
a

aaS
4
9

2
33

2
1)( =⋅⋅= ． 

切点沿曲线趋于无穷远有两种情形：a → 0 + 或 a → +∞， 
当 a → 0 + 时，S (a) → 0；当 a → +∞ 时，S (a) → +∞． 

12．（00）设函数 f (x)在[0, π]上连续，且 0dcos)(,0d)(
π

0

π

0
== ∫∫ xxxfxxf ． 

试证明：在(0, π) 内至少存在两个不同的点 ξ 1, ξ 2，使 f (ξ 1) = f (ξ 2) = 0． 

证：根据积分中值定理，存在 ξ 1 ∈ (0, π)，使得 0)0π)((d)( 1
π

0
=−=∫ ξfxxf ，即 f (ξ 1) = 0， 

假设 f (x)在(0, π)内不存在不同于 ξ 1 的零点，即 f (x)在(0, ξ 1)与(ξ 1, π) 内都没有零点， 

则 f (x)在(0, ξ 1)与(ξ 1, π)内异号，（否则 0d)(d)(d)(
π

0

π

0 1

1 ≠+= ∫∫∫ ξ

ξ
xxfxxfxxf ）， 

不妨设在(0, ξ 1)内 f (x) < 0，在(ξ 1, π) 内 f (x) > 0． 

由于 000cosdcos)(d)(cosd)cos)(cos( 1
π

0

π

01
π

0 1 =−⋅=−=− ∫∫∫ ξξξ xxxfxxfxxxf ， 

且在(0, ξ 1)内 cos x > cos ξ 1，f (x) (cos ξ 1 − cos x) > 0， 

在(ξ 1, π)内 cos x < cos ξ 1，f (x) (cos ξ 1 − cos x) > 0，这与 0d)cos)(cos(
π

0 1 =−∫ xxxf ξ 矛盾， 

故 f (x)在(0, π)内存在不同于 ξ 1 的零点 ξ 2，得证． 

注：此题可改为函数 f (x)在[a, b]上连续，g (x)在[a, b]上严格单调，且 0d)()(,0d)( == ∫∫
b

a

b

a
xxgxfxxf ． 

试证明：在(a, b)内至少存在两个不同的点 ξ 1, ξ 2，使 f (ξ 1) = f (ξ 2) = 0． 

13．（00）计算 ∫
∞+

−+ +1 31 d
ee

1 xxx ． 

解：原式 22
1

12
1

12
211

3
22 e

4
π)

4
π

2
π(eearctanedee

1)e(
1de

1e
1 −−+∞−−∞+ −−

−

∞+ −
−

=−==
+

=
+

= ∫∫ xx
x

x
x x ． 

14．（01）设 f (x)在[0, 1]上连续，在(0, 1)内可导，且满足 )1(d)(e)1(
1

0
1 >= ∫ − kxxfxkf k x ，证明至少存在

一点 ξ ∈ (0, 1)，使得 f ′(ξ ) = (1 − ξ −1) f (ξ )． 

证：根据积分中值定理，存在 )1,0(
k

∈η ，使得 )01()(ed)(e 1
1

0
1 −⋅= −−∫ k

fxxfxk x ηη η ， 

设辅助函数 F (x) = xe1 − x f (x)，有 )()(ed)(e)1()1( 1
1

0
1 ηηη η FfxxfxkfF k x ==== −−∫ ， 

由于 F (x)在[η, 1]上连续，在(η, 1)内可导，根据罗尔定理，存在ξ ∈ (η, 1) ⊂ (0, 1)，使得 F ′(ξ ) = 0， 
而 F ′(x) = [xe1 − x f (x)]′ = e1 − x f (x) − xe1 − x f (x) + xe1 − x f ′(x) = e1 − x [(1 − x) f (x) + x f ′(x)]， 
故(1 − ξ ) f (ξ ) + ξ f ′(ξ ) = 0，   即 f ′(ξ ) = (1 − ξ −1) f (ξ )． 

15．（01）设 f (x)在[0, 1]上连续，在(0, 1)内可导，且满足 ∫ −= 3
1

0
1 d)(e3)1(

2
xxff x ，证明至少存在一点 ξ ∈ 

(0,1)，使得 f ′(ξ ) = 2ξ f (ξ )． 

证：根据积分中值定理，存在 )
3
1,0(∈η ，使得 )0

3
1()(ed)(e

22 13
1

0
1 −⋅= −−∫ ηη fxxfx ， 

设辅助函数 )(e)(
21 xfxF x−= ，有 )()(ed)(e3)1()1(

22 13
1

0
1 ηηη FfxxffF x ==== −−∫ ， 

由于 F (x)在[η, 1]上连续，在(η, 1)内可导，根据罗尔定理，存在ξ ∈ (η, 1) ⊂ (0, 1)，使得 F ′(ξ ) = 0， 
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而 )]()(2[e)(e)(e2])(e[)(
2222 1111 xfxxfxfxfxxfxF xxxx ′+−=′+−=′=′ −−−− ， 

故−2ξ f (ξ ) + f ′(ξ ) = 0，   即 f ′(ξ ) = 2ξ f (ξ )． 

16．（01）设函数 f (x)在(0, +∞)内连续，
2
5)1( =f ，且对所有 x, t ∈ (0, +∞)，满足条件 

∫∫∫ +=
txxt

uufxuuftuuf
111

d)(d)(d)( ， 求 f (x)． 

解：两边关于 t 求导，得： )(d)()(
1

txfuufxxtf
x

+=⋅ ∫ ，令 t = 1，有 xuufxxf
x

2
5d)()(

1
+= ∫ ，（∗） 

由于 f (x)在(0, +∞)内连续，有 ∫
x

uuf
1

d)( 在(0, +∞)内可导，则
2
5d)(1)(

1
+= ∫

x
uuf

x
xf 在(0, +∞)内可导， 

对（∗）式两边关于 x 求导，得
2
5)()()( +=′+ xfxfxxf ，即

x
xf

2
5)( =′ ， Cxxf += ln

2
5)( ， 

由于
2
5)1( =f ，有 C+= 1ln

2
5

2
5

，
2
5

=C ， 

故
2
5ln

2
5)( += xxf ． 

注：在（∗）式也可令 ∫=
x

uufy
1

d)( ，变为微分方程 xyyx
2
5

+=′ ，y| x =1 = 0，再用第十章的方法求解． 

17．（01）已知抛物线 y = px2 + qx（其中 p < 0 , q > 0）在第一象限内与直线 x + y = 5 相切，且此抛物线与

x 轴所围成的平面图形的面积为 S． 
（1）问 p 和 q 为何值时，S 达到最大值？ 
（2）求出此最大值． 

解：要与直线 x + y = 5 相切，切线斜率应为−1，令 y′ = 2px + q = −1，得
p

qx
2

1
−
+

= ， 

且切点 )
4

1,
2

1(
2

p
q

p
q

−
−

−
+

满足 5
4

1
2

1 2

=
−
−

+
−
+

p
q

p
q

，即
20

)1( 2+
−=

qp ， 

由于 4

3

2

3

0

23

0
2

)1(3
200

6
)

23
(d)()(

+
==+=+=

−
−
∫ q

q
p

qqxpxxqxpxqS
p
q

p
q

， 

令 0
)1(3

)3(200
)1(3

)1(4200)1(3200)( 5

2

8

3342

=
+

−
=

+
+⋅−+⋅

=′
q

qq
q

qqqqqS ，得 q = 3，唯一驻点（q > 0）， 

且 0 < q < 3 时，S ′(q) > 0；q > 3 时，S ′(q) < 0；即 q = 3 为极大值点，此时
5
4

20
16

−=−=p ， 

故当
5
4

−=p ，q = 3 时，S 达到最大值，最大值为
32
225)3( =S ． 

18．（02）设函数 f (x) , g (x)在[a, b]上连续，且 g (x) > 0，利用闭区间上连续函数的性质，证明存在一点ξ ∈ 

(a, b)，使 ∫∫ =
b

a

b

a
xxgfxxgxf d)()(d)()( ξ ． 

证：由于 f (x)在[a, b]上连续，知 f (x)在[a, b]上必存在最小值 m 与最大值 M，即 m ≤ f (x) ≤ M， 
而 g (x) > 0，有 mg (x) ≤ f (x)g (x) ≤ Mg (x)， 

S
0    −q/p   x

y 
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即 ∫∫∫ ≤≤
b

a

b

a

b

a
xxgMxxgxfxxgm d)(d)()(d)( ， M

xxg

xxgxf
m b

a

b

a ≤≤
∫

∫
d)(

d)()(
，因 f (x)在[a, b]上连续， 

故根据介值定理，存在ξ ∈ (a, b)，使得

∫

∫
= b

a

b

a

xxg

xxgxf
f

d)(

d)()(
)(ξ ，得证． 

19．（02）求极限：
)cos1(

d]d)1arctan([
lim 0 0

0

2

xx

utt
x u

x −

+∫ ∫
→

． 

解：原式
xxxx

xx
xxx

tt

xx

utt

x

x

x

x u

x cossinsin
2)1arctan(lim

sin)cos1(

d)1arctan(
lim

])cos1([

}d]d)1arctan([{
lim

2

0

0

0

0 0

0

0
0

22

0
0

++
⋅+

=
+−

+
=

′−

′+
=

→→→

∫∫ ∫
 

6
π

3
1arctan2

cossin2
)1arctan(2lim

2

0
==

+

+
=

→
x

x
x

x
x

． 

20．（02）设 D1是由抛物线 y = 2x 2 和直线 x = a, x = 2 及 y = 0 所围成的平面区域；D2是由抛物线 y = 2x 2

和直线 y = 0, x = a 所围成的平面区域，其中 0 < a < 2． 
（1）试求 D1 绕 x 轴旋转而成的旋转体体积 V1；D2 绕 y 轴旋转而成的旋转体体积 V2； 
（2）问当 a 为何值时，V1 + V2 取得最大值？试求此最大值． 

解：（1）
5
π4

5
π128

5
4πd)2(π

5252 22
1

axxxV
a

a
−=⋅== ∫ ， 4

0

4

0
2

2 π
4

2π2d2π2 axxxxV
a

a
=⋅=⋅= ∫ ． 

（2）设 4
5

21 π
5
π4

5
π128)( aaVVaV +−=+= ，令 V ′(a) = − 4π a 4 + 4π a 3 = 0，  

得 a = 1，唯一驻点，且 V ″(a) = −16π a 3 + 12π a 2，V ″(1) = − 4π < 0， 

故当 a = 1 时，V1 + V2 取得最大值为
5
π129)1( =V ． 

21．（03）设某商品从时刻 0 到时刻 t 的销售量为 x (t) = k t,  t ∈ [0, T ],  (k > 0)．欲在 T 时，将数量为 A
的该商品销售完，试求： 
（1）t 时该商品的剩余量，并确定 k 的值； 
（2）在时间段[0, T ]上的平均剩余量． 

解：（1）由于 x (T ) = kT = A， 

故
T
Ak = ，且 t 时刻该商品的剩余量为

T
AtAtxAtr −=−= )()( ． 

（2）在时间段[0, T ]上的平均剩余量
22

1)
2

(1d)(1d)(1

0

2

00

AAT
TT

AtAt
T

t
T
AtA

T
ttr

T
r

T
TT

=⋅=−=−== ∫∫ ． 

22．（04）设 f (x), g (x) 在[a, b]上连续，且满足 ),[,d)(d)( baxttgttf
x

a

x

a
∈≥ ∫∫ ， ∫∫ =

b

a

b

a
ttgttf d)(d)( ，证明： 

∫∫ ≤
b

a

b

a
xxxgxxxf d)(d)( ． 

证：设 ∫ −=
x

a
ttgtfxF d)]()([)( ，有 x ∈ [a, b]时，F (x) ≥ 0，且 F (a) = F (b) = 0， 

D1
D2 

0      a  2    x

y 
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则 0d)(d)()()(dd)]()([d)(d)( ≤−=−==−=− ∫∫∫∫∫∫
b

a

b

a

b
a

b

a

b

a

b

a

b

a
xxFxxFxxFxFxxxgxfxxxxgxxxf ， 

故 ∫∫ ≤
b

a

b

a
xxxgxxxf d)(d)( ． 

23．（04）设
⎩
⎨
⎧

>
≤

=
− ,0,e

,0,e)( 2

2

x
xxF x

x

 S 表示夹在 x 轴与直线 y = F (x) 之间的面积．对任何 t，S1 (t) 表示矩形 

−t ≤ x ≤ t, 0 ≤ y ≤ F (t) 的面积，求： 
（1）S (t) = S − S1 (t) 的表达式； 
（2）S (t) 的最小值． 

解：（1） 1e
2
1e

2
1dede

0
202

0
20 2 =−=+=

+∞−

∞−

∞+ −
∞− ∫∫ xxxx xxS ，S1 (t) = 2tF (t) = 2te −2t  (t > 0)， 

故 S (t) = S − S1 (t) = 1 − 2te −2t  (t > 0)． 

（2）令 S ′(t) = − 2e −2t − 2te −2t ⋅ (−2) = (4t −2)e −2t = 0，得
2
1

=t ，唯一驻点， 

且当
2
10 << t 时 S ′(t) < 0；当

2
1

>t 时 S ′(t) > 0； 

故
2
1

=t 时，S (t) 最小，最小值为 1e1)
2
1( −−=S ． 

24．（05）设 f (x), g (x) 在[0, 1]上的导数连续，且 f (0) = 0，f ′(x) ≥ 0，g ′(x) ≥ 0，证明：对任何 a ∈ [0, 1]，

有 )1()(d)()(d)()(
1

00
gafxxgxfxxfxg

a
≥′+′ ∫∫ ． 

证： ∫∫∫∫∫ ′+′+′=′+′ 1

00

1

00
d)()(d)()(d)()(d)()(d)()(

a

aaa
xxgxfxxgxfxxfxgxxgxfxxfxg  

∫∫∫ ′−+′+′+′=
11

0
d)()]()([d)()(d)]()()()([

aa

a
xxgafxfxxgafxxgxfxfxg  

∫ ′−+⋅+=
11

0 d)()]()([)()()()(
aa

a xxgafxfxgafxgxf  

∫ ′−+−+−=
1

d)()]()([)]()1()[()0()0()()(
a

xxgafxfaggafgfagaf  

∫ ′−+=
1

d)()]()([)1()(
a

xxgafxfgaf  

由于 f ′(x) ≥ 0，g ′(x) ≥ 0，有 x ∈ [a, 1]时，f (x) − f (a) > 0，即 0d)()]()([
1

>′−∫a
xxgafxf ， 

故 )1()(d)()(d)()(
1

00
gafxxgxfxxfxg

a
≥′+′ ∫∫ ． 

25．（08）设 f (x) 是周期为 2 的连续函数， 

（1）证明对任意实数都有 ∫∫ =
+ 2

0

2
)()( dxxfdxxf

t

t
； 

（2）证明 ∫ ∫
+

−=
x t

t
dtdssftfxG

0

2
])()(2[)( 是周期为 2 的周期函数． 

证：（1）因 ∫∫∫
++

+=
2

2

22
)()()(

t

t

t

t
dxxfdxxfdxxf ，对 ∫

+2

2
)(

t
dxxf 换元， 

令 x = u + 2，有 f (x) = f (u + 2) = f (u)，dx = du，且 x = 2 时，u = 0；x = t + 2 时，u = t， 

则 ∫∫∫ ==
+ ttt

dxxfduufdxxf
00

2

2
)()()( ， 
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故 ∫∫∫∫∫∫ =+=+=
++ 2

00

22

2

22
)()()()()()( dxxfdxxfdxxfdxxfdxxfdxxf

t

t

t

t

t

t
； 

（2）因 ∫∫ =
+ 2

0

2
)()( dxxfdxxf

t

t
是与 t 无关的常数，记 Adxxfdxxf

t

t
== ∫∫

+ 2

0

2
)()( ， 

则 222

0

2

0
|)(2)(])(2[])(2[])(2[)2( ++++

−+=−+−=−=+ ∫∫∫∫ x
x

x

x

x

x

xx
AtdttfxGdtAtfdtAtfdtAtfxG  

)(22)(2)(2)(
2

0
xGAAxGAdttfxG =−+=−+= ∫ ， 

故 G (x) 是周期为 2 的周期函数． 

26．（10）（1）比较 ∫ +
1

0
)]1[ln(|ln| dttt n 与 ∫

1

0
|ln| dttt n  ),2,1( L=n 的大小，说明理由； 

（2）设 ∫ +=
1

0
)]1[ln(|ln| dtttu n

n  ),2,1( L=n ，求极限 nn
u

∞→
lim ． 

解：（1）设 tttf −+= )1ln()( ，有 0)0( =f ，
t

t
t

tf
+
−

=−
+

=′
1

1
1

1)( ，当 0>t 时， 0)( <′ tf ， 

则当 0>t 时， )(tf 单调减少，有 0)0()( =< ftf ，即 tt <+ )1ln( ， 

故当 0>t 时， |ln|)]1[ln(|ln|0 tttt nn <+< ，即 ∫∫ <+
1

0

1

0
|ln|)]1[ln(|ln| dtttdttt nn  ),2,1( L=n ； 

（2）因 ∫∫∫∫ ⋅
+

+
+

⋅−=
+

⋅−=−= +++ 1

0
11

0
11

0
11

0

1

0

1
1

1
1

1ln)(
1

1lnln|ln| dt
t

t
n

t
n

ttd
n

ttdttdttt nnnnn  

2

1

0
1

2
1

0 )1(
1

)1(
1

1
10

+
=

+
=

+
+= +∫ n

t
n

dtt
n

nn ， 

则 0
)1(

1lim|ln|lim 2
1

0
=

+
=

∞→∞→ ∫ n
dttt

n

n

n
， 

因 ∫∫ <+=<
1

0

1

0
|ln|)]1[ln(|ln|0 dtttdtttu nn

n ， 

故由夹逼准则知 0)]1[ln(|ln|limlim 1

0
=+= ∫∞→∞→

dtttu n

nnn
． 

27．（10）设函数 )(xf 在 ]3,0[ 上连续，在 )3,0( 内存在二阶导数，且 )3()2()()0(2 2

0
ffdxxff +== ∫ ， 

（1）证明：存在 )2,0(∈η ，使 )0()( ff =η ； 

（2）证明：存在 )3,0(∈ξ ，使 0)( =′′ ξf ． 

证：（1）因 )(xf 在 ]2,0[ 上连续，由积分中值定理知，存在 )2,0(∈η ，使得 )(2)(2

0
ηfdxxf =∫ ， 

故 )0(2)(2)(2

0
ffdxxf ==∫ η ，即 )0()( ff =η ； 

（2）因 )(xf 在 ]3,2[ 上连续，设 )(xf 在 ]3,2[ 上的最大值为M ，最小值为m ， 

则 Mfm ≤≤ )2( ， Mfm ≤≤ )3( ，有 Mfffm ≤=
+

≤ )0(
2

)3()2(
， 

由介值定理知，存在 ]3,2[*∈η ，使得 )0(
2

)3()2(*)( ffff =
+

=η ， 

因 )(xf 在 ],0[ η 、 *],[ ηη 上连续，在 ),0( η 、 *),( ηη 内可导，且 *)()()0( ηη fff == ， 

则由罗尔定理知，存在 ),0(1 η∈x ， *),(2 ηη∈x ，使得 )(0)( 21 xfxf ′==′ ， 
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又因 )(xf ′ 在 ],[ 21 xx 上连续，在 ),( 21 xx 内可导，且 )()( 21 xfxf ′=′ ， 

故存在 )3,0(),( 21 ⊂∈ xxξ ，使得 0)( =′′ ξf ． 
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第七章 无穷级数 
一．选择题： 

1． （02）设幂级数∑
∞

=1n

n
n xa 与∑

∞

=1n

n
n xb 的收敛半径分别为

3
5
与

3
1
，则幂级数∑

∞

=1
2

2

n

n

n

n x
b
a

的收敛半径为（   ） 

（A）5． （B）
3
5
． （C）

3
1
． （D）

5
1
． 

解：由于
5

3lim 1 =+

∞→ n

n

n a
a

， 3lim 1 =+

∞→ n

n

n b
b

，则
5
1

3
1

5
3lim 2

2

22

2
1

2
1 =⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=++

∞→
nn

nn
n ba

ba
，收敛半径为 5， 

选择：（A）． 

2． （03）设
2

nn
n

aa
p

+
= ，

2
nn

n
aa

q
−

= ，n = 1, 2, …，则下列命题正确的是（       ） 

（A）若∑
∞

=1n
na 条件收敛，则∑

∞

=1n
np 与∑

∞

=1n
nq 都收敛．（B）若∑

∞

=1n
na 绝对收敛，则∑

∞

=1n
np 与∑

∞

=1n
nq 都收敛． 

（C）若∑
∞

=1n
na 条件收敛，则∑

∞

=1n
np 与∑

∞

=1n
nq 敛散性都不定． 

（D）若∑
∞

=1n
na 绝对收敛，则∑

∞

=1n
np 与∑

∞

=1n
nq 敛散性都不定． 

解：由于 0 ≤ pn ≤ | an |，0 ≤ qn ≤ | an |，若∑
∞

=1n
na 绝对收敛，则∑

∞

=1
||

n
na 收敛，有∑

∞

=1n
np 与∑

∞

=1n
nq 都收敛， 

若∑
∞

=1n
na 条件收敛，则∑

∞

=1
||

n
na 发散，有∑

∞

=1n
np 与∑

∞

=1n
nq 都发散， 

选择：（B）． 
3． （04）设有以下命题： 

① 若∑
∞

=
− +

1
212 )(

n
nn uu 收敛，则∑

∞

=1n
nu 收敛； ② 若∑

∞

=1n
nu 收敛，则∑

∞

=
+

1
1000

n
nu 收敛； 

③ 若 1lim 1 >+

∞→ n

n

n u
u

，则∑
∞

=1n
nu 发散； ④ 若∑

∞

=
+

1
)(

n
nn vu 收敛，则∑

∞

=1n
nu 、∑

∞

=1n
nv 都收敛； 

则以上命题中正确的是（       ） 

（A）①②． （B）②③． （C）③④． （D）①④． 

解：∑
∞

=
− +

1
212 )(

n
nn uu 是∑

∞

=1n
nu 每两项加括号后的级数．加括号后的级数收敛，原级数不一定收敛，①错误； 

∑
∞

=
+

1
1000

n
nu 是∑

∞

=1n
nu 去掉前 1000 项后的级数．级数去掉或增加有限项，敛散性不变，②正确； 
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1lim 1 >+

∞→ n

n

n u
u

，即 1lim 1 >+

∞→
n

n

n u
u

，由达朗贝尔比值判别法可知③正确； 

如∑
∞

=1

1
n n

与∑
∞

=

−

1
2

1
n n

n
都发散，但 ∑∑

∞

=

∞

=
=

−
+

1
2

1
2

1)11(
nn nn

n
n

收敛，④错误； 

选择：（B）． 

4． （05）设 an > 0，n = 1, 2, …，若∑
∞

=1n
na 发散，∑

∞

=

−−
1

1)1(
n

n
n a 收敛，则下列结论正确的是（       ） 

（A）∑
∞

=
−

1
12

n
na 收敛，∑

∞

=1
2

n
na 发散． （B）∑

∞

=1
2

n
na 收敛，∑

∞

=
−

1
12

n
na 发散． 

（C）∑
∞

=
− +

1
212 )(

n
nn aa 收敛． （D）∑

∞

=
− −

1
212 )(

n
nn aa 收敛． 

解：∑
∞

=
− −

1
212 )(

n
nn aa 是∑

∞

=

−−
1

1)1(
n

n
n a 每两项加括号后的级数，收敛的级数加括号后仍然收敛， 

选择：（D）． 

5． （06）若级数∑
∞

=1n
na 收敛，则级数（       ） 

（A）∑
∞

=1
||

n
na 收敛． （B）∑

∞

=
−

1
)1(

n
n

n a 收敛． （C）∑
∞

=
+

1
1

n
nn aa 收敛． （D）∑

∞

=

++

1

1

2n

nn aa
收敛． 

解：当∑
∞

=1n
na 不是正项级数时，（A）、（B）、（C）都不成立．如

n
a

n

n
)1(−

= ，有 ∑∑
∞

=

∞

=

−
=

11

)1(
n

n

n
n

n
a 收敛， 

但 ∑∑
∞

=

∞

=
=

11

1||
nn

n
n

a ， ∑∑
∞

=

∞

=
=−

11

1)1(
nn

n
n

n
a ， ∑∑

∞

=

∞

=
+

+

−
=

11
1

)1(
1

nn
nn

nn
aa 都发散． 

而∑
∞

=1n
na 收敛时，∑

∞

=
+

1
1

n
na 也收敛，可得∑

∞

=
++

1
1 )(

n
nn aa 收敛，故∑

∞

=

++

1

1

2n

nn aa
收敛， 

选择：（D）． 

6． （11）设 }{ nu 是数列，则下列命题正确的是（       ） 

（A）若∑
∞

=1n
nu 收敛，则∑

∞

=
− +

1
212 )(

n
nn uu 收敛． （B）若∑

∞

=
− +

1
212 )(

n
nn uu 收敛，则∑

∞

=1n
nu 收敛． 

（C）若∑
∞

=1n
nu 收敛，则∑

∞

=
− −

1
212 )(

n
nn uu 收敛． （D）若∑

∞

=
− −

1
212 )(

n
nn uu 收敛，则∑

∞

=1n
nu 收敛． 

解：若一个级数收敛，则对其加括号后的级数也收敛， 
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因∑
∞

=
− +

1
212 )(

n
nn uu 就是∑

∞

=1n
nu 每两项加括号后所成的级数，若∑

∞

=1n
nu 收敛，则∑

∞

=
− +

1
212 )(

n
nn uu 收敛， 

选择：（A）． 

7． （12）已知级数∑
∞

=

−
1

1sin)1(
n

n

n
n α 绝对收敛，∑

∞

=
−

−

1
2

)1(
n

n

n α 条件收敛，则α 范围为（       ） 

（A）
2
10 <<α ． （B） 1

2
1

<<α ． （C）
2
31 <<α ． （D） 2

2
3

<<α ． 

解：交错级数∑
∞

=

−

1

)1(
n

p

n

n
，当 1>p 时，绝对收敛；当 10 ≤< p 时，条件收敛， 

因 +∞→n 时， 2/1
1~1sin −αα nn

n ，即当
2
3

>α 时，∑
∞

=

−
1

1sin)1(
n

n

n
n α 与∑

∞

=
−−

1
2/1

1)1(
n

n

nα 绝对收敛， 

且当 21 <≤α 时，∑
∞

=
−

−

1
2

)1(
n

n

n α 条件收敛， 

则 2
2
3

<<α  

选择：（D）． 
二．填空题： 

1． （95）级数∑
∞

=0 2
)3(ln

n
n

n

的和为           ． 

解：这是公比为 1
2
3ln
<=q 的等比级数，其和为

3ln2
2

2
3ln1

1
−

=
−

=S ， 

填空：
3ln2

2
−

． 

2． （99） =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑

∞

=

−

1

1

2
1

n

n

n           ． 

解：设 ∑
∞

=

−=
1

1)(
n

nnxxS ，有 )1,1(
1

dd)(
11

0
1

0
−∈

−
=== ∑∑ ∫∫

∞

=

∞

=

− x
x

xxttnttS
n

n

n

x nx
， 

则 2)1(
1

1
)(

xx
xxS

−
=

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
= ，故 4)

2
1(

2
1

1

1

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑

∞

=

−

Sn
n

n

， 

填空：4． 

3． （09）幂级数∑
∞

=

−−

1
2

)1(e
n

n
nn

x
n

的收敛半径为          ． 

解：因 2

2112

2

11
1

)1()1(e
)1(elim

)1(e)1(
)1(elimlim

+
⋅

−−
−−

=
−−

⋅
+
−−

==
++

∞→

++

∞→

+

∞→ n
nn

na
a

l nn

nn

nnn

nn

nn

n

n
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0   P3  P2  P1  x

Q3 
Q2

Q1y 

e
11

1

e
11

e
1)1(e

lim 2 =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅−−

=
∞→

n

n

n

n
， 

故收敛半径
e
11

==
l

R ， 

填空：
e
1
． 

三．解答题： 
1． （97）从点 P1 (1, 0)作 x 轴的垂线，交抛物线 y = x2于点 Q1 (1, 1)；再从 Q1 作这条抛物线的切线与 x 轴

交于 P2，然后又从 P2 作 x 轴的垂线，交抛物线于点 Q2，依次重复上述过程得到一系列的点 P1 , Q1 ; P2 , 
Q2 ; … ; Pn , Q n． 
（1）求 OPn； 

（2）求级数 LL ++++ nn PQPQPQ 2211 的和． 

其中 n  (n ≥ 1)为自然数，而 21MM 表示点 M1与 M2 之间的距离． 

解：设 aOPn = ，切点 Q n (a, a 2 )，切线斜率 y′| x = a = 2 a，切线方程为 y − a 2 = 2 a (x − a)，即 y = 2 a x − a 2， 

则横截距为
20

ax y =
=

，
21
aOPn =+ ，即 L,

4
1,

2
1,1 321 === OPOPOP ， 

故 12
1
−

= nnOP ，且
3
4

4
11

1
2

1)(
1

22
1

2
2211 =

−
===++++ ∑∑

∞

=
−

∞

= n
n

n
nnn OPPQPQPQ LL ． 

2． （98）两条抛物线
n

nxy 12 += 和
1

1)1( 2

+
++=

n
xny ，记它们交点横坐标的绝对值为 an， 

（1）求这两条抛物线所围成的平面图形的面积 S n； 

（2）求级数∑
∞

=1n n

n

a
S

的和． 

解：由
n

nxy 12 += 和
1

1)1( 2

+
++=

n
xny 联立解得

)1(
1
+

±=
nn

x ，即
)1(

1
+

=
nn

an ， 

故
)1()1(3

4
)1(3

d]
1

1)1(1[
)1(

1

)1(
1

3
)1(

1

)1(
1

22

++
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+−=
+

−+−+=
+

+
−

+

+
−
∫ nnnnnn

xxx
n

xn
n

nxS
nn

nn

nn

nn
n ． 

且 ]
1

11
3
1

2
1

2
11[lim

3
4]

)1(
1

32
1

21
1[lim

3
4

)1(3
4

11 +
−++−+−=

+
++

⋅
+

⋅
=

+
=

∞→∞→

∞

=

∞

=
∑∑ nnnnnna

S
nnnn n

n LL  

3
4]

1
11[lim

3
4

=
+

−=
∞→ nn

． 

3． （00）设 LL,2,1,0,dcossin4
π

0
== ∫ nxxxI n

n ，求∑
∞

=0n
nI ． 

y 

0    an   x
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解：
1

4
π

0

1
4
π

0 )2)(1(
1

1
sinsindsin

+

+

+
=

+
== ∫ n

n
n

n
nn

xxxI ，设 ∑
∞

=

+

+
=

0

1

1
)(

n

n

n
xxS ，有 ∑

∞

=
=

0
)

2
1(

n
nIS ， 

收敛区间为 x ∈ [−1, 1)，且 )1,1(,
1

1
1
)1()(

00
−∈

−
==

+
+

=′ ∑∑
∞

=

∞

=
x

x
x

n
xnxS

n

n

n

n

， 

则 )1ln(|1|ln0d
1

1)0()( 00
xtt

t
SxS xx

−−=−−=
−

+= ∫ ，即 )1,1[),1ln(
1

)(
0

1

−∈−−=
+

= ∑
∞

=

+

xx
n
xxS

n

n

， 

故 )
2

11ln()
2

1(
0

−−==∑
∞

=
SI

n
n ． 

4． （03）求幂级数 )1|(|
2

)1(1
1

2

<−+ ∑
∞

=
x

n
x

n

n
n 的和函数 f (x)及其极值． 

解： ∑
∞

=
−+=

1

2

2
)1(1)(

n

n
n

n
xxf ，收敛区间为 x ∈ [−1, 1]，有 )1,1(,

1
)1()( 2

1

12 −∈
+
−

=−=′ ∑
∞

=

− x
x
xxxf

n

nn ， 

故 ]1,1[),1ln(
2
11|1|ln

2
11)(d

2
1

1
11d

1
)0()( 2

0
2

0
2

20 2 −∈+−=+−=⋅
+

−=
+
−

+= ∫∫ xxtt
t

t
t
tfxf

xxx
． 

令 0
1

)( 2 =
+
−

=′
x
xxf ，得 x = 0，且 22

2

22

2

)1(
1

)1(
2)1(1)(

x
x

x
xxxxf

+
−

=
+

⋅++⋅−
=′′ ，有 f ″(0) = −1 < 0， 

故当 x = 0 时，取得极大值 f (0) = 1． 

5． （05）求幂级数∑
∞

=
−

+1

2)1
12

1(
n

nx
n

在区间 (−1, 1) 内的和函数 S (x)． 

解： ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
−

+
=−

+
=

1

2

1

2

1

2

12
1)1

12
1()(

n

n

n

n

n

n xx
n

x
n

xS ， 

设 ∑
∞

=

+

+
=

1

12

12
1)(

n

nx
n

xf ，收敛区间为 x ∈ (−1, 1)，有 )1,1(,
1

)( 2

2

1

2 −∈
−

==′ ∑
∞

=
x

x
xxxf

n

n ， 

则 x
x
xtttt

tt
t

t
tfxf xxx

−
−
+

=−−−+=−
−

+
+

+=
−

+= ∫∫ 1
1ln

2
1]|)1|ln|1|(ln

2
1[d)1

1
2
1

1
2
1

(0d
1

)0()( 000 2

2

， 

得 1
1
1ln

2
1)(

12
1

1

2 −
−
+

==
+∑

∞

= x
x

xx
xfx

nn

n ，x ∈ (−1, 1) 且 x ≠ 0，又有 )1,1(,
1 2

2

1

2 −∈
−

=∑
∞

=
x

x
xx

n

n ， 

即 22

2

1
1

1
1ln

2
1

1
1

1
1ln

2
1)(

xx
x

xx
x

x
x

x
xS

−
−

−
+

=
−

−−
−
+

= ，x ∈ (−1, 1) 且 x ≠ 0，而 S (0) = 0， 

故
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−∈
−

−
−
+

=
.0,0

),1,0()0,1(,
1

1
1
1ln

2
1

)( 2

x

x
xx

x
xxS U
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6． （06）求幂级数∑
∞

=

+−

−
−

1

121

)12(
)1(

n

nn

nn
x

的收敛域及和函数 S (x)． 

解： 2
12

32
1 )12(

)12)(1(
limlim x

x
nn

nn
x

u
u

n

n

nn

n

n
=

−
⋅

++
=

+

+

∞→

+

∞→
，当 x 2 < 1 时，即 x ∈ (−1, 1)时，级数收敛， 

当 x = ±1 时， ∑∑
∞

=

−∞

=

+−

−
−

±=
−

−

1

1

1

121

)12(
)1(

)12(
)1(

n

n

n

nn

nnnn
x

收敛， 

故收敛域为 x ∈ [−1, 1]； 

因 ]1,1[,
)12(

)1(
)12(

)1()(
1

21

1

121

−∈
−

−
=

−
−

= ∑∑
∞

=

−∞

=

+−

x
nn

xx
nn

xxS
n

nn

n

nn

，令 ]1,1[,
)12(

)1()(
1

21

−∈
−

−
=∑

∞

=

−

x
nn

xxf
n

nn

， 

则 )1,1(,
12

2)1(
)12(

2)1()(
1

121

1

121

−∈
−
⋅−

=
−

⋅−
=′ ∑∑

∞

=

−−∞

=

−−

x
n

x
nn

nxxf
n

nn

n

nn

， 

且 )1,1(,
1

22)1(
12

)12(2)1()( 2
1

221

1

221

−∈
+

=⋅−=
−
−⋅−

=′′ ∑∑
∞

=

−−
∞

=

−−

x
x

x
n

xnxf
n

nn

n

nn

， 

得 )1,1(,arctan2arctan2d
1

20d)()0()( 00 20
−∈==

+
+=′′+′=′ ∫∫ xxtt

t
ttffxf xxx

， 

∫∫∫ +
⋅−=+=′+=

xxxx
t

t
tttttttffxf

0 2000
d

1
2arctan2darctan20d)()0()(  

)1,1(),1ln(arctan2)1ln(arctan2 2
0

2 −∈+−=+−= xxxxtxx
x

， 

故根据和函数的连续性，可得 ]1,1[),1ln(arctan2)()( 22 −∈+−== xxxxxxxfxS ． 

7． （07）将函数
43

1)( 2 −−
=

xx
xf 展开成 x − 1 的幂级数，并指出其收敛区间． 

解：
1

1
5
1

4
1

5
1

)1)(4(
1)(

+
⋅−

−
⋅=

+−
=

xxxx
xf ， 

)1,1(
3

1,)1)(
3

1(
3

1
3
1

3
11

1
3
1

31
1

4
1

0
1

0
−∈

−
−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−=
−

−
⋅−=

−−
=

− ∑∑
∞

=
+

∞

=

xxx
xxx n

n
n

n

n

，即 x ∈ (−2, 4)， 

)1,1(
2

1,)1(
2

)1(
2

1)1(
2
1

2
11

1
2
1

21
1

1
1

0
1

0
−∈

−
−

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−=
−

+
⋅=

+−
=

+ ∑∑
∞

=
+

∞

=

xxx
xxx n

n
n

n

n

n
n ，即 x ∈ (−1, 3)， 

故 )3,1(,)1)(
2

)1(
3

1(
5
1)1(

2
)1(

5
1)1)(

3
1(

5
1)(

0
11

0
1

0
1 −∈−

−
−−=−

−
−−−= ∑∑∑

∞

=
++

∞

=
+

∞

=
+

xxxxxf
n

n
n

n

n
n

n
n

n

n

n
n ． 

8． （08）设银行存款的年利率 r = 0.05，并依年复利计算．某基金会希望通过存款 A 万元实现第一年取

出 19 万元，第二年取出 28 万元，…，第 n 年取出 (10 + 9n) 万元，并能按此规律一直提取下去，问 A
至少为多少万元？ 
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解：年利率 r = 0.05，并依年复利计算，第 t 年取出的资金 a 万元，其现值为 ae −rt，而 A 至少为其总现值， 

则总现值 ∑∑∑
∞

=

−
∞

=

−
∞

=

−−−− +=+=+++++
1

05.0

1

05.0

1

05.005.01.005.0 e9e10e)910(e)910(e28e19
n

n

n

n

n

nn nnn LL ， 

设 ∑
∞

=
=

1
)(

n

nnxxf ，即 ∑
∞

=

−=
1

1)(
n

nnx
x
xf

，有 )1,1(,
1

)(
11

0
1

0
−∈

−
=== ∑∑∫∫

∞

=

∞

=

− x
x

xxdtntdt
t
tf

n

n

n

x nx
， 

则 )1,1(,
)1(1

)( 2
1

−∈
−

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
==∑

∞

=
x

x
x

x
xxxfnx

n

n ， 

因等比级数 05.0

05.0

1

05.0

e1
ee

−

−∞

=

−

−
=∑

n

n ，且 205.0

05.0
05.0

1

05.0

)e1(
e)e(e

−

−
−

∞

=

−

−
==∑ fn

n

n ， 

故 29.3794
)e1(
e1019e

)e1(
9e

e1
10ee9e10 205.0

1.005.0

205.0

05.0

05.0

05.0

1

05.0

1

05.0 ≈
−

−
=

−
+

−
=+≥

−

−−

−

−

−

−∞

=

−
∞

=

− ∑∑
n

n

n

n nA 万元． 



 55

第八章 多元函数微分 
一．选择题： 
1． （03）设可微函数 f (x, y)在点(x0, y0)处取得极小值，则下列结论正确的是（       ） 

（A）f (x0, y)在 y = y0 处导数等于零． （B）f (x0, y)在 y = y0 处导数大于零． 
（C）f (x0, y)在 y = y0 处导数小于零． （D）f (x0, y)在 y = y0 处导数不存在． 

解：f (x, y)在点(x0, y0)处取得极小值，则 fx′(x0, y0)与都等于 0 或不存在， 
且 f (x, y)是可微函数，有 fx′(x0, y0) = fy′(x0, y0) = 0， 
选择：（A）． 

2． （06）设 f (x, y)与ϕ (x, y)均为可微函数，且ϕy′(x0, y0) ≠ 0，已知(x0, y0)是 f (x, y)在约束条件ϕ (x, y) = 0
下的一个极值点，下列选项正确的是（       ） 
（A）若 fx′(x0, y0) = 0，则 fy′(x0, y0) = 0． （B）若 fx′(x0, y0) = 0，则 fy′(x0, y0) ≠ 0． 
（C）若 fx′(x0, y0) ≠ 0，则 fy′(x0, y0) = 0． （D）若 fx′(x0, y0) ≠ 0，则 fy′(x0, y0) ≠ 0． 

解：拉格朗日函数 F (x, y) = f (x, y) + λϕ (x, y)，条件极值点(x0, y0)应满足 Fx′(x0, y0) = Fy′(x0, y0) = 0， 
即 fx′(x0, y0) + λϕ x′(x0, y0) = 0，fy′(x0, y0) + λϕ y′(x0, y0) = 0， 
若 fx′(x0, y0) ≠ 0，有λ ≠ 0，则 fy′(x0, y0) = −λϕ y′(x0, y0) ≠ 0， 
而 fx′(x0, y0) = 0 时，λ 不一定等于 0，（A）、（B）都不一定成立， 
选择：（D）． 

3． （08）设
42

e),( yxyxf += ，则函数在原点偏导数存在的情况是（       ） 

（A）fx′(0, 0)，fy′(0, 0) 都存在． （B）fx′(0, 0) 不存在，fy′(0, 0)存在． 

（C）fx′(0, 0)存在，fy′(0, 0) 不存在． （D）fx′(0, 0)，fy′(0, 0) 都不存在． 

解：因
xxx

fxff
x

x

x

xxx
1elim1elim

0
)0,0()0,(lim)0,0(

||

0

0

00

42
−

=
−

=
−
−

=′
→

+

→→
， 

且 1
1
elim1elim1elim

0

0
0

0

||

0
−=

−
=

−
=

− −

→

−

→→ −−−

x

x

x

x

x

x xx
， 1

1
elim1elim1elim

0

0
0

0

||

0
==

−
=

−
+++ →→→

x

x

x

x

x

x xx
， 

则 fx′(0, 0) 不存在， 

因 0
1
e2lim1elim1elim

0
)0,0(),0(lim)0,0(

2242

0

0
0

0

0

00
==

−
=

−
=

−
−

=′
→→

+

→→

y

y

y

y

y

yyy
y

yyy
fyff ， 

则 fy′(0, 0) 存在， 

选择：（B）． 
二．填空题： 
1． （99）设 f (x, y, z) = e x yz2，其中 z = z(x, y)是由 x + y + z + xyz = 0 确定的隐函数，则 fx′(0, 1, −1) =     ． 

解：设 F (x, y, z) = x + y + z + xyz，有 Fx′ = 1 + yz，Fz′ = 1 + xy，得
xy
yz

F
F

x
z

z

x

+
+

−=
′
′

−=
∂
∂

1
1

， 

则
xy
yzyzyz

x
zzyyzzyxf xxxx

x +
+

−=
∂
∂

⋅+=′
1
1e2e2ee),,( 22 ，故 fx′(0, 1, −1) = 1 − 2 ⋅ (−1) ⋅ 0 = 1， 

填空：1． 

2． （00）设 )(),(
x
yg

y
xxyfz += ，其中 f, g 均可微，则 =

∂
∂
x
z           ． 
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解： )()(1
221 x

y
x
yg

y
fyf

x
z

−⋅′+⋅′+⋅′=
∂
∂

， 

填空： )(1
221 x

yg
x
yf

y
fy ′−′+′ ． 

3． （01）设 z = e − x − f (x − 2 y)，且当 y = 0 时，z = x 2，则 =
∂
∂
x
z           ． 

解：令 y = 0，有 x 2 = e − x − f (x)，即 f (x) = e − x − x 2，有 z = e − x − e − x + 2y + (x − 2 y)2， 

则 )2(2ee 2 yx
x
z yxx −++−=
∂
∂ +−− ， 

填空：−e − x + e − x + 2y + 2(x − 2 y)． 

4． （04）函数 f (u, v) 由关系式 f [xg (y), y] = x + g (y) 确定，其中函数 g (y) 可微，且 g (y) ≠ 0，则 =
∂∂

∂
vu
f2

   ． 

解：设 u = xg (y)，v = y，解得
)(vg

ux = ，y = v，有 )(
)(

),( vg
vg

uvuf += ， 

则
)(

1
vgu

f
=

∂
∂

， 2

2

)]([
)(

vg
vg

vu
f ′

−=
∂∂

∂
， 

填空： 2)]([
)(

vg
vg ′

− ． 

5． （05）设二元函数 z = xe x + y + (x + 1) ln (1 + y)，则 d z|(1, 0) =           ． 

解： )1ln(ee yx
x
z yxyx +++=
∂
∂ ++ ，

y
xx

y
z yx

+
⋅++=

∂
∂ +

1
1)1(e ， 

则 y
y

xxxyxz yxyx d]
1

1e[d)]1ln(e)1[(d
+
+

+++++= ++ ，d z|(1, 0) = 2e dx + (e + 2) dy， 

填空：2e dx + (e + 2) dy． 

6． （06）设函数 f (u)可微，且
2
1)0( =′f ，则 z = f (4 x 2 − y 2) 在点(1, 2)处的全微分 d z|(1, 2) =           ． 

解：因 d z = f ′(4 x 2 − y 2) ⋅ d (4 x 2 − y 2) = f ′(4 x 2 − y 2) ⋅ (8x dx − 2y dy)， 
则 d z|(1, 2) = f ′(0) ⋅ (8dx − 4dy) = 4dx − 2dy， 
填空：4dx − 2dy． 

7． （07）设 f (u, v) 是二元可微函数， ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
x

x
yfz , ，则 =

∂
∂

−
∂
∂

y
zy

x
zx           ． 

解：因
y

f
x
yf

x
z 1)( 221 ⋅′+−⋅′=
∂
∂

， )(1
221 y

xf
x

f
y
z

−⋅′+⋅′=
∂
∂

，故 21
22 f
y
xf

x
y

y
zy

x
zx ′+′−=

∂
∂

−
∂
∂

， 

填空： 21
22 f
y
xf

x
y ′+′− ． 
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8． （09）设 xyxz )e( += ，则 =
∂
∂

)0,1(x
z

          ． 

解：设 vuz = ， yxu e+= ， xv = ， 

则 )eln()e()e(1ln1 11 yxyxyvv xxxxuuuv
x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

++++=⋅+⋅⋅=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ −− ， 

故 2ln212ln22 10

)0,1(

+=+=
∂
∂
x
z

， 

填空： 2ln21+ ． 

9． （11）设函数
y
x

y
xz ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= 1 ，则 =

)1,1(
dz           ． 

解：因
yy

x
y
x

yy
x

y
x

x
z y

x
y
x

11ln111
1

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

∂
∂

−

，有 2ln21
)1,1(

+=
∂
∂
x
z

， 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

∂
∂

−

y
x

y
x

y
x

y
x

y
x

y
x

x
z y

x
y
x

221

1ln11 ，有 2ln21
)1,1(

−−=
∂
∂
y
z

， 

则 dydxdz )2ln21()2ln21(
)1,1(

−−++= ． 

填空： dydx )2ln21()2ln21( −−++ ． 

10．（12）函数 ),( yxfz = 满足 0
)1(

22),(lim
22

1
0

=
−+

−+−

→
→ yx

yxyxf

y
x

，则 =
)1,0(

dz           ． 

解：因 0
)1(

22),(lim
22

1
0

=
−+

−+−

→
→ yx

yxyxf

y
x

，有 1,0 →→ yx 时， ( )22 )1(22),( −+++−= yxoyxyxf ， 

因 1)1,0( =f ，并设 xx ∆+= 0 ， yy ∆+=1 ， 

则 0,0 →∆→∆ yx 时， ( )222)1,0()1,0( yxoyxfyxfz ∆+Λ+∆−∆=−∆+∆+=∆ ， 

根据二元函数微分的定义可得 dydxdz −= 2
)1,0(

， 

填空： dydx −2 ． 
三．解答题： 
1． （95）设 z = f (x, y)是由方程 z − x − y + xe z − x − y = 0 所确定的二元函数，求 d z． 
解：设 F (x, y, z) = z − x − y + xe z − x − y，有 Fx′ = −1 + e z − x − y − xe z − x − y，Fy′ = −1 − xe z − x − y，Fz′ = 1 + xe z − x − y， 

则 yxz

yxz

z

x

x
x

F
F

x
z

−−

−−

+
−+

=
′
′

−=
∂
∂

e1
e)1(1

， 1=
′

′
−=

∂
∂

z

y

F
F

y
z

， 

故 yx
x

xz yxz

yxz

dd
e1

e)1(1d +
+
−+

= −−

−−

． 

2． （96）设 ∫ −=
xy t tyxf

0
de),(

2
，求 2

22

2

2
2

y
f

x
y

yx
f

x
f

y
x

∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂

． 
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解： y
x
f yx ⋅=
∂
∂ − 22

e ，有 )2(e 3
2

2 22
xy

x
f yx −⋅=

∂
∂ − ， )21(ee)2(e 222

2 222222
yxyyx

yx
f yxyxyx −⋅=+⋅−⋅=
∂∂

∂ −−− ， 

x
y
f yx ⋅=
∂
∂ − 22

e ，有 )2(e 3
2

2 22
yx

y
f yx −⋅=

∂
∂ − ， 

故
22222222

e2)2(e)21(e2)2(e2 222222
2

22

2

2
yxyxyxyx yxyxyx

y
f

x
y

yx
f

x
f

y
x −−−− −=−⋅+−⋅−−⋅=

∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂

． 

3． （97）设 u = f (x, y, z)有连续偏导数，y = y(x)和 z = z(x)分别由方程 e xy − y = 0 和 e z − xz = 0 确定，求
x
u

d
d

． 

解：设 F (x, y) = e xy − y，有 Fx′ = ye xy，Fy′ = xe xy − 1，则
1e

e
d
d

−
−=

′
′

−= xy

xy

y

x

x
y

F
F

x
y

， 

又设 G (x, y) = e z − xz，有 Gx′ = − z，Gz′ = e z − x，则
x

z
G
G

x
z

z
z

x

−
=

′
′

−=
ed

d
， 

故 zzyxy

xy

xzyx f
x

zf
x

yf
x
zf

x
yff

x
u ′

−
+′

−
−′=⋅′+⋅′+⋅′=

e1e
e

d
d

d
d1

d
d

． 

4． （98）设 x
y

yxz
arctan22 e)(

−
+= ，求 d z 与 yx

z
∂∂

∂ 2
． 

解： x
y

x
y

x
y

yx
x
y

x
y

yxx
x
z arctan

2

2

2

arctan22arctan
e)2()()

1

1(e)(e2
−−−

+=−⋅
+

−⋅++=
∂
∂

， 

x
y

x
y

x
y

xy
x

x
y

yxy
y
z arctan

2

2

arctan22arctan
e)2(1)

1

1(e)(e2
−−−

−=⋅
+

−⋅++=
∂
∂

， 

故 yxyxyxz x
y

x
y

de)2(de)2(d
arctanarctan −−

−++= ， 

且 x
y

x
y

x
y

yx
xyxy

x
x
y

yx
yx
z arctan

22

22

2

2

arctanarctan2

e1)
1

1(e)2(e1
−−−

+
−−

=⋅
+

−⋅++⋅=
∂∂

∂
． 

5． （99）设生产某种产品必须投入两种要素，x1和 x2 分别为两要素的投入量，Q 为产出量；若生产函数

βα
212 xxQ = ，其中α, β 为正常数，且α + β = 1．假设两种要素的价格为 p1和 p2，试问：当产出量为

12 时，两要素各投入多少可以使得投入总费用最小？ 

解：投入总费用 y (x1, x2) = p1 x1 + p2 x2，设拉格朗日函数 )122(),,( 21221121 −++= βαλλ xxxpxpxxF ， 
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令
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−=′
=+=′
=+=′

−

−

,0122
,02
,02

21

1
212

2
1

11

2

1

βα
λ

βα

βα

λβ
λα

xxF
xxpF
xxpF

x

x

 解得

αβ

β
α

α
β

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1

2
2

2

1
1 6,6

p
p

x
p
p

x ，此实际问题中最小值存在， 

故两要素各投入

αβ

β
α

α
β

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1

2
2

2

1
1 6,6

p
p

x
p
p

x 可以使得投入总费用最小． 

6． （00）已知
x
yvyxuuz v arctan,ln, 22 =+== ，求 d z． 

解： 2222
1

2

2

222
1 ln)(

1

1ln2
2
1

yx
yuu

yx
xuv

x
y

x
y

uu
yx

xuv
x
z vvvv

+
⋅−

+
⋅⋅=−⋅

+
⋅+

+
⋅⋅⋅=

∂
∂ −− ， 

2222
1

2

222
1 ln1

1

1ln2
2
1

yx
xuu

yx
yuv

x
x
y

uu
yx

yuv
y
z vvvv

+
⋅+

+
⋅⋅=⋅

+
⋅+

+
⋅⋅⋅=

∂
∂ −− ， 

故 y
yx

xuuyuvx
yx

yuuxuvz
vvvv

dlndlnd 22

1

22

1

+
⋅+⋅⋅

+
+

⋅−⋅⋅
=

−−

． 

7． （00）假设某企业在两个相互分割的市场上出售同一种产品，两个市场的需求函数分别是p1 = 18 − 2Q1 , 
p2 = 12 − Q2，其中 p1和 p2 分别表示该产品在两个市场的价格（单位：万元/吨），Q1 和 Q2 分别表示该

产品在两个市场的销售量（即需求量，单位：吨），并且该企业生产这种产品的总成本函数是 C = 2Q + 
5，其中 Q 表示该产品在两个市场的销售总量，即 Q = Q1 + Q2． 
（1）如果该企业实行价格差别策略，试确定两个市场上该产品销售量和价格，使该企业获得最大利润； 
（2）如果该企业实行价格无差别策略，试确定两个市场上该产品的销售量及其统一的价格，使该企业

的总利润最大化；并比较两种价格策略下的总利润大小． 

解：收益 2
22

2
11221121 12218),( QQQQQpQpQQR −+−=+= ，成本 C (Q1, Q2) = 2Q + 5 = 2Q1 + 2Q2 + 5， 

利润 510216),(),(),( 2
22

2
11212121 −−+−=−= QQQQQQCQQRQQL ， 

（1）令
⎩
⎨
⎧

=−=′
=−=′

,0210
,0416

1

1

2

1

QL
QL

Q

Q
，解得 Q1 = 4，Q2 = 5，且 2,0,4

222111
−=′′=′′−=′′ QQQQQQ LLL ， 

则 08)(
221121

2 <−=′′′′−′′=∆ QQQQQQ LLL 且 04
11

<−=′′ QQL ， 

故 Q1 = 4，Q2 = 5 是极大值点，此时 p1 = 18 − 8 = 10，p2 = 12 − 5 = 7， 
故两个市场上该产品销售量 Q1 = 4，Q2 = 5，价格 p1 = 10，p2 = 7 时，获得最大利润 L = 52． 

（2）价格无差别，即 p1 = p2，有 18 − 2Q1 = 12 − Q2，即 2Q1 − Q2 − 6 = 0， 

设拉格朗日函数 )62(510216),,( 21
2
22

2
1121 −−+−−+−= QQQQQQQQF λλ ， 

令
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−=′
=−−=′
=+−=′

,062
,0210
,02416

21

1

1

2

1

QQF
QF
QF

Q

Q

λ

λ
λ

 解得 Q1 = 5，Q2 = 4，此时 p1 = p2 = 8 且实际问题中最小值存在， 

故两个市场上该产品销售量 Q1 = 5，Q2 = 4，统一价格 p1 = p2 = 8 时，获得最大利润 L = 49． 
可见企业实行价格差别策略时总利润更大． 

8． （01）设 u = f (x, y, z)有连续的一阶偏导数，又函数 y = y(x)及 z = z(x)分别由下列两式确定：e xy − xy = 2
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和 ∫
−

=
zxx t

t
t

0
dsine ，求

x
u

d
d

． 

解：设 F (x, y) = e xy − xy − 2，有 Fx′ = ye xy − y = y (e xy − 1)，Fy′ = xe xy − x = x (e xy − 1)，则
x
y

F
F

x
y

y

x −=
′
′

−=
d
d

， 

设 ∫
−

−=
zxx t

t
tzxG

0
dsine),( ，有

zx
zxG x

x −
−

−=′
)sin(e ，

zx
zxGz −

−
=′

)sin(
，则

)sin(
e)(1

d
d

zx
zx

G
G

x
z x

z

x

−
−

−=
′
′

−= ， 

故 z

x

yxzyx f
zx

zxf
x
yf

x
zf

x
yff

x
u ′

−
−

−+′−′=⋅′+⋅′+⋅′= ]
)sin(

e)(1[
d
d

d
d1

d
d

． 

9． （02）设函数 u = f (x, y, z)有连续的偏导数，且 z = z (x, y)由方程 xe x − ye y = ze z 所确定，求 du． 
解：设 F (x, y, z) = xe x − ye y − ze z，有 Fx′ = e xy + xe x = (x + 1) e x，Fy′ = − (y + 1) e y，Fz′ = − (z + 1) e z， 

则 zx

z

x

z
x

F
F

x
z −

+
+

=
′
′

−=
∂
∂ e

1
1

， zy

z

y

z
y

F
F

y
z −

+
+

−=
′

′
−=

∂
∂ e

1
1

， 

有 z
zx

xzyx f
z
xf

x
zfff

x
u ′

+
+

+′=
∂
∂
⋅′+⋅′+⋅′=

∂
∂ −e

1
101 ， z

zy
yzyx f

z
yf

y
zfff

y
u ′

+
+

−′=
∂
∂
⋅′+⋅′+⋅′=

∂
∂ −e

1
110  

故 yf
z
yfxf

z
xfu z

zy
yz

zx
x d)e

1
1(d)e

1
1(d ′

+
+

−′+′
+
+

+′= −− ． 

10．（03）设 f (u, v)具有二阶偏导数，且满足 12

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

v
f

u
f

， )](
2
1,[),( 22 yxxyfyxg −= ，求 2

2

2

2

y
g

x
g

∂
∂

+
∂
∂

． 

解：设 u = xy， )(
2
1 22 yxv −= ，有 x

v
fy

u
f

x
g

⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=
∂
∂

， y
v
fx

u
fy

v
fx

u
f

y
g

⋅
∂
∂

−⋅
∂
∂

=−⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=
∂
∂ )( ， 

则
v
f

v
fx

vu
fxy

u
fy

v
fxx

v
fy

uv
fyx

vu
fy

u
f

x
g

∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂

+⋅⋅
∂
∂

+⋅
∂∂

∂
+⋅⋅

∂∂
∂

+⋅
∂
∂

=
∂
∂

2

2
2

2

2

2
2

2

222

2

2

2

2

2)()( ， 

v
f

v
fy

vu
fxy

u
fx

v
fyy

v
fx

uv
fxy

vu
fx

u
f

y
g

∂
∂

−
∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂

=
∂
∂

−⋅⋅
∂
∂

−⋅
∂∂

∂
−⋅⋅

∂∂
∂

−⋅
∂
∂

=
∂
∂

2

2
2

2

2

2
2

2

222

2

2

2

2

2)()( ， 

故 22
2

2

2

2
22

2

2
22

2

2
22

2

2

2

2

))(()()( yx
v

f
u

fyx
v

fyx
u

fyx
y
g

x
g

+=
∂
∂

+
∂
∂

+=
∂
∂

++
∂
∂

+=
∂
∂

+
∂
∂

． 

11．（05）设 f (u)具有二阶连续导数，且 )()(),(
y
xyf

x
yfyxg += ，求 2

2
2

2

2
2

y
gy

x
gx

∂
∂

−
∂
∂

． 

解： )()(2 y
xf

x
yf

x
y

x
g ′+′−=
∂
∂

， )()()(1
y
xf

y
x

y
xf

x
yf

xy
g ′−+′=
∂
∂

， 

则 )(1)()(2
4

2

32

2

y
xf

yx
yf

x
y

x
yf

x
y

x
g ′′+′′+′=

∂
∂

， 
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)()(1)()()()(1
3

2

23

2

2222

2

y
xf

y
x

x
yf

xy
xf

y
x

y
xf

y
x

y
xf

y
x

x
yf

xy
g ′′+′′=′′+′+′−′′=

∂
∂

， 

故 )(2)()()()()(2 2

2

22

2

2

2

2
2

2

2
2

x
yf

x
y

y
xf

y
x

x
yf

x
y

y
xf

y
x

x
yf

x
y

x
yf

x
y

y
gy

x
gx ′=′′−′′−′′+′′+′=

∂
∂

−
∂
∂

． 

12．（05）求 f (x, y) = x 2 − y 2 + 2 在椭圆域 }1
4

|),{(
2

2 ≤+=
yxyxD 上的最大值和最小值． 

解：令
⎩
⎨
⎧

=−=′
==′

,02
,02

yf
xf

y

x  得 x = 0，y = 0，即在椭圆域内有驻点 (0, 0)． 

再考虑 f (x, y) = x 2 − y 2 + 2 在椭圆域边界 1
4

2
2 =+

yx 上的极值， 

设拉格朗日函数 )1
4

(2),,(
2

222 −+++−=
yxyxyxF λλ ， 

令

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=−+=′

=−−=′

=+=′

,01
4

,0
2
12

,022

2
2 yxF

yyF

xxF

y

x

λ

λ

λ

 解得 x = 0，y = ±2 或 x = ±1，y = 0，此实际问题中最大值和最小值存在， 

由于 f (±1, 0) = 3，f (0, ±2) = −2 且驻点处 f (0, 0) = 2， 
故最大值为 f (±1, 0) = 3，最小值为 f (0, ±2) = −2． 

13．（08）设 z = z (x, y) 是由方程 x 2 + y 2 − z = ϕ (x + y + z) 所确定的函数，其中ϕ 具有 2 阶导数且ϕ ′ ≠ −1． 
（1）求 dz； 

（2）记 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−
=

y
z

x
z

yx
yxu 1),( ，求

x
u
∂
∂

． 

解：（1）设 F (x, y, z) = x 2 + y 2 − z − ϕ (x + y + z)， 

则
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

′+
′−

=
′−−
′−

−=
′
′

−=
∂
∂

1
2

1
2 xx

F
F

x
z

z

x ，
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

′+
′−

=
′−−
′−

−=
′

′
−=

∂
∂

1
2

1
2 yy

F
F

y
z

z

y
， 

故 dyydxxdy
y
zdx

x
zdz

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

′+
′−

+
′+
′−

=
∂
∂

+
∂
∂

=
1

2
1
2

； 

（2）因
ϕϕϕ

ϕ
ϕ
ϕ

′+
=

′+
−

⋅
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′+
′−

−
′+
′−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−
=

1
2

1
221

1
2

1
211),( yx

yx
yx

yxy
z

x
z

yx
yxu ， 

则 3222 )1(
)21(2

)1(
1
212

)1(

012

)1(

2

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ
ϕϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

′+
+⋅′′−

=
′+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′+
′−

+⋅′′−
=

′+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

++⋅′′⋅−
=

′+
∂
′∂

⋅−
=

∂
∂ x

x
x
z

x
x
u

． 

14．（08）求函数 u = x 2 + y 2 + z 2 在约束条件 z = x 2 + y 2 和 x + y + z = 4 下的最大和最小值． 
解：设拉格朗日函数 F (x, y, z, λ 1 , λ 2) = x 2 + y 2 + z 2 + λ 1 (z − x 2 − y 2) + λ 2 (x + y + z − 4)， 
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令

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=−++=′
=−−=′
=++=′

=+−+=′
=+−+=′

,04
,0
,02

,0)2(2
,0)2(2

2

1
22
21

21

21

zyxF
yxzF

zF
yyF
xxF

z

y

x

λ

λ

λλ
λλ
λλ

 解得
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

,2
,1
,1

z
y
x

或
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
−=

,8
,2
,2

z
y
x

 

当 (x, y, z) = (1, 1, 2) 时，u = x 2 + y 2 + z 2 = 6；当 (x, y, z) = (–2, –2, 8) 时，u = x 2 + y 2 + z 2 = 72， 
故最大值为 u (–2, –2, 8) = 72，最小值为 u (1, 1, 2) = 6． 

15．（09）求二元函数 yyyxyxf ln)2(),( 22 ++= 的极值． 

解：令
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++⋅=′
=+=′

,01ln2
,0)2(2

2

2

yyxf
yxf

y

x  解得
e
1,0 == yx ， 

因 )2(2 2yf xx +=′′ ， xyf xy 4=′′ ，
y

xf yy
12 2 +=′′ ， 

则 y
y

xyx
y

xyxyfff yyxxxy 24812)12)(24()4()( 2222222 −−−=++−=′′′′−′′ ， 

即 0
e
2e4])[()

e
1,0(

)
e
1,0(

2 <−−=′′′′−′′= yyxxxy fffP ，且 0
e
24)

e
1,0( 2 >+=′′xxf ， 

故点 )
e
1,0( 处取得极小值

e
1)

e
1,0( −=f ． 

16．（10）求函数 yzxyM 2+= 在约束条件 10222 =++ zyx 下的最大值和最小值． 

解：拉格朗日函数 )10(2),,,( 222 −++++= zyxyzxyzyxF λλ ， 

令

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−++=′
=+=′

=++=′
=+=′

,010
,022

,022
,02

222 zyxF
zyF

yzxF
xyF

z

y

x

λ

λ
λ

λ

 

解得： )
2
5,2,5,1(),,,( −=λzyx ， )

2
5,2,5,1( − ， )

2
5,2,5,1( −−− ， )

2
5,2,5,1( −−−  

或 )0,2,0,22( − ， )0,2,0,22(− ， 

因 55)2,5,1()2,5,1( =−−−= MM ， 55)2,5,1()2,5,1( −=−−=− MM ， 

0)2,0,22()2,0,22( =−=− MM ， 

故 55)2,5,1()2,5,1( =−−−= MM 为最大值， 55)2,5,1()2,5,1( −=−−=− MM 为最小值． 

17．（11）已知函数 ),( vuf 具有连续的二阶偏导数， 2)1,1( =f 是 ),( vuf 的极值， )],(),[( yxfyxfz += ．求

)1,1(

2

yx
z
∂∂

∂
． 



 63

解：因 ),()],(),[()],(),[( 121 yxfyxfyxfyxfyxf
x
z ′⋅+′++′=
∂
∂

， 

则 ),()],(),[(),()],(),[()],(),[( 12121211

2

yxfyxfyxfyxfyxfyxfyxfyxf
yx
z ′⋅+′′+′⋅+′′++′′=
∂∂

∂
 

),()],(),[(),(),()],(),[( 1221222 yxfyxfyxfyxfyxfyxfyxf ′′⋅+′+′⋅′⋅+′′+ ， 

因 2)1,1( =f 是 ),( vuf 的极值，有 0)1,1()1,1( 21 =′=′ ff ， 

故 )1,1()2,2()1,1()2,2()2,2( 12121211
)1,1(

2

fffff
yx
z ′⋅′′+′⋅′′+′′=
∂∂

∂
 

)1,1()2,2()1,1()1,1()2,2( 1221222 fffff ′′⋅′+′⋅′⋅′′+ ， 

)1,1()2,2()2,2( 12211 fff ′′⋅′+′′= ． 

18．（12）某企业为生产甲、乙两种型号的产品，投入的固定成本为 10000（万元），设该企业生产甲、乙

两种产品的产量分别为 x（件）和 y（件），且两种产品的边际成本分别为
2

20 x
+ （万元/件）与 y+6 （万

元/件）． 
（1）求生产甲乙两种产品的总成本函数 ),( yxC （万元）； 
（2）当总产量为 50 件时，甲乙两种产品的产量各为多少时可使总成本最小？求最小成本； 
（3）当总产量为 50 件时且总成本最小时甲产品的边际成本，并解释其经济意义． 

解：（1）因 y
y
C

+=
∂
∂ 6 ，有

2
6)(

2
6)()6()(),(

2

0

0

2

000
yyxCttxCdttxCyxC

y
y

++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=++= ∫ ， 

则
2

20)(0
xxC

x
C

+=′=
∂
∂

，有
4

20
4

20
2

20)(
2

0

0

2

0000
xxCssCdssCxC

x
x

++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= ∫ ， 

可得
2

6
4

20),(
22

0
yyxxCyxC ++++= ，且 10000)0,0( 0 ==CC ， 

故
2

6
4

2010000),(
22 yyxxyxC ++++= ； 

（2）设拉格朗日函数 )50(
2

6
4

2010000)50(),(),,(
22

−++++++=−++= yxyyxxyxyxCyxL λλλ ， 

令

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=−+=
∂
∂

=++=
∂
∂

=++=
∂
∂

.050

;06

;0
2

20

yx
x
L

y
y
L

x
x
L

λ

λ

 

解得 26,24 == yx ， 
故甲产品产量为 24 件，乙产品产量为 26 件时，可使总成本最小为 11118)26,24( =C （万元）； 

（3）因
2

20 x
x
C

+=
∂
∂

，有 32
26
24
=

∂
∂

=
=

y
xx

C
， 

Administrator
高亮
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故总产量为 50 件且总成本最小时甲产品的边际成本为 32（万元/件），其经济意义为每增加生产

一件甲产品，总成本将增加 32（万元）． 
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第九章 二重积分 
一．选择题： 

1． （99）设 f (x, y) 连续，且 ∫∫+=
D

vuvufxyyxf dd),(),( ，其中 D 是由 y = 0, y = x 2, x = 1 所围区域，则

f (x, y)等于（       ） 

（A）xy． （B）2xy． （C）
8
1

+xy ． （D）xy + 1． 

解：设 Avuvuf
D

=∫∫ dd),( ，有 f (x, y) = xy + A，且↑：D = {(x, y)| 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x 2}， 

则
312

1d)
2

()
2

(dd)(ddd),(
1

0
2

51

0 0

21

0 0

22 AxAxxAyyxxyAxyxyxyxfA xx

D

+=+=+⋅=+== ∫∫∫ ∫∫∫ ， 

故
12
1

3
2

=
A

，即
8
1

=A ，有
8
1),( += xyyxf ， 

选择：（C）． 

2． （05）设 ∫∫∫∫∫∫ +=+=+=
DDD

yxIyxIyxI σσσ d)cos(,d)cos(,dcos 222
3

22
2

22
1 ，其中 

D = {(x, y)| x 2 + y 2 ≤ 1}，则（       ） 
（A）I 3 > I 2 > I 1． （B）I 1 > I 2 > I 3． （C）I 2 > I 1 > I 3． （D）I 3 > I 1 > I 2． 

解：当(x, y) ∈ D 时，0 ≤ x 2 + y 2 ≤ 1，有 1)(0 2222222 ≤+≤+≤+≤ yxyxyx ， 

由于 cos u 在 u ∈ [0, π]时单调下降，有 2222222 cos)cos()cos( yxyxyx +≥+≥+ ， 

选择：（A）． 

3． （07）设函数 f (x, y) 连续，则二次积分 ∫ ∫
π

2
π

1

sin
d),(d

x
yyxfx 等于（       ） 

（A） ∫ ∫ +

1

0

π

arcsinπ
d),(d

y
xyxfy ． （B） ∫ ∫ −

1

0

π

arcsinπ
d),(d

y
xyxfy ． 

（C） ∫ ∫
+1

0

arcsinπ

2
π d),(d

y
xyxfy ． （D） ∫ ∫

−1

0

arcsinπ

2
π d),(d

y
xyxfy ． 

解：作图：区域 }1sin,π
2
π|),{( ≤≤≤≤= yxxyxD ， 

改为水平向右观察→：D = {(x, y)| 0 ≤ y ≤ 1, π − arcsin y ≤ x ≤ π}， 
选择：（B）． 

4． （08）设函数 f (x) 连续， ∫∫
+

+
=

uvD

dxdy
yx

yxfvuF
22

22 )(),( ，其中区域Duv为图中阴影部分，则 =
∂
∂

u
F

（      ） 

（A）v f (u 2)． （B） )( 2uf
u
v

． 

（C）v f (u)． （D） )(uf
u
v

． 

解：因 ∫∫ ∫∫ ∫ ==⋅=
uv uv u

drrfvdrrfdrdr
r
rfdvuF

1
2

0 1
2

0 1

2

)()()(),( θθ ，有 )( 2uvf
u
F
=

∂
∂

， 

选择：（A）． 

5． （08）设 f (x) 是连续奇函数，g (x) 是连续偶函数，区域 },10|),{( xyxxyxD ≤≤−≤≤= ，则（     ） 

0        1  x

y 

D

y = x 2

0 

y 
y = sin x1 

π/2 π x

O x

y 

v 

x 2 + y 2 = u 2

x 2 + y 2 = 1 

Duv
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（A） 0)()( =∫∫
D

dxdyxgyf ． （B） 0)()( =∫∫
D

dxdyygxf ． 

（C） 0)]()([ =+∫∫
D

dxdyygxf ． （D） 0)]()([ =+∫∫
D

dxdyxgyf ． 

解：如果被积函数关于 x（或 y）为连续奇函数，且积分区域关于 y（或 x）轴对称，即有二重积分等于 0， 
因这里积分区域 D 关于 x 轴对称，且 f (x) 是连续奇函数，g (x) 是连续偶函数， 

则仅有选项（A）中被积函数 f (y)g (x) 关于 y 为连续奇函数，即 0)()( =∫∫
D

dxdyxgyf ， 

选择：（A）． 

6． （12）设函数 )(tf 连续，则二次积分 =⋅∫ ∫2
π

0

2

cos2

2 )(
θ

θ rdrrfd （       ） 

（A） ∫ ∫
−

−
++

2

0

4

2

2222
2

2 )(
x

xx
dyyxfyxdx ． （B） ∫ ∫

−

−
+

2

0

4

2

22
2

2 )(
x

xx
dyyxfdx ． 

（C） ∫ ∫
−

−+
++

2

0

4

11

2222
2

2 )(
y

y
dxyxfyxdy ． （D） ∫ ∫

−

−+
+

2

0

4

11

22
2

2 )(
y

y
dxyxfdy ． 

解：因面积元素 θrdrddxdy = ，即极坐标系下二重积分被积函数中的 r 是由面积元素产生的， 
则（A）与（C）错误， 

因
2
π0 ≤≤θ 是第一象限， 2=r 就是圆 422 =+ yx ， 

且 θcos2=r 就是圆 xyx 222 =+ 即 1)1( 22 =+− yx ， 

作图，竖直向上观察↑，可得： 22 42,20 xyxxx −≤≤−≤≤ ， 

选择：（B）． 
二．填空题： 

1． （02）交换积分次序： =+ ∫ ∫∫ ∫ 2
1

4
1

2
1

4
1

0
d),(dd),(d

y

y

y
xyxfyxyxfy           ． 

解：作图：区域 }
2
1,

2
1

4
1|),{(},

4
10|),{( ≤≤≤≤≤≤≤≤= xyyyxyxyyyxD U ， 

改为竖直向上观察↑： },
2
10|),{( 2 xyxxyxD ≤≤≤≤= ， 

填空： ∫ ∫2
1

0 2 d),(d
x

x
xyxfx ． 

2． （03）设 a > 0，
⎩
⎨
⎧ ≤≤

==
,,0

,10,
)()(

其它

若 xa
xgxf  D 表示全平面，则 =−= ∫∫

D

yxxygxfI dd)()(        ． 

解：f (x)g ( y − x)仅在 0 ≤ x ≤ 1 且 0 ≤ y − x ≤ 1 时不等于 0，即区域↑：G = {(x, y)| 0 ≤ x ≤ 1, x ≤ y ≤ x + 1}， 

则 21

0
21

0

1 2 ddddd)()( axayaxyxxygxfI
x

x
D

===−= ∫∫ ∫∫∫
+

， 

填空：a 2． 

3． （08） =−∫∫
D

dxdyyx )( 2           ．其中 D：x 2 + y 2 ≤ 1． 

解：方法一： ∫∫ ∫∫∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⋅=−=−

π2

0

1

0

3
2

4π2

0

1

0
222 sin

3
cos

4
)sincos()( θθθθθθ rrdrdrrrddxdyyx

D

 

0       1/2  x

1/2 

1/4 

y 
y = x

y = x 2D

0    1  x

1 

y y = x + 1

y = xG 

0 2 x

y 
2 

1 
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2

−2      0   x

y

D 

4
πcos

3
12sin

16
1

8
1sin

3
1

2
2cos1

4
1 π2

0

π2

0
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
⋅= ∫ θθθθθθ d ； 

方法二：由对称性知 

4
π

4
π2

2
1

2
1)(

2
1)(

1

0

4π2

0

1

0
22222 =⋅⋅=⋅=+==− ∫ ∫∫∫∫∫∫∫

rrdrrddxdyyxdxdyxdxdyyx
DDD

θ ， 

填空：
4
π
． 

4． （08） =∫ ∫
2

1

1

0
ln xdyxdx y           ． 

解：
2
1)

2
1()1(ln

2

1
22

1

2

1

1

0

2

1

1

0
=−=−=⋅= ∫∫∫ ∫ xxdxxxdxxdyxdx yy ， 

填空：
2
1
． 

三．解答题： 

1． （97）设 D 是以点 O (0, 0) , A (1, 2)和 B (2, 1)为顶点的三角形区域，求 ∫∫
D

yxx dd ． 

解：↑： }3
2

,21|),{(}2
2

,10|),{( xyxxyxxyxxyxD −≤≤≤≤≤≤≤≤= U ， 

故 ∫∫∫ ∫∫ ∫∫∫ −+=+=
− 2

1
21

0
22

1

3

2

1

0
2

d)
2
33(d

2
3dddddd xxxxxyxxyxxyxx

x
x

x
x

D

 

2
3)

2
1

2
3()46(0

2
1)

2
1

2
3(

2
1 2

1
321

0
3 =−−−+−=−+= xxx ． 

2． （98）设 D = {(x, y) | x2 + y2 ≤ x}，求 ∫∫
D

yxx dd ． 

解：↑： },10|),{( 22 xxyxxxyxD −≤≤−−≤≤= ， 

则 ∫∫∫ ∫∫∫ −=−⋅==
−

−−

1

0

1

0
21

0
d12d2dddd

2

2 xxxxxxxyxxyxx
xx

xx
D

， 

令 xt −= 1 ，有 x = 1 − t 2，dx = −2t dt，且 x = 0 时，t = 1；x = 1 时，t = 0； 

故
15
8)

5
1

3
1(4d)(4)d2()1(2dd

1

0
531

0
420

1
2 =−=−=−⋅−= ∫∫∫∫ tttttttttyxx

D

． 

3． （99）计算二重积分 ∫∫
D

yxy dd ，其中 D 是由直线 x = −2, y = 0, y = 2 及曲线 22 yyx −−= 所围成的平

面区域． 

解：→： }22,20|),{( 2yyxyyxD −−≤≤−≤≤= ， 

则 ∫∫∫ ∫∫∫ −−−=−−==
−−

−

2

0
22

0
22

0

2

2
d)1(14)d22(dddd

2

yyyyyyyxyyyxy
yy

D

， 

A (1,2)

0    1   2  x

y B (2,1)

D 

0        1  x

y 

D 
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令 y − 1 = sin t，有 dy = cos t dt，且 y = 0 时，
2
π

−=t ；y = 2 时，
2
π

=t ； 

故 ∫∫∫∫∫
−−−

−−=⋅+−= 2
π

2
π

22
π

2
π

22
π

2
π dsincosdcos4dcoscos)sin1(4dd tttttttttyxy

D

 

2
π4cos

3
1)2sin

4
1

2
(4)cosd(cosd

2
2cos14 2

π

2
π

32
π

2
π

2
π

2
π

22
π

2
π −=++−=−−

+
−=

−−−−
∫∫ ttttttt

． 

4． （00）计算二重积分 σd
4 222

22

∫∫
−−

+

D yxa

yx
，其中 D 是由曲线 )0(22 >−+−= axaay 和直线 y = − x

围成的区域． 

解：曲线 22 xaay −+−= ，即 x 2 + y 2 + 2a y = 0，极坐标方程 r = − 2a sinθ ， 

有 }sin20,0
4
π|),{( θθθ arrD −≤≤≤≤−= ，则 ∫ ∫∫∫

−

−

−
=

−−

+ 0

4
π

sin2

0 22222

22

d
4

dd
4

θ

D

rr
ra

rθ
yxa

yx
σ ， 

令 r = 2a sin t，有 dr = 2a cos t dt，且 r = 0 时，t = 0；r = − 2a sinθ 时，t = −θ ， 

故 ∫ ∫∫ ∫∫∫
−

−

−

−
−==

−−

+ 0

4
π 0

20

4
π 0

22

222

22

d)2cos1(2ddcos2
cos2
sin4dd

4

θθ

D

ttaθtta
ta
taθ

yxa

yx
σ  

)
2
1

16
π()2cos

2
1(d)2sin2()2sin2(d

2
20

4
π

220

4
π

20

4
π 0

2 −=−−=+−=−⋅=
−−−

−

∫∫ aaatta θθθθθθ
θ

． 

5． （00）设
⎩
⎨
⎧ ≤≤≤≤

=
,,0

,0,21,),(
2

其它

若 xyxyxyxf  求 ∫∫
D

yxyxf dd),( ，其中 D = {(x, y) | x2 + y2 ≥ 2x}． 

解：设 G = {(x, y)| 1 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ x}，↑： }2,21|),{( 2 xyxxxyxGD ≤≤−≤≤=I ， 

故 ∫∫ ∫∫∫∫∫ −−
⋅===

2

1 2
222

1 2
22

22 2
1ddddddd),(

x

xx

x

xx
GDD

yxxyyxxyxyxyxyxf
I

 

20
49)

4
1

5
1()4

5
32()

4
1

5
1(d)(d)

2
2

2
(

2

1
452

1
342

1

434

=−−−=−=−=
−

−= ∫∫ xxxxxxxxx
． 

6． （01）求二重积分 ∫∫
+

+
D

yx
yxxy dd]e1[

)(
2
1 22

值，其中 D 是由直线 y = x, y = −1 及 x = 1 围成的平面区域． 

解：↑：D = {(x, y)| −1 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ y ≤ x}，  

故 ∫∫ ∫∫∫ −
−

+

− −

++
+⋅=+=+

1

1
1

)(
2
1

21

1 1

)(
2
1)(

2
1

]e
2
1[dd]e[ddd]e1[

222222
x

yxx yx

D

yx
xyxyxyyxyxxy  

3
2)

2
1

6
1(0d)

2
1

2
1(d]e

2
1e

2
1[ 1

1
31

1
21

1

)1(
2
1

2
2

2
−=−=+−=−−+=

−−−

+

∫∫ xxxxxxxx
xx ． 

7． （02）设闭区域 D：x 2 + y 2 ≤ y，x ≥ 0，f (x, y)为 D 上的连续函数，且 

0

−1

−1       1  x

y

D

0      x

y

D

y 

0   1   2  x

D∩G
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∫∫−−−=
D

vuvufyxyxf dd),(
π
81),( 22 ，求 f (x, y)． 

解：设 Avuvuf
D

=∫∫ dd),( ，有 Ayxyxf
π
81),( 22 −−−= ， 

曲线 x 2 + y 2 ≤ y，极坐标方程 r = sinθ ， }sin0,
2
π0|),{( θθθ ≤≤≤≤= rrD ， 

则 ∫∫∫ ∫∫∫∫∫ −⋅−=−−−==
DDD

yxArrryxAyxyxyxfA dd
π

8d1ddd)
π
81(dd),( 2

π

0

sin

0
222 θ

θ  

8
π

π
8)d1cos(

3
1

π
8])1(

3
1[d 2

π

0
32

π

0

sin

0

2
3

2 ⋅−+−=⋅−−−⋅= ∫∫
AAr D θθσθ

θ

 

AAA −+−=−+−=−+−= ∫ 6
π

9
2)sinsin

3
1(

3
1]d1cos)1(sin[

3
1 2

π

0
32

π

0
2 θθθθθθ ， 

移项，得
6
π

9
22 +−=A ，即

12
π

9
1
+−=A ， 

故
3
2

π9
81)

12
π

9
1(

π
81),( 2222 −+−−=+−−−−= yxyxyxf ． 

8． （03）计算二重积分 ∫∫ += −+−

D

yx yxyxI dd)sin(e 22)π( 22
，其中积分区域 D = {(x, y) | x2 + y2 ≤ π}． 

解：极坐标 }π0,π20|),{( ≤≤≤≤= rrD θθ ， 

则 ∫ ∫∫∫ ⋅=+= +−−+− π2

0

π

0
2π22)π( dsineddd)sin(e

222
rrryxyxI r

D

yx θ  

∫ ∫∫ ∫ +−+−+− +−⋅=−⋅=
π2

0

π

0
22π

π

0

2ππ2

0

π

0
π2 ]dcose

2
1sine

2
1[d)de

2
1(sind

222
rrrr rrr θθ  

∫ ∫∫ ∫ −+−⋅=−+⋅= +−+−+− π2

0

π

0
2π

π

0

2ππ2

0

π

0
π2 ]d2)sin(e

2
1cose

2
1[d])de(cos

2
10[d

222
rrrrr rrr θθ  

IIrrrr −+=−
+

⋅=⋅⋅−⋅+−⋅−⋅= ∫ ∫∫ +− )e1(π
2
e1π2dsined]1e

2
1)1(e

2
1[d π

ππ2

0

π

0
2ππ2

0
π0 2

θθ  

故 2I = π (1 + e π )，即 )e1(
2
π π+=I ． 

9． （04）求 ∫∫ ++
D

yyx σd)( 22 ，其中 D 是由圆 x2 + y2 = 4 和 (x + 1)2 + y2 = 1 所围成的平面区域． 

解：圆 (x + 1) 2 + y 2 = 1，即 x 2 + y 2 + 2x = 0，极坐标方程 r = −2 cosθ ， 

有 }cos20,
2
π3

2
π|),{(}20,π20|),{( θθθθθ −≤≤≤≤−≤≤≤≤= rrrrD ， 

故 ∫ ∫∫ ∫∫∫
−

⋅+−⋅+=++ 2
3π

2
π

cos2

0

π2

0

2

0
22 d)sin(dd)sin(dd)(

θ
θθθθσ rrrrrrrryyx

D

 

∫∫∫∫ +
−

−+=
+

⋅−
+

⋅=
−

2
3π

2
π

3π2

0
2

3π

2
π

cos2

0
3π2

0

2

0
3 d)sin(1

3
8cos)dsin(1

3
8

3
sin1d

3
sin1d θθθθθθθθθ

θ
rr  

1 
y 

0       x

D

y

D
x0

y

D x
0−2 2
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∫ +−+−= 2
3π

2
π

2π2
0 sind)sin(1)sin(1

3
8)cos(

3
8 θθθθθ  

9
32

3
16π)sin

4
1sin

3
1sin

2
1(sin

3
8

3
16π 2

3π

2
π

432 −=−−++= θθθθ ． 

10．（05）计算二重积分 ∫∫ −+
D

yx σd|1| 22 ，其中 D = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}． 

解：设 }10,10|),{( 2
1 xyxyxD −≤≤≤≤= ， }11,10|),{( 2

2 ≤≤−≤≤= yxxyxD ， 

则 ∫∫∫∫∫∫ −++−−=−+
21

d)1(d)1(d|1| 222222

DDD

yxyxyx σσσ  

∫ ∫∫ ∫ −

−
−++−−=

1

0

1

1
221

0

1

0
22

2

2

d)1(dd)1(d
x

x
yyxxyyxx  

∫∫ −

−
−+⋅+−−⋅=

1

0

1

1
321

0

1

0
32

2

2

)
3
1(d)

3
1(d

x

x
yyyxxyyxyx  

∫∫ −+−+−=
1

0
3221

0
32 ]d)1(

3
2

3
2[d)1(

3
2 xxxxx  

3
1d)1(

3
4)

3
2

3
1(d)1(

3
4 1

0
321

0
31

0
32 −−=−+−= ∫∫ xxxxxx ， 

令 x = sin t，有 dx = cos t d t，且 x = 0 时，t = 0；x = 1 时，
2
π

=t ； 

故
3
1d)2cos2cos21(

3
1

3
1d

2
2cos1

3
4

3
1dcoscos

3
4d|1| 2

π

0
22

π

0

2

2
π

0
322 −++=−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=−⋅=−+ ∫∫∫∫∫ ttttttttyx
D

σ  

3
1

4
π

3
1)4sin

8
1

2
12sin(

3
1

3
1d)

2
4cos12cos21(

3
1 2

π

0
2
π

0
−=−+++=−

+
++= ∫ ttttttt ． 

11．（06）计算二重积分 ∫∫ −
D

yxxyy dd2 ，其中 D 是由直线 y = x, y = 1, x = 0 所围成的平面区域． 

解：→：D = {(x, y)| 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x ≤ y}， 

故 ∫∫∫ ∫∫∫ =−−⋅⋅=−=−
1

0
21

0
0

2
3

1

0 0
22

3
2)()

3
2( dyyxyydydxxyydydxdyxyy

y
y

D

 

9
2

9
2 1

0
3 == y ． 

12．（07）设二元函数
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤+<
+

≤+
= ,2||||1,1

,1||||,
),(

22

2

yx
yx

yxx
yxf  计算二重积分 ∫∫

D

yxf σd),( ，其中 

D = {(x, y) | | x | + | y | ≤ 2}． 
解：由对称性知只须考虑第一象限，D1 = {(x, y)| x + y ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0}，D2 = {(x, y)| 1 < x + y ≤ 2, x ≥ 0, y ≥ 0}， 

对于 D1 竖直向上观察↑：D1 = {(x, y)| 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 − x}， 

对于 D2 用极坐标观察： }
sincos

2
sincos

1,
2
π0|),{(2 θθθθ

θθ
+

≤≤
+

≤≤= rrD ， 

0        1  x

1 D2

y 

D1 

0        1  x

1 

y 

D 

x2

y 

D2

2

0 
D1
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故 ∫ ∫∫ ∫∫∫∫∫∫∫ +

+

−
⋅+=

+
+= 2

π

0
sincos

2

sincos
1

1

0

1

0
2

22

2 d1d4dd4d14d4d),(
21

θθ

θθ

θσσσ rr
r

yxx
yx

xyxf
x

DDD

 

∫∫∫ −+−=
+

+−= 2
π

0

1

0
432

π

0

1

0
32 d)

4
πsec(

2
14)

4
1

3
1(4d

sincos
14)d(4 θθθ

θθ
xxxxx  

|12|ln22|12|ln22
3
1|)

4
πtan()

4
πsec(|ln22

12
14

2
π

0

−−++=−+−+⋅= θθ  

)12ln(24
3
1

12
12ln22

3
1

++=
−

+
+= ． 

13．（08）求二重积分 ∫∫
D

dxdyxy )1,max( ．其中 D = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 2}． 

解：因 ∫∫∫∫∫∫ +=
21

)1,max(
DDD

dxdyxydxdydxdyxy ，且 21,2
2
1:1 ≤≤≤≤ y

x
xD ， 

则 2ln
4

15)ln
2
1()

2
12(

2
1 2

2
1

22

2
1

2

2
1

2
1

22

2
1

2
1

1

−=−=−=⋅== ∫∫∫ ∫∫∫ xxdx
x

xxydxxydydxxydxdy
xxD

， 

且 2ln21)ln2(4)12(444 2

2
1

2

2
1

2

2
1

2
12

12

+=−−=−−=−=−== ∫∫ ∫∫∫∫∫ xxdx
x

dydxdxdyDdxdy
xDD

的面积 ， 

故 2ln
4

19)1,max(
21

+=+= ∫∫∫∫∫∫
DDD

dxdyxydxdydxdyxy ． 

14．（09）计算二重积分 ∫∫ −
D

dxdyyx )( ，其中 },2)1()1(|),{( 22 xyyxyxD ≥≤−+−= ． 

解：因 2)1()1( 22 ≤−+− yx ，即 02222 ≤−−+ yxyx ，在极坐标系下为 

0sin2cos22 ≤−− θθ rrr ，即 )sin(cos2 θθ +≤r ， 

则区域 D为
4
π3

4
π

≤≤θ ， )sin(cos20 θθ +≤≤ r ， 

故 ∫∫ ∫∫∫
++

⋅−⋅=⋅−=− 4
π3

4
π

)sin(cos2

0
34

π3

4
π

)sin(cos2

0 3
1)sin(cos)sincos()(

θθθθ θθθθθθθ rdrdrdrrddxdyyx
D

 

∫∫ ++=+−= 4
π3

4
π

34
π3

4
π

3 )sin(cos)sin(cos
3
8)sin)(cossin(cos

3
8 θθθθθθθθθ dd  

3
8])2(0[

3
2)sin(cos

4
1

3
8 44

π3

4
π

4 −=−⋅=+⋅= θθ ． 

15．（10）计算二重积分 ∫∫ +
D

dxdyyx 3)( ，其中 D由曲线 21 yx += 与直线 02 =+ yx 及 02 =− yx 围

成． 

x
O 

y 

2

2 

xy = 1

D1 

D2 

0 x

y 
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解：曲线 21 yx += 与直线 02 =+ yx 的交点为 )1,2( − ， 

曲线 21 yx += 与直线 02 =− yx 的交点为 )1,2( ， 

方法一： 

区域 D为 }1||2,11|),{( 2yxyyyx +≤≤≤≤− ，且区域 D关于 x轴对称， 

故 0)3()3()3()( 2332233 ++=+++=+ ∫∫∫∫∫∫∫∫
DDDD

dyxyxdyyyxdyxyxdxdyyx  

∫∫ ∫
+

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅=+=

1

0

1

||2

2241

0

1

||2
23

2
2

2
3

4
12)3(2

y

y

y

y
yxxdydyxyxdy  

∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ⋅⋅−⋅−+++=

1

0
421

0
2242222

4
92

4
122

2
34

4
1)1(

2
3)1(

4
12 dyyydyyyyyyy  

15
14

20
9

3
2

4
12

1

0

53 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⋅= yyy ． 

方法二： 

区域 D为 }
22

,20|),{( xyxxyx ≤≤−≤≤ 扣除 }11,21|),{( 22 −≤≤−−≤≤ xyxxyx 的区域， 

则 ∫ ∫∫ ∫∫∫
−

−−−
+−+=+

2

1

1

1
32

0
2

2

33
2

2 )()()( x

x

x

x
D

dyyxdxdyyxdxdxdyyx  

∫∫
−

−−−
+⋅−+⋅=

2

1

1

1
42

0
2

2

4
2

2)(
4
1)(

4
1 x

x

x

x yxdxyxdx  

∫∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

2

1

4
2

4
22

0

44

11
4
1

224
1 dxxxxxdxxxxx  

∫∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

2

1

3
2232

0

3
3 1818

4
1

2
8

2
8

4
1 dxxxxxdxxxxx  

∫∫∫ −⋅−−−⋅=−−−=
2

1
222

2

0

5
2

1
232

0
4 )1(

2
11)12(2

52
31)2(2

2
3 xdxxxdxxxxdxx ， 

令 12 −= xu ，有 1212 2 +=− ux ，且当 2=x 时， 1=u ，当 1=x 时， 0=u ， 

故
15
14

3
2

5
4

5
12)12(

5
12)(

1

0

2
3

2
5

1

0
3 =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−=⋅+−=+ ∫∫∫ uuduuudxdyyx

D
． 

16．（12）计算二重积分 ∫∫
D

x xydxdye ，其中 D为由曲线 xy = 与
x

y 1
= 所围区域． 

y 

x
0 

1 

−1 
21 
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解： ∫∫∫ ∫∫∫ −=⋅⋅==
1

0

21

0

1
21

0

1

)1(e
2
1

2
1eee dxxyxdxxydydxxydxdy xx

x

xx
x

x

D

x  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −⋅−−=−= ∫∫∫

1

0

1

0

1

0

21

0

2 e210
2
1)2(ee)1(

2
1e)1(

2
1 xxxx xddxxxdx  

2
1]2e2e21[

2
1e20e21

2
1e2e21

2
1 1

0

1

0

1

0
=+−+−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−+−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+−= ∫ xxx dxx ． 

 

0 x

y 

1
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第十章 微分方程 
一．选择题： 
1． （06）设非齐次线性微分方程 y′ + P (x) y = Q (x)有两个不同的解 y1 (x), y2 (x)，C 为任意常数，则该方程

通解是（       ） 
（A）C [ y1 (x) − y2 (x)]．  （B）y1 (x) + C [ y1 (x) − y2 (x)]． 
（C）C [ y1 (x) + y2 (x)]．  （D）y1 (x) + C [ y1 (x) + y2 (x)]． 

解：代入验证可得：（B）y1 (x) + C [ y1 (x) − y2 (x)]满足方程 y′ + P (x) y = Q (x)， 
而（A）C [ y1 (x) − y2 (x)]满足 y′ + P (x) y = 0，（C）C [ y1 (x) + y2 (x)]满足 y′ + P (x) y = 2C Q (x)， 
（D）y1 (x) + C [ y1 (x) + y2 (x)]满足 y′ + P (x) y = (1 + 2C ) Q (x)， 
选择：（B）． 

2． （10）设 21, yy 是一阶线性非齐次微分方程 )()( xqyxpy =+′ 的两个特解，若常数 µλ, 使 21 yy µλ + 是

该方程的解， 21 yy µλ − 是该方程对应的齐次方程的解，则（       ） 

（A）
2
1,

2
1

== µλ ． （B）
2
1,

2
1

−=−= µλ ． （C）
3
1,

3
2

== µλ ． （D）
3
2,

3
2

== µλ ． 

解：因 )()( 11 xqyxpy =+′ ， )()( 22 xqyxpy =+′ ， 

则 )()(])([])([))(()( 22112121 xqyxpyyxpyyyxpyy µλµλµλµλ +=+′++′=++′+ ， 

且 )()(])([])([))(()( 22112121 xqyxpyyxpyyyxpyy µλµλµλµλ −=+′−+′=−+′− ， 

因 )())(()( 2121 xqyyxpyy =++′+ µλµλ ， 0))(()( 2121 =−+′− yyxpyy µλµλ ， 

则 1=+ µλ ， 0=− µλ ，即
2
1,

2
1

== µλ ， 

选择：（A）． 
二．填空题： 
1． （05）微分方程 xy′ + y = 0 满足初始条件 y (1) = 2 的特解为          ． 

解：方程为 y
x
yx −=

d
d

，分离变量
x
x

y
y dd

−= ，两边积分
x
CCxy lnlnlnln =+−= ，即

x
Cy = ， 

由于 y (1) = 2，即 C = 2， 
填空：xy = 2． 

2． （07）微分方程

3

2
1

d
d

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

x
y

x
y

x
y

满足 y| x = 1 = 1 的特解为 y =           ． 

解：令
x
yu = ，有 y = xu，

x
uxu

x
y

d
d

d
d

+= ，代入原方程，得 3

2
1

d
d uu

x
uxu −=+ ，分离变量

x
x

u
u dd2 3 =− ， 

两边积分 Cx
u

+= ||ln1
2 ，有 Cx

y
x

+= ||ln2

2

，即
Cx

xy
+

=
||ln

2
2 ，

Cx
xy
+

±=
||ln

， 

由于 y| x = 1 = 1，即 C = 1，且初始条件满足 x > 0，y > 0， 

填空：
Cx

x
+||ln

． 
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3． （08）微分方程 xy′ + y = 0，y (1) = 1．求方程的特解 y =           ． 

解：因 y
dx
dyx −= ，有

x
dx

y
dy

−= ， C
x

dx
y

dy ln+−= ∫∫ ，
x
CCxy lnlnlnln =+−= ，即

x
Cy = ， 

因 y (1) = 1，得 C = 1，即
x

y 1
= ， 

填空：
x
1
． 

4． （08）微分方程 ( y + x 2e − x ) dx − x dy = 0 的通解是 y =           ． 

解：因可将其改写为 xxy
xdx

dy −=− e1
， 

则 )e()1e(]ee[e
11

CxCdx
x

xxCdxxy xx
dx

xx
dx

x +−=+⋅=+
∫

⋅
∫

= −−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

∫∫ ， 

填空：x (− e − x + C )． 
三．解答题： 
1． （95）假设： 

（1）函数 y = f (x)  (0 ≤ x < +∞)满足条件 f (0) = 0 和 0 ≤ f (x) ≤ e x − 1； 
（2）平行于 y 轴的动直线 MN 与曲线 y = f (x) 和 y = e x − 1 分别相交于点 P1 和 P2； 
（3）曲线 y = f (x)、直线 MN 与 x 轴所围封闭图形的面积 S 恒等于线段 P1P2 的长度； 
求函数 y = f (x)的表达式． 

解： ∫=
x

ttfS
0

d)( ， )(1e21 xfPP x −−= ，有 )(1ed)(
0

xfttf xx
−−=∫ ，即

x
SS x

d
d1e −−= ， 

可得一阶线性微分方程 1e
d
d

−=+ xS
x
S

，且 S | x = 0 = 0， 

有 xxxxxxxx CCCxS −−⋅⋅−
+−=+−=+∫−∫= ∫ e1e

2
1)ee

2
1(e]de)1e([e 2d1d1

， 

因 S | x = 0 = 0，有 C+−= 1
2
10 ，

2
1

=C ，即 1)e(e
2
1d)(

0
−+== −∫ xxx

Sttf ， 

故 )e(e
2
1]1)e(e

2
1[)( xxxxxf −− −=′−+= ． 

2． （97）设函数 f (t)在[0, +∞)上连续，且满足方程 ∫∫
≤+

++=
222

2

4

22π4 dd)
2
1(e)(

tyx

t yxyxftf ，求 f (t)． 

解：极坐标系下 ∫∫ ∫∫∫ ⋅=⋅=+
≤+

tt

tyx

rrrfrrrfyxyxf
2

0

π2

0

2

0
4

22 d)
2
1(π2d)

2
1(ddd)

2
1(

222

θ ， 

即 ∫ ⋅+=
tt rrrftf

2

0
π4 d)

2
1(π2e)(

2
，因 f (t)在[0, +∞)上连续，则 ∫ ⋅

t
rrrf

2

0
d)

2
1( 与 f (t)在(0, +∞)内可导， 

两边求导， 22)(π2π8e)(
2π4 ⋅⋅+⋅=′ ttfttf t ，得一阶线性微分方程

2π4eπ8π8 ttyty =−′ ，且 y | t = 0 = 1， 

有 )π4(e)dπ8(e]deeπ8[e 2π4π4d)π8(π4d)π8( 222
CtCttCtty ttttttt

+=+=+∫⋅∫= ∫∫
−−−

， 

由于 y | t = 0 = 1，有 C = 1， 

故 )1π4(e)( 2π4 2
+== ttfy t ． 

0         N   x

P2

P1

My 
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3． （98）设函数 f (x)在[1, +∞)上连续，若由曲线 y = f (x)，直线 x = 1, x = t  (t > 1)与 x 轴所围成的平面图

形绕 x 轴旋转一周所成的旋转体体积为 )]1()([
3
π)( 2 ftfttV −= ，试求 y = f (x)所满足的微分方程，并求

该微分方程满足条件
9
2

2
=

=x
y 的解． 

解： )]1()([
3
πd)]([π)( 2

1
2 ftftxxftV

t
−== ∫ ，f (x)在[1, +∞)上连续，知 ∫

t
xxf

1
2 d)]([ 与 f (t)在(1, +∞)内可导， 

两边求导，得 )]()(2[
3
π)]([π 22 tftttfxf ′+= ， 

故可得 y = f (x)所满足的齐次微分方程
x
yxxyy

d
d23 22 += ，即

x
y

x
y

x
y 23

d
d

2

2

−= ，且
9
2

2 ==xy ， 

令
x
yu = ，有 y = xu，

x
uxu

x
y

d
d

d
d

+= ，代入原方程，得 uu
x
uxu 23

d
d 2 −=+ ，即

x
x

uu
u d3d

2 =
−

， 

两边积分 C
x
xu

uu
lnd3d)1

1
1( +=−
− ∫∫ ，即 ln (u − 1) − ln u = 3 ln x + ln C，得： 31 Cx

u
u

=
−

， 

则 31
1
Cx

u
−

= ， 31 Cx
xy

−
= ，因

9
2

2 ==xy ，有
C81

2
9
2

−
= ，C = −1， 

故 31 x
xy
+

= ． 

4． （99）设有微分方程 y′ − 2y = ϕ (x)，其中
⎩
⎨
⎧

>
<

=
,1,0
,1,2

)(
x
x

x
若

若
ϕ  试求在(−∞, +∞)内的连续函数 y = y (x)，

使之在(−∞, 1)和(1, +∞)内都满足所给方程，且满足条件 y (0) = 0． 

解：一阶线性微分方程，有 ]de)([e]de)([e 22d)2(d)2( CxxCxxy xxxx
+=+∫∫= ∫∫ −−−− ϕϕ ， 

若 x < 1，有 xxxxxxx CCCxCxx 2
11

222222 e1)e(e)de2(e]de)([e −−−− +−=+−=+=+ ∫∫ϕ ， 

若 x > 1，有 xxxxx CCCxCxx 2
22

2222 e)0(e)d0(e]de)([e =+=+=+ ∫∫ −ϕ ， 

则微分方程的解为
⎩
⎨
⎧

>
<+−

=
,1,e
,1,e1

2
2

2
1

xC
xC

y x

x

 由于 y (0) = 0，有 C1 = 1， 

又因 22

11
e1)e1(lim)(lim +−=+−=

−− →→

x

xx
xy ， 2

2
2

2
11

eelim)(lim CCxy x

xx
==

++ →→
， 

且 y = y (x)连续，则 −1 + e 2 = C2e 2，C2 = 1 − e −2， 

故
⎩
⎨
⎧

>−
<−

=
− .1,)ee1(

,1,1e
22

2

x
xy x

x

 

5． （00）求微分方程 y″ − 2y′ − e 2x = 0 满足条件 y (0) = 1, y′(0) = 1 的解． 
解：设 p = y′，有 p′ − 2p = e 2x，且 p| x = 0 = 1，一阶线性微分方程， 

则 )(e]dee[e 1
2

1
d)2(2d)2( CxCxp xxxx

+=+∫⋅∫= ∫
−−−

，由于 p| x = 0 = 1，得 C1 = 1，即 p = y′ = (x + 1) e 2x， 

有 Cxxxxxxy xxxxxx +−+=−+=⋅+=+= ∫∫∫ 222222 e
4
1e)1(

2
1de

2
1e)1(

2
1de

2
1)1(de)1( ， 
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由于 y (0) = 1，得 C+−=
4
1

2
11 ，

4
3

=C ， 

故
4
3e

4
1e

2
1 22 ++= xxxy ． 

6． （01）已知 fn (x)满足 fn′(x) = fn (x) + x n−1 e x（n 为正整数），且
n

f n
e)1( = ，求函数项级数∑

∞

=1
)(

n
n xf 之和． 

解：设 y = fn (x)，得一阶线性微分方程 y′ − y = x n−1 e x，且
n

y x

e
1 ==

， 

则 )(e)d(e)dee(e 1d)1(1d)1( C
n
xCxxCxxy

n
xnxxxnx

+=+=+∫⋅∫= ∫∫ −−−−−
， 

由于
n

y x

e
1 ==

，得 )1(ee C
nn
+= ，C = 0，即 x

n

n n
xxfy e)( == ， 

设 ∑∑
∞

=

∞

=
==

11
e)()(

n

x
n

n
n n

xxfxS ，收敛区间 x ∈ [−1, 1)，有 ∑
∞

=

− =
1

e)(
n

n
x

n
xxS ，x ∈ [−1, 1)， 

则
x

xxS
n

nx

−
==′ ∑

∞

=

−−

1
1]e)([

1

1 ，x ∈ (−1, 1)，有 )1ln(|1|lnd
1

1e)0(e)( 00
0 xtt

t
SxS xxx −−=−−=

−
+= ∫− ， 

故 )1ln(e)()(
1

xxfxS x

n
n −−==∑

∞

=
，x ∈ [−1, 1)． 

7． （02） 

（1）验证函数 )(
)!3(!6!3

1)(
363

+∞<<−∞+++++= x
n

xxxxy
n

LL 满足微分方程 y ″ + y ′ + y = e x； 

（2）利用（1）的结果求幂级数∑
∞

=0

3

)!3(n

n

n
x

的和函数． 

解：（1）因 )(
)!3(!6!3

1
363

+∞<<−∞+++++= x
n

xxxy
n

LL ， 

)(
)!13(!5!2

1352

+∞<<−∞+
−

+++=′
−

x
n
xxxy

n

LL ， 

)(
)!23(!4

234

+∞<<−∞+
−

+++=′′
−

x
n
xxxy

n

LL ， 

则 LL ++
−

+
−

++++++++=+′+′′
−−

]
)!3()!13()!23(

[)
!6!5!4

()
!3!2

(1
3132365432

n
x

n
x

n
xxxxxxxyyy

nnn

 

x

n

n

n
x e

!0
== ∑

∞

=
， 

故可得二阶常系数线性微分方程 y ″ + y ′ + y = e x，且 y | x = 0 = 1，y′| x = 0 = 0． 
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（2）先解齐次情形，y ″ + y ′ + y = 0，特征方程λ 2 + λ + 1 = 0，得特征根
2

3i1
2,1

±−
=λ ， 

即 y ″ + y ′ + y = 0 的通解为 )
2
3sin

2
3cos(e* 21

2 xCxCy
x

+=
−

， 

设 xAy e~ = 是 y ″ + y ′ + y = e x的一个特解，代入得 3Ae x = e x，即
3
1

=A ， xy e
3
1~ = ， 

则 )
2
3sin

2
3cos(ee

3
1*~

21
2 xCxCyyy
x

x ++=+=
−

， 

且 )
2
3cos

2
3

2
3sin

2
3(e)

2
3sin

2
3cos(e

2
1e

3
1

21
2

21
2 xCxCxCxCy

xx
x +−++−=′

−−
， 

代入 y | x = 0 = 1，y′| x = 0 = 0，则 13
11 C+= ， 21 2

3
2
1

3
10 CC +−= ，得

3
2

1 =C ，C2 = 0， 

故幂级数∑
∞

=0

3

)!3(n

n

n
x

的和函数是
2
3cose

3
2e

3
1)( 2 xxy

x
x −
+= ，x ∈ (−∞, +∞)． 

8． （03）设 y = f (x)是第一象限内连接点 A (0, 1)，B (1, 0)的一段连续曲线，M (x, y)是曲线上一点，C 为

M 在 x 轴上的投影，O 为坐标原点．若梯形 OCMA 的面积与曲边三角形 CBM 的面积之和为
3
1

6

3
+x

，

求 f (x)的表达式． 

解：由于 )](1[
2
1 xfxSOCMA += ， ∫=

1
d)(

xCBM ttfS ，有
3
1

6
d)()](1[

2
1 31

+=++ ∫
xttfxfx

x
， 

令 ∫=
x

ttfu
1

d)( ，得一阶线性微分方程
3
1

6
)

d
d1(

2
1 3

+=−+
xu

x
ux ，且 u | x = 1 = 0， 

即
x

xu
xx

u
3
21

3
2

d
d 2

+−=− ，有 ]de)
3
21

3
([e

d)2(2d)2(
Cx

x
xu

x
x

x
x +∫+−∫= ∫

−−−
， 

则 )
3

11
3

(]d)
3

21
3
1([]d1)

3
21

3
([ 2

2
32

2
2

2
2 C

xx
xxCx

xx
xCx

xx
xxu +−+=++−=+⋅+−= ∫∫ ， 

代入 u | x = 1 = 0，得 C+−+=
3
11

3
10 ，C = −1，即 2

3

1 3
1

3
d)( xxxttfu

x
−−+== ∫ ， 

故 222
3

)1(21)
3
1

3
()( −=−+=′−−+= xxxxxxxf ． 

9． （03）设 F (x) = f (x)g (x)，其中函数 f (x), g (x)在(−∞, +∞)内满足以下条件：f ′(x) = g (x)，g ′(x) = f (x)，
且 f (0) = 0,  f (x) + g (x) = 2e x， 
（1）求 F (x)所满足的一阶微分方程； 
（2）求出 F (x)的表达式． 

解：（1）因 F ′(x) = f ′(x)g (x) + f (x)g ′(x) = [g (x)]2 + [ f (x)]2，且 F (0) = f (0)g (0) = 0， 
则 F ′(x) + 2 F (x) = [g (x)]2 + [ f (x)]2 + 2 f (x)g (x) = [ f (x) + g (x)]2 = 4e 2x，令 y = F (x)， 
故 F (x)满足一阶线性微分方程 y′ + 2 y = 4e 2x，且 y | x = 0 = 0． 

（2）有 xxxxxxxxx CCCxCxy 224242d22d2 ee)e(e)de4(e)dee4(e −−−−
+=+=+=+∫⋅∫= ∫∫ ， 

代入，得 0 = 1 + C，C = −1， 

M
B

0   C     1  x

1 A
y 
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故 y = F (x) = e 2x − e −2x． 

10．（04）设级数 )(
864264242

864

+∞<<−∞+
⋅⋅⋅

+
⋅⋅

+
⋅

xxxx
L 的和函数为 S (x)．求： 

（1）S (x)所满足的一阶微分方程； 
（2）S (x)的表达式． 

解：（1） L+
⋅⋅⋅

+
⋅⋅

+
⋅

=
864264242

)(
864 xxxxS ，收敛区间 x ∈ (−∞, +∞)， 

有 )(
2

)
64242

(
2642422

)(
3643753

xxSxxxxxxxxxS +=+
⋅⋅

+
⋅

+=+
⋅⋅

+
⋅

+=′ LL ， 

故 S (x)满足一阶线性微分方程
2

3xxyy =−′ ，且 y | x = 0 = 0． 

（2） ])de(
2

[e)de
2

(e)de
2

(e 2
2

22
3

2d)(
3

d)(
2222

CxCxxCxxy
xxxx

xxxx
+−=+=+∫∫= ∫∫∫

−−−−−
 

2
2

22
2

2
2

22
2

2

2222222

e1
2

)ee
2

(e)
2

dee
2

(e
xxxxxxx

CxCxCxx
+−−=+−−=++−=

−−−−

∫ ， 

代入 y | x = 0 = 0，得 0 = −1 + C，C = 1， 

故 2
2

2

e1
2

)(
xxxSy +−−== ，x ∈ (−∞, +∞)． 

11．（04）设 f (u, v) 具有连续偏导数，且满足 fu′(u, v) + fv′(u, v) = uv．求 y (x) = e −2x f (x, x)所满足的一阶微

分方程，并求其通解． 
解：y′(x) = −2e −2x f (x, x) + e −2x [f1′(x, x) + f2′(x, x)] = −2 y + e −2x ⋅ x 2， 

故 y (x)满足一阶线性微分方程 y′ + 2 y = x 2e −2x， 

且通解为 )
3

(e)d(e)dee(e
3

222d222d2 CxCxxCxxy xxxxx
+=+=+∫⋅∫= −−−−

∫∫ ． 

12．（06）在 xOy 坐标平面上，连续曲线 L 过点 M (1, 0)，其上任意点 P (x, y)（x ≠ 0）处的切线斜率与直

线 OP 的斜率之差等于 ax（常数 a > 0）， 
（1）求 L 的方程； 

（2）当 L 与直线 y = ax 所围成平面图形的面积为
3
8
时，确定 a 的值． 

解：（1）切线斜率为 y′，直线 OP 的斜率为
x
y
，有 ax

x
yy =−′ ，且 y | x = 1 = 0， 

有 CxaxCaxxCx
x

axxCxaxy
x

x
x

x +=+=+⋅=+∫⋅∫= ∫∫
−−− 2d)1(d)1(

)()d1(]de[e ， 

代入 y | x = 1 = 0，得 0 = a + C，C = − a， 
故 L 的方程为 y = ax 2 − ax； 

（2）由 y = ax 2 − ax 与 y = ax 联立求解得 L 与直线 y = ax 的交点为 x = 0 和 x = 2， 

故 aaaaxaxdxaxaxax
3
4

3
84)

3
1()]([

3
8 2

0
322

0
2 =−=−=−−= ∫ ，得 a = 2． 

13．（07）设函数 f (x) 具有连续的一阶导数，且满足 2
0

22 d)()()( xttftxxf
x

+′−= ∫ ．求 f (x) 的表达式． 

解： 2
0

222
0

2
0

2 d)()]0()([d)(d)()( xttftfxfxxttftttfxxf
xxx

+′−−=+′−′= ∫∫∫ ，且有 f (0) = 0， 

0 x2

y 



 80

两边求导，得 f ′(x) = 2x [ f (x) − f (0)] + x 2 f ′(x) − x 2 f ′(x) + 2x = 2x f (x) + 2x， 
即 f (x)满足一阶线性微分方程 y′ − 2x y = 2x，且 y | x = 0 = 0， 

则
22222

e1)e(e)de2(e]de2[e d)2(d)2( xxxxxxxxx CCCxxCxxy +−=+−=+⋅=+∫⋅∫= ∫∫ −−−−
， 

代入 y | x = 0 = 0，得 0 = −1 + C，C = 1， 

故 1e)(
2
−= xxf ． 

14．（09）设曲线 )(xfy = ，其中 )(xfy = 是可导函数，且 0)( >xf ．已知曲线 )(xfy = 与直线 1,0 == xy
及 )1( >= ttx 所围成的曲边梯形，绕 x轴旋转一周所得的立体体积值是该曲边梯形面积值的 tπ 倍，

求该曲线方程． 

解：因旋转体体积 ∫=
t

x dxxfV
1

2)]([π ，曲边梯形面积 ∫=
t dxxfS

1
)( ， 

则 ∫∫ ⋅=
tt dxxftdxxf

11
2 )(π)]([π ，即 ∫∫ =

tt dxxftdxxf
11

2 )()]([ ，两边求导得 ∫+=
t dxxfttftf

1
2 )()()]([ ， 

两边再求导得 )()()()()(2 tftftfttftf ++′=′ ，即 y
dt
dyt

dt
dyy 22 += ，

ty
y

dt
dy

−
=

2
2

， 

再对 ∫+=
t dxxfttftf

1
2 )()()]([ ，令 1=t ，得 )1()]1([ 2 ff = ，由 0)( >xf 知， 1)1( =f ，即 11 ==ty ， 

求解微分方程
ty

y
dt
dy

−
=

2
2

， 11 ==ty ，齐次微分方程，令
t
yu = ，有 tuy = ，

dt
dutu

dt
dy

+= ， 

则
12

2
−

=+
u

u
dt
dutu ，

12
32

12
2 2

−
−

−=−
−

=
u

uuu
u

u
dt
dut ，

t
dtdu

uu
du

uu
u

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
⋅−⋅=

−
−

23
1

3
41

3
1

32
12

2 ， 

两边积分得 Ctuu ln
3
1ln)23ln(

3
2ln

3
1

+−=−+ ，即 Ctuu lnln3)23ln(2ln =+−+ ， 

则 Ctuu =− 32)23( ， Ct
t
y

t
y

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 3

2

23 ，即 Cyty =− 2)23( ， 

代入 11 ==ty ，可得 1=C ，有 1)23( 2 =− yty ， 

故该曲线方程为 1)23( 2 =− yxy ． 

17．（11） )(xf 在 ]1,0[ 有连续的导数， 1)0( =f ，且 ∫∫∫∫ =+′
tt DD

dxdytfdxdyyxf )()( ， 

)10(}0|),{( ≤<≤+≤= ttyxyxDt ，求 )(xf 的表达式． 

解：因 ∫∫ ∫∫∫
−−

+⋅=+′=+′
t xtt xt

D

yxfdxdyyxfdxdxdyyxf
t

0 00 0
)()()(  

∫∫ −=−=
tt

dxxfttfdxxftf
00

)()()]()([ ， 

且 )(
2
1)()( 2 tftdxdytfdxdytf

tt DD

== ∫∫∫∫ ，即 )(
2
1)()( 2

0
tftdxxfttf

t
=− ∫ ， 

0 t x

y 
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则两边关于 t 求导，可得 )(
2
1)()()()( 2 tftttftftfttf ′+=−′+ ，即 0)(2)()2( =+′− tftft ， 

转化为求解微分方程 02)2( =+′− yyt ， 1
0
=

−t
y ， 

分离变量，得
2

2
−

−=
t

dt
y

dy
，两边积分，得 Cty ln)2ln(2ln +−−= ，即 2)2( −

=
t

Cy ， 

因 1
0
=

−t
y ，得

4
1 C
= ，有 4=C ，即 2)2(

4)(
−

==
t

tfy ， 

故 2)2(
4)(
−

=
x

xf ． 

18．（12）已知函数 )(xf 满足方程 0)(2)()( =−′+′′ xfxfxf 及 xxfxf e2)()( =+′ ， 

（1）求表达式 )(xf ； 

（2）求曲线 ∫ −=
x

dttfxfy
0

22 )()( 的拐点． 

解：（1）因 xxfxf e2)()( =+′ ，有 xxxfxf e2)e2()()( =′=′+′′ ，代入 0)(2)()( =−′+′′ xfxfxf ， 

可得 xxf e)( = ，且 xxf e)( = 满足方程 0)(2)()( =−′+′′ xfxfxf 与 xxfxf e2)()( =+′ ， 

故 xxf e)( = ； 

（2）因 ∫∫ −=−=
x txx

dtdttfxfy
00

22 22
ee)()( ， 

则 1ee2eeee2
00

222222
+=⋅+=′ ∫∫ −−− x txxxx tx dtxdtxy ， 

xdtxxdtxxdty
x txxxx txx tx 2ee)42(ee2ee22ee2

0

2

00

22222222
++=⋅+⋅+=′′ ∫∫∫ −−−− ， 

当 0=x 时，有 0e
0

2
=∫ −x t dt ，可得 0=′′y 且 0=y ， 

当 0<x 时，有 0e
0

2
<∫ −x t dt ，可得 02ee)42(

0

2 22
<++=′′ ∫ − xdtxy

x tx ， 

当 0>x 时，有 0e
0

2
>∫ −x t dt ，可得 02ee)42(

0

2 22
>++=′′ ∫ − xdtxy

x tx ， 

故点 )00( ， 是 ∫ −=
x

dttfxfy
0

22 )()( 唯一的拐点． 
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第十一章 差分方程 
一．填空题： 
1． （97）差分方程 yt+1 + yt = t2 t 的通解为          ． 
解：先解线性齐次方程 yt+1 + yt = 0，特征方程为 λ + 1 = 0，特征根 λ = −1，则通解为 yt* = C ⋅ (−1) t， 

再设线性非齐次方程特解为 t
t AtAy 2)(~

01 += ，代入原方程，得
 [A1 (t + 1) + A0]2 t + 1 + (A1t + A0)2 t = t2 t， 

即 3 A1t + 2 A1 + 3 A0 = t，可得
9
2,

3
1

01 −== AA ，有 t
t ty 2)

9
2

3
1(~ −= ， 

填空： tt
t Cty )1(2)

9
2

3
1( −⋅+−= ． 

2． （98）差分方程 2yt+1 + 10yt − 5t = 0 的通解为          ． 
解：先解线性齐次方程 2yt+1 + 10yt = 0，特征方程 2λ + 10 = 0，特征根 λ = −5，则通解为 yt* = C ⋅ (−5) t， 

再设线性非齐次方程特解为 01
~ AtAyt += ，代入原方程，得 2[A1 (t + 1) + A0] + 10 (A1t + A0) − 5t = 0， 

即 12 A1t − 5t + 2 A1 + 12 A0 = 0，可得
72
5,

12
5

01 −== AA ，有
72
5

12
5~ −= tyt ， 

填空： t
t Cty )5(

72
5

12
5

−⋅+−= ． 

3． （01）某公司每年的工资总额在比上一年增加 20%的基础上在追加 2 百万元．若以 Wt表示第 t 年的工

资总额（单位：百万元），则 Wt 满足的差分方程是          ． 
解：第 t 年的工资总额应为 (1 + 0.2) Wt + 2， 

填空：Wt + 1 = 1.2Wt + 2． 
 
 




