
摘 要

本文利用Hirota方法、Wronskian技巧和Bicklund变换研究了一些等谱，非

等谱与具自容源孤子方程的多孤子解．在第二章中通过新的双线性导数公式，利用

Hirota方法得到了KP方程，非线性自偶网格方程，Toda链和非线性SchrSdinger方

程新的单孤子，双孤子解，并猜测出新Ⅳ孤子解的表达式．特别由这些新解可导

出原经典解．第三章叙述了Wronskian行列式的定义与性质，并以KP和Toda链

方程为例，证明其具有Wronskian形式的新解．然后在第四章中由KP方程的谱问

题与时间发展式导出具自容源KP方程，利用Hirota截断技术，可得单孤子解，双

孤子解，三孤子解等等，并猜测出Ⅳ孤子解的一般表达式．此外利用Wronskian行

列式的性质和某些特殊的处理方法，证明了具自容源的KP方程具有Wronskian形

式的解．通过直接计算证明了由Hirota方法猜测的Ⅳ孤子解的表达式与Wronskian

形式的Ⅳ孤子解是一致的．类似于第二章的求解过程，利用Hirota方法得到了具

自容源KP方程的新解．在第五章中我们分别给出了非等谱KP和KdV方程的双线

性形式和双线性Bgcklund变换．利用Hirota方法得到了非等谱KP和KdV方程的

多孤子解的表达式．但是与等谱情形不同的是由Hirota方法得到的，的表达式与

Wronskian形式解的表达式，在恢复非等谱方程的Ⅳ孤子解时是不一致的．由非等

谱KP和KdV方程的双线性Baeklund变换出发，利用Hirota方法和Wronskian技

巧分别得到这些方程解的表达式并讨论了其解的一致性．需要指出的是在等谱方程

Bgcklund变换的求解中，一般是由方程的已知解求出新解，再以所得的解作为已知

解，求出更新解，周而复始．但是在非等谱KP方程双线性Bgcklund变换中这种规则

是不成立的．把孤子方程的Bicklund变换作一些修正，利用修正的Backlund变换，

可阱得到孤子方程的新解，在本文的最后一章中以KP方程为例说明了这一点．在

附录中，我们给出论文中所求出孤子解的相应图形．

本文中利用Hirota方法，Wronskian技巧和双线性B苴cklund变换对孤子方程

的求解技巧，可推广到其他孤子方程．

关键词： 孤子方程；Hirota方法；Wronskian技巧；Blieklund变换；新解



Abstract

In this paper，№eord{ider the solution of some so,ton equations by Hirota method，

Wronskian technique and Backlund transformation．The novel multisoliton solutions

for the KP equation，the nonlinear lumped self-dual network equations，the Toda lattice

and the nonlinear SchrSdinger equation are derived by using of Hirota direct method．

The KP equation and the Toda lattice have alSO solutions in new Wronskian form．In

addition，taking the KP equation as example we also show the novel solutions obtained

by Backlund transformation are coincidence with the novel solution obtained through

Hirota method．The above three methods are eastly to be extended to some other soliton

equations．

The paper also proposes a KP equation with self-consistent sources from the linear

problem of the KP system．One-．two-and even three-soliton solutions are successively

constructed through the standard Hirota’S approach．On the basis of this，We conjecture

further a general formula of N-soliton solution．We also use Wronskian technique to give

Wronski determinant solutions．By virtue of some determinantal identities，solution is

verified by direct substitution into the bilinear equations of the KP equation with self-

consistent sources．The coincidence of the N-soliton solutions obtained by Hirota method

and Wronskian technique is proved．The novel multisofiton solutions for the KP equation

with self-consistent 80urce8 are also obtained by Hirota method，

Apart from that，the bilinear equation and bilineax B趾khmd transformation for

the nonisospectral KP equation and the nonisospectral KdV equation are obtained．Exact

solutions are constructed in terms of Wronskian and are verified by direct snbstitution to

the sarisfy the bilinear equation and the assiciated B／icklund tra皿．sofrmation respectively．

These two nonisospectral equations axe also solved through the Hirota method．Finally，

some figures are presented to show the shape and motion of the soliton solutions for Some

equations，

Key words： soliton equations；novel solutions；Hirota method；Wronskian technique；

Backlund transformation．
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第一章 前 言

早在1834年，英国著名科学家Scott Russell偶然观察到了一种奇特的水波[1]{

这种水波在行进的过程中形状与速度并无明显变化．他在后来的“论波动”一文中

称它为孤立波，并认为这种孤立波是流体运动的一个稳定解．但当时Russell并未成

功地给出使物理学家信服的数学证明，直到六十年后的1895年，荷兰著名数学家

Korteweg和他的学生de Vries在研究浅水波的运动时提出一个描述一维长波在浅水

沟中的传播运动的非线性方程，即著名的KdV方程㈤

啦十6uuz+“。。。=0， (11．1)

并求出形如

“(z，t)=等sech2(Rz—k3t+∈(o’)
Z

的行波解，其中k，f(oj为常数．这一结果为Russel的观察提供了完美的理论解释．

然而这种波相互作用时是否稳定?即两个孤立波碰撞后能否变形?这个问题长期

没有得到解决．

在二十世纪五十年代，著名物理学家Fermi，Pasta和Ulam(FPU)[3]在研究有

固定点的一维非谐振子链的能量分布时，发现经典物理难以解释的现象：随着时间

的推移，能量并未像预期的那样均匀分布，而是最终又回到原来的初始分布状态．

1965年，美国物理学家Kruskal和Zabusky[41利用先进的计算机通过数值计算详细

研究了KdV方程两波相互作用的全过程．经过对作用前后所得的数据进行分析后

发现孤波的形状和速度保持不变而且具有弹性散射的性质．他们把这些特殊的波称

为“孤立子”．Kruskal和Zabusky的这项研究工作，是孤立子理论发展史中的一个重

要里程碑，他们所揭示的孤立波的本质，已被普遍的接受．从此一个研究非线性发

展方程与孤立子的热潮在学术界蓬勃地开展起来．

1．2 孤子方程的求解

孤立子理论从各个角度研究了孤立于方程以及方程所涉及的数学内容，其中重

要的一个方面就是如何求解孤立子方程以及讨论解的性质．因此，寻求精确解的方

法一直是孤立子方程研究中的前沿问题．目前已经有许多成功的方法，如反散射变

换方法，Biicklund变换方法，Hirota方法，Darboux变换方法，Wronskain技巧等

等．每一种方法都产生了很丰富的数学理论．
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1967年，Gardner，Greene，Kruskal和Miura(GGKM)对KdV方程做了深入

的研究，并得到一系列的结果[5】-【101．他们首先对KdV方程(1．1)作Miura变换

“=一池十V2)得到mKdV方程

仇一6"2”z十"zzz=0 (1．2．1)

再在Miura变换中令"=饥膨并通过Galileo不变性引入谱参数得到一维定态的

SchrSdinger方程

也。十u(z，t)=A妒． (1．2．2)

如果方程(1．2，2)的势函数u(。，t)按照KdV方程(1．1．1)随时间t演化，那么谱参数

A就与时间无关的，并且波函数妒随时间的演化满足方程

魂十妒。。。一3(A一“)妒。=0． (1．2．3)

于是他们由量子力学中的SchrSdinger方程的正散射方法得到t=0时刻的势函数“

的散射数据，再通过(1．2．3)构造出散射数据随时间演化的常微分方程组，解得t时

刻的散射数据，由此还原出SchrSdinger方程的势函数，即KdV方程的解，这就是

著名的反散射变换方法．此外他们还发现KdV方程具有无穷多个守恒律，存在任

意多的孤子解，这些工作奠定了非线性Fourier分析的基础．

反散射方法已被广泛的应用到一系列的非线性发展方程中，例如： mKdV，非

线性SchrSdinger和sine—Gordon等方程[1l】-[18]r这一方法有其严格的物理背景和数

学严谨性f5，10]，而且可以求出与同一谱问题相联系的整个等谱发展方程族的多孤

子解．一般说来，如果给定谱问题的位势，求此谱问题的本征函数及所对应的离散

谱，连续谱等散射数据称为正散射，反之给定散射数据，要求恢复谱问题的位势称

为反散射问题．它的主要步骤是先从与方程相联系的线性问题出发，将所求的位势

归结为Gelfand．Levitan-Marchenko(GLM)线性积分方程，并建立散射数据与时间的

关系；然后由GLM积分方程的解来获得初值问题的解．反散射方法利用了大量的

分析技巧和算子谱理论分析的有关知识【17，18]．它是传统的Fourier分析的思想在

解决非线性问题的推广．

Baeklund变换也是一种求解的方法． 1883年，几何学家B／icklund在研究负常

曲率曲面时，发现sine．Gordon方程的一个有趣的性质[19]，即由sine．Gordon方程的

一解“通过变换得到另一解“7．L．P．Eisenhart在他于1909年发表的著作“曲线与曲

面的微分几何教程"中介绍了B／icklund的工作，并放在重要位置，他把sine-Gordon

方程解之间的这种变换称为B／icklund变换[20]．随着孤子理论的发展，B／icklund变

换愈来愈受到重视，并且不限于sine-Gordon方程，人们发现其他孤子方程也有类
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似的变换，统称之为B／icklund变换，从此Bgcklund变换就成为求非线性方程解的

重要方法．

利用Bicklund变换，可从孤子方程的已知解出发求出新的孤子解，并可进一步

以新解作为已知解，求出更新的解，周而复始，即可生成方程一系列的解．人们逐

渐发现存在一些方法构造非线性偏微分方程的B{izklund变换，而且所得Bgckhmd变

换的形式是完全不同的．直接从两个解“与u’满足的偏微分方程出发，消去这些

解的高阶导数所得的u与u’的微分方程组称为Wahlquist．Estabrook(WE)形式的

Backlund变换[21，22]．如果在某些限制下非线性偏微分方程可以成为一对线性问题

(谱问题与时间发展式)的相容性条件，这时借助将线性问题化为自身的规范变换能

得不同位势“，“’与线性问题的本征函数≯所满足的方程，它即为Darboux形式的

Bgcklund变换[22，23]．以上两种形式的Bgcklund变换在求解时涉及到解微分方程

组，往往在求多孤子解时会遇到困难．直到1974年，Hirota提出一种B／icklund变

换的双线性导数形式[24]，即对于与非线性偏微分方程相联系的一对线性问题，其

能通过位势“，“’及本征函数中的适当分式变换化归为双线性导数方程，使得求多

孤子解变得简单起来．这三种不同形式的Bgcklund变换是相互等价的『251，并且都

可归结为Hirota形式的Biicklund变换[26]一[31]．

1971年Hirota提出一种获得孤子解的简单直接方法[32]，在这种方法中，Hirota

引入两个函数的双线性导数概念，通过位势“的变换，孤子方程就可以化为双线性

导数方程，将扰动展开式代入到方程中，在一定条件下该展开式可以截断，并可得

到线性指数函数形式的单孤子解，双孤子解和三孤子解等具体表达式，由此猜测出

多孤子解的一般表达式．此表达式可利用数学归纳法验证其成立[17]，但过程比较复

杂．Hirota方法所引入的位势u的变换，往往以反散射变换的结果为基础．由于操

作简便，其使用范围几乎涵盖了所有反散射变换可解的方程[11]，[32]一[43]；而且借助

于Mathematica等工具软件，还可应用于一系列较复杂的离散链孤子系统[44]一[50]．

这一方法的不足之处在于只能求解单一的方程，而且其对Ⅳ一孤子解表达式的猜测

难以给出令人满意的证明．最近陈登远，张大军和作者等[51]．[55]利用Hirota方法

构造出孤子方程的新解，这就极大地丰富解的类型与Hirota方法适用的范围，

另一种直接方法是Wronskian技巧，这是一种应用广泛且高效的方法，其得益

于Wronskain行列式本身良好的性质．孤子解可以表示成Wronskain行列式，这种

表示首先由Satsuma在1979年引入[56]．然而Satsuma本人并没有将解的这种表

示与孤子方程的双线性形式联系起来．直到1983年，作为一种求解孤子方程的系

统方法一Wronskain技巧一才由Freeman和Nimmo提出并建立起来的『571．该方法

以Hirota方法为基础，即首先要得到孤子方程的双线性形式或双线性Bgcklund变
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换，然后选择适当的南构成Wronskian行列式w(庐l，咖2，⋯，如)，再代入到双线性

方程或双线性BS,cklund变换中利用Wronskian行列式的性质和代数学的Laplace定

理进行验证，而且证明过程简洁．能够进行勰的直接验证，这恰是Wronskain技巧

的优势所在． Freeman等人应用该方法获得了一系列方程和方程的B／icklund变换

Wronskian形式的解[58]-Ira]．还有一个有趣的事实是KdV方程和经典Boussinesq方

程族的有理解[74，78]也可以写成Wronskian行列式形式[75】，但其他方程的有理解

却很难有此表示．关于Wronskian技巧，还有很多深入推广的工作，如positon解及

其positon-soliton解的广义Wronskian表示[76]，利用双结构Wronskian行列式构造的

AKNS和经典Boussinesq等谱发展方程族解的推广『771，一些孤子方程的Wronskian

混和解f791等等．

以上几种孤子方程的求解方法中，Wronskian技巧与反散射变换、Hirota方法

和Bgcklund变换有着密切的联系．1983年，Freeman和Nimmo[611给出了KdV方

程反散射变换解的Wronskian表示． 近年来我们发现某些孤子方程由Hirota方法

和Wronskian技巧分别得到的解是一致的[80]．从而说明由Hirota方法猜测出Ⅳ孤

子解的表达式的正确性． 利用不同方法所得的多孤子解也存在等价性问题．另外

还发现许多孤子方程用Hirota方法得到的解和从B§cklund变换的双线性形式出发

得到的解也是一致的[80】．最近，陈登远证明了一些孤子方程由Hirota方法，双线性

Backlund变换所获得的Ⅳ孤子解与Wronskian形式解的一致性f25，80]．Wronskian

技巧就象一座桥梁，将孤子方程的多种求解方法紧密地联系起来．

当然，精确求解孤子方程的方法远不止于此，并且不断有新的方法出现．比

如，Nakamura利用矩阵代数中的Jacobi等式得到一些孤子方程的解f81]．Hirota利

用Pfagian技术得到BKP方程的解【82]．曾云波等提出了通过约束流来构造Ⅳ孤

子解的方法[83，84】-韩文亭和李翊神提出了一种构造孤子方程解的矩阵方法[85，86】

等等．

1．3 具自容源的孤子方程族

1986年Mel’nikov[87]发现在某些特定的条件下，非线性可积系统会出现波的消

失和产生的现象．并在分析方程

3u9”一u。t一6uuz一“蜘：z一8klv2I。。=0，iv”=“口+％z，k2=1， (1．3．1)

的解时，解释了这一现象．方程(1．3．1)描述了长波与短波的相互作用，其中“表示

长波，w表示短波包．方程(1．3．1)具有行波解与驻波解，在某些条件下行波减速可

形成两个驻波，相反在一定条件下一个驻波吸收另一驻波而形成行波，这恰是线性

系统所不具有的现象．接着1989年Mel’nikov[88】又提出具一个自容源的KP方程



2004上海大学博士学位论文 5

(1．3，1)具有变速运动的解，并给出了解的具体表达式．他所得的结果与流体力学，

固体力学，等离子体物理等某些问题是相关的 Mel’nikov／89]一f94j还对其他方程进

行了类似的研究．近年来无论是具自容源方程的导出还是其解的具体表达式都引起

了人们的关注．

已有许多方法可以用来得到具自容源的方程．Mel’nikov[93]在原有的Lax对的

表达式中增加一个新算子，其中算子的系数要依赖于某个方程的解，由新的Lax对

可以得到具自容源的KdV，Boussinesq，非线性SehrSdinger和KP方程等．Leon等

人【94]，f96]从色散律的奇异部分可以得到相应的自容源．曾云波等人从约柬流出发

可以得到具自容源的一系列方程族[97]．[117]，如具自容源的KdV方程族，AKNS方

程族，modified KdV方程族和Kaup—Newell方程族等．这些具自容源方程拥有t型

的Hamilton或双Hamilton结构[101】而且还可以推导出sinh．Gordon型的方程【103]．

最近我们孤子小组也提出一种新的可以得到具自容源方程族的方法【104]-pos]

对于具自容源的方程求解已有许多成功的方法．Doktorov等[109]，[1lo】运用石一

方法和规范变换可得到具自容源modified NLS和modified Manakov方程的解．曾云

波等乖j用反散射方法得到一些具自容源解的具体形式【90]，【94】，【111]一[113]．例如：非

等谱KdV，AKNS，modified KdV，非线性SchrSdinger和Kaup-Newell方程族，并提出

了具自容源Kaup．Newell，AKNS和KdV方程族的Darboux变换[114]一[116]．我们孤子

小组利用Hirota方法和Wronskain技巧求出了具自容源的KdV，mKdV，sine-Gordon

和KP等方程的解f104]-p08]．

1．4 非等谱方程

孤子方程有许多奇特的性质，其中最基本的性质是这些方程可以写成一对线性

问题的可积条件，称为孤子方程的Lax可积．由此引出等谱与非等谱的两类孤子方

程．

1968年LaxIn8】注意到在GGKM的理论中，若线性微分方程组(1．2．2)和(1．2．3)

成立，引出它们的相容性条件即可得KdV方程(1．1．1)，他发展了这个思想，把它写

为算子的形式

厶=瓯捌， (1．4．1)

其中L=02+u(∞，t)，A=一403—3(uO+砒)，这就是著名的Lax方程，算子L和A

称为Lax对．Lax方程(1．4．1)在一维的情形常可表示为零曲率方程。设谱问题

如=Me， (1．4 2a)

圣t=Ⅳ曲 (1．4．2b1
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其中西是一n维列向量，M与Ⅳ是依赖于位势u=(“-，u。，⋯，“。)与谱参数A的

n阶矩阵．由(1．4．2a)和(1．4．2b)的相容性有

舰一jv：+【M，N】=0． (1．4．3)

则(1．4．3)称为Lie群结构方程或零曲率方程．从(1．4．3)可以构造出等谱和非等谱的

KdV，mKdV和AKNS等方程族[80】，并且这些方程可以通过一个微分积分算子分别

递推地表示出来．高维孤子系统也存在等谱与非等谱两类方程【so]，【119]，这些方

程可从联系拟微分算子的线性问题依谱参数随时间的不同变化规律逐一导出．与低

维情形不同，相应的流已不能用一递推算子简单的表示．

反散射方法，Hirota方法，Backlund变换方法和Wronskian技巧等已成功地

用来对等谱方程求解．非等谱方程与等谱方程具有某些相似的地方，所以在处理非

等谱的问题时可用类似的方法．Gupta等【120]-[121]利用反散射变换求得了一些非

等谱方程的解． 1976年Hirota等[122]把带有损耗和非均匀项的KdV方程

钍t+2au+(co+ax)uz+6uuz+“。。。=0． (1．4．4)

写成双线性形式，并得到孤子解．最近我孤子小组发现某些非等谱方程利用Hirota

方法可写成双线性的形式，由Hirota方法和Wronskian技巧可以得到其解的具体表

达式．

1．5 论文的主要工作

本文的目的是利用Hirota方法，Wronskian技巧与Backlund变换来研究一些

等谱与非等谱，具自容源孤子方程的多孤子解的具体形式．

在第二章，首先简单介绍了双线性导数的定义和性质．进而推导出一些双线性

导数新的公式，其在求解孤子方程的新解中发挥着重要的作用．由孤子方程的双线

性导数方程出发，利用截断技术，我们得到KP，非线性自偶网格，．Toda链和非线

性SchrSdinger方程新的单孤子，双孤子解，并猜测出Ⅳ孤子解的表达式．特别从

这些新解可以导出原经典解．

第三章中我们简单回顾了Wronskian行列式的定义与性质．以KP和Toda链

方程为例，证明了其双线性方程具有Wronskian形式的新解．

第四章中我们首先由KP方程的谱问题与时间发展式的相容性条件出发导出具

自容源KP方程．接着通过变换，把具自容源KP方程写成双线性形式．利用Hirota

截断技术，可得单孤子解，双孤子解，三孤子解等等，并猜测出Ⅳ孤子解的一般表

达式．此外我们利用Wronskian行列式的性质和某些特殊的处理方法，证明了具自
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容源的KP方程具有Wronskiazl形式的解，通过直接计算证明由Hirota方法猜测的

Ⅳ孤子解的表达式与Wronskian形式的Ⅳ孤子解是一致的．最后类似于第二章求

新解的过程，可得具自容源KP方程N=1，2，．．时新解的表达式，其中论文里只叙

述了N=1时的表达式，

第五章中利用Hirtoa方法，Wronskian技巧和双线性Backlund变换分别得到非

等谱KP方程和非等谱KdV方程的解．但是与等谱情形不同的是由Hirota方法得

到的，的表达式与Wronskian形式解的表达式，在恢复非等谱方程的Ⅳ孤子解时

是不一致的．也从非等谱KP和KdV方程的双线性B§cklund变换出发，利用Hkola

方法和Wronskian技巧分别得到这些方程解的表达式并讨论解的一致性．

同样，利用Hirota方法和Wronskian技巧分别从方程与相应的Bjicklund变换出

发亦可求得新解，在第六章中我们以KP方程为例，把KP方程的双线性Backlund变

换作了一些修正，利用修正B§cklund变换给出了不同形式的解。

在附录中，我们给出论文中一些孤子解的相应图形．
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第二章 某些孤子方程Hirota形式的新解

在寻求孤子方程精确解的方法中，Hirota方法是个重要直接的方法．在本章

中，首先我们介绍了双线性导数的定义与性质，然后利用Hirota方法获得了KP方

程，非线性自偶网格，Toda链和非线性Schrbdinger方程的新解．并且这种方法也

可推广到其他孤子方程【511一[55]．

2．1 双线性导数的性质

设，(t，z)与g(t，z)是变数t与z的可微函数，引进微分算子觑与巩，使对任

意的非负整数m和n成立

刀口；f。9=渔一色，)”(磊一噬，)“f(t，z)“￡7，z纠∥：z．。，：。． (2．1．Ij

式《2 1．1)称为函数，与g对t施行m次Dc，对z旌行n次见的双线性导数．

设a。与b。是整数n的函数，则定义微分算子e仉，它作用在积n。k时表示n。

的下标进一，h的下标退一，就是

eDnan-bn=an+tk一1． f2．1．2)

而它的逆算子e—Dn作用在积。。k时，下标进退应相反，即

e-Dnon bn=。n—lbn+1． (2．1．3)

于是双蓝余弦算子coshD。的作用规则是

cosh Dn吣bn 2 i(e风-I-e-D")"‰。i(an+lbn—I-}_O,n_1bn十1)． (2．1．4)

下面我们列举一些双线性算子的性质：

1)利用双线性导数的定义我们容易得到

叼o·b=(-1)“D?6·a， (2．1．5a)

D2a·a=0，m为奇数， (2．1 5b)

仉。ta,1=DzDtl-a=纛，(2．1,5c)
exp(eDz)Ⅱ(￡)·b(x)=o(z+e)b(x—e)， (2．1．5d)

若o(t，z)=e口3汁P)。，6(。，t)=e啦。+p2。，贝0有

D尹D；n·b=(gI～q2)4(pI—p2)“ab， (2．1．5e)



罴誊警垫——～ 1
2j以下公式在孤子方程改写成双线性方程时是经常用到的

～
。。p(J玩+e蛳·63。(t+正。榔(。一如一E)， 阻6)

若u=2(In。)。则有
’

若令≠=n／6，有

磁口，a
—≯～2“，

D知，， ．。

—云广2“z￡+3u2
磁。．n
—：广。“zz。。+15uuzz+15u3

三化＼一呸o·b如＼6／一下，
茹(；)=下D2xa‘b一(；)-跆W。。‘-，
旦0x3(；)=学一。(警)警，
瓤)=警～。(剀警一吖警～。f警)27

Dzab’cd2(也n‘d)cb—ad(Dzc．6)，

夙(玻口1 6)’ab=巩(皿n．6)．。6，

觑(磁。‘6)’。6=珐f(玩岛n·砷-ab+(协口．6j．(皿。∞)1，

(玩。‘b)cd-6(见c·d)=(玩口．c)她～。c(见6．d)，

(磋。‘6)耐一。6(噬c‘dj=珑f(见。．d)．c6+nd．(仇。．6)1．

!珥”旬”～Ⅱa(D：c,c)=2Dx[(D3n‘c)．c0+3(磁2。．e)．(现。㈦7，
‘噬“∞cd+如(噬c．d)z(磁a．d)cb+ad(珑。-6)一2(眈。．e)(Dzb“．：1

(Df玩。’n)ec-aa(Dc仇c·c)=2Dz(D±口．c)Ⅲ，

协[(Bn‘6J谢十nb．(取c．别

2㈣皿n‘d)击～Ⅱd(DtO。c．∞十m d)(现c．¨跏回m 6)．
。 (吼。’∞cd+。6(眈c，回=(D。。．d)c5+。d(Bc．6)，

∞知’6扣d+曲(磁c．叻2(磋a．d)cb+ad(D：c．6)～3现(之：．c)j?现6

f2．1．7a】

(2．1．7b)

(2．I 7c)

f2．1．sa)

(2．1．8b)

(2．1．8c)

f2．1．8d1

f2．1 9a)

(2。1 9b)

f2．1．9c1

f2．1、9d)

f2．1．9e)

(2．1．9f1

(2．1．99)

f2．1．9h1

(2．1．gi)

(2,1．9j)

d)，(2．1．9k)
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(D：Dc口．a)cc—aa(谚dtc·c)+3[(D。Dto-o)(D；c-)一(D：o·n)(D。Dtc·c)

=2D±[(DSza·c)．ca+3(谚口·c)·(D。cto)]， (2．1．91)

(DiD{n-a)cc—oa(D：D￡c·c)十(D2za·o)(D?Dtc·c)一(D。Dta-o)(D。2c·c)

=2D；【(D：D啦．c)．ca+2(DxD艘一c)·(Dzc·o)+(D知·c)·(口tc-o)]， (2．1．9m)

【exp(SD￡+eD。a-6][exp(一5Dr十eDz)c-d]=exp(eD。)[exp(gDt)a·c】·[exp(dDt)d·6j

=exp(SDt)[exp(eDz)o一胡·【exp(ED。)c·b]， (2．1．9n)

exp(5Dt)[exp(2eDx)a·川·cd=exp(eDz)[exp(eD。+gDt)a·d]·[exp(eDz一5Dt)c·6]，(2．1．90)

{exp[(e+5)D。】o·b}{exp[(e一5)D。c·d])=exp(SD。)[exp(eDx a·d]-[exp(eDz)c·6]，(2．1．0p)

由双线性导数的定义(2．1．1)，可导出新的公式，其在求新解的过程中有着重要

的作用。令

白=幻z+％t+苗们，竹=∞z十Zjt+嘭。’u=l，2)， (21．10a)

I(x，t)=eflql，g(x，t)=e‘2q2， (2．1．10b)

容易算出

n

D；，·g=(如一吃一)“f(z，t)g(∥，日l，：。=(∑(一I)’嚷醒ay’)，(z，∞9(z’，t)l。，：。
j=o

=∑(一1)’G复(碍me‘1+J南j一1ale。)【詹；一’r72e{2+(n—j)南；-j-1a2e‘2】
j=o

=e‘1+＆∑(一1)’魄(习l+反。)碍f≈2+敏：)譬一’
j=0

=e{1+{2(叩1+Otl仇1)(叼2-4-a2巩2)(克l一七2)“，

一般地，记
．

w=ajx+岛t十∞掣+嘭o’o=l，2，-t-，m)，

其中aj、岛和秽’都是实数．类似可得

若记

叫s上，。r("1叩2⋯卵^efl)·(吼+l叩^+2⋯q。e∈2)
h m

eh+52 lI(唧+唧吼，+岛比。)II(％+％瓯：+岛乩：)(u1一她)。(≈l—k2)’．
p=1 q=h+I

(2．1．13)

白=磅(qt+z+乃可)+f50’o=1，2)， (2．1．14)

n

幢

1

1

口

@
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可得

D⋯i l)rD；(V172··-≈＆e‘1·目＆+r／h+2···协ne‘2)，
h m

91+缸Ⅱ(叩p+岛A。+op瓯。+饰讳。)Ⅱ(％+岛民。+啕仇。+％易。)
p=l q=h+l

(A1一A2)。(ka—k2)’(p1一p2)8， (2．1．15)

啦=ajt+岛n+面叭，矗=姐t+‰n十爵01， o=1，2，．一，r)，(f=1，2)， (2．1．16)

则有

D；(叩1叩2-··町^eEl·叼^+1叼h+2．··田me缸)
^ m

=e‘1+‘2 II(哳+OLp乩。)Ⅱ(qg+a口丸。)(u1一u2)7． (2．1．17)
p=l q=h+l

公式(2．1．13)(∞=o)在计算KdV，mKdV和sine—Gordon等方程[52]_[54]的新解中起

着很重要的作用，(2．1．15)和(2．1．17)分别在KP和非线性自偶网格方程，Toda链

方程【5l，55】的新解中发挥着重要的作用．

2．2 KP方程的新解

给定KP方程

作变换

方程(2．2．1)化为

(u￡+6uuz+“zz。)z+3a2札掣y=0， 盯2=士1 (2．2，1)

fzt|一ftjz+fAzm：一4fxfzzz+3l：：+3a2(ffvH—f；、=0

利用定义(2．1．1)，方程(2．2．3)可写成双线性导数的形式

(DzDt+磋+3d2瑶)，·f=0．

按照一般求解的过程，设f(z，Ⅳ，t)可按e展成级数形式

f(x，g，t)=l+，(1)E+，(2)E2十，(3)ca十．一，

(2．2．3)

(2．2．4)

(2．2．5)

2l=J功b一一n屿bJJb鱼嘞
=％立呐

=氓。两
Il批

中果其如
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将这个展开式代入(2．2 4)，并比较e的同次幂系数给出

摇’+彪乙十30"2J，y(y1)=0，

2(摆’+砖翌。+3a2墙’)=一(DxDt+D：十3a2D；)，(1)

以；’十以坠+3a2蠢；’=一(如Dt+珑+3口2D；)，(1)．，(2)

如果取，(1)的形式

白=kj(．jt+z+功g)十《o

利用公式(2．1．5e)，则可算得到KP方程的Ⅳ孤子解为

Ⅳ

“=2{ln[∑exp(∑芦雨+
卢=0，1 j=l

(2．2．6a)

(2．2．6b)

(2．2．6c)

(2．2．7)

(2 2．8a)

e山r=万(kj-两kz)c2-再a2(pF’-砰p,)2，wj=-k2—3—2窍，(Ze．Sb)
其中单孤子解和双孤子解的表达式分别为

如果，(1)具有形式

。：譬。。曲。[譬(Wlt+x+PlY)+譬]
“=2[1n(1+efl+e如+e如+f2+A12)]zz

(2．2．9a)

f2．2．9b1

．Ⅳ

，(1)=∑％。6，磁=ajr+岛。+∞p+砖∞，∞=易脚． (2．210)
J=l

由公式(2．1．15)则可得到KP方程的新解．

当N=1时，取

，(1)=men，7l=阮pl，

将此，(1)代入(2．2．6)可以解得

☆2

产k一暴e2h，ul 2一☆}一3a2p；㈣=一3卢l懈+口2pi)，

，(J)=0(J≥3)．

级数(2．2，5)被截断而取有限形式．因此KP方程的新单孤子解为

u=2[in(1+"。一是8砭1)】⋯
口Z

(2．2．11)

(2．2．12a)

f2 2．12b)

(2．2．13)

舀
Ⅳ∑岸

||

kA肛脚
Ⅳ∑承
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当N=2时，我们有

，(1)=m91+，?2e如，∞=岛彩(歹=1，2)， (2．2，14)

产，-一籍∥一簧∥2+等等剩M。毋均
m*t篇寄絮等蒜舭针如
枷幽器蔷g等旃憎针如

柙-成坠塑坠蔷篙兽罄磐芦型毋崦，(2．2．15a，
严k一番4k f落kl襞ks)矧■钯崦。

}I( + 2一盯2(Pl—p2)2I。。。

俐岛坠必≮高篙磐裂蕃声监型彦Ⅲ2
～箍[簿kt 4．-k鉴s)巍群卜针2缸4鹾l( 2一口201一p2)2f。”邶-鹾坠必≮按骞黪拦崭掣舻。，(2．2．15b)
产k簇『藩簪裂卜m＆，(2．2．15c，

叶=一碍一3口2pj2，q=一3岛(砖+口2孵)0=1，2)， (2 215d)

，D)=0◇≥5)． (2．2．15e)

所以KP方程的新双孤子解为

u=2ln[1+产’4-，(2’4-产’+，(4’k (2，2．16)

如果一般取，(1)的表达式为(2．2．10)，我们可以猜测出新多孤子解的一般公式，

其中，的表达式为

，：∑f矗(一是)掣(岛％+啦。))蜥(z一心)exp(∑N脚白+∑N蜥Ⅲ山捌，(2．217)
其中哟=一碍一3a2巧2，对肛的求和应取过卢，=0，1，2 0=1，2，⋯，Ⅳ)的所有一切可

能的组合。当岛=o，∞=o和《o’=1(，=1，2，～，Ⅳ)时，则新Ⅳ孤子解与经典Ⅳ
孤子解(2．2．8)是一致的．
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当放弃假设条件w=岛聊时，则可生成更一般的新Ⅳ孤子解，事实上若，(1)

具有形式

，(1)=∑啦e白．
J=1

类似于上述计算的过程我们可以导出单孤子解

u=。[In(1+e“r／1一盥等㈣萨1)]。，
其中

叩l=卢lz+"／iY+(一3卢lk}+3a2卢lP}一60"2一y1P1)t．

和双孤子解，其中，的表达式为

，(1)=qlefl+，72e缸，

，(2l盟鼍笋型一·一堕堕鼍笋型乒to 一
4球

5

4麒
‘

-4kl

+落kl等三0堑-2(pl筹帅渺‘( +b)2一 一p2)2。¨侣。

虎(女}一女；)～口2卢2(pl—m)(pl一3p2)一2a2—y2(pl
[(≈1+k2)2一口2∞l一抛)2]2

碍)+口2胁(p1一m)(3pl—p2)一2G2，y101一p2)
(女l+k2)2一d。01～p2)2]2

啦efl+f1

(2．2．18)

(2．2．19a)

(2．2．19b)

(2．2．20a)

，l历胁(自l+k2)。(硝+镌一4kik2)
‘I [(南1+七2)2一盯2(pl—p2)2】2

伽2眦盟些塑壹籀簪焉警赫业贮竖塑艄h十如)型些鼍麓替等等鬻删
．d 2,,h-),2[o-2(kl+k2)2+3扫l—p2)2]+3卢ifl2(4pip2一p21}，22)
‘。

[∞l+k2)2—0-2(p1一p2)2]3 ．十s(pi-p2)2丝糍音络岩铲p缸，(2．2．20b)产k一竖掣4k [簪kl墼k2)杂群卜针＆。

} l( + 2一盯2(pl—p2)2I。‘。

。女}卢}一0-2(Zlpl一，y1)2(ki—k2)2—0-2(pl—p2)2
。

k} [(kl+如)2—0-2(pl—p2)2]3

×[岛(七；一后})+虎口2(3p2一P1)(抛一Pi)+2"120"2(p1一P2)]e2f1+如一竖掣[簿k墼2)杂O-群卜¨2缸4％； l(％l+ 2—201一p2)2I。1。
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。七22p22—0-2(岛p2—12)2 (七1一k2)2—0-2(pl—p2)2
。

^l [(kl+k2)2—02(pl—p2)2】3

x咿1(南}一h1)+芦1玎2(3pi一!堙)(pI—p2)～23"1 2(p1一p2)】e‘1十2缸， (2。2 20c)∥k盟笋竖22铲
『祭襞k2)蒜篙舻针2如，i(七l+ 2一盯2(pl—p2)2f。

’

qi=8lz÷1删+0—383碍+3a。8i焉～6a2'jpj)t，

，(j)=0(J≥5)．

(2 2，20d)

(2．2．20e)

(2 2、20f)

一般地，我们有

卢，妻，尴严等趔)气⋯槲川‰，

令Dj=ki％奄

6=bz+PjY+(

Ⅳ Ⅳ ]

×exp(∑心白+∑#j#tAjt)f
j=l 19<2 J

(2 2．21a)

s吩∥忙筹鬻，皿z z埘
其中对芦的求和应取过蜥=0，l，2(j=1，2，⋯，Ⅳ)的所有一切可能的组合，当

岛=o，∞=0和拶’=1(J=1，2，⋯，Ⅳ)时，则新Ⅳ孤子解恢复到经典Ⅳ孤子解
(2．2．8)而当∞=岛功(j=1，2，⋯，Ⅳ)时(2，2．21)化为(2．2．17)．

2．3 非线性自偶网格方程的新解

我们考虑非线性自偶网格方程

其中％，厶分别表示电压和电流．令

=厶一厶+1，

=K—l—K

v一坠
”一所

，一塾
1“一优

(2．3．1)

(2 3．2a)

(2．3．2b)

誊，●●●，Jclll【



孤子方程的新解

在(2．3．1)式两端对t积分，可得下列关系式

a如
砒

矾“
0t

tan(’k一妒n+1)

tan(‰一1一九)

(2．3．3a)对t求导，并利用(2．3．3b)，我们有方程

(2．3．3a)

(2．3．3b)

如搿=(1+≯i．#)【tan(咖。一1一毋。)一tan(西n一毋。+1)]． (2．3．4)

作变换

‰2；In务， (23．5)
‘ ，”

由双线性导数(2．1．1)和双曲余弦算子(2．1．4)的定义，方程(2．3．4)可写为双线性形

式

[D}一2(coshD。一1)】，n．，n=0， (2．3．6a)

其中五表示厶的共轭

设^有展开式

[D}+2(coshD。一1)]五-，n=0

厶=l+E矗1’+￡2．孵’+

将其代入(2．3．6)并比较e的同次幂系数，容易得

和

矗氇=2(c。shDn一1)，{1)-l，

塌=一；D}矗1)·fn(1)Jr-(COsliD。一1)(2，i2)．1+矗1)．矗1))
工戮=一D}矗1)．肝’+2(coshD。一1)(fn(3)．1+矗1)．矗2’)

(2．3．6b)

(2．3．7)

(2．3．8a)

(2．3．8b)

(2．3．8c)

，f％+五％=一2(coshD。一1)(矗1)．1+1．，{1’)，· (2．3．9a)

矗‰十勰=一D；露1)．靠1)一2(coshD。一1)(．静)．1+1．帮)+矗1)．矗1’)， (2．3．9b)

蛾+勰=一D}(露1)．fn(2)+曩2)．，11’)
一2(coshD。一1)(臀)．1+1．，乒’+矗1)．矗2’+帮)．靠1’)． (2．3．9b)

若取

白=哟t+bn+gm，％，go’∈R． (2．310)12+6e

Ⅳ∑触
=矗
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则得经典Ⅳ孤子解，其中，的表达式为

eAJ

N

∑脚地A掣L (2。3．1la)
1≤J<z

“。：2 sinh等

下面我们求非线性自偶网格方程的新解，取

^r

，11)=∑rtje{j+j
2

(2．3，lib)

(2．3．12a)
J=1

璐=ajr+／3in+砖叭，白=屿≠+bn+《叭， 哆，岛，堪叭，如，哆，《∞∈R，(2^312b)

利用公式(2．1 17)，我们就可得到方程的新解

当N=1时

由等式(2．3．8—9)算得

因此单孤子解为

矗1)=qLe}l+i 2 (2．3．13)

，lq=qle{1+弘∞1=2sjnh等，口l=pl c08h等， (2．314a)

同理当N=2时，给出

面16 i鲤nh琢2≯件ms 擘。

船)=0(J≥3)

如=删“谣771e‘i

(2．3．14b)

(2．3，14c)

(2．3．15)

矗1)="·e‘l+{。+q2ef2+争，叫=2 sinh鲁，哟=岛c。sh等，。=l，2)，(2 3，16a)

∥=一生16 sinh2冬t拶l州一 16 sinh2婆薛。Ⅷ+[【碑sinh2帆一[322 sinh。i争。h。si学nh”，+譬替”竽型篙群卜针m，(2．3．16b，
肛卜盘面sinh4率时箍群卜怕峥

—f1—2 s—inh4—"堕塑鲨竺1亭-啦+争，(2．3．16c16sinh2警sinh4 16sinh@sinh"5(2．3．16c)————771一——一l。⋯～‘2‘'j

F
丌一2
+{芦

Ⅳ∑础
pXe

∑眦
11

望学堂cj||
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，i4，=砥惫器拳拶汁地协i，(2．3．16d)
露j=0，0≥5)． (2．3．16e)

如此继续下去，一般地我们有

厶i妻，。哩(—4i si鱼nh一-等)(fljOb+伊严归1。e冲‘薹以白+≯j妻尸埘～)】，

叶地tnn等，砂f=面sinh2平(2．3．17b)
如果取岛=0和嘭o’=1，则(2．3．17)变为(2．3．11)．

2．4 Toda链方程的新解

一维原子链的动力学方程组[123】

祭=e-(“一⋯)一‰一㈦， (2t．，)

其中z。(￡)表示晶格中第n个原子相对于平衡位置的位移， n取所有的整数．由

(2．4 1)所刻划的动力系统称为Toda链．令z。一z。一l=Yn，方程链(2．4．1)化成

尝：_e-Yn+l+2Bm_e--Yn-1． (2．42)
dt2一

⋯ 、⋯“7

可见

Y。=一In，n+1+2In厶一in^一1． (2．4．3)

将其代入(2．4．2)得

嘉In，n=e-yn--1=华‘ 皿a㈣

或写成

D；，n·，n=2(A+1，n—l一螺)． (2．4．5)

应用双曲余弦算子(2．1．4)，方程(2．4．5)可写为

D}，n·厶=2(coshD。一1)，n·，n， (2 4．6)

这就是Toda链的双线性导数方程，其恰好与(2．3．6a)是一致的．

类似于非线性自偶网格方程，把，展成(2．3．7)，并代入(2．3．6a)比较E的同次幂

系数可以得到(2．3．8)．一般地我们取

霸1)=≯-+e和十．．．十e和，白=‘吩f十b 7。+f；01， (2．4．7)
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则从(2．3．8)即可导出Toda链方程的多孤子解

Ⅳ

∑畅Ⅲ山
(2 4．8)

其中对肛的求和是取过脚=0，1 U=1，2，⋯，．Ⅳ)之所有可能的组合，且eAjl与畸

表示为(2．3．1lb)．

若取矗1’为

，11)=∑仍毋， (2．4．9)

其中珩定义为(2．3 12b)，则从(2,3．8)可算得到Toda链方程的新解．新单孤子解为

e—h一1=[1n(1+qlen—i盘82n)]m (2-4·10a)

0)1=2sinh等'衄=Zl cosh等． (24．10b)

而对应于新Ⅳ孤子解之，n表示为

N 7 、,uj【蜥一¨ ．Ⅳ N

厶≤，2j-1(4i sinh 2'j) (倾+∽．j(2-‘,j)exp(j∑=l心针。黔晌)】)
(2．4．11)

其中eAj一与wj表达式为(2．3．1lb)．显然如果取岛=0和q；o)=1 o=l，2，⋯，Ⅳ)新
解就与原来的解(2．4．7)是一致的．

此外从非线性自偶网格(2．3．17)除去指数中的飘那么它就化为Toda链方程的

新解(2．4．11)．

2．5 非线性SchrSdinger方程的新解

从电磁流体力学方程组出发可导出非线性SchrSdinger方程

其中“是变量t与。的复函数，⋯2=ui

并且不失一般性，分母，可设为实函数．

性导数方程

假设此方程的孤子解可表示成分式“=}，
将它代入方程(2．51)，则，与g满足双线

(iD±+磋)9．，=0 (2 5 2a)

(2．5．2b)
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如果实函数，可按e的偶次幂展成级数，而复函数9按s的奇次幂展成级数，即

f(t，。)=1"t-，(2)￡2+，(4)一+，，，+f(2j)e2j 4-

9(t，卫)=9(1)E+9(3)￡3+．．．+9(玎+1)￡2j+l+

则在(2．5．2)中令E的同次幂系数相等得

碰1)+捌=0

碰3’+9三挈=一(iDt+D：)9(1)．，(2)，

i“5’+9翱=～(iD￡+D；)国(1，．，({)+9(3j．，(却)

2《挈=9(1垮1’

2程爹=一D；，(2j．，(2’+互(Dg(3’+9(3’雪(I}，

2，掣=一2D：，‘2】-，(4’+g(1’口(5)+g(3’口(3’+9(5’口(1)

一般地，如果取(2．5．4a)的解为

f2．5．3a】

(2．5．3b)

(2．5．4a)

(2．5．4b)

(2．5．4c)

(2．5 5a)

(2．5．5b)

(2．5．5c)

9‘1’=e‘1+e‘2+⋯+e矗，白=qt+bz+苗叭，％=i碍o=1，2，⋯，Ⅳ)．(2．5．6)

则非线性Schr6dinger方程的Ⅳ孤子解所对应的分母与分子可表示为

其中

．
2N 2N

，(t，。)2∑Az(p)expf∑卢，白+∑卢，卢f岛zj， (2，5．7a)
“20，1 j=1 19(f

z(t，。)=∑A2(卢)expf∑芦，白+
“=0，1 j=l

fⅣ卅=白0=1，2，．．．，Ⅳ)

e帅“k赢壬丽o，f_lj2，⋯，Ⅳ)2(b+¨2“”
。1 “吖

e岛2=2(砖一纠2 0<z=2，3，．一，Ⅳ)，

e^““)(Ⅳ+』)=2(砖一蟊)2=e母，U<f：2，3，．．．，Ⅳ)

f2 5．7b)

(2．5．8a)

(2．5．8b)

(2．5．8c)

(2．5．8d)

而Al(∥)与A2(芦)表示当心0=1，2，⋯，Ⅳ)取所有可能的0或1时，还需分别满
足条件

N N

∑脚=∑弘tv村
j=l j=l

N N

∑脚=∑p-v"+t
j=l j=l

(2．5．9)

0p脚
掰∑弥
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jF线1生SchrSdinger万崔趵新j自荦也是遗豇取

9=∑％86，白=bz+屿t+g⋯，仍=q。+Vjt+嘭们， (2 5lo)
J=1

从(2．5，4)与(2．5．5)逐次算得．当N=l，得

，=”zeel一互iii；；耵口ze2et+f-+ii；；；备e2“+矗，uz=t碍，p，=。in，*，，(。．s．，，a)

，=1+【互i五研1”·目·一巧i南”·一南目·+褊]e乱+a
十j警b毋l+豫， (25．11b)4(k’l+≈1)8。

1 ”“

其比}即为非线性Schr6dinger方程的新单孤子解．同理可以得到双孤子解．一般
我们有

，：∑A。(卢)[矗(霹)=d竿坐(哆蟊，+砖。))州2一蜥)符(丘})!也≥型(岛壤，+口；。))如(2一¨)

exp(∑舢白+∑肛，m％)]， (2．5．12a)
|=1 i曼j<l

9：∑A。(肛)【盘(2《)型％生(q屯+砖。))w(z一蜥)符(2丘})蜓笔型(国哦，+目；o))蜥(2唧)
岸=u，l，2 j=1 j=N+I

2N N

exp(∑心白+∑蜥pi幻I)]． (2．5．12b)
J=l l量f<z

其比郎为菲线性SchrSdinger方程的新粲．若取％=o，函=o，_!∞=j，承(。)=l，o：
l，2，⋯Ⅳ)，(f=N+I，N+2，⋯，2Ⅳ)则(2 5．12)就化为(2,5．7)．

在附录一中给出了KP方程，非线性自偶网格方程，toda链方程新单孤子解的

图形，由图形可以看出新解具有奇异点和零点，这恰是经典孤子解中所不具备的性
质．



孤子方程的新解

第三章 孤子方程Wronskian形式的新解

在本章中，介绍了Wronskian行列式的性质，并以KP和Toda链方程为例，验

证了孤子方程具有Wronskian形式的新解．

3．1 Wronskian行iU式的性质

一组可微函数(咖1，如，⋯，CN)?的Ⅳ阶Wronskian行列式定义为

Ⅳ(咖1，如，⋯，妒Ⅳ)=

≯。钾)
： ：
● ●

¨庐嚣1

≯P_1)
：
●

≯∥-1)

(3．1．1)

其中硝’=Ot≯i／Ox‘．它常可以写为一种紧凑格式：

W=№妒(”，⋯，庐(Ⅳ一1)|=10，l，⋯，N—iI=I庐11． (3．1．2)

因此

一1，N—-—3，N一1，N+iI=

庐弦1’妒Ⅳ⋯≯∥。’≯≯_1’咖≯+1’
=l咖(一”，≯，·一，庐(N-3)，≠(N--1)，≠(N+D

其中毋；-1)=0-1九，0-1为积分算子，0_10=00_1=1．更一般地，我们用忆12，⋯，bI

表示f曲．曲(”，．一，庐(f1)，≯(‘"，-一，庐(fp’I，J赢，h2，⋯，hgI表示I咖(¨，·一，西(““，咖(b)，一一，≯(k1|

Wronskian行列式(3．1．1)具有这样的特点：后一列是前一列的导数，这使Wron-

skiaa行列式在按列求导的时候，无论是过程还是结果都很方便简嫱，例如，若记

，=IN'-2-11，则有厶=IN一-2，NI，厶。=Ig一-3，N一1，Nl+IN--C-2，N十l|，⋯．事实
上，依照行列式按列求导的法则，Ⅳ阶行列式的一阶导数是逐列求导的Ⅳ个行列

式的和．而对于一个Wrorrskian行列式而言，则前N一1列中任一列的导数均与次

列元素完全一致其值为零。因此，在Wronskian行列式一阶导数的和式中，只有一

项不为零．这实际上说明，一个Wronskian行列式的导数所包含的项数与行列式的

阶数Ⅳ无关，而只依赖于导数的阶数．

将线性代数中关于行列式的一些恒等式应用到Wronskian行列式(3．1．1)上，可

以得到Wronskian技巧中常用到的一些恒等式．

1

1

+

+

∽。∽o庐≯

L

l

一

一

∽。∽o庐≯

3

3

一

一

∽。∽o毋庐

l

2庐≯L、●L、o≯≯
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1。设矩阵A=(n叼)Ⅳ×Ⅳ=[d1，a2，⋯．。Ⅳ]o，=(01J，n2，，⋯，nn』)T为A的列向量

向量b=(bl，b2，⋯，¨)T，则成立

Ⅳ

1，baJ，0。+1，⋯，an]=∑bjlA]， (3．1．3)
J=1

其中，boj表示(blalj，b2a2j，⋯，bNaNj)7、．

2。设Wronskian行列式(3．1．1)中奶满足

中j∽=咤(}i，

我们有

(∑k；)IN--Z-11=一ix--：-3，Ⅳ一1，Ⅳl+]N一-2，Ⅳ+1

Ⅳ

(∑k])Ig--：-2，Nt=一IAc-4，Ⅳ一2，Ⅳ一l，Ⅳf+1w--：--2，N十2i
j=1

(3．1．4a)

(31．4b)

f3．1．4c1

(∑砖)1Ⅳl=一IN～-2，N，N+11+IN～-I，N+21， (31．4d)
jl=

3。若Wronskian行列式(3．1．3)满足条件(3．1．4a)，则基于等式

N N N

l庐lI{(∑咖∑碍)l庐l|】)=[(∑砖)I庐l限 (3圳5
j=l j=l j=l

可得关系式

IN—-—II(IN—-—5，N一3，N一2，N一1，NI—IN—-—4，N一2，N—l，N+11

+2}Ⅳ一3，N，N+1f一{Ⅳ一3，N一1，N+2f+fN一2，N+31)

=(一IN—-—3．N一1，NI+Ig一-2，N+11)2． (3．1．5b)

4。若记M为N×(N一2)矩阵，a，b，c和d都是Ⅳ维列向量，则成立

M，。，。IlM，c，al—lM^圳M，。，aI十IM池刮M曲刊=；l苫三。a
5。若记

。d卜
(3，1．6)

g=IN一-11，，=IN一-2，rI，T=(O，⋯，0，1)r， (3．1．7)

其中九满足(3．1．4a)式，则基于等式

Ⅳ Ⅳ一1

，[(∑碍)翻一9[(∑碍)，]=k斋，9
j=l ，=1

o虮
Ⅳ∑弹



孤子方程的新解

可得

基于等式

可得

IⅣ：2，下I(一lⅣ：3，N—l，NI+lⅣ：2，N+11)

一lⅣ二1l(一IN—-—4，N一2，N一1，7_l+lⅣ：3，N，f1) (3．1．8)

=k2ylN一--IlIN一-2，刊；

Ⅳ Ⅳ一1

厶[(∑碍)鲥一g[(∑碍)厶J=≈斋厶g
j=l j=l

IⅣ：3，N一1，rI(一IⅣ：3，N一1，NI+IN一-2，N+1 J)

一IN-：-11(一lⅣ：5，N一3，N一2，N—l，rl+|庐3，N+1，TI) (3 1．9)

=吲庐1||庐3，N一1，rI；
基于等式

，【(∑碍)啦]一啦【(∑碍)门=砖，如
J=l j=l

又得

IⅣ：2，TI(一IN—-—4，N一2，N—l，NI+IⅣ22，N十2I)

一IN一-2，Nl(一IN一--4，N一2，N—l，rI+I』V。二3，N，TI) (3．1．10)

=k2NIN一2，YllN一2，刊．

对于某些离散的孤子方程，例如Toda链，非线性自偶网格方程等等，其相应

解的Wronskian行列式通常定义为

厶=‰，孵)，⋯，∥。1’l=IO，1，⋯，N一11=l庐11，

饥=蜘，归(州州)施(州小一，州州))T，硝)=警
6。若Wronskian行列式(3．1．11)中奶(n，t)满足

则成立

若奶(n，t)满足

则又有

咖，￡(n，t)=奶∽+1，t)

(3．1．1la)

(3．1．1lb)

(3．1．12)

^十f=hl+l{·一，Ⅳ+1—11，l∈Z， (3．1．13)

(2coshkj)奶(n，t)=奶∽一1，t)十咖(n+1，t)， (3．1．14)

_Ⅳ

(∑2coshkJ)[N-C--iI=IN一-2，Nl+I一1，N～-II， (3．1．15)
j=l
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(∑N 2cosh弓)lⅣ=2，ⅣI：IⅣ：3jⅣ一l：Ⅳl+IN一-2,Ⅳ+11+IN一-11+1—1·Ⅳ=2,NI
，51 f3．1．16)

3．2 Wronskian形式的新解

在第二章中介绍了用Hirota方法得到孤子方程的新多孤子解，但难以代入方程

直接验证，而w如nskian技巧却完全不同．我们以KP方程(2．2．1)(a2=1)

和Toda链方程(2．4．2)为例，说明这一问题．

1983年，neeman和Nimm。[57】得到了KP方程(3．1．1)具有Wronskian行列式

形式的解(3．1．1)，其中奶满足方程

奶，》=奶，。 (3 2·2a)

九I=一4奶口。． (3-2 2b)

若取九为

奶=e白+(一1)J-1e-协，6=kjz+碍可一4霹t，嘶=qjx一孝可一4西t· (3-2-3)

则Wron8kian行列式(3．1．1)即是KP方程(3．2．1)的线N孤子解．记

奶，叼=(e6)b+(一1)’(e一嘶)野， (3·2-4)

容易验证奶，鳓满足方程(3．2．2)．现在定义一个元素为(3．2·3)和13·2·4)的2N阶

WrOIlSkiall行列式

，=

≯1 ≯；¨ ．．． ≯PⅣ一1’

如 曲姑’

血，Ⅳ。咖‰
瓣Ⅳ-1’

妒衢”

Cu,鼬币嚣k。⋯妒等箭’

=l 0筹

：1 0 o。兰州磊，Ⅳh 1Ⅳ⋯(2Ⅳ一1)K 1；面j)Ⅳ
由Wronskian行列式的性质，容易算得

I
72—N。、-一2 2N

血一1(互jFa)Ⅳ(2Ⅳ)耳

击(2Ⅳ一1)

咖∥。1)

(3．2．5)

f3．2．6a1



26——————!塑堂生
f￡￡=

+2

+3

商
(2N一3)K

J￡zz=

2Ⅳ一3
，—--，k--一、

(2N一3)K

+3

，—-，、'
2Ⅳ一3(锏K

2Ⅳ一l

(2N一1)K

／---，、-—、

2Ⅳ一4

们)Ⅳ
2Ⅳ一1

(2N一1)K

2N

(2N)K
+

2N一2

(2N一2)K

2Ⅳ+l

(2N+1)K
+

’2’N—7‘-。、2

(鹂)K
2N一1

(2N一1)K

72。N“4’-’、2

(2N一2)K

2Ⅳ+1

(2N+1)K

2N

(2N)K

2Ⅳ十2

(2N+2)K

(3．2 6b)

， (3．2．6c)

72N—“-一5 2N一3 2N一2 2N一1 2N

(2N商-K(2N一3)K(2N一2)K(2N—i)K(2N)K
，_一--一
2Ⅳ一4
，--_，、-—、

(2N一4)K

2Ⅳ一1

(2N一1)Ⅳ

+

2Ⅳ一2

(2N一2)K

2Ⅳ+2

(2N+2)K

2Ⅳ一2

(们)Ⅳ

2Ⅳ一1

(2N一1)K

+2

2Ⅳ+1

(2N+1)K

72N—‘-一3 2N 2Nj_1

(互ii￡=_西Ⅳ (2Ⅳ)Ⅳ(2N十1)Ⅳ

2Ⅳ+3

(2N+3)K

f3 2．6d)

由(3．2．2a)，可见Wr。nskian行列式对Ⅳ的导数可化为其列对茁的导数，如此给出

|u=

+2

’2N“-2 2N J-1
(商)Ⅳ(2N+1)Ⅳ
iH口=

^2N-3 2N一1 2N
(窳Ⅳ(2N—1)K(2N)K 、 (3 2．7a)

’2N—“-一5 2N一3 2N一2 2N一1 2N

2Y两：-g-5)Ⅳ(2Ⅳ一3)Ⅳ(2N一2)Ⅳ(2N一1)K(2N)K
，—-，、--、

2Ⅳ一4
，‘—，^’、
(2N一4)K

2Ⅳ一2

(2N一2)Ⅳ

2Ⅳ一1

(2N一1)K

2Ⅳ+1

(2N+1)K

’2Nh-3 2N—l 2N+2
(“2N-3)K(2N—1)K(2N+2)K

’2N。h-3 2N 2N J-1
f，五i?=j)Ⅳ(2Ⅳ)Ⅳ(2N+1)耳

利用(3．2．2b)类似算出关于t的导数

^=
(2N一41K

+

’2N^-2 2N1 3
压面￡忑)Ⅳ(2N+3)耳

2N一2 2N—l 2N

(2N一2)K(2N一1)K(2N)K

(3．2．7b)
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72N‘-3 2N一1 2N^1
(，_2N—7、-3)耳(2N—1)Ⅳ (2Ⅳ十1)K

^。=--4

+
’2N“-2 2N J_2
(互万习)Ⅳ(2N+2)K

’2N—“-一5 2N一3 2N一2 2N一1 2N

0-Yj-5)Ⅳ(2N一3)K(2N一2)耳(2N—1)Ⅳ(2Ⅳ)K

’2N“-3 2N 2N+1
(，．2N—^-3)K (2Ⅳ)Ⅳ(2N+1)Ⅳ

4

把(3．2．5．8)代入方程(3．2．1)的双线性形式

，--●^。-_、

2Ⅳ一2

(内耳
2Ⅳ一3

(2N一3)K

(3．2．8a)

f3．2 8b1

，^。一．厶^+ffx。。。+3，嘉一4LL。。+3ffyF一3疗 (3．2．9)

+

～6

2Ⅳ一2

(2N一2)K

2Ⅳ一3 2Ⅳ一2

(互歹=西Ⅳ(2Ⅳ)K

2Ⅳ一l

(2N一1)K

2Ⅳ一1

(2N一1)K

2N

(2N)K

2N

(2N)t<

’2N‘-3 2N 2N J_1
(互万a)耳(2Ⅳ)Ⅳ(2N十1)Ⅳ

，——，～、
2Ⅳ一3

(互万j)Ⅳ
，—-√、'
2Ⅳ一3
／——，、_、

(2N一3)K

2Ⅳ一1 2Ⅳ+1

(2N一1)耳(2N+1)Ⅳ

2Ⅳ一2 2Ⅳ+1

(2N一2)耳(2N+1)K

0 2N——2 2N——1 2N 2N01

0 (2N一2)K(2N一1)片(2N)K(2N+1)K

’2N—、-3 2N一2 2N一1 2N 2N+l
(躺)耳(2N～2)Ⅳ(2N一1)耳 (2Ⅳ)片(2N十1)耳

这样就验证了Wronskian行列式(3．2 5)是KP方程(3．2．1)

章KP方程新解的关系，当N=1时，

令

，=
≯l

妒l，Kl

∥
庐i袋。

=0

(3．2．10)

的解．考虑(3．2．5)与第二

=e2f1一e-2町1+2(h+91)陋+(七l—q1)可一6(南}+口})]efl—11

=一e-211 f1一e延·+2玑一2(后l+q1)陆+(kl—q1)Y一6(k}+口})胡e‘1+11)， (3．2．11)

91十目1=～2(kl+口1)efl+11 (3．2．12)

娶辱。



孤子方程的新解

由此推知KP方程对应的新解的表达形式为

u=2{ln【1+(z+(kl+q1)y-6(％}+q})t)毋：+1：一jIi：—；_浮e2∈：+2q：】}zz，(3．2．13)
其与(2．2．13)式是一致的．类似的当N=2时，所得的解与从(2．2．14—15)生成的新

双孤子解一致．一致性的一般结论仍是一个开问题．

离散Toda链方程(2．4．1)也存在Wronskian行列式解．给定Wronskian行列式

(3．1．11)，其中咖满足(3．1．12)和(3．1．14)式，不难算得

，n#=1Ⅳ=2，Ⅳj'A。n=bN一-a，N一1，NI+Ig一-2，N+1

厶一l=I一1，N一21，厶+1=fN

把(3．2．14)代入Toda链方程的双线性形式(2．4．5)给出

^∥厶一臂．t一厶一1厶+1+露；fN～-2，一1，N—lllN～-2，0，N

(3．2．14a)

(3．2．14b)

一IN—-—2，0，N—IlIN—-—2，一l，NI—IⅣ：2，一1，011N～-2，Ⅳ一l，NI=0． (3．2．15)

满足条件(3．1．12)和(3．1．14)的如可以取为

哼ebn+e‘’。+d7e一畸n十e—b￡，亏，码∈R． (3．2．16)

在(3．1．12)和(3．1．14)等式的两端分别对砖求导，则有关系式

(2 sinhkj)妒j(n，t)+(2coshkj)妒j，bm，t)=奶，b(n一1，t)+奶，kjm+1，t)， (3．2．19a)

奶，b，tm，t)=奶，b(％+1，t)

若同样定义2N阶行列式

厶=
世 曲(1)

饥耀’

面(2Ⅳ一1)

tf，12Ⅳ。)

0 1

0女 1七

2Ⅳ一l

(2N一1)k

(3．2 17b)

，-—√、_、 l
2N一1 f

．(“2N-1)t l’
f3．2．181

其中奶(”)，屿，kj(n)分别满足(3．1．12)，(3．1．14)和(3．2．17)．则厶也是方程(2．4．5)的

解，事实上由(3．2．18)算得

，n．tt5

^，f

，——／、-—、

2Ⅳ一2 2Ⅳ

(2N一2)^(2N)k

2N一3 2Ⅳ一1 2N

(互歹a^(2N—1)女(2Ⅳ)≈
+
2Ⅳ一2 2Ⅳ+1

(确B(2N+1)^

(3．2．19a)

(3．2．19b)
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考虑行列式的和

2Ⅳ一1

∑
j=o

^+1=

妒 妒(1)

饥姑1

丽
‘，～—

(2N)k
^一1=

一1 2Ⅳ一2

(一1)k(2N一2)k

母(，一1) 书(J’ 妒o+1)

以。1’硝’姑“)

0(2^r—l

妒：2Ⅳ。

f3．2．19c1

(3．2．20a)

其中(西("，巧P’)r=(2coshkl妒P1，．一，2coshkN妒好’，2 sinhkltf，P’+2cosh女l砂}{2。，-．．，
2 sinh kN妒g’+2 c。sh h妒韶l，)T，把(3．220a)中地行列式先按列展开，化简后一些项
再按行展成行列式，容易算得其值为

N

∑4(cosh幻)
2Ⅳ一l

(2Ⅳ一1)k

另一方面由关系式(3．1．12，14)与(3．2．17)，和式(3．2．20a)又等于

即存在等式

类似地

+

，--_^。一
2Ⅳ一2 2Ⅳ

(“2N-2)≈(2Ⅳ)≈
／---^--、

2Ⅳ一l

(互万了)。

Ⅳ

(∑4coshkj)

+

／--√、-一
2Ⅳ一2 2Ⅳ
，——／、_、

(2N一2)k(2N)k

2Ⅳ一2 2Ⅳ

(互万a)≈(2Ⅳ)k

2N一2 2Ⅳ+1

(锅)t(2N+1)≈ +
2Ⅳ一l
J。__·，、。～
(2N一1)女
+

2Ⅳ一1

(2N一1)k

+

，—_一、-—、

2Ⅳ一l
，-—√、-—、

(2N一1)＆

^2N-3 2N一1 2N
"J---，、-一
(2N一3)k(2N一1)女(2N)k

一1 2Ⅳ一2 2Ⅳ

(一1)k(2N'F习-2＆(2Ⅳ)≈
把(3．2．19)代入Toda链的双线性形式，并利用(3．2．21)

^澍^一露，t一^一l，n+l+露

2N

_。一
(2N)k

一1 2Ⅳ一2

(--1)k(2N一2)＆

一l Ⅳ一l

(一1)k(N一1)≈

，———／、—～
2Ⅳ一1

("2N一1)≈

2N

(2N)k

，·—●^’一
一l 2Ⅳ～2 2Ⅳ

，J、一
(一1)≈(2N一2)}(2N)k

这就验证了Wrosnkian行列式(3．2．18)满足Toda链方程

(3．2．20b)

(3．2．20c)

f3．2．21a)

(3．2．21b)

=0，

(3 2．22)

b∞“
Ⅳ∑芦

器



孤子方程的新解

对于(3．2，18)当N=1时，若取妒l的表达式为(3．2．16)且o}=1，则，的具体

表达式为

^嵌o：丸i

令

一4sinhkl矿le2七1”+2拈m“‘l=eh，n+tcoshkl+去=叼1． (3．2．24)

则(3．2 23)可简写为 厶=1怕毋一志82“， (3．2．25)

其恰与Hirota方法得到新单孤子解，的表达式是一致的．类似地可以算出当N=2

时，由Wronskian行列式得到的双孤子解与Hirota方法得到的结果是一致的．

本章中我们验证了KP和Toda链方程具有Wronskian形式的新解，并且发现

由Wronskian技巧得到的单双孤子解与第二章利用Hirota方法得到的新解是一致

的．同理KdV，mKdV和sine-Gordon等孤子方程也存在类似的Wronskian形式的

新解，及其与Hirota方法得到的解之间的关系．引入对参数求导，可得到更广泛的

Wronskian形式的解．

=三∞

¨

2

．景

@

2+n弘+矿
l一2
+n+七S∞≠七hnS4Lb．旨S旧n胩2+驰叶1

“拈时k≈＆
e||
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第四章 具自容源的KP方程及其求解

本章我们由线性问题的相容性条件推导出具自容源的KP方程，并利用Hirota

方法和Wronskian技巧分别得到此方程的解及其新解．

4．1 具自容源的KP方程

这一节从KP方程的谱问题和时间发展式的相容性条件出发导出具自容源的

KP方程．

考虑KP方程的谱问题和共轭谱问题

％=圣。。+世圣， 一皿事=皿∞+"皿， (4-1 la，6)

假设其时间发展式为

中￡=A圣 (41．2)

其中A是关于a，0—1∽=磊o，0-iO=0a一1=1)的算子多项式．由(4．1 1口)和(4．1．2)

的相容性条件垂驴=圣坷，发现A满足方程

毗一AⅣ+p2+“，A】=0

或

毗=A，～2A。a—Am：一沁，A]．

如果取

A=(三3)+=a3十3ua+；(“。+a-l“y)
其中下标+表示拟微分算子

L=a+u0—1+u20—2+u3a一3+．一，

(41．3a)

(4．1．3b)

(4．1．4)

(4．1，5)

三次方的微分算子项的和，把(4．1．4)代入(4．1，3b)就可以得到KP方程(3．2．1)

如果算子A只含有0的负次幂项，即设

A=五1a一1+磊2毋一2+．，，十五na一”+

其中系数奶是≠，x，Y的可微函数．容易算得

(41．6)

Ap=a1，。0—1+a2．Fa一2+···+an,yO一“+·．-， (41，7a)

1a．吩
∞∑赳
I|
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Aza=a1#+五2．￡a一1+···+丘。．za一“+1+

Ax#=西l，船：0～1+五2，。za一2+-·，+舀H，zz8一”+

[u，捌=一∑∑aA-t)“，磷二；“n一，)a一‘
k=2j=1

把上式代入(4 1．Sb)，则有

毗2(21．o

il∥一252#一a1，zz=O

a2，Ⅳ一25a，$一奶，∞：一filu。=0

fi3，，一2fi4，。一i3。。z+hluzz一252uf=0

取al=}圣霍，由(4．1．8)，(4．1．1)可解得

因此算子A可写成

现在进而设

az=一：圣m。 a。=：西田。

(4．1．7b】

(4．1．7c)

(4．1|7d)

(4．1．8a)

(4．1 8b)

f4．1．8c)

(4．1．8d)

{4．1．9)

J4=；圣(皿a—l一皿。a-2+皿。a一3+．．．)=：西a一1皿， (4．1．10)

A=noa3+121护+血2a+03+o圣a一1皿

其中q U=0，l，2，3)是关于“及其导数的待定函数，。是任意的常数．由此可得

AF=。o，可03+。1,y02+a2，尊ca+a3，#十。圣y8—1皿+a垂a一1皿可

A=O=ao—c04+al—a3+啦汪a2+aa，zcO+dm。cO一1虫a十d垂a一1皿?a

f4．工．12a)

(4．1，1．2b)

AI。=a0，船：a3+al，z。02+a2，册：O+a3，鄹：+a圣zza一1雪十20垂z0—1皿。+d圣占一1皿￡。，(4．1．12c)

¨．A】=uwI,0—1皿一ao．az鄹?一3aou。2cO一3ao“zc02～。1札zz一2aluza—02“z—o垂0—1Ⅲ“

把(4．1，12)代入(4．1．3b)，利用(4．1．1)，其中关于西，皿的项可化简为

一n垂a—l皿。z+M)CO一1皿u—o"(I,CO一1Ⅲ

(4．1，12d)

口(圣Ⅳ一垂：,r27--u圣)D一1#+oa2CO～1(Ⅲ掣+qu一皿：：)一2口垂。cO一19'0—2口垂a～1皿zp一2n西20—1毋z

一2a(圣毋)。， (4．1．13)
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而其余项在比较a的同次幂系数给出

让￡=0,3，g一0,3．Tz十oo“。￡。-I-aiuz。+n2“z一2n(圣皿)z

a2，Ⅳ一2a3p—a2，。z+3aouxx+20,lUx
2 0

al，Ⅳ一2a2，z一0,i，zz+3aou。=0

a0，9—2a：≯一0,0，￡。=0

no z=0

由(4．1．14e)取0,0=一4，再由(4．1．14d．b)依次得

oI=0，a2=一6u，a3=一3uz一30—1“g

从而(4．1．14a)这时成为

毗+u。。。+6UUx 30-1uyy+；(圣皿)。=o
且

A=一403—6ua一3“。一3(o-luy)+；圣a一1皿，
其中OL={．通常(4．1．16)与(4，1．1)称为具一个自容源的KP方程
一般地，若取

肚．4沪“ua_3‰-3(O-lu，)+i蚤叩。％
垂J，Ⅳ。奶，。。+u(I)j，

一吗，Ⅳ=皿j，z。+“吗，

把(4．1．18)代入(4．1．3b)，类似的分析可以得到方程

毗+‰。+6毗+3a_1“，，十；耋(呜蚴。：。，
则(4．1．20)和(4．1．19)称为具有Ⅳ个自容源的KP方程．

4．2 Hirota形式的解

(41．14a)

(4 1．14b)

(4．1．14c)

f4．1．14d1

(4 1．14e)

(4．1．15)

(41．17)

f4．1．181

(4 1．19a)

(4．t，19b)

(4．1．20)

本节中我们利用Hirota方法求具自容源KP方程的多孤子解．

在(4．1．19．20)中，作变换

u=2(1nf)⋯奶=了gj，％=了hj， (4．2．1a，b，c)



孤子方程的新解

则五彩与每满足双线性导数方程

(DxDt十D4+3D；)，·，=一；∑9j-hjN ，

1

J=1

Dq93-f=D29y·}，

-D口h{·f=哦hj·|，

其中D是双线性算子．设，按e的偶次幂展开，gj和hj按奇次幂展开

，=1+，(2)E2+，(4)E4+．一，

卯=gjue+9j3’e3十¨．，

b=砖ue+谬’e3+⋯，

把这些展开式代入(4．2．2)并比较e的同次幂系数得

以尹+砖盐。+s乃尹=一；j妻=1彰1’嘭”，

(4．2．2a)

f4．2．2b)

(4．2．2c)

(4，2．3a】

(4．2 3b)

(4．2．3e)

(4．2．4a)

摇’+熄。+。乃尹=一；(DxDe+D：+。。；∥2)，(2)一；薹(西1’哆’+西3)n51))，(a．2au)
矗；’+，』盐。+3乃；’=一(D。D。+D：+3D；)，(2)．，(4’

，Ⅳ

一；∑(彰q巧剐+彰锄母’+西5’砖u)， (4．24c)
，=I

嘏=菇盈，

西：=gj：。一D，西¨-，(2)+珑砖¨．，L扪，

％gj(，8，}=9；：。一DⅣ(彰“·1(4)+彰∞-，(2’)+D：(9；”．，(4)+菇31．，(2’)

一螂=n‰

一砧：=锲。+D。巧¨，(2)+D：码“．，(扪，

一q：=砖2。+D，(^5¨·，(4)+够’．，(2’)+D：(^5¨．，(4)+巧引．，(。’)

(4．2．5a)

(4．2．5b)

(4．2．5c)

(4．2．6a)

(4．2．6b)

(4．2．6c)

如果取西¨，^；1’具有以下形式的解

彰u=2、／互iij=。丽e白，白=bz+砖Ⅳ一4碍f—Z。岛(z)dz+g∞，(4．2．7a，b)
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巧u=2、／2(kj+qj)BAt)e啦，仍=qjz一豸9 —4西t一／o。岛(z)如+砖0、，(4 2．8 a，b)
则从(4．2．4．6)可导出具自容源KP方程的Ⅳ孤子解

当N=1时，取

2_、／2(kl+91)口l(￡)en，

从(4．2．4—4．2．6)，依次算得

所以单孤子解为

，(2)=efl+1l

2√2(kl+q1)Zl(t)一1． (4．2 9)

9i‘L 0，^fL 0，2=3，5

，(”)=0，m=4，6，⋯

≈=211n0+eh+”)】。，

”去
如果仍取9{“，^；1’为(4．2．9)，而

吣熹‰

(4 2lOa)

(4 2，lob)

(4 210c)

(4．2，lla)

(4．2．1lb)

，‘21=e51+41+e缸+札，已=如z+砖g一4k2t+磐’，穗=匏。一建爹一4q；t+拶’，(4．2，12a)

则可定出

9f3’=21／—2(kl+—q1)fll(t)一 (ks一女1)
(七l+92)

efl+如+彘+打。

一}3’=zv^iijj丽{：；j；等e”1十已+。z+☆r (4．2 12b，C)

，‘4’=e‘1十目1+已+42+412，彰。’=0，^?’=0，J=1，2，f=5，7，．．．， (4．2 12d，e)

，(m)=。，m=e，s，·一，e^”=8；jj粼，(4．2．12f g，
所以此时的双孤子解为

u=2[1n(1+e‘1+田1+e{2+钆+e∈1+”1+f2+厅2+A12)]z￡， (4 2 13a)卟z丽而熹豢冀‰， ㈦。邶b，卟z瓣而等嵩鬈≥，(4．2．13c，Ⅲ卜2、／2(。-+q-)删百万去诸嚣％而蒜， )

如此继续下去即得具自容源KP方程当N=l时的多孤子解．

当N=2时，如果取

彰1’=2,／—2(kj+q—j)／3j(t)e∈J，^；1’=2,／—2(kj+q—j)f3j(t)e嘶，j：l，2，(4 2．14a)



36 孤子方程的新解

其中白，w的定义为(4．2．7b)，(4．2．8b)．由(4．2．4～4．2．6)可以算出

，(2)=￡fl+霹1+e如+珊

913’=。vEiijj：；五石j再i；；；j；等efl+‘2+q2+☆r
，53)=z何i面丽簇篇扣⋯1，
nf3’=zv‘iiij丽{：：j；黯e”l+t2+”2+h
^≯=。何丽篆嵩泸⋯1，

，(4)=e∈1+qt+e2+搬+A12，

9jf’=0，^；。=0，J=l，2，f-3+5，⋯，，(m)=0，m=6，8
所以双孤子解为

让=211n(1+efl+町1+eE2+"2+efl+目l+妇+啦+A12)】。z，”z~／—2(kl+q—1)fll(t)雨巢苦粪‰咿z师忑丽雨亲告攀‰
虻。雁而丽雨要警罂篇≥丽吣z~／—2(k2+q—2)f12(t)雨篙掣掣‰

(4．2．14b》

(4．2．14c)

(4．2．14d)

(4．2 14e)

(4．2 14f)

(4．2 154)

(4．2．15b)

(4．2．15c)

(4．2 15d)

(4．2．15e)

令C4，2．15)中的角=0则结果恰是N=t时的双孤子绥。类似的计算过程，可得

N=2时的多孤子解．

如果取

西1’=2扭再丽e白，玛1’=2缸i丽啦，J=墟2 3．(4216a)
则可算得三孤子解，其中，，gj，hj的表达式为

f=1+efl+町1+e如+q2+e如+目3+efl+”l+‘2+q2+‘412+efl+ql+f3+13+^13

q-e{2+现+f3+啦+A23+eel+．I+f2"+D2+{3-{-．3+A12+A13+A23

砂k黔坐q1)(kl焉qj巾<u，f-lj213)。

(b+ +)“。、““⋯””’
，t
2 z雁鬲丽毋p州。端憎 hl

(女1+驰)

(4．2。16b)

(4．2 16c)
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+，甜r／2+(3+啦+如塑二塑f鱼二型]“
(≈l+q2)(kl+q3)J’

。z=z、，iii二i丽e}2[efl+11{：；jj；等+ef3+q3十t”{：；jj：碧
∥””叶m知接篇篆i等]1

(4 2，17a)

(4．2 17b)

93=2、／；i；：—j：i丽如[eel+q1{；i—jjj；；}+ef2+-2{：i—；j—：；}
∥卅叶时缸甓岽甓蔫】，(4．2．17c)k3( +q1)(如+叮2)“

¨。何丽扩p+q2+妇鱼二型
+e∈2十目2+如+q3+A23

(口1+南2) +e如”州”等五名
(q2一口1)(q3一口1)
(吼+南2)(ql+南3)

虻2伍丽e啦p机面(q2-丽q1)“3 +目3+t仃(q3--q2)
+目l+如+目3十打r+A13 1丝二望!!!塑二塑2

(q2+七3)

’一

(q2+h)(q2+ks)J’

蜘。痧丽恤p”涮彬怕渊
+m十∈。+1。+A。2 f塑二皇!!!塑二!!!

一般地，Ⅳ孤子解有相应的表达式

(口3+k1)(卯+如)

Ⅳ

，=∑exp[∑心(白+仍)+
p=0，1 j=1

(4．2．18a)

(4．2，18b)

(4．2．18c)

(4．2．19)

一Ⅳ Ⅳ

9l=2~／2∞1十91)卢1(t)e‘1∑exp[∑#。(白+％+打r+马1)+∑piptA』f]，(4．2．20a)
口=0·1 d>l 2<j<l

gm=2~／2(k。十‰)风(t)e‘⋯ ∑exp[∑卢J(白十嘶+B。巧)
“=0，1 x5j<m

N N

exp[∑pJ(白+仍+{”+马。)+ ∑ 肛jmAj￡]， (4．2．20b)
J>m 1Sj<l，J，f≠“

gN
2 2~／2(kN+qN)胁c(t)e‘“∑exp[∑，o(岛+协+BⅣJ)+∑#jptAjf】．(4．2．20hr

1

c)
●。_______。_。__。______●。_。●。________。一 一 一

p=0·l lSi<N l<i<l

^1=2~／—2(kl+—q1)fll(t)eq-∑。p[∑N蜥(白+％+≤。+。1)+∑N蜥Ⅲ山f]，(4．2．21。)
p20，1 j>l 25j<1

^m=2~／2(^m+gm)风(t)e1“∑exp[∑肛J(白+珊+q脚)】
“=0，1 l<j<m

如”
Ⅳ∑弥



38——一——————————————————=——?Yr-
搬卞刀往刚聊

exp【黔N(白+州科㈨+蚴毛I≠m咿一““ H。22¨’

'>m ‘⋯’’J1．7

驴2瓜莉一。萎，唧【∑蹦白+rjj+C15j<N砂。妻。M酬√屯2‘2k’’

“=0，l l!J‘‘

其中对p的和式仍表示当脚D=1，2，⋯，n)取。或1时所有可能的项之和，且。Aj】=丽(kj-kf)(qj-qO)．，e即=(蹴)·移1。Ⅶqj+--q∥l"＼
。‰-：(乏杀)，e‰，=＼饥qm+-qqj"，、I，e卧，2(k。ⅣN-+k劬i，，

扣，：(¨qN--q¨j'、I eBJm=(蒜)，毋～(‰qj-蝎qm／‘ (4舢2’

4．3．Wronskian行列式形式趵斛

从Hirota方法所得到具自容源KP方程的多孤子解可表示成wr。n8kian行列

式．我们有以下结果．

，：№∥，⋯，西(M’I=101l，．1一，Ⅳ一11；I庐1 J， (4·3·1)

‰；27—2(kin+q—m)i3m(t)efml№∥，⋯，妒‘Ⅳ一∞，‰I， (4舢)

b：2√—2(km+q—m)flm(t)]dP，一⋯，≯‘Ⅳ一21，‰l，m=l，2，⋯，n，(4删
其中‰=(‰，1，‰，2．⋯，‰，Ⅳ)r

奶=e白+(一1)J-1e-嘶， (4·3·48)

咖，Ⅳ：奶Ⅲ，白，￡=一4曲j∞。一岛(t)fe岛一(一1)。一1e一嘶】，(4．3．4b)

母，=(‰一幻)(q十q讥)e白+(一1)’一1(qm—qj)(qj+km)e-町J,0<．m)，(4．3．4c)

奶=(b一南m)(b+qm)e旬+(一1)’一1(qj一‰)(劬十七m)e一啦，(J>m)·(4．3．4d)

首先我们指出Wr。nskian行列式(4．3．1．4)是双线性方程(4．2．2a)的解·容易算

得，对z的导数为

厶：i肛2，Ⅳ1， (4-3 5)

将行列式，，厶按第i行展开，有

，=妻(一1)‘卅∥一1[e6十(一1)‘一1e—班】‘Aij，≤=1，2，‘一，Ⅳ， (4‘36a)
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1)i+NaⅣ【e矗+(一1)‘一1e一“】BiN，(4 3 6b)

其中A。和Bn分别是行列式，和厶的代数余子式．显然且iⅣ=最Ⅳ．同样由(4 3，1)

和(4．3 5)，得到

N N

^=∑∑(一1)件’∥一1[(一4％}一晟(t))e6+(一1)卜1(4醇+岛(t))e一”2]’Aij， (4，3 6c)
4=1j=l

1)‘+。∥一1【(一4k?一岛(t))亭t十(一1)卜1(4qi+卢i(t))e一啦]l B订

+(一1)i+NaⅣ【(一4k?一岛(t))e矗+(一1)‘一1(4醇+觑O))e一玳]．BiN}， (4．3．6d)

从(4．3．1)和(4．3．4b)可见当岛(t)=D◇=1，2，⋯，Ⅳ)时其恰是KP方程(3 2．1)

的解，因此只需证明Zj(t)在方程(4．2．2a)两端的系数相等即可．不妨考虑含有卢1(t)

的情形．容易推得

【a^(e乱+e—m)】【扩(gt—e-m)]一ia6(g。一e—m)]【a5(萨1+e一玑)】

以有

(4．3．7)

由于在方程(4．2．2a)的左端只有第一项D。tf．，=2(知，一ft厶)中含有p1(t)，所

2(矗t，一丘^)l口。(t) 1(ef-十e—q1)][∥一1(e{1一e一”)]A】，B1

Ⅳ

一∑(一1)升。Ⅳ[伊一1(e‘1一e一”1)][aⅣ(e‘1+e—m)]AliBis}． (4．3．8)
J=1

利用公式(4．3．7)，此式变为

试}。t} 1一(一南1)’一1口i一1】月1，Blf

Ⅳ一】

∑f(一≈i)Ⅳ磊一1一(一晚)j一1口，】A1jBlⅣ
J=L

+B1
一
e

一
1～+≠一a+”一

¨∑㈦
=，

¨∑㈦
(

Ⅳ∑汹
=丘

lb十

¨∑㈦Ⅳ∑闰
rt如卢2一

Ⅳ日，A
目一
e—f扛

Ⅳ
a叮一

e+(沁
一护Ⅳ+J一

Ⅳ∑盟
+

日
UA

—
e一忙

一伊一
e+≯一a十一

M∑MⅣ∑赳
一

，昕
一七一

M∑㈦¨∑川
口占卢4一I{卢^厶



孤子方程的新解

一[(一七1)Ⅳ口f一1一(-kI)N-Iq，】^LⅣB1Ⅳ)． (4．3．9)

现在定义矩阵M(j，f)为

M(j，1)=[0，l，·一，J一1，J+1，j+2 N一2](Ⅳ一1)×(Ⅳ一3)，(4．3．10a)

M0—1)=[0，1，·一，j一2，J，J-t-1，·一，N一2](．Ⅳ一1)×(_v一2)． (4．3．10b)

由Wronskian行列式的恒等式(3．1．6)推知

A1j=IU(j一1)，N一11，，=l，2，。一，N一1

Bid=IM(j一1)，NI，J=1，2，⋯，N一1

(4．3．1la)

(4 3．1lb)

AL．J+tBt，H．1一A1，f+181j+l=IM0)，N—lIiM(f)，Nf—fM(f)，N—IlIM(j)，N

=lMU，f)，f，N—IIIM(j，z)，』，NI—IM(j，z)，j，N—IlIM(j，z)，l，Ⅳ

=一IM(j，f)，盂lllM(j，z)，N—l，NI=一I』订(j，f)，N一1，NIAlN，(0≤J<z≤N一2)，

(4．3．12)

利用(4．3．10)，(4．3．9)式的右端可表示为

1【口，一’+1一(一女1)‘v一，+1]IM(j一1)，N—IIAlN

+(一k191)Ⅳ一1(k1十q1)A}Ⅳ)

{M(j一1)，NIAlN

其次计算h1和gl的Wronskian行列式的值．由(4．3．3)得

而将91写为

h-=(--1)HⅣ2、瓜i丽且。Ⅳ

其中口l是N×N行列式

9t=2、压i丽e卜”t甄
亘l=IL(面?二2)，丁1I=IL．0，L．1，L．2，．一，L．(Ⅳ一2)，丁1

(4．313)

f4．3．14)

(4．3．15a)

日ⅣA
—

d
一Ⅳ

七一一
一

Ⅳ●口
一

七一

¨∑H
+

ⅣAⅣ一Ⅳ一一M一七一一
一一

rh—

M∑：i；m∑触
一乒0p

g七一

¨∑皿
+

一Ⅳ
七一一

一
Ⅳ●k

—

g七一

¨∑M
+



竺塑壁塑坠一 竺———————————————————————————————————————一
'1

=Ib．O+a．1+2,6．1+n‘2+3，b-2+。‘3+4，·--，6-(Ⅳ一2)+。．(Ⅳ一1)+Ⅳ，n J，(4．3．15b)

￡=6+8。十a2，晷=一klq：，8=gI—ki． (4．3．15e)

根据行列式的性质，§，可表示成形如

IF(j‘。)，nf=fo，1，。’‘，J—l，J十l，⋯，f—l，f+1，f+2，．一，Ⅳ，n J 14．3，161

行列式的线性组合．经过分析IF(j，f)，n f的系数，有
N—l N

疵=∑∑IF(j，￡)，vii(一≈1q1)’
j=o l=j+l

f(ql一圳’1一吐J一2(gl一酬十3(一嘶)+雎卜3(91一酬十5(一‰)2
一G如～4(ql一％L)‘一r一7(～k1口1)3+．．．

+J(一1)牛‘_局％)午】 引一舳0dd
十1(叫甲謦(_h训学(gl岫)】if f～；j。二
上式中IF(j，f)，qj后的代数和为

(-klql)，口P一(一女I)。_J
q1十南1

这是因为在(4-3．is)中(-kl叮1)’q■一m～1(一女1)m的系数为

曜卜l—q_一2C。m1-一1 3+雎瑚G；inl-一25¨．十(一1)m曜J—m_l

2掣，一l一吧J～C刍+C。m。-13兹+⋯+(一1)”昭J一叫

2荟(叫。碟昭触一-

1)。(嚷～1+e糕)印¨一l+(一1)”昭j一¨，⋯m-1．， 1m-1

2昭一+苫(一1)‘璐一l昭H一1+∑(一1)‘。(T叫k-1斗t，m，女。1 面 ”‘‘‘。

=∑(一1)‘碟～。吧，
k=O

’ ¨+∑(一1)Ⅲ碟
k=O

m一1

2歪(_1)。兹州cm州-I圹⋯=1，ms[扣J叫]

它恰是(4·3·18)相应项之系数．所以虬可以写成

g-=2v(iiijj；瓣e，一m N∑-2∑N(一≈。g。)，f
j=o o习+1 L

垂～～(一女1)州
口I+詹l

(4．3．i7)

(4．3．18)

(4．3．19)

J『Po，￡)，N一1，N，n
J

一∑随
+一吗ff



孤子方程的新解

m∥[警卜耽⋯，帅
+N驴-2 m，’[芷学卜Mn J+N嘉-2㈩娜，1学][P(j),N-1,71f
+(一kl口1)N-1IN一-2，71f)， (4．3．20)

其中P(J，1)为缺少第J列和第f列的N×(N一3)矩阵，P(j)为缺少第J列的

N×N一2矩阵．进而成立

IP(j，f)，N一1，Ⅳ，rlf=(一1)I+NfM(j，f)，N—I，Nl，IP(j)，N，n』=(一1)I+NIM(J)，NI，

}P0)，N一1，1j=(一1)I+N JMU)，N一1f，IN一2，TIl=(一1)1+ⅣA1Ⅳ． (4．3．2a)

所以

91^l=一4岛(0e‘1一”1{∑∑(一klql)J[qi。一(-k1)。一J]IM(j，z)，N—l，NfAlⅣ

+∑(-klql)j【g，一1一’一(-k1)。Ⅳ一1～J]IM(j)，NIAlⅣ
j=o

Ⅳ一2

+∑(一klql)J[qF一’一(h)Ⅳ一Y]IM(j)，N—llAlⅣ
j=o

十(一klql)N-1(h+口1)A}^r)， (4．3．22)

上式中以J一1代J，f一1代f，即知在(4．2．2a)中左右两端关于卢1(t)的系数是相等

的，也就是说Wronskian行列式，，9。，h。是(4．2．2a)的解．

其次验证g。，，也是方程(4．2 2b)的解，类似地，只讨论m=l的情形．由

(4．3 4c，d)可见奶，y=奶∞，因此有

‰=2~／—2(kl+q—1)fll(t)ef-一q-
卜1三(面—二4)，L(N一2)，L(N一1)，丁11+JL(万二3)，LN,Tl『+(七}+g})JL(^厂二2)，71 J】，

(4．3，23a)

91．z=2~／2(kl+口1)岛(t)e最一≈1IlL(f--3)，L(N一1)，71l+(女l—gI)IL(N--_2)，丁1仃’
(4．3．23b)

91，。。=2~／2(kl+口1)芦l(t)e‘，一≈1[tL(K--4)，L(N一2)，L(N一1)，qI十IL(万--3)，上Ⅳ，n】

+2(☆1一q1)IL(N一-3)，L(N—J-)1T1f十(‰一q1)2 ri(R---2)，T1小 (4．3．23c)

M∑州岫∑：豆一何
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再由(4．3．4b)算得

厶=IN一-2，gj，丘。=f矿=3，N一1，ⅣI+IN-Z--2，N+1

凡=一IN—-—3，N～l，ⅣI+IⅣ．=2，N+1

把(4．3，23—24)代入(4．3．2b)式，则有

DHgl·|一D2zgL·f=L虬哥一gl,mx、|一0k+f℃小g+29。}。

类似的分析给出

(4．3．24a)

(4 3．24b)

=4、／—2(h+q—JA(t)e㈣t卅IL(N---4)，L(1V一2)，L(N一1)，n
十(口1一k1)IL(N"--3)，L(N—1)，ni+后191IL(厅-'-2)．丁1I]lN一-1

+[IL(N一-3)，L(N—1)，71|-(ql—k1)IL(N一-2)，圳庐2，N
工(庐2)，rd JN一-2，Ⅳ十11}=0 (4．3．25)

(91+kz)IL(N=-3)，i(g一-1)，rl=陋．0+。．1+2，b．1+o．2+3，b．2+o，3+4，

Ⅳ一2Ⅳ一1

+∑∑(一klql)’[gi一’～(-k1)。一i]IP(j，z)，Ⅳ一1，Ⅳ+1，n
j=o l：j+l

J一1一(一k1)“一J一1lIP(d)，N一1，n

(ql+≈1)tL(N—二4)，L(N一2)，L(N—1)，r1

≈1)卜J]IP(j，f)，N—l，Ⅳ+1，T1

☆1)Ⅳ一1一即(gl—k1)lP(J)，MTl

(4．3．26a)

n

q

l

Ⅳ

Ⅳ

一

+

Ⅳ

w

玖

n
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+
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0
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一
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+
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孤子方程的新解

=∑∑(一ktql)’【qj一’一(一k1)‘一’][(91一k1)2+klqllIP(j，f)，N—l，N，T1
j=o t=j+1

N-3 N-2

+∑∑(-klql)’k}’一(一七1)‘一’】(qI—kt)lP(j，1)，N一1，Ⅳ+l，丁1I
j=o f=，+l

N-3Ⅳ一2

+∑∑(一klql)’[qi一’一(一k1)2一’liP(．／，z)，N，N+l，r1 I
j=o j=，+1

2一’一(-k1)。Ⅳ一2～JlIP(j)，N一1，n

klql)’十1[aN一扯J一(-k1)Ⅳ一kJ]fP(j)，N+1，nI， (4．3．26b)

把(4．3，22)与(4．3．26)代入到(4．2．25)式即有

’一(-k1)。一J]I—fP(J，；)，N一1，N，T1

IN—-—2，N+II+IP(j，1)，N—l，Ⅳ+1，丁1¨Ⅳ：2，NI—IP(j，1)，N，N+1，nllⅣ：1{]
Ⅳ一2

+∑(-klql)J[qtN+l-j_(一如)Ⅳ十1一J]ilP(J)，N，nIIY-'2tl—IP(J)，N—l，f1 LIN--：--2，Nil
j=o

+∑(-kl吼)J[C-i-(一女1)‘v一刁fIP0)，N+I，q L LN--2-iI—IF(j)，N一1，q{}lo：2，g+11]
j=o

N一2

+∑(-klql)’(q，一1一’一(-k1)Ⅳ一1一Jl[IP(j)，Ⅳ十1，n11．^厂=2，ⅣI—IP(J)，Ⅳ，f,IIN--：-2，N+1

+(一klql)。Ⅳ一1(q1十南1)ln一-2，71l陋19lIg一-11一(口l—k1)IN'-2-2，Ⅳ卜In一-2，Ⅳ+1”)

由于

(4．3 27a)

～IP(J，f)，N—l，N，rlIIN—-～2，N+11+IP(J，f)，Y—l，Ⅳ十l，nllⅣ：2，N

—Ip(j，f)．N，N+1，rlllN一-1

P(j，f) O 0 0 N一1 N N+1 T1

0 p(j，1)J l N一1 N N+1 7-1

P(j，f)，N一1，N，N+llIN一-e，T1

=一IP(J，f)，N一1，Ⅳ，N+111N—-—2，n (4 3 27b)

Ⅳ●b
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．r窜七一
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一一

Ⅳ0q
+

叮七一

m∑：豆
十
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P(J)，N，rlIIN一--1卜lP(J)，N—l，zllIN一--2，N

P(j)0 0 N一1 N T1

0 P(j)J N一1Ⅳ71

l-P0)，N一1，N||N一2，T1}．

P(j)，N—l，Ⅳ||N一2，T1

lIP(J)，N+1，r11]N—-—1l一1P(j)，N—l，7-lllN—-—2，N+1

P(j)0 0 N一1 N+1丁l

0 P(j)J N一1Ⅳ+l 7l

—IP(J)，N—l，N+IIIN—-～2，n

—IP(j)，N一1，Ⅳ+1111v一-e，TI

P(，)，N+1，nI}Ⅳ。二2，NI—IP(J)，N，丁1l}Ⅳ=2．N+1

P(j)0 0 N N+1 T1

0 P(j)J N N+1 T1
Pb)，N，N+lJlN一2，T1

=一lP0)，N，N+1llⅣ一2，T1l，

(4．3．27a)进而可写成

4、压i_而丽≯一m(一IN-：-2，n 1)

k1)Ⅳ+卜J]IP(j)，N—l，Ⅳ

Ⅳ一2

+∑(-klql)’[g，一1一’一(-k1)Ⅳ一1～J]lp(j)，N，N+1
，=0

(4．3 27c)

(4．3．27d)

(4 3，27e)

一(一klql)Ⅳ一1(口1+≈1)陋1qlIN--2 lf+(kl—q1)fg一-2，Yl—IN--Z-2，Ⅳ+11])，(4．3．27f)

类似于蓟的计算分析，我们有

(qL+女t)IL(N一1)

(-k1)卜qlP(J，f)，N—l，Ⅳ，Ⅳ+1

+ⅣⅣ一Ⅳ0P1h一一
1

吼h一～∑：{；m∑触

一
一十

Ⅳ●g口七一

m∑：豆
+

+Ⅳ一Ⅳ力P
一Ⅳ而一一

一

Ⅳ，g口七一

m∑舢
+

卜吼乱“
州∑坍Ⅳ∑瑚

||

+ⅣⅣ一ⅣP1七一一
1h—

m∑神猢∑瑚
=



蕊子方程的新解

N一2

+∑(-kLql)％≯。1
1=0

Ⅳ一2

+∑(-kiq5’醪～一
，=0

(一＆I)N-l-’llP(j)，N，N+l

(一意1)Ⅳ一JIIP(j)，N—l，Ⅳ+l

+(一klql)。v一1(91+k1)IⅣ二2，N+1t+(一klql)‘v(口1+k1)IN-=--1}

+(一≈191)Ⅳ一1(g}一k{)tN--Z-2，Ⅳl， (4．3．2s)

比较(4．3．27f)与(4．3 28)，并注意

L(efl+e—m)=[a2+(口l一硒)a+(-k191)】(e自+e一吼)=0， (4．3．29)

所以l_L(Ⅳ=1)1=0，从而(4 3。27f)为零．也就是说Wronskian行列式gm,，是(4．2．2b)

的解．

最后我们验证h。，，是(4．2．2c)的解，同样取m=1，由wronskian行列式的性质

与(4．3．4b)，算得

hi=IN一2，n}，hx，。=1N一3，N一1，／-1)， (4．3 30a)

^1．∞=JN一4，N一2，N一1，丁1I+IⅣ一3，N，71』， (4 3．30b)

hi，Ⅳ=jN一4，N—l，N一2，nf+fⅣ一3，Ⅳ，丁1f， (4．3．30c)

把(4．3．24)与(4．3．30)代入(4．2．2c)，则有

D目^l-f十珑^l-f=(hi，g，一^l矗)+(hi，。，，一2^1．。厶+^1．厶。)

=(^1，Ⅳ+^1，。z)，+(一矗十厶。)hi一2^l，。厶

=2IN一3，N，n¨Ⅳ一i{十2}Ⅳ一3，N—l，NtiN一2，'1-Ll一2IN一3，N—l，乱“N一2，NI

f N一3 0 N～2 N—l N n f
=f 一 ‘J=0， (4 3 3I)
{0 N～3 N一2 N—l N 7l l ，

所以^l，，满足方程(4．2．2c)的．这样我们就完全证明了(4．3．1—3)是具自容源KP方

程的Wronskian形式的解。

4．4．两种解的一致性

前面我们得到具自容源KP方程两种形式的解，一种是利用Hirota方法，给出

单孤子解，双孤子解和三孤子解，并且猜测出多孤子解的一般表达式(4．2．19．21)，一

种是Wronskiaa形式的解(4．3 l一3)．下面我们验证这两秘解的一致性．

Ⅳ一Ⅳ0P
～十Ⅳ七一一

～+

Ⅳ●qq奄一

眦∑脚
+
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因为在求出九(f，z)对。的各阶导数后，Wronskian行列式成为

，=|e旬+(一1)J-le-唧，be。+劬(一1)’e一珊，·．-，F一1e白十∥一1(一1)a+Ne-'7。)l，(4．4．1)

它的每一行是两个指数函数相加，因此可分成2“个行列式的和，然后提出各行列

式中每一行的公因式指数函数与偶数行的符号，则Wronskian行列式又化成

，=∑(2E2—1)(2q一1)···(2E2【粤1—1)A(qkl+(E1一1)ql，e2女2+(E2一1)q2
E=U．1

Ⅳ

E．v岛v+(eN～1)qN)exp{：∑[勺白+(勺一1)嘞])， (4．4．2)
j=1

其中对e的和式表示ej(j=l，2，⋯．n)取0或l时所有可能项之和，而行列式

△(E1≈1+(E1—1)q1，e2k2+(E2—1)q2，·一，eNkN+(∈Ⅳ一1)qN)是元为E1≈1+(El一1)q1．c2k2+

(E2—1)q2，⋯，eNkN十(EⅣ一1)qN的Vandermonde行列式，其值为

A(q≈1+(El一1)ql，e2k2+(E2—1)q2，·一，eNkN+(EN一1)qⅣ)

1)qz—ejkj一(勺一1)qj]． (4．4，3)

对于固定的m此等式的右端含奇数个形如[￡2。岛‰+(e2。一I)q2。一cj奶一(Ej一1)qj]

的因式，而只含形如因式[E2m+：kl+(e2。+l一1)q2。+l一勺b一(EJ一1)qj]偶数个，所

以我们有

(2e2-1)(2E4一1)·'‘(262[等]一1)△(∈1自l+(‘1—1)ql，E2☆2+(∈2—1)q2，‘‘‘，EJvkN+(eN一1)qN)

：(一1)掣ⅡN(2q-1)[勺b+(勺一1)毋一q‰一(el-1)口2】， (4 4．4)
lg<i

将(4．4．4)代入(4．4．2)即得Wronskian行列式(4．4．1)的显式

，：(一1)!坐；=垃∑矗(2q—1)[Ejq+(勺一1)。一El岛一(q～1)gfj。。p{妻[勺白+(勺一1)珊])．
e=O，l l≤i<t J=l

(4．4，5)

它与直接从方程应用双线性导数法求得的解公式(4．2．19)是一致的．事实上，容易

看出无论e，与q同号或异号时均成立等式

(2el—i)[ejkj十(勺一1)qj—q☆f一(Ef一1)q1]
97一吼

(吼kj一+奶ql，I。一“’々、吼kt～+劬qjl，。一q卜。、k矾l一--劬kj，勺。

0叶七
ⅣⅡ舛



孤子方程的新解

其中

=旷kj+町qt)勺(鬻)。、mqt-qj。，叩4博ql吲--qj、l叩‘(篙)叩‘
(鬻)q(篙)“ 『鱼二kj)(qt—qj)r‘【(一+q1)(kl+毋)J

(4．4．6a)

吲I巡IⅣ[鲁瑞若甜。=exp(。驴N蛳 ㈦舶e，

假设0<kl<k2<⋯<ky，0<ql<q2<⋯<qⅣ，由于

所以有

即

其中

，；I，I。。、吼kj一+的qt／I勺、俄kz一+劬qj／1El=飘、毋kl+一qmj／1“＼劬kj一+吼qt／q

例l-I(叫叫叫q(篝)“(裟)勺

。躺k；j吲+ql勺(鬻)“

(4．4．6c)

驴吖叫q要[(鬻)。(鬻)q]

要‘一-卜要、吼kj一+町qt，、I勺要、毋kl A一-q仇j，。例II(一，卜 再两零。
(4．4．6d)

岣II孙旷kj+毋ql，I“(旷kt+毋qj，l el-羁(而kj+q。)一jH<t kq～t-q～j]VJ． (4a胁)

于是，的表达式(4．4．2)就化为

N

w ∑(一仍) _Ⅳ

，=Ⅱ胁一qj)eJ“
11J<2

∑exPIE e，(￡+嘭)+∑勺qAj￡】， (4．4．7)
e=O，1 j=l l≤J<

e白II(kj+卯)=e白，e哪Ⅱ(卿一口f)一1 II(ql—qj)一1=e一面． (4．4．8a，b)
j≠f j>t t>j

由于[1n。，(z，f)]。z=[1nf(x，t)J一其中。与。无关，所以(4．4．7)与(4．2．19)是一致
的．
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类似于上面，的方法，下面我们计算h。和g。的值，首先看h。

J。。。。。。。。。'●。。。。。。。。-__--。。。。。。。。。。。。。。一
^m=2~／2(km+‰)卢m(t)

毋l

妒2

8巍

d曲2

ON-2毒l

0”一2锄

O

O

0N-2审。～1 0

0N-2西m 1

0N-2牵，m+l

毒N 8审Nf ···8N一。审N 0

其中呓=(一z)[e白+争+(-1pe一嘶一钥．那么我们有

h。=2、／五互：I_i：iji：鬲(一1)Ⅳ一m(一i)N～m

∑ 1I(2e2k—1) II [eth+(Ef一1)qf一勺b一(勺一1)qj
≮o，1＆=1，＆≠【罟】l_<j<td，t#m

exp{∑【勺白+(q～1)仍]十∑(EJ(白+z．百Tr)+(勺
，<m ，>m 一

2~／—2(km+q—m)flm(t)(一1)Ⅳ一m(一i)N—m( 11业萼幽
∑ II (2Ef～1)[Ef衄+(q一1)qf—ejkj一(勺～1)qj
￡=o，1 t≤j<ld，l#m

(4．4．9)

exp{∑[ej{j+(q—1)％]+∑b(白+i；)+(勺一1)(仍+i；)])． (4 4．10)
J(m J>m 一 一

利用(4．4 6)，我们进一步有

其中

～ Ⅳ

2V／2(km+仉。)风(￡) Ⅱ (吼一qj)exp【∑卜％)]
lSj<fJ，f≠m j=t，j#m

础E山巩I"I；。(篝)“删骣。(鬻)勺
exp[∑勺(白
J<m
+％)十∑勺(白+嘶+如r)+
y>m

例观。、卿kj叫+qlI勺删骣。(旷kj+。qz，、Iq

∑ ejetA，f]，(4 4．11)
1Sj<fJ，f≠m

，，黩。(裟)畸矧臻。(鬻)勺里mkj～+qmI々

一

+‰‰峨

o

H‰“如

V』法Ⅱ胁



孤子方程的新解

纠I跏I、⋯kj+q％ll。。旃V[。(篙)勺盟(糕)勺烈而qm圳-qj勺一4嘲
所以h。的表达式为

一 Ⅳ

h。=2~／2(‰+‰)风㈤Ⅱ(卿一qJ)exp[∑(一仍)】
1Sj<t,j，f≠m j=l，J≠”

N

∑exp[∑勺(￡+呓+％)+∑勺(￡+噶+{”+o。)+∑eJ日Ajf]．(4A13)
口o，1 ，<m j>m 11j<f

由(4．2．1c)，我们可以得到

吣z瓜忑丽kIuI晰(qt-qj)exp?：邕。蚓
∑exp[∑勺(￡+豸+G吲)+∑cJ(￡+嘭+打r十q。)+∑勺qAjz]}／

Ⅳ 1

。o，l j<m j>m 15j<f J

N

_Ⅳ ∑(一％)
Ⅱ(qt—qj)d_1
I!，<f

N

∑exp[∑勺(弓+豸)+
E-O，1 j=l

exp[∑勺(‘+瞄+a可)+∑勺(6+嘭十打r+cI。)+∑ejetAfl]
!!竺 !：竺 !墅型

N N

exp[∑勺(6+噶)+∑勺EjA，f]

，。+‘。。。。。。。1。。’。。。。。。。。。。。。。。‘。。。一 。

2、／2(km+qm)卢m(t)eTM

exp[∑勺(￡+呓+G南)+E勺(6+嘭十i。+cj。)+窆勺。：山。]—尘旦—————N—尘坠———N————j塑IL，“Un．．4．14)一
， ’t‘1'J

exp[∑勺(弓+嘭)+∑ej ElAj{】
j=1 a≤j<t

其解与Hirota方法得到的解(4．2．19)，(4．2．21b)与(4．2．1c)是一致的

A勺
Ⅳ∑弥
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最后我们计算g。的值，由(4．2．2)我们有

9。=2~／—2(km+q—m)fim(t)efm—qm

咖l a砂l

妒2 0妒2

0N-2《31 0

ON-2砂2 0

ON-2妒m一1 0

O’V-2妙m 1

oN-2妒二+1 0

ON-2“0

(4．4．15a)

其中

妨=(一{)[(b—km)(kj+qm)e{i+}‘十(一1)’(劬一qm)(qj+七m)e一啦一暑i]，(J>m)．(4．4．15b)

类似于前面，，k的计算，我们有

9。=2~／—2(km+q—m)flm(t)(一1)Ⅳ一”(
Ⅱ[Ef衄+(q—1)吼一E，b一(EJ一1)qj]

exp{∑[勺白+(EJ一1)仍]+∑[EJ(白+。．百71-)+(勺一1)(vj+i吕)])

ⅡⅡ(‰。一b)(b+‰)]q【(‰一％)(毋+七m)】1一q)

II“(≈，～^。)(b+g。)]5，[(％一qm)(qj+^。)]1一勺)

=2~／—2(km+q—m)fim(t)(一1)型掣∑ Ⅱ(2et-％巧+(勺一1)％．qh
唧?：邕。c■钏II≠。[等瓣格]々曼‰刊cⅢm)]
Ⅱ[(口m—qj)(qj+≈m)]exp[∑勺(白+仍)+∑勺(白+仍+i”)】，

利用(4．4．6)，上式可进一步写成

9m=2~／—2(km+q—m)flm(t) II(啦一劬)II[(劬一qm)(qj+‰)】II[‰一劬)(劬+‰)
l!／<t，』，z≠m j>m j<m

N

∑(
e，=l，，≠m

一

+

m

m，m

，Ⅳ触舭触j|却

一

+

m

m，m

．

，Ⅳ

妒妒妒

一

妒

1一≈屹2

妄|2㈢Ⅱ脬=女∑砘
m一Ⅳ

i

”

岫

出

o

H

E

盟㈨+一十蒜二一堕畅Ⅱ蟒r⋯鬻Ⅱ群

，

水鬻Ⅱ衅p∑地
嘲

。



52 孤子方程的新解

expl∑勺(白+哪)+∑勺(6+琊+i7r)+ ∑ ejelAfl]， (4·4-17a)
j<m j>m 11，<z，JJ≠”

其中 纠I洲I≠。他q-五-+口fq,丫j?钏II婷。(鬻)I：臻。[畿]q=例兀3,；；M7T而：怕7-q'r／。。瑰，(鬻)‘耍．。[‘幽(qj-qm)(qj+km)]r旦[鲁鸶渊]q
=Ⅱ
J>fJ≠m

所以有

∑exp[∑EJ(6+噶+BmJ)+∑勺(￡十以+ilr+Bj。)+
e=0．1 J<m j>m

由(4．2．1b)，(4．4．8a)我们可以计算出

垂。=2、压i丽e岛
_v

∑exp[∑勺(6+吗+B南)+∑eJ(￡+嘭+打r+马。)+∑ejqAjl]
E=0，1 J<m j>m l<j<t

即与Hirota方法得到的解是一致的

4．5 自容源KP方程的新解

(4．4．18)

(4 4．19)

前面介绍过一些孤子方程的新解，类似地也可以得到具自容源KP方程的新

解．下面我们只介绍当Ⅳ=l时的新解．
’

我们取

g{1’=2~／2(ki+q1)p1(t)e如， (4．5．1a)

^i1’=2～／2(kl+¨卢1(t)一-， (4．5．1b)

，(2)=efl+q1+e∈l+qa r 7『z1， (4．5．1c)

其中

f1=忌lz+量}掣一4孟}￡一／‘卢1扛)dz十f{∞，卵l=qlz—g；y--4q}￡一f。卢1(z)dz十即i叭，(4．5．1d)
J O J 0

～p，警Ⅱ脚r，畚浯Ⅱ胁rl，鬻黥t辫

一
A勺

Ⅳ∑纵

A勺
Ⅳ∑蚍
+，W十，vq

Ⅳ匠硝
p旺

∑砘
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a=是1。+奄}掣一4女}t+6‘叭：啦=窖lz一口；可一4qit+疡(o)

ml=gllx+an(k1一q1)Y 4-an(一6k}一6口})t+。lo

把上式代入(4．2．4-6)．利用公式(2 1．15)，经过大量的计算可得到

9i3)=

帮=

gPL 0，hl')=0，J=5，7

∥)=o，z=6，8，．一．

所以具自容源KP方程的新单孤子解为

西l

(4．5．Ie)

(4 5if)

e{1+{1+币， (4．5．2a)

ell+∈1+市， (4．5 2b)

(4．5．2c)

(4 5．2d)

《4,5．2e)

u=2{ln【1+e如+m+e6+市m-一志e2(矗+啦)】)。。，(4．5．3a)
2、压i丽毋 (4．5．3b)

吣2厢丽毋毒1 e(t鬻黑器一．s。c，’

+ +w1十efl+啦m1一可毒￥Lwe2(f1+吼)

若取9∽，f1’为(4，5．1alb)，

，(2)=e∈l+q1+e已+币ml+e6+92m2

m』=ajlx+ajl(kj—qj)y+ajl(一6碍一6q；)t+ajo，J=1，2

由(4．2．4．6)．可以算得

(4．5．4a)

(4 5．4b)

=2V／—2(kl+q—1)卢l(t)[efz+6+啦。1+e}1+6十啦(⋯2。2+c3)]， (4 5．5a)

^(3)=2缸i丽抄娟+吼c4+efl十6+彘(m2c5+c6)]， (4|55b)

，(4)=e2(6+虎)c7+e2(6十啦)c8+e矗十m十6+啦(mlm2。9+mlclo+m2c11+c12)

+en+qI+已十啦(m2。13+c14)，

9{砷=2、／互西_；ij万i万[e乳+2(6+晚)c，。+ef-+6+市+6+啦(T／。2C16+。，，)]

^i5’=2、／互鬲_；—；五瓦丽[e_-+2(6+啦)c，。+e”，+6+啦+6+啦(。。。。9+c2。)]

(4．5．5c)

(4 5 6a)

(4 5．6b)



孤子方程的新解

=efl+町l+2(6+啦)c21+ed十啦+2(6+虎】(mlc22+。23)+e2(d+币)十6十啦(m2c24+c25)

9i7)=2、厨ij历而e针a+啦+2(岳+啦)c26

^i7)=2、／iii—；iijj元i巧：”·+6+啦+2(6+啦)c。，

，(8)=e2(矗+m+6+啦)c2B，

9PL 0，h妒=0，J=9，11，⋯，

，(1)=0，f_6，8，⋯，

a11琢而’句 h一向2

两干面’c3

(4．5．6c)

(4．5．7a)

(4．5．7b)

(4．5 7c)

(4．5．8a)

(4．5 8b)

堕坠与掣，c4：。1，(4．59。)2(k 11 q2)2 ’。4。1’ 、⋯‘。“’

岛=褊，c。=一!塾i幕掣，c，=一c}，
cs=一菇‰阳=篙渊，吼一业也型≮端溉瓮产幽cn=巡也巡卷寰黑戋严型，

(4．5．9b)

(4．5．9c)

(4．5．9d)

(4．5．9e)

m讪心，[业型地逝喘舞糍％掣巡幽
．2儿2—22+2k2ql+q2(一gl+2q2)】+kl[一q}+2k22q2+2q}q2+醴一k2(q}一6q：q2+q；)]、

2(k2+口1)3(女1+q2)3
”

(4．5．9f)C13=C9，吼一堂也巡案篇箫％粤幽，(4．5．99)c，s=一joi：i÷器，c-e=一i趸；{号ii乏!；黔，(4．5．10a)
吣讪心m，刊[塾兰褚精糍蒜蒜芦
+
k2(2q}一2q：q2-4-g；)一女l(％；一2k2q：一49}+2k2q2+2qlq2+口；)

4(＆l+q1)(k2+口1)2(A1+q2)3
(4．5．10b)

cts一一互蕊；睾焉揣，cz。=一i面；；号ii≤号j褊，(4．5．10c，咖锄他湘，刮坐嚆胃糍告蔷拶
+坠韭堕等意筹蒜畿≯趟]，(4．5．10d(k2 q1)3 q2)

)
4(七l+q1) + (七l+ 2 ” 7



2004上海大学博士学位论文c21=c22=一—all(kl-k2—)2(ql-q2)2
，(4．5．10e4(k2+q1)2(kl+q2)2(k2+q2)2

)c21=c22=一——’ J

． alla；1(ki—k2)(ql—q2)[k}十k2(ql一2q2)+ql(ql—q2)+kl(-k．2一+q2)]c23 2一———————面i函了两干习琢再面广——一一 ’

(4．5．10f)

C24=——
o；l(h一≈2)2(gl一驰)2
4(kl+q1)2(k2+q1)2(kl+q2)2

垡!!!!垡!=丝f!!=塑世!生二蟹±!鱼!!二垒!!二!!叟±!!塑二塑
4(kl+q1)(k2+q1)3(ki+q2)3

一 alia21(ki一％2)4(gl一啦)2
c26 2丽i石而i丽雨百i西啄而’

ollo!l(ki一☆2)2(91一啦)4c27。而再百丽寿面兀百i谚丽可’
． o乳o；1(七l一南2)4(ql一口2)4
铋2顽百再》藏干面砸再i河i再矛

一般地，若取gi¨，^i1’为(4．5．1a．b)

6=kjx+k；y一4砖t+《“，嚼=毋。一谚g-4@t+哼j‘o’

mj=ajlx+ajl(kj—qj)Y+ajl(一6碍一6qy)t+ajo

(4．5．109)

(4．5．10h)

(4．5．1la)

(4．5．1lb)

(4．5．1lc)

(4．5．12a)

(4．5 12b)

(4 5．12c)

)“卦离]掣蛳⋯"叩一挑
Ⅳ

exp[(1+p(6+啦)+∑嘞(6+荡)+7jBji+p∞山1]+
j=2

(4．5．13)

hi脚=^倒^。(一祸)“j卧=2森]掣勃诜w怕∥p∞
Ⅳ

exp[Th+p(6+啦)+∑h(6+荡)+wcjl+pw山1

～m-f-+薹IⅣ12j=2[-志'／3]掣，=en扣1{1+∑ I一而导丽J‘
I p=1， L ‘、1⋯J。 ，J

(4．514)

、 N N N 、

【；％1(Okj+Oqj)+am]脚(2一脚)exp[∑ⅣJ(6十国)+∑#jAil十∑,ajPlAjl}“

j=2 j=2 21j<t J

啊-W
+一白e

Ⅳ∑础
十

忉FJ|，

祸心一脯离

找

=吼

A7W

Ⅳ∑蜓2

A7竹

Ⅳ∑蜓2
+
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C23 2——

C25 2

C21 2 C22 2——
。；1(七1一也)2(91一92)2
4(k2+q1)2(kl+q2)2(k2+口2)2

alla；1(kl—k2)(ql—q2)[k}+k2(ql一2q2)+ql(ql—q2)

(4．5．10e)

+南1(一七2+92)]

C24 2——

4(k2+q1)3(kl+q2)3(七2+q2)

o；l(南1一南2)2(口l—q2)2
4(kl+q1)2(k2+q1)2(kl+q2)2’

oila21(kt—k2)(ql—q2)(klk2一南；+2klql—k2ql—klq2+qlq2一谚)

C26 2

C27 2

C28 2

4(kl+q1)(k2+q1)3(kl+q2)3

a11a；1(七1一k2)4(ql—q2)2
8(kl+qt)(k2+q1)2(kl+q2)4(k2+q2)2

alla；l(七1一七2)2(gl—92)4
8(h+q1)(k2+q1)4(kl+q2)2(k2+口2)2

n}lo；l(七1一七2)4(91一92)4
16(kl+q1)2(k2+q1)4(ki+q2)4(ks+q2)2’

一般地，若取gil)，^i1’为(4．5．1a．b)

，(1)=efl+q1+

(4．5．10f)

(4．5．109)

(4．5．10h)

(4．5．1la)

(4．5．1lb)

(4．5．1lc)

(4．5．12a)

6=砀z+砖Ⅳ一4k)+g们，疡=劬z一孝∥一4谚￡+疡(叭， (4．5．12b)

我们有

mj=ajlx+ajl(kj一劬)耖+ajl(一6砖一6孝)t+ajo， (4．5．12c)

9-丢。，1篆7=0，1，2(一菸p=0，， ，，

、 一、川1

exp[∈l+p(∈1+啊)+

几。茎。是01 2(一杀“=O，l，1=，，
、 _、川l‘

+OkJ)+ajo]w(2一∞)

Ⅳ

+p∞4J1]+52 7jTtAjf]， (4．5．13)
2<J茎f

)pj卦=2淼]掣争1，。江侧埘”∞，
N N

exp[vl_+p(6+哺)+∑[％(6+荡)+，yJcjl+pTjAjl]+∑∞mAJf]， (4．5．14)
j=2 2<jSf

I N

，=en相-{1+∑II
【 p_1，2J-2[-鼎]一l 4(b+乃)2 J

． N 聪 N

畴叼1(％+屯)+ajo]m(2川)exp[∑坳(6+噶)+∑#jAjl_+∑#j#fAjt
。

j=2 』=2 2SJ<f

m一嘶
+．白e

Ⅳ∑目

孙●尹

萋卜
一尸址怕砺，卜ⅣⅡ瑚

岛竹+一仍+～白％
Ⅳ∑辟
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第五章 非等谱方程及其解

Hirota方法，Backlund变换和Wronskian技巧已经广泛的被应用来求等谱方程

的多孤子解．本章要推广这些方法到非等谱方程．我们将以非等谱KP和KdV方程

为典型的例子，但所阐述的思想与获得的结果可类推到其他非等谱方程．

5．1 非等谱KP方程

等谱和非等谱KP方程可从联系拟微分算子的线性问题依谱参数随时间的不同

变化规律逐一导出．

设

L=a+u20—1+-．．+ujO一(，一1)+．．， (5．1_1)

为一拟微分算子，其中uj(j≥2)是无穷多个变量(t，z，g)=(tl，t2，⋯，tt，⋯，z，Y)的

可微函数，且这些函数及其各阶导数在无穷远处充分快趋于零．考察由算子L所构

成的谱问题及本征函数随时间t。的发展式

三≠(t，x，Y)=q≠(t，X，Y) (5．1．2a)

妒t。(t，∞，Y)=Am咖(t，x，Y)， (5．1 2b)

式中A。是微分算子a的m次多项式

Am=ooa”十a10”一1十···+am， (5．1．3)

0』(o≤l茎m)是呦(J≥2)及其导数的待定函数．如果谱参数q与t。无关，则A。

必满足等谱Lax方程

Lt。=fA。，捌， (5 1．4a)

为使A。唯一被确定，我们取边值条件

A。l。：0=0”． (5．1．4b)

如果谱参数q按tn的变化规律qh=12矿_1发展，则有非等谱的Lax方程

Lt。=[A。，三]十妄三“一1， (5．1．5a)

并约定边值条件为

钏㈣=yOn+；z0”1+孚扩2． (51．5b)如b= ；z”1+兰≠扩． (5．1．
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由等谱Lax方程(5．1．4a)和边值条件(5．1．4b)即可导出等谱KP方程族．而由非

等谱的Lax方程(5．1．5a)及条件(5．1．5b)可导出非等谱的KP方程族．事实上，将具

有no=Y的算子多项式(5．1．3)代入(5．1．5)并比较a的同次幂系数得

』41 =可a+女z，

A2=y(02+2u2)+{。o+{，

A3=可(a3+3u20+3u3+3u2声)+{嚣(a2+2u2)+{a+；(a一1“2)
A4=y[a4+4u202+(4u3+6u2芦)a+4u4+6u3，。+4u2，z。+6uiI

+}z(a3+3u20+3u3+3u2芦)+；(a2+2u2)
+；(o。u2)O+(0-1u3)，

而坐标嘶满足关系式

“2，2l
2
yu2#，

％，t。=Ⅳ“J#+学蜥一l(J=3，4，···)，
U2，t2
= y(2u3，z+u2，zz)+{xu2#+“2，

U3，12
= y(2u4，。+U3，T。+2U2U2，。)+{zu3，z十}u3，

“4，t2
= y(2u5，z+u4，z。+4u2芦U3—2U2U2，。z)+lXU4芦+2u4

Ⅱ2t3

珏3．L3

y(3u4，￡+3'u3，z。+u2，黝：z+6u2u2，z)+jz^22十2ua+“2，￡，

y13u5，。+3“4，。z+“3，∞。+6(让2乱3)z]+；。危23+i"4+砧3声+2u；
，

u2，￡4
= yh42+{茁^32+3u4+3u3，z+；“2，z￡+；¨；+{u2一a一1钍2

由岛=[a2十2u2，别可见坐标uj(j≥3，4，⋯)可用Ⅱ2表示为

U3

“4

U5

{(a_1u2，Ⅳ一u2#)，

}(a一2U2，ⅣⅣ一2u2，Ⅳ+“2，r。一2“；)，

{(a一3U2，yyF一30—1“2，gⅣ+3u2，zⅣ一U2，rfz

4-12u2u2#一8u20—1毗，。+40 1“2“2，#)，

(5．1．6a)

(5．1．6b)

r5．1．6c)

(5．1．6d)

(5．1．7a)

(5．1．7b)

(5．1．8a)

(5．1．8b)

(5．1．8c)

(5．1．9a)

f5．1．9b)

(5．1．1la)

(5．1．1lbl
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将(5．1．11)代入(5．1．8a)，(5．1 9a)与(5．1．10)，则有(“=u2)

“￡2 =0"2=yuⅣ+xuz十u，

“如 =0"3=掣(扣础十3uu。十；a一1uⅣⅣ)+±zug+0-1“Ⅳ
“如 =(74=掣(≥tb2掣+4uu∥4-2tba一1“可+；a一2“∥鲫)

+}z({u一十3uu。十；a一1“gⅣ)
+}uzz+2u2+}“。a一1“+{o一2uⅣⅣ，

f5．1．121

f5．1 131

f51．141

这些方程与(5．1．7a)构成非等谱KP方程族，族中右端的和式称为KP非等谱流，

并以an表示．在(5．1．13)中以{(一t，z，}g)代(t，。，Ⅳ)和2u代“后就得到非等谱KP
方程

4ut+掣(“z。。+6uuz+30—1“ⅣⅣ)+2xuⅣ+40—1ug=0． (5．1．i5)

因为Lax方程(5．1．5a)等价于零曲率方程

Am，h—An，t。=[A。，A。】， (5．1．16)

所以非等谱KP方程族亦可在(5．i．16)中令n=2，t2=Y算得．于是推知非等谱KP

方程族的谱问题和时间发展式应为

九=九z+2u庐 (5．1．17a)

Ct。=Am咖． (5．1．17b)

特别非等谱KP方程(5．1．15)的时间发展式为

也=Ⅳ睁zxz+3u也+-luy+u。)纠+jlz(曲zx+2u≯)+；西。+；(a一1u)毋．(5．1．18)

5．2 非等谱KP方程Hirota形式的解

我们首先必须引入一个函数变换使非等谱KP方程成为双线性导数方程，然后

利用扰动展开与截断技术，类似于Hirota方法对等谱KP方程的求解过程，即可得

到非等谱KP方程的解．

在方程(5．1．15)中对z积分，并令常数项为零，则有

4(0—1“￡+可(“黝：+3u2+30—2uⅣ”)十2xO一1uⅣ+20—2“Ⅳ=0． (5．2 1)

作变换

“=2(1n，)。。， (5．2．2)
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方程(5．2．1)就可以写成下面的双线性形式

4D。D￡，·，+y(D：f-，+3D；，·，)+2xD。Dyf·，+4fd=0， (5．2．3)

设，可按参数e展成级数

f(x，Y，t)=1+，(1)E+，(2)E2+，(3)E3+

把展开式代入(5．2．3)中并令e的同次幂系数相等给出

(5．2．4)

4五：’+∥(以骁。+3矗；’)+2z以}+2矗1)=0， (5．2．5a)

8砖；’+Ⅳ(2，{盐。+6s<d)+4z矗争+4，』2)

=一4D。Dt，(1)-，(1)一y(D4f(1)．产)+3D；，(1)·，(1’)一2xD。DⅣ产’·产’一4乃1’产’，(5．2．5b)

4矗i’十可(砖翌。+3瑞’)+2。尼；’+2西3)+4DzDt，(1)·，(2)

+纠(谚，(1)·，(2)+3D；，(1)·，(2’)+2xDxDⅣ，(1)·，(2)+2(矗1’，‘2’+矗2’，‘1’)=o，(5．2．5c)

若取

，(1)=∥，，0l=Kl(t)p+Pl(t)鲥+口}o’ (5．2．6a)

由(5．2．5)可得

Kl,t(￡)=一互1剐t)P1(咄Pl,t(t)=一百1吲2铲；砰(晓 (5．2．6b，c)

和

产)=0，j=2，3

由(5．2．6b，c)解出

Ki(t)+Pl(t)2赢，
以Kl(t)表示P1(t)，并代入(5．2，6b)得

Kl,t(￡)=；K}㈣一i2K1万(t)，
两端同时除以K}(t)，则有

，
1

，
2 1

o丽j‘一石而瓦丽～2
从而解出 K·(。)2琢i而‘

(5 2．6d)

(5．2．7a)

(5．2．7b)

(5．2．7c)

(5．2．7d)
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为方便计，取c=2ci，j=一击，所以有

剐归鑫． (52．8a)

把Kl(t)的表达式代入(5．2．7b)，则

肿)=击． (52 8b)

因此非等谱KP方程的单孤子解为

“=2口n(1+e01m。=掣sech2鲁． (52．9)

由上式和单孤子解的图形Fi94，我们可以看出它是线孤子并且孤子的振幅曼掣是
随时间而变化的．

类似于单孤子解，如果取

，(1)=e91+e02,Oj=巧(t)陋+Pj(0Y]+呓叭，o=1，2)， (5．2．10a)

通过(5．2．5)算得

，(2)=eOl+02"1 2， (5．2 10b)

玛“t)=一；玛(t)巧(班弓“t)=一石1n弛2)一；碍(咄

玛(t)=五P8cj，删=虿-耳4t，(J=1，2)(5．2．10c)
一2=燃蒜辫鬟祭群，(5．2．10dK2 t K1 P2

，。

[()+ 0)]2一【(t)一P1(t)]2’
7

和

，(J)=0，J=3，4，⋯． (5．2．10e)

所以非等谱KP方程的双孤子解为

“=2[1n(1+e。1+e82+eOt--02-kAl2)]∞：． (5．2．11)

图形Fi95显示了双孤子的相互作用．

同理如果取

，=∥t+e如十e03，白=Kj(0[x+PAt)y]+日5叭，(J=1，2，3)， (5．2．12)

则得三孤子解为

Ⅱ=2ln[1+e01+e如+e03+e目i+02+A12+e口2+03+A23+eOi+Os+Als
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-be81+82+93+A12+Ala+A23]㈣ (5．2．13a)

q=玛(t)陋+弓(t)引+唠叭，玛，to)=一2Kj(t)Pj(t)，Pj，f(￡)=一；K7(t)一i呼(t)，

Kj(t)=硒ScjA一_t_2，Pj(t)=五；霜-4t，(j=1，2，3)， (5．2．13b)

扣=戮蒜器嚣簪群川<幻扣Ⅵ湖．(5．2．13cP3 ，。

【耳』(￡)+Kf(t)】2一【(t)一旦(t)】2’V、～川。
⋯∥，‘ ’

这样的求解过程可以一直继续下去，一般若取

，(1)=∑eSJ，如=KAt)[x+Pj(t)y]+呓01， (5．2．14a)
J=1

则可获得非等谱KP方程的Ⅳ孤子解，它可以表示为

N N

“=2 ln{E exP[E勺易+E ejezAjl]}“， (5．2．14b)
e=0，l j=l 1茎J<f

玛，t(t)=一j1玛(t)马(t)，弓．t(t)=一；碍(t)一；碍(t)，

玛㈣=岛，舶)=五即-4t，(5．2．14c)毋k黜筏器揣，(5．2．14d，。

阮(t)+玛(卯一旧(t)一局(卯’ 7

其中对e的求和应取过勺=0，1(J=1，2，⋯，N)的所有一切可能的组合．

容易看出非等谱KP方程的解也可写成另一种等价形式．即取

'Ⅳ

，(1)=∑exp(∈j+嘶)， (5．2．15a)
J=l

白=b(t)z+砖(t)可+g引，仍=qj(t)。一谚(t)掣+嘭叭， (5．215b)

从(5．2．5)，不难算得单孤子解(N=1)和双孤子解(N=2)的表达式分别为

it=2[1n(1+efl+目·)]㈨ 。

(5．2．16a)

☆-，t(t)=一；女}(t)，g，，t(t)=；q}(t)，≈-(f)=j；i‰，q-(t)=j；与，(5．2．16b)
和

“：211n(1+e“十“+e∈2+q2+efl+目1+f2+目2+^：2)]。。，

e厶=踹kl t篇黼． 慨。№，。

[()十92(堋％2(t)+口1(t)]+ ⋯一⋯7

kj,t(t)=一j1勺2(氓q“t)=；孝(耽幻(≠)=五孑毛，qj(t)=丽2，。=1，2)．
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进而可推断非等谱KP方程的Ⅳ孤子解，其中，的表达式为

Ⅳ

∑呼zA；
l!j<t

kj,t(牡一知㈣㈣=新．kj(t)=南’q_j(牡南e厶=黔嵩黼
5．3 非等谱KP方程的Wronskian形式的解

(5．2 17a)

(5．2 17b)

(5．2．17c)

非等谱KP方程相应的双线性方程(5．2．3)存在Wronskian行列式解，其形式为

，=Ⅳ(咖l，庐2，．-，≯Ⅳ)=t0，1，t．．，N—II=IN—-—11， (5．3．1)

其中奶=办(t，。，Y，)0=1，2，⋯，Ⅳ)满足方程

咖，9=奶，。。，

奶，t=一Ⅳ鸡。。一；。南，。。+；(Ⅳ一1)奶，

(5．3．2a)

(5．3．2b)

其中Ⅳ是正整数，事实上对于等谱KP方程(3．2．1)具有Wronskian形式的解(5．3．1)．

其中九满足(3．2，2)．下面验证Wronskian行列式(5．3 1)满足双线性方程(5．2．3)．由

(5．3．1)不难算出

厶=pN—-—2，NI，厶。=IN-z--3，N—l，NI+IN一-2，N+11， (5．3．3a)

厶。。=IN—-—4，N一2，N一1，NI+2jlV—-—3，N～l，Ⅳ+11+IN—-—2，N+2i， (5 3．35)

厶。。：=IN—-—g，N一3，N一2．N一1，NI+31N—-～4，N一2，N～l，』v+l

+2IN—-—3，N，N+11十3IN—-—3，N—l，Ⅳ+21+IN—-～2，N+31， (5．3．3c)

由(5．3，2)式可以分别求得关于g，YY，yx和t，tx的导数

厶=一IN一-3，N一1，Nl+IN一-2，N+1

矗Ⅳ=I：v—-—g，N一3，Ⅳ一2，N一1，NI—IN—-—4，N一2，N一1，N+1

f5 3 4a1

+2IN一-3，Ⅳ，Ⅳ+1I～IN一-3，Ⅳ一l，Ⅳ+21+IN-'Z-2，N十31．(5．3．45)

矗。=一IN—-—4．N一2，N一1，Ⅳl十IN一-2，N+21， (5．3．4c)

^=一y(IN—-—4，N一2，N一1，NI—IN—-—3，Ⅳ一1，Ⅳ+11+IN"-S-2，N+2i)

+W+白勺
Ⅳ匹似
pXe

∑乩
=，
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～j1∞(一Ig"-：-3，Ⅳ一1，Ⅳl+IN一-2，N+11)， (5_35a)

^。=一y(IN—-—5，N一3，N一2，N一1，NI～lⅣ03，N，N+11+fⅣ：2，N+3I)

一；(一l庐4，Ⅳ一2，Ⅳ一l，NI十I庐2，N+21)
一；(-IN--：-3，Ⅳ一1，NI+IN--二-2，N+I／)， (5．3．5b)

把(5．3．3-5)代入(5．2．3)的左端

队ftzf—fzfn+2v(fy。m一4|。：z}z+3f：。+3fluq一3砖、+4zLf∞。f—Afy)+4fur

=24∥lⅣ：3，N，N+1IIⅣ：11—24ylN一-3，N—l，N+llrN一-2，Yl

+24∥J』、厂二3，Ⅳ一1，svjjx—-、2，N+1 J=0，

至此完成解的直接验证．

若取Wronskian行列式(5．3．1)中的元素幽为

咖=时山(t)e白+町BAt)*～珊，0=1，2，·．．，Ⅳ)

山0)=(2勺+t)‘v一1，BAt)=(2勺一t)Ⅳ一1．

当-J=1和町=(一1)o_1时，Wronskian行列式(5．3．1)可以写成
N N N N

f=Ⅱ∞)一qj(t)]exp[∑(一仍一lnBj(t))]∑exp[E勺嘭+∑ejetA'jf】

q=弓+噶，弓=6+InAj(t)+∑[b(≠)+锄(≠)】， (5．3．8b)
J≠f

嘭=嘶+lnBj(t)+∑[qflt)一仇(t)】_1十∑[gf(t)一qAt)]一1， (5．3．Sc)
J>f t>j

等式(5．3．sa)中的每一吒都存在与时间t有关的初始相位，所以从等式(5．3．8)和
(5．2．12)按(5．2．2)构成非等谱KP方程的解时是不同的． 一

非等谱KP方程还存在构成其他形式的Wronskian行列式的解．

令
硝

岛，f_螽奶，J=l，2，⋯Ⅳ，k o，l，2，⋯， (5 3·9)

则容易发现(5．3．9)也满足方程(5．3．2)．因此Wronskian行列式

，=Ⅳ(岛。t，Qj。，f2，⋯，奶。，fⅣ)， (5．3．10)

也是双线性方程(5．2．3)的解

钟

劬

M

的

删

删

哪

叫

慨

鼢

鹋

粥

(

(

(
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一般称(5．3．10)这种形式的解为混和解．在等式(5．3 7)中，取a于=1和町=
o，(5．3．10)化为非等谱KP方程有理形式的Wronskian行列式解．下面列举几个特例：

f=W(Q1．1)=[一≈}(t)z一2女}(t)引en， (5．3．1la)

f 2
W(Q1,o，Q2、1)(5．3．11b)
=2{一≈l(t)+xk2(t)[kl(t)一k2(t)]+29☆；(t)陋l(t)一^2(t)])ef-+如，

f=w(Ql，1，Q2．1)

=一4[kl(t)一^20)]{一[kl(t)十k2(t)]x一2啤}0)十kl(t)k2(t)十ki(t)]v (5．3．11c)

+kl(t)k2(t)x2十4☆}(t)^；(t)y2十2女l(t)☆2(t)[☆l(t)+自2(t)]T∥)e{-+f。．

Ohta等人在文献中由解出发推导出相应的可积方程并称此过程为Pfaffian化．

仿此，如果(5．3．1)的元素满足(5,3．2a)和

咖，￡=一y≯i，z。z一；z奶，rz． (5．3 12)

则具有此Wronskain行列式解的是下列双线性方程

4D。Dtf·，+y(D4J·，+3D；，·，)+2xD。D9f·f+4．fvf+2(N一1)D2xf·f=0，(5．3．13)

通过变换(5．2．2)，即化为

4毗+可(u。期：+6uu。+30—1uⅣ，)+2xup+40—1u可+2(N一1)“=0． (5．314)

5．4 非等谱KP方程的Biicklund变换

非等谱KP方程也存在双线性导数Bhcklund变换．在谱问题(5．1．17a)与时间

发展式(5．1．18)中以{(一t，z，}g)代(t，z，9)和2u代“后，(5 1．17a)保持不变，而

(5．1．18)化为

4妒t+2驴。+(a一1¨)≯+可(4咖一十6“咖。十3(o一1uⅣ十u。)纠十熹(札。+u≯)=0． (5．4．1)

类似于等谱情形，作变换

“=2(1nf)。咖=芒， (5．4．2)
，

则(5 1．17a)与(5，4．1)可写成

D目g·f=D；9·f， (5．4．3a)

4Dtg-f+掣(D：9·f+3D$DⅣg·f)+2xD29·f+2fg．。=0． (5．4．3b)

，与g所满足的方程(5．4．3)即为非等谱KP方程的双线性导数Backlund变换．
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在等谱方程Backlund变换的求解过程中，一般是由方程的已知解求出新解，再

以所得的解作为已知解，求出更新解，周而复始．但是在非等谱KP方程的情形，我

们发现这种规则是不成立的．例如：取，=1，其对应非等谱KP方程的零解，此时

(5．4．3)变为

鲫2啦z，

49t+可(9zz￡+39xⅣ)+2xgxz十29x=0

若设

(5．4．4a)

(5．4．4b)

g=ol(t)efl+风(t)e—m， (5．4．5)

其中∈t，q1的表达式为(5．2．15b)．由(5．4．4)得

kl,t(t)=一荟1—12(t)，ql，t(￡)=；口}(￡)，。1，t(t)=一lkl(t)a1(t)，卢·，t(t)=互1ql(t)卢-(￡)，
(5．4．6a)

由此解出

州牡南，州归嘉，州归志，刚归南．(5_46b)
可见非等谱KP方程的单孤子解为

“=2[1n(al(t)efl+卢l 0)e—目-)】。。， (5．4．7)

如果取，为(5．4．5)并代入(5．4．3)算得g为0．显然它不对应方程的任何解．但是如

果取

，=e{1+e—m，

g=c1(t)efl+f2+c2(t)e一町2一q2+c3(t)efl一目2+c4(t)e一玑十如，

代入(5．4．3)有

C1(t)=[‰(t)一女2(吼c2(t)=[ql(t)一口2(吼

c3(t)=-[kl(t)+92(t)]，c4(t)=一[k2(t)+q1(t)]，

☆-，t(≠)=一百1一。2(￡)，k2,t(￡)=一；女；。)，q。，t(t)=；g}(t)，gz，t(f)=；口；(￡)
州归去，删=嘉，Ⅻ)=丽2 i，以垆志，

从而得非等谱KP方程所对应的双孤子解．如果取

，=Cl(t)01(t)02(t)e‘1+＆+c2(t)bl(t)62(￡)e一目1一q2

+c3(t)al(t)b2(t)eh-q2+c4(t)b1(t)02(t)eⅧ十如，

删

删

删

埘

删

咖

4

4

4

t

4

■

慨慨

慨慨

慨

驰
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白=b(t)z+碍(t)口+∈；叭，仍=qj(t)z一爵(t)g+嘭叭，

码“t)=一；碍(窥劬，承)=；孝(或吩(≠)=弓2面，易(t)=历2西，(j=1．2)
由(5．4．3)确定出

g=c5(t)01(t)a2(￡)03(t)e∈1+《2+￡3+c6(t)。1(t)02(t)b(t)e{1+{2一叼3

+c7(t)01(t)62(t)n3(t)efl一q2+f3+c8(t)bl(t)02(￡)Ⅱ3(t)e一叶1+{2+f3

+c9(t)61(t)b2(t)03(t)e一"1一q2+{3+ClO(t)6l(t)a2(t)63(f)e一”1+f2一∞

+c11(t)01(t)b2(t)63(t)e‘1一”一”+C12(t)6l(t)b2(t)b30)e—q1—12一舶，

c5(t)=陋l(t)一k2(t)][k2(t)一k3(t)][kl(t)一b(￡)]，

c6(句=陋I(0一垃《￡)][恕(≠)+q3(t)][kl(t)+驰(印】，

cT(t)=[kl(t)十q2(t)][k3(t)+q2(t)][kl(t)一b(t)】，

cs(t)=[k2(t)一k3(t)][k2(t)+ql(t)][k3(t)+口1(t)]，

cg(t)=[ka(t)十ql(t)][k3(t)+q2(t)][ql(t)一口2(t)]，

clo(t)=[％2(t)+ql(t)][乜(t)十q3(t)][ql(t)一93(t)]，

cn(t)=【k1(t)+q2(t)]iq2(t)一驰(±)】降1(t)+q3(O]，

cm(t)=旧10)一92(t)]【们(t)一q3(t)][q2(t)一驰(t)]，

其中

白=b(t)。+碍(t)口+拶’，w=劬(￡)。一孝(t)Ⅳ+呓∞，

州t)一一拶1(t)，93刖=秘1 t)，印(￡)=丽2，㈣=丽2．
由此可得非等谱KP方程所对应的三孤子解．

一般地，如果取，的表达式为

其中

^r一1

，=∑Ⅱ(2 Ei一1)[ejkj(t)十(勺一1)qj(t)一elkt(t)一(q一1)q／(t)
￡=0，1 l!J<f

exp{∑[q(白十Inaj(t))+(勺一1)(仍一ln％(t))】)
j=l

(5．4．10b)

(5．4 lla)

(5．4．1lb)

(5 4．1lc)

(5．4 12a)

岛=b(t)霉+磅21(t)掣+∈严’，嘞=叮(t)。一孝(t)可+秽1， (5．412b)
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啪卜知删忙扣删=(南)肛2删=(赤)肛2，
(5．4．12c)

进而可猜测满足方程(5．4．3)的解g为

N

g=∑n(2El—1)[勺bO)+(勺一1)qj(t)一El岛O)一(q一1)ql(t)
e=0，1 1≤』<l

exp{E[勺(白+lnaj(t))+(EJ一1)(r／j—ln 6J(t))])， (5．4．13a)
J=1

fⅣ=kx(t)x+砑0(t)Ⅳ+f雾’， 叩Ⅳ=gⅣ(t)。一g知(t)掣+叩磐’， (5．4．13b)

酬垆一互1碥㈤㈣小)习1 M。巾)=(南)肛2，6巾)=(丽2)肛2，
f5．4．13c)

再来构造非等谱KP方程B；icklund变换Wronskian形式的解．我们知道等谱

KP方程的双线性导数B5．cklund变换(5．4．3a)和

有Wronskian行列式解

其中九满足

Dig·，=(D：+3D。DⅣ)9·，

，=fN一2，r『，g=lN一1

奶，F=奶，。z，奶，t=4奶一。

(5．4．14)

(5．4．15a，b)

(5．4．15c，d)

对于非等谱KP方程的Bgcklund变换(5．4．3)，其也有Wronskain行列式解(5．4．15a，b)

其中奶满足关系式(5．4．15c)和

妒j,t=-Y咖，。。。一互1。奶。+；(Ⅳ一2)奶，。
在上式的两端同时对z求i阶导数，则有

f5．4．161

瑚=一Ⅳ硝删一；z硝删+[_j1¨；(Ⅳ_2)]矿11．’ (54．17)

由(5．4．15)容易算出

厶=IN—-—3，N—l，r『，丘。=IN7-—4，N一2，N一1，fl+Ig—-—a，N，rl， (5．4．18a)

丘。。=fⅣ==5，N一3，N一2，N一1，rf+2I庐4，N一2，N，f『+IN一-a，Ⅳ+l，下l，(5．4．185)
丘=一IN—-—4，N一2，N一1，r『+IN—-—a，N，T

厶。=一IN—-—5，N一3，N一2，N一1，fJ+IN一-3，N+1，f

(5．4．18c)

f5．4．18d)
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、fc：一g(IⅣ=5．Ⅳ一3，Ⅳ一2，N一1，TI—IN一-4，Ⅳ一2，Ⅳ，ri+IN一-3，Ⅳ+1．T L)

+j1。!ⅣA一4，Ⅳ-2,Ⅳ-1,rl一；z1N一-a，Ⅳ，r
9。=lⅣ：2，NI，目。。=IN—-、3，N一1，NI+IⅣ=：2，N+1

(5．4．18e)

f5 419a1

g：。。=IⅣ：4，N一2．N—l，Ⅳ1+2l旷3，N一1，N+1+IN—-—2，N+21， (5．4．19b)

99=一IN—-—3，N一1，NI+Ⅳ：2，N+1

gⅣz=一IⅣ：4，N一2，N一1，Ⅳi+IN一-2，N+2

(5．4．19c)

(5．4．19d)

g±=一可(1Ⅳ：4．N一2，N—l，gl—lⅣ：3，N一1，N+11+lⅣ：2，N+2|)
1 1 1

；。I：g一3，N一1，NI一；zIⅣ一2，N+1【一；IⅣ一2，NI， (5-4．19e)

把(5．4 18—19)代入(5．4．3)式

9。i—g|q—tgzt}一2lsgt+g|za

一2{N—-—2，fIIN—-—a，N—l，ⅣI+2lⅣ：3，N一1，7llⅣ：2，N

一2IN一3，N，rllⅣ一1l=0 (5．4．20)

4(gtf—g{心+q沁。tz{一39zzir+39tlzt—g}。zt+39x。}一39t|H一39Hiz+39|z小

+2x(g；；|一29。s。斗g|ta斗2fgz

=6(IⅣ：3，N一1，Ⅳ十IIIN—-—2，丁I十IN—-、3，N+1，丁IlⅣ：1

Ⅳ=2，N+1IIⅣ。=3，N一1，TI)十6(IⅣ=2，；vllN—-—4，N一2，N—l，f

Ⅳ。二4，N一2，N一1，^7}{Ⅳ：2，7{一IN一-4，N一2，N，T JIN一--tI)=0， (5。4．21)

这样我们证明所要的结论

如果取

奶=q(t)e白十b(t)e—m，白=kit)z+碍(￡)g+舀∞，聊=qj(t)∞一q2(t)y+q5叭，(5 4 22a)

础卜荆1 9州轳狮州妊(南)肛2删
则Wronskian行列式(5．4．15b)成为

g=j叼(t)e6十(一1)J一1b(t)e—m，码(t)q(t)e岛+口j(￡)(一1)’幻(t)e一啦

∥‘1(t)aj(t)e白+∥。(￡)(一1)J+N6J(￡)e一嘶)

f 2
N-2

l丽／
(5．4．22b)
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∑(2e2一U(2e4—1)⋯(2e2嘲一I)A(EI邮)+(e1—1)邮)E2Ⅻ)+(e2—1)础)
￡=0．1

．一，6NkN(t)+(EN—1)口Ⅳ(￡))exp{∑【勺(白+l“q(t))+(勺一1)(仍一lnb(t))])，
j=l

(5．4．23)

其中对e的和式表示勺0=1，2，⋯，n)取0或1时所有可能项之和，而行列式

△“l☆1(t)+(6l一1)q1(t)，E2k2(t)+(E2—1)q2(t)，·．．，ENkN(t)+(E^r一1)qN(t))是元为

Clkl(t)+(El一1)ql(t)，e2k2(t)+(E2—1)q2(t)，·一，eNkN(t)+(‘Ⅳ一1)qN(t)的Vandermonde

行列式，其值为

△(E1≈l(t)十(q一1)ql(t)，e2k2(t)+(E2—1)q2(t)，r．．，eNkN(t)+(6'v一1)口Ⅳ(t))

=H【E{h(t)十(E2—1)qt(t)一ejkj(t)一(勺一1)qAt)]， (5．4．24)
l!i<l

类似于(4，4，3—4)的分析，我们有

㈢
Ⅱ(2ej一1)n(eiki(t)+(E1—1)gl(t)，e2k2(t)+(E2—1)q2(t)，·一，ENkN(t)+(E_v—1)口．v(t))

：(一1)盟嘎尘ⅡN(2E1-1)[qb(￡)+(ej-1)毋(t)一El衄(t)一(q一1)锄(t)]，(5．4 25)
15j<l

将(5,4．25)代入(5．4．23)即得Wronskian行列式(5．4．15b)的显式

9：(一1)掣∑ⅡN(2et--1)【勺≈。)+(。j—1)劬O)一q‰(≠)一(。l-1)口f(t)
￡=0．1 i<j<l

^r

exp{∑【勺(白+lnaj(t))+(Ej—1)(町J一％0))j)． (5．4．26)
j=l

比较上式与(5．4．13)，我们可以发现两者在构成非等谱KP方程的多孤子解时是一致

的．

5．5非等谱KdV方程

分析非等谱KP方程的方法可以应用于其它非等谱方程，下面再以非等谱KdV

方程为例，给出相应的结果．

非等谱KdV方程的导出与等谱情形类似．设给定SchrSdinger谱问题与时间发

展式

咖。。=(A一“)咖，也=A≯+B札， (5．5．1a，b)
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其中A和B是位势u和谱参数^的待定函数．由相容性条件九“=毋一给出

于是推知

(2A。+—％。)如+[魂一Ae+A。。+2(A一Ⅱ)B。一“。B】≯=o， (5,5。2)

2A。+B∞：=0

Ⅱt=一A。z一2(A一“)Bx+“。B+沁

从(5．5．3)中消去A，我们有

“t=2(；03+u。+；“。)B一2ABx+九．
若A按规律九={(4A)”1随时间t变化，则(5．5．4)化为

“产2(；03+u。+；㈦口一2A风+；(4妒州．
设B可按^展成n次多项式

B=∑幻"～，
j=o

将其代入到(5．5．5)中，并令^的同次幂系数相等得

毗=。(：a3+“a+扛)h，

幻+-，。=(；a3+“a+jlu。)bj。=。，l，·一，n一1)
bo．r=4“．

这时可设B满足边值条件

BI。：0=(4妁“o．

于是由(5,5 8)与(5．5．7b)递推算得

b，。=2·4n-JTJ一1(mb+2u)0=1，2，⋯，n)，

其中T为等谱KdV方程的递推算子

所以

将(5．5．10)代入(5．5．7a)给出

T=a2+4u+2u。a一1

bn=20—1Trt一1(z¨。+2u)

“±=T“扛“z十2u) (礼=0，1，2，···)

(5 5 3a)

(5-5．3b)

(5．5．4)

(5．5．5)

(5．5．fi)

(5-5．7a)

(5-5 7b)

(5 5．7c)

(5．5．8)

(5．5．9)

(5 5．10)

f5 5．11、

(5-512)
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这就是非等谱的KdV方程族，其右端常记为d。并称为n阶KdV非等谱流，即有

相邻非等谱流存在递推关系

口n=T“(xuz+2u) (5．5．13)

盯n+l=Toh (n=0，l，2，r-·)． (5．5．14)

必须指出与等谱情形不同，非等谱方程除零阶方程外，其余均是微分积分方程，它

的前三个方程分别是

毗=O"D=z“z+2u， (5．5．15a)

札￡=O"1=xKl+4u￡z+8u2+2uza一1u， (5．5．15b)

ut=0"2=。K≥+6K1，z+12uu。z+32u3+2硒a一1u+6u￡0—1“2， (5．5．15c)

其中凰与鲍是KdV等谱流

KI=“#zz+6uu。， (5．5．16a)

K岛=让z。zz￡+lOuuz?z+20uz“T。+30u2“￡． (5．5．16b)

(5．5．15b)即为非等谱KdV方程，它所对应的时间发展式为

妒t=(一2A—z也￡一2钍)曲+(5Ax十2xu+20—1扎)妒。， (5,5，17)

或写成

咖=z[九zz+3(a+Ⅱ)妒。]一2九。一4¨咖+2曲。0—1“ (5．5．18)

5．6 非等谱KdV方程Hirota形式的解

利用函数变换可将非等谱KdV方程写成双线性导数的形式，由此求得非等谱

KdV方程的单孤子解，双孤子解和三孤子解，进而猜测出多孤子解的表达式．

在等式(5．5．15b)中用一t代t，并在等式两端同时对z积分，且令常数项为零得

a一1啦+x(3u2+“。2)+3“z+30—1“2+2u3—1“=0， (5．6．1)

作变换

Ⅱ=2(1n，)㈨ (5．6．2)

(5．6．1)化为

≯1 DzDt}，j+丢zD：f，}十睾D。‰·f+a一1丢D：f．f=o，(5．6．3a、
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上式两端对z求导，则有

产1玩(域玩，∽、，2+≯1玟(。磷，∽。，2+毒坟(玩岛∞，，2+嘉。：，，，=。。《516．3b)
引进函数g，使成立

化简得

将(5．6．4a)代入(5．6．3b)给出

去D：f f：去Dz|9．产

谚，．f=D。g，f

(5 6．4a)

(5．6．4b)

DzDtf-f÷tD：f．f+4D。f。。·f+fg=0． 15,6 5、

则(5．6．4b)与(5．6。5)就构成了非等谱KdV方程的双线性导数方程

设f(t，。)与9(￡，z)可按参数∈震开成级数

，(t，。)=1+，(1]E+，(2)E2+．．．+f(J)eJ+

g(t，茁)=9(1)E+9f2)E2+．．．+gU)eJ+

在(5．6．5)与(5．6，4b)中比较E的同次幂系数有

2砖；’+2。以盐。+4以翌+9(1)=0

2矗；’+2x⋯f(2)。。+4，』翌十g(2)

=一D#D￡，(1)．，(1)一xD4f(1)．，(1)一4D$，5P．，(1)一，(1’9(”，

2蠢；’+2x⋯f(『3)。。+4，塑+9(3)=一2DxD￡，(1)，，(2)一2xD4zf(1)．，(2)

一4(。D。．越≥·，(2’+D。砖：)．，(1’)一，(1’9(2)一，(2’9(”，

2以臻。一9：1L 0，

2龆。一轷)=D。∥．，(1)一D4xf(1)．，(1)
2艘。一913)=D。g‘1)．，(2)+D。9(2)．，(1)一2D4xf<1)．，(2’

由(5．6．8a)和(5．6．7a)得

9(1】=2以盐，，}‘’+z挺臻+3砖盐=0

(5 6，6a)

(5．6．6b)

(5 6．7a)

(5，6，7b)

(5 6 7c)

(5 6．8a)

(5 6．8b)

(5．6．8c)

(5．6，9a】
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设
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，(1)=ul(￡)e“，6=kl(t如+∈；0)， (5．6．9b)

把(5．6．9b)代入(5．6．9a)给出

t。t,t(￡)=一2％}(t)∞1(￡)，％i．t@)=一凳}(t)，g(1)=2wi(t)k31(t)efz， (5，6．9c)

由此解得

”)=丽1，ul(t)=再1面， (5．6．9d)

其中cl是任意常数．把，(1)代入(5．6．7)与(5．6．8)依次推知

，U)=0，9(J)=0，J=2，3 (5．6 9e)

而(5．6，6)取有限和(E=1)

f(t，。)=1+u1(≠)en，g(t，z)=2wI(f)％}(t)en， (5．6．9f)

所以非等谱KdV方程的单孤子解为

“=2[1n(I+W1㈣毋儿。=可㈣-secln。学，
其图形为Fi96．

类似地取

，(1)=u1(f)ef·+c也o)e如，白=白(t)z+∈50’o=l，2)，

通过计算(5．6，9a)，(5．6．7)和(5．6．8)依次有

∥=2wl(z)☆}(f)e∈t+2w2(t)碹(≠)e如，

，(2】=u1(￡)u2(t)e∈1+f2+4n，雪(2)=2w10)u2Q)啤}(站+琏(t)1efl+{2+4n，

畸“t)=一2碍(≠)吁(巩 砖“t)=一碍(亡)1 磅(t)=了丽1 ，屿(t)=孑÷西砂k糌，
和

fO)=0，g(J)=0，j=3，4，．一．

从而由(5．6 2)得双孤子解，其中

f=1+u1(t)efl+∽(t)e缸+ul(c)u2(t)efl十如+A12．

㈣

㈨

㈨

埘

怎Ⅻ蝴

均

埘

铋

肌

叭

肌

扎
叭

¨

¨

，至

i莹

叫

㈣
㈣

Ⅲ哪叫

m

㈨
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双孤子解的图形为Fi97

同样如果我们取

，‘1’=u1(￡)e‘1+u2(t)￡矗+u3(t)e如，白=b(t)z+go’D=1，2．3)． (5．6，13)

可以算得

g=2wl(t)kal(t)e‘1+2u2(t)七i(亡)e。+2u3(￡)愆(t)e如十2wl(t)u2(￡)陋；(￡)+七；(t)】eE-+f。+A·z

+2u1(￡)u3(t)[南}(t)+碹(t)]e‘1+{3+^13十2w2(￡)∽3(t)[局i(t)十七；(t)]ef。+f。+A23

+2u10)此(≠)u3(t)[七}(￡)+碹(￡)十七；(t)]e‘1+如+如+^-。十A-3十A。s， (5．6．14a)

非等谱KdV方程的三孤子解为

“=2[In(1+u1(t)一1+u2(t)e如-t-u3(t)ef3+ui(t)眈(t)efl十f2+A12+∽l(t)∽3(t)efl+如+^13

+w2(t)w3(t)e。2十b+凡23十∽1(t)a，2(t)xa(t)e‘1《2十如+A12+A13+A23)】蛐

屿“2)=一2碍(。)屿(班b“‘)=一碍(亡))kAt)=了丽1 ，“。(t)=i÷爵
毋k揣巾<Ⅵ，f_1，2，3)．

一般地如果取
Ⅳ

，‘1’=∑屿(￡)efj，6=码(})z+《叭，
J=l

则得非等谱方程的Ⅳ孤子解．其中

(5 6．16a)

哟“t)=一2碍(t)哟(巩巧“￡)=一碍(味kj(t)2了帝1 ，岣(t)=i毛，(5．6．16b)
e山!=而[kj(瓣t)-kl(t)]2，(5．6．16c)

而对E的求和应取过ej=0，l 0=1，2，⋯，Ⅳ)的所有一切可能的组合．

5．7 非等谱KdV方程的Wronskian形式的解

若方程(5．6．5)中的磷，，，用D。g．，替代，则有

D。Dtf’f+xD。9‘，+4D。．厶。·f+fg=0， f5 7．1a)

∽

文0邮

砷

H

互M

M

H

Ⅲ

驵叫叫

Ⅲ

㈨

卅㈣i墨

慨

山叩
Ⅳ∑酆

十畸n+白q
Ⅳ匹埘
p旺

∑乩
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孤子方程的新解

2(丘f，一厶^)+o(站f一9厶)+4(厶。。，一厶。厶)+fg=0， (5．7．1b)

显然(5．7．1b)可整理成

设

(5 7．2)简化为

由此推知

f(2ft+xg+4厶。k+丘(一2ft—xg一4厶。)=0． (5．7．2)

把(5．7．5)代入(5．7．3)给出

2ft+xg+4厶。=h

|h。一|。h=0

h=A(t)f

2ft+xg+4fx。=A(t)，

(5．7．3)

f5．7．4)

(5．7．5)

(5．7．6)

利用Hirota方法得到的单双孤子解等代入(5．7．6)，定出^(t)=0，所以这时有

9=三(一ft一2k)． (5．7 7)

上述说明使我们能验证Wronskian行列式满足双线性方程(5．6，4b)与(5．6．5)．事

实上，设

，=l≠，咖(”，⋯，≯(N-1)f=fo，1，．一，N一1l=JⅣ：lI， (5．7．8a)

其中

九。：笔墨奶，《)j,t=--4X奶,zzz+2(2Ⅳ一3)白。．(5．7．8b,c)
若在(5．7．8c)等式的两端对X求i阶导数，则有

瑚=一妇矿3’+[-4i+2(2N一3)]穆删， (5．78d’

利用Wronskian行列式的性质，由(5．7．8d)不难算出

^=一4zfⅣ二4，Ⅳ，N一2，N—ll一4。JⅣ03，Ⅳ+1，N一1I一4。lⅣ：2，N+2

-4(N一2)IN—-—3，N，N—ll一4(N一1)lN一--2，N+if

+2(2N一3)iN—-～3，N，N—if+2(2N一3)rN一-2，N+1I

～4zfⅣ=4，Ⅳ一2，N一1，NI+4zlⅣ：3，Ⅳ一l，Ⅳ十1l一4z JN一-2，Ⅳ+2
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一2IN一3，N一1，Nl一2N一2，N+1i．

厶=IN一-2，Ⅳl，

矗：=lN一3，N一1，N}+{N一2，N+lI，

把(5．7．9)代入(5 7．7)，即知g可表示为

g=8【IⅣ：4，N一2，N一1，lVl—IN一：--3，N一1，N+11+IN--：-2，N+2|]

展开(5．6．4b)，可见，与g满足双线性方程

，(2厶。。。一g。)十丘(一8厶。。+g)+6，磊=0，

从(5．7．9b，c)，(5．7．10)继续算出

(5．7．9a)

f5．7，9b1

(5．7．9c)

(5．7．10)

(5 7，11)

厶。。=#-=-4，N一2，N一1，NI+2IⅣ：3，N—l，N十tl+I』V’二2，N+2t： (5．7．12a)

厶。。。=lN一5，N一3，N一2，N—l，Ⅳ}+31N一4，N一2，N一1，N十l{

+2lⅣ一3，N，N+1j十3IN一3，N—l，Ⅳ十2i+lN一2，N+3f， (5 712b)

g。=8IN一5，N一3，N一2，N一1，NI～8IN一3，N，N+1l十8IN～2，N+3I，(5．7．12c)

把(5．7，9b，c)，(5．7．10)和(5．7．12)代入(5，7．11)的左端，我们有

(一6IN一5，N一3，N一2，N一1，ⅣI+6lⅣ一4，N一2，N一1，N十1j

+12IN一3，N，N+1l+6IN一3，N一1，N+2 J一6IN一2，N+31)IN一1』

一241N一-3，N—l，N+IlIN一-2，ⅣI+6(1Ⅳ：3，N一1，NI 4-IN一-2，N+11)2 (5 7】3)

由Wronskian行列式的性质(3．1．5)．化简(57．13)我们到达

241N一3，N，N+1IlⅣ一1j一241N一3，N一1，N+1||N一2，Nl

十241Ⅳ一3，N—l，ⅣiIⅣ～2，N+11=0， (5 7．14)

就是元素奶满足条件(5．7．8b，C)的行列式(5．7|8a)是方程(5．6．4b)与(5．6．5)的解．

若取

奶=也(t)(e孚+(一1)’e一等)，0=1，2，．一，Ⅳ)， (5．7．1Sa)

6=kj(t)茹+《01，山(t)=b(t)一{(2‘v一3)=(勺+2t){(2Ⅳ一引， (5．7，15b)

这时Wronskian行列式(5．7．8a)可表示为

f：1山(t)(。譬+(一1)Je-孚)，Aj(f)掣(。萼+(一1)’4-1e-孚)，



孤子方程的新解

．．，Aj(t)(生嬖堕)Ⅳ一1(e譬+(一1)’+_Ⅳ一1。一譬)I， (5．7．16)

类似于(4．4．1)的分析，(5．7，16)又化成

^，

，=ffI山(t)】∑6264
，=l f=土1

锄孚】△(q掣，e。警，

其中△(e，掣，e21擎，⋯，eⅣ!学)是元为e，掣潮学，⋯，ew掣的Vandermonde
行列式，其值为

衅--轴-y。-’，e。半，一，ew掣卜，巍。阳掣一勺半卜 慨r．㈣

对于固定的m此等式的右端含奇数个形如(e2。!％出一勺华)的因式，而只含因式
(e2。+t!堑警盟一勺华)偶数个，所以我们有

咏a⋯E2[孚]△(E·半，e。丁k2(t)，⋯，e．vTkN(0)_(一尹1掣，黔N(洲她M瑚．
(5．7．19)

将(5．7．19)代入(5．7．17)即得Wronskian行列式(5．7．8a)的显式

，：[ⅡN山(圳(一；)掣∑ⅡN州晌(垆洲瑚。xp(妻华)．(5．7．20)
事实上，设坳=≥(1+勺)，则当勺为一l或1时，坳取值0或1．容易看出无论q
与Ef同号或异号时均成立等式

旬!z；措=(黼)；‘1一勺。’=(黼)2“’“2一“’一“2，cs，z．zt，。码(t)一‰(t) ＼两㈤一b(￡)／ ＼‰(t)+b㈤／
’ ⋯’⋯”

于是，的表达式(5．7．20)化为

N H

，=Ill A，(})]II(b(磅一越(￡))exp(
J=l lg<f

exp(∑脚白+∑pjm冯f))， (5．7．22)

其中e4“表示为(5,6．16c)．但当0<kl(t)<k2(t)<．．<kN(f)时，我们有

，奠。c黔器r一。盼，，蜥重；巍(黔篇)哪
=exp(一；∑∑#jAjt)．

H6嫡

勺
Ⅳ∑皿

“旺半啊

㈤一㈣渊ⅣⅡ球∑叫Ⅳ∑赳
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Ⅳ

因此若令哳=白一{∑Aft，则，又可写成
t=l，z≠j

可见(5．7．23)所对应的解即是非等谱KdV方程的Ⅳ孤子解．由于b(t)是关于t的

函数，所以(5．7．23)与(5．1．16)按(5．6 2)构成非等谱KdV方程的解时是不同的．

5．8 非等谱KdV方程的B茜cklund变换

在非等谱KdV方程的谱问题与时间发展式中用一t替换t并作变换

“=20hi)。。，砂=了9， f5．8．1)

就可写成

Dig·，=^9，， (5．8．2a)

D￡g，，+x(D；+3AD。)9，，一2D：9-，+4D。g，．厶=0， (5．8．2b)

其恰是非等谱KdV方程双线性导数Bicklund变换．若，=1，则方程(5．8．2)成为

9z。=Ag， (5 8．3a)

9t+x9rz2+3xAgz一29。z=0． (5．8．3b)

令A：犁解得

g=ul(￡)e譬+uL(￡)e一挚，{1：Ilo)z+∈!⋯，(5 8．4a)

札出)“孙¨埒㈣=华㈣㈡㈣=南㈨({)=酾，(5 8 4b)
其对应的是非等谱KdV方程的单孤子解．若取f的表达式为(5．8．4)，并设所求函数

9可表示成

9=c1(t)∽l(t)u2(t)[e‘1笋十e二‘挚]+c2(t)“1(t)u2(￡)[e‘1孚+e二‘1；血]， (5．8．5)

其中∈1，f2的表达式为(5．6．15)．将，，g代入(5．8．2)即可定出

^=掣，《牡m)咱㈣]，∞)：卟m)柏∞]，(5-8．6a)

乜∽=一女黝，咄小)=互3啪)吲地叱删=缸(帅m)， (58．6c)

．

弱，：7～∞

∥
Ⅳ∑抓

b坳
Ⅳ∑触
p既

∑吨
白

Ⅳ∑皿l一2
一p旺七b

ⅣⅡ弘
山

Ⅳc三：弹
||，
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由(5．8．5)与(5．8．6)即得非等谱KdV方程(5．5．15b)的双孤子解．同样若取，的表达

式为(5，8 5)，类似的计算得^=!掣，且所求函数g为

g=c3(亡)u10)u20)u3(t)(en±{}±盈+e二n二：笋二盈)

+c40)u1(t)u20)u30)(en±孚血+e二且2}2±虹)

+c5(t)W1(t)峨(≠)u3(t)(en二警±纽+e二纽!善2玉)

+c6(t)u1(t)“也(￡)cM3(t)(ej_{2±垒十e且2譬二鱼)， (5．8．7)

式中

ca(t)=陋1(t)一k2(t)][kx(t)一k3(t)i[k2(t)一☆30)]， (5．8．8a)

c4(t)=噼l(t)一^2(t)][^l(t)+k3(t)][k2(t)+‰(t)】， (5．8．8b)

cs(t)=【kl(t)+≈2(t)】【‰@)一k3(t)][k2(t)+≈3(t)]， (5．8 8c)

c6(￡)=[≈l(t)+也(t)】[≈I(t)十k3(t)][kz(t)一如(￡)】， (5．8．8d)

k3,t㈤=一碍㈣，叱一翔岫m)，W2尸和㈣以n魄{-扣(t)(-03(味(5．88e)
由此即得方程(5．5．15b)的三孤子解．一般在求得相应于非等谱KdV方程N一1孤

子解之gN—l的表达式后，取gⅣ一l为，，则从双线性导数方程(5．8．2)给出A=!犁，
且

N N 。

gN=∑Ⅱq【勺幻(t)一Efkl(f)】exp[∑【勺导+1“哆(t)]j， (5．8．9a)
f：士11SJ<f j=a

一

白=弓(t)z+彰叭，b，￡(t)=一碍(t)，屿，￡：型；土碍(t)哟(t)． (5．8．9b)

最后考虑非等谱KdV方程双线性Bgcklund变换的Wronskian行列式解及其与

(5．8。9)的一致性。对于等谱KdV方程的双线性Bgcklund变换(5．8．2a)与

(Dr—D；一3AD。)9．，=0， (6．8．10)

已知它具有Wronskian行列式解

g=l庐11，，=IN一-2，r
其中

职

咖，。z。寻奶，奶#2 4妒j∞。t (5·8·llc，d)

而对于非等谱KdV方程的Bgcklund变换(5．8．2)，现在假设g与，的Wronskian行

列式解为(5．8．1la山)，其中g的元素满足

掣咖，Cd,t=-4x‰+2(2Ⅳ叫慵
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而，的元素满足(5．8．12a)与

奶，￡=一4z咖∞z+2(2N一3)奶口 (5 8．12c)

则(5．8 11a，b)满足双线性导数方程(5．8．2)．由Wronskian的性质与(5．8．11，12)．容易

算出

厶=lⅣ：3，N一1．rl，厶。=IN—-—4，N一2，N一1，TI+l庐3，N：rl，(5．8 13a)

丘。。={Ⅳ。=5，N一3，N一2，N一1，rI+2IⅣ：4，N一2，N，rI+IN—-～3，N+I，Tl，(5 8．13b)

和

^=一4z[1N—-、5，N一3：N一2，N一1，rI—IN—-—4，N一2，N，rl+IN—-—3，N+1，r1]

一6lⅣ：4，N一2，N一1，T}+2IⅣ：3，N，T J， (5．8．13c)

gz=IN—-—2，Ul，如。=IN—-—3，N一1，Ⅳ|+IN一2-2，N+11， (5．8．14a)

9。。。=IⅣ：4，N一2，N—l，Ⅳl+211v—-—3，N一1，N+1l十lⅣ。二2，N+21， (5．8．14b)

gt=一4x[1lv—-—4，N一2，N一1，Ul—IⅣ：3，N一1，Ⅳ+l{+IN—-—2，N+2n

如果取

一6lⅣ：3，N一1，Ⅳ{+2IN—-—2，N+1

Cj(t，。)：q(t)e譬+wj(t)(一1)3+1e-譬，白=≈(t)。十《∞

f5．8．14c)

k3,t(t)=一砖(t)，屿，t(￡)=型；土碍(t)吻(t)，o=l，2，⋯，Ⅳ)． (5．8．15)

把(5．8．13—14)代入(5．8．2a，b)，并利用(3．1_8—10)得

211v—-～2，r11Ⅳ03，N一1，Ut—ZlN一2-3，N—l，7-IIN—-—2、N

+2l庐3，N，7_llU一-1I=o
一6。IⅣ：3，N一1，N+lllU—-—2，TI一6。jⅣ：3，N+1，r11．Ⅳ：1

(5．8 16a)

+6zIⅣ．=2．Ⅳ+IlIN—-—3，N—l，rI+6xlN—-—4．N一2，N一1，ⅣIIN—-—2，f

一6xIN—-—2，NIIN—-—4，N一2，N一1，Ti十6zIⅣ：4，N一2，N，rlIⅣ：1

+s(IN一2-2，NIIN一-3，N一1，rl—IU一-3，N一1，NI LUS-2，rf

—I：V一-lltU一-3，N，f1)=0， (5．8．16b)

从而就证明了所要的结论
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若九的取值为(5．8．i5)，则Wronskian行歹4式(5．8·11a)成为

g：伽)毋+(-ly+％-‰掣屿(t)[e譬+(-1)J+2e-‰一，

[掣】Ⅳ-l叼(t)降+(--1)删。一刮

=。窑时‘鸣嘲啡，半，ez半k2，⋯巾华)ex瘩知仙训，(5s·17)
其中对e的和式表示勺◇=l，2，⋯，Ⅳ)取1或-1时所有可能项之和，丽行列式

△(el华，E2业2，⋯，eⅣ掣)是元为El学E2学，⋯朋掣的Vandermonde行列
式，其值为

△(Et丁kt(t)向掣，⋯，eⅣ掣)=1<fij<l(∈f丁kfft)咱半)． (58朋)

类似于(4．4．3．4)的分析，我们有

咏a⋯铂孚似半，e。掣，⋯栅掣)_(一争半，驴N洲-etkt(t)j
(5．8．19)

把(5．8．19)代入(5．8．17)即得Wronskian行列式(5．8．11a)的显式

，：(一；)型!；=卫∑ⅡN q(EJ协(t)一q觑(t))。；p【壹(笔}+Inwj(t))】，(5．8．20。)
一 f．土119<f J=1一

白=b(t)。十901， 幻，t(￡)=一碍(t)， 屿，￡(￡)=掣碍(t)哟(t)． (5-820b)

比较(5．8．20)式与(5．8．9)式，可见它们在构成非等谱KdV方程的N孤子解时是一

致的．
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第六章 KP方程Baicklund变换的新孤子解

在第二章中我们利用Hirota方法和Wronskian技巧分别得到一些孤子方程的新

解，本章中我们以KP方程为例，利用双线性Backlund变换方法也可得到新解．

6．1 KP方程的B苴cklund变换及其求解

下面我们简单回顾一下KP方程的Bgcklund变换及其求解的过程． KP方程

ut=u。。。+6uu2十30—1“Ⅳ9． (6．1．1)

的谱问题与时间发展式分别为

九=如z+u≯． (6．1．2a)

钆=九。。+3u咖。+3(0 1uⅣ)圣+3(6zp， (61．2b)

或写成

妒t=4西￡zz+6u妒。+3(“。+O-lu口)≯． (6．1．2c)

若设

“=2(1n，)。咖=了g． (6．1．3)
J

则线性问题(6．1．2)可化为

g#，一9厶=9=zf一29。厶+9厶。， (6。l，4a)

gd—g|t=gzzz|一39tz|z+39t|zt—g|ttz+3(gz。}一gz}H～g。|z+g|z小．峭．1．4硝

从而就得到KP方程(6．1．1)的双线性导数形式的Backlund变换，其为

DⅣg·，=elg·，， (61．5a)

Dt9·，=(_D：+3D。D，b·，， (61．5b)

我们从双线性导数形式的Backlund变换(6．1．5)给出KP方程(6．1．1)的线孤子

解．取，=1，它对应于此方程的零解，这时(6．1．5)成为

g#=9㈨ (6．1 6a)
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gt 2 g∞：z+39xⅣ2 49zzz，

其是通常的线性偏微分方程．设解为

91=efl+e--m，

fl=叫lt+kl。+plY+∈f们，Pl=七}，ul=4k}

叩l=口1t+ll。+s1Y+卵(0’，s1=一{i，盯l=41}

f6．1．6b)

由此可得方程(6．1．1)的线单孤子解．若取，=en十6--m．由(6．1．5)可以得出

式中

尊2=olefl+如+Or2e一玳一啦+n3e{1一目2+Q4ef2—11

∈2=u2t+k2茁+p2Ⅳ+毋)，叩2=砚t+22。+s2Y+叼罗’

ol=kl—k2，02=11—12，a3=一(z2+k1)，n4=一(11+女2)

P2=硅，s2=一ll，u2=4女；，0"2=412

表达式(6．1．8)对应于KP方程的线双孤子解．同样若取

(6．1．7)

(6．1。8a)

(6．1．8b)

(6．1．8c)

(6．1．8d)

．，2=(七l—k2)e∈l+{2+(f1—12)e一叶1一啦一(z2+k1)efl一即2一(11+k2)e如一机． (6．1．9)

则从B／icklund变换(6．1．5)可定出

93=芦lefl+如+f3十芦2(?--rll--目2一私+风e一叶1+f2+如+&e6一”2一舶

+尾efl—r12+(3+风e一1I十f2一仍+卢7efl+f2一目3+Zse一卵1一目2+如． (6．1．10a)

卢l=(女1一％2)(☆l一‰)(≈2一女3)，愚=(fl一22)(f1一f3)(f2—13)

卢3=(11+惫2)(fl+南3)(南2一南3)，风=(f2+七1)(惫l十f3)(f2一13)

尾=(f2+☆1)@L一女3)(f2+ka)，风=(1l+乜)({l—f3)(^2+f3)

岛=(女1一女2)(自1+f3)(女2+f3)，岛=(f1一f2)(fl+≈3)(f2+‰)．

f3=w3t+七3。+p3Y+酲叭，P3=碍，023=4七；，

q3=a3t+z3z+s3y+≈箩’，s3=一!；，口3=4f；．

由此可算得KP方程的线三孤子解．

(6．1．10b)

(6．1．10c)
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一般地在求出对应于KP方程的线N一1孤子解9N一1后，取g^f一-为，，则从

Backlund变换(6．1．5)确定对应线Ⅳ孤子解gN

Ⅳ

1)0一‰岛一(ei-1)h]exp{∑[勺白+(勺一1)啦])(6．1，11)
j=l

类似于(4．4．6—8)，我们可以发现上式变为

Ⅳ

啦)1 exp[∑勺(￡+呓)十∑E{勺毛。】， (6．1．12a)
J=l l<j<i

其中

白=哟t+kjx+pjy+彰⋯，Pj=碍，畸=4砖， (6．1 12b)

啦=盯，￡十如z+sjg+嘭叭，勺=一f；，q=4f；， (6。1．12c)

e旬理(幻+ff)=e《，砂疆(。一fi)骢m一啪=e嘭，e知=鼍{劣％嵩，(6．1．12d3 )
，≠t j>j o 、。 ⋯J ”

则由Backlund变换得到的KP方程的Ⅳ孤子解与由Hirota方法得到的解(2．2 8)(a2=

1)是一致的．

6．2 修正Bilcklund变换及其求解

由KP方程的Backlund变换(6．1．5)难以得到新解，因此在本节中，我们把KP

方程的Biicklund变换作了修正，并由修正的Backlund变换得到一系列的解．

首先介绍一个公式，假设

{=kx+wt+PY+∈(叭，叩=hx+ot+qY+叩(01， (6．2．1a)

由双线性导数的定义，可得

D：e‘，·e町9=ef+1[(厶。+2南厶+，七2)9—2(厶十居，)(9。+hg)+，(9。。+2h9。+^2)1

=ef+”[(厶。一2f。9=+，9。。)十2k(f胡一Ig。)+2h(Ig。一Ag)+(南2—2kh+h2)fg]

=e{十”[D。+(k一^)】2，-g． (6．2．1b)

一般有

D2Jf·eng=毒+1[．D。+(≈一^)】”，．9， (6．2 2a)

类似地，对于t，Y部分

D?ef，·e19=e‘十”[_D￡+∞一盯)】“，．g， (6．2，25)

勺+b勺一鞋

。Ⅱ舛∑乩
=Ⅳ9

Ⅳ匹『叵
pXe0

ⅣⅡ承
="



和
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D：e‘，·e勺=e‘+1【D口+(p—g)]‘，·9 (6．2．2c)

D?D：参，·扩孽=e‘+1In。+(盘一^)】m CDg+b—q)]。，·g． (6．2．2d)

在(6 1．5)中用e‘，替代，，e'Tg替代g，并利用公式(6．2．2)则有

巩+(q-p)]g·，=[D。+(h一＆)】29·，， (6．2．3a)

Dt+(盯一u)]9·f=【D。+(九一七)]39·，+3【D。+(九一砖)】【DⅣ+(口一p)]9．，

令

则(6．2．3)变为

=(D：+3D。DⅣ)9·f+3(h—k)D：g·，+[3(h一女)2十3(q—p)]D。g．，

+3(^一k)DⅣg·f+[(^一☆)3+3(h一％)徊一P)]gf． (6 2．3b)

q—P=(h一^)2，口一u=4(h一女)3，(h—k)=K (6．2．4)

DⅡg·f一哦g-f一2KD。g·f=0

Dfg·，一D：9·，一3DxDpg·，一6KD：g．，一12K2D。g．f=0

上式即为KP方程的修正Bicklund变换．

设f，g分别可以按e展成级数

f=1+，f1)E+，(2)E2+，(3)E3+

g=1+9(1)E+9(2)e2十9(3)E3+

把展开式代入(6．2．5)，并比较E的同次幂系数，则有

(6．2．5a)

(6．2．5b)

(6．2，6a)

(6．2．6b)

9}1)一，』1’一建p一，』?一2K(g(1)一《1’)=0， (6．2．7a)

g；2’一，52)一9终一矗警一2K(g{x2)一砖2’)

=一D妇(1)．，(1’+D：g(1’，(1’+2KDz9(1)．，(11， (6．2．7b)

9}3’一矗3’一趔一，』爹一2K(90)一，』3’)

=一D可0‘1)·，(2’+9(2)·，(1’)十D：(9(1)．，(2’+9(2)·，(1’)+2JrD。(夕(1)。，(2’+9(2)．，(1’)，(6．2．7c)

gf”一矗”一正巍+以翌一3捌一3以；’一6盯(9必+，』≯)一12K2(毋)一，』1’)：0，(6．2．8a)

gl扪一矗扪一9堡L+《翌一39男一3瑶’一6K(g(z挈+，抬)一12K2(毋)一砖2’)
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：一D￡9(1)．，(1’+D：F(1)，，(1’+3D。D拈(1)．，(11+6KD；g(1)·，(1)+12K2D。∥1)·f‘”．(6 2．Sb)

9』”一秀31一醴翌+《翌一3。n。(3，)一3丸；’一6K(g#十，』挈)一12K2(拶’一更3’)

一D￡如(1)．，(2’+9(2’ ，(1’)+D；(9(1’ ，(2)+g(2)，，(11)4-3D。D口(g(1)·，(2)+9(扪，(1’)

+6jrD：(9(1)．，(2’+9(2)．，(1’)+12K2D。(9(1)．，(2’+9(2)．，(1’)， (6．2 so)

按照双线性Bgckiund变换求解的一般步骤，首先取，=1，即，(j)=0．J=l，2，⋯．

其对应于KP方程的零解，由(6，2．7—8)就可以得到关于9(j)的方程．令K=n手．
算得

g(1)=e“，矗=kl(z+wlt十p1掣)+f{叭， (6 2．9a)

∽=％；+酾，∥=0，j=2，3

其对应KP方程的单孤子解．

如果取

，(1)=en，扣)=o，J=2，3

K=P—2--广k2，
那么由(6．2．7-8)可得到双孤子解，其中

(6．2 9b，c)

(6．2．10&)

(6 2．10b)

g(1’=ble‘1+b2e如，9(2)=63efl+如，自=kt(x+wlt+A可)+ff01，l=1，2， (6 2 lla)

90)=0，J=3，4，⋯， (6．2．1ib)

e，=一；i圭{端，如=；i兰{端，b=一；i三素(6．2．11c，
即

g=1+bte{1+b2ef2+b3eft+如． f6．2 lldl

若取

产)=6le‘1+62e缸，，(2)=63ef，+如，fU)=0，J=3，4，

Ⅸ=学，
我们可算出三孤子解，其中

(6-2．12a)

(6 2．12b1

孽(1)=clefl十c2ef2+cae{a，9(2)=。4efI+∈2十c5e“+如+c6ef2+如， (6 2．13a1

g降)=c7en《2怕，g。L 0，f-4，u'5 ·， 白=k2(z+wet+p；y)+《们，J=1，2，3，
(6．2 13b)
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!!!±!!±竺!二旦12垡!±!!±翌!二!!!
(≈l—k2一pl十p2)(kl一自3一pl+P3)

． (h+乜一pl+p2)(k2+k3+P2一pa)
“
(h一女2一Pl十p2)(k2一^3一P2+P3)’

，。：f!!±生=里!±竺12f生±鱼二翌!±翌1 2”
(≈2一k3一P2+p3)(kl—ka—pl+Pa)’r．一(ki-k2+pl-p2)(kt+ka+pl-p3)(k2+k3+p2-pa)1

(kl—k2一pl+p2)(☆1一b—Pl+p3)(k2一女3一P2+P3)

一(七l+南2+pl—p2)(七1一k3+pl—p3)(k2+k3一p2+P3)1
(☆l—k2一pl+p2)(k2一‰一p2+p3)(h—ka—Pl+pa)’

C6=
(七l+南2一pl+p2)(七2一詹3+p2一p3)(kl+ka—Pl+Pa)
(七l一南2一p1+p2)(后l—ka—pl+pa)(k2一k3一P2+P3)

(kl-k2+pl-p2)(kt-ka+Pl-pa)(k2-k3+P2-P3)
(≈l—k2一Pt+p2)@l—b—Pl+pa)(k2一b—P2+P3)

(6．2．14a)

(6．2，14b)

(6．2．14c)

(6．2．14d)

(6．2．14e)

f6 2，14f1

(6．2．1起)

g=cle‘1十C2ef2+c3e矗+c4e{1十f2+C5e{1+f3+。6e如+如+c7efl十{2十如， f6．2．14k)

类似地，如果取

，(1)=。lefl+C2ef2+c3e如， ，(2)=c4e{1十f2+c5e{1+如+c6ef2+f3 (6．2．15a)

(6．2．15b)

(6．2 15c)

同样由(6．2．7—8)可算出四孤子解．

一般地在求出对应于KP方程的Ⅳ一1孤子解g后，取g为，，K=纽学盘，则
从(6．2．7—8)可确定出对应Ⅳ孤子解g的表达式

N N N

g=∑exp{∑脚峙+∑(1～肌)马j]+∑心肌(啄+衍))， (6．2．16a)
p=0，1 j=l 1=1，f≠J 19<l

e勘2再kl+可kj-ipl而+pj，e％=乒kj-Ikt+ipj而-pt，(6．2．16bPj kl Pz
)

概～＆3一pl+
j

kj～ 一pj+?
。

其中对卢的求和应取过脚=0，l 0=l，2，．．，Ⅳ)的所有一切可能的组合．我们对

(6．2 16)作进一步的整理，则有

h N N W

9=萋，exp{∑坳b+∑岛l】+∑(一p删)马￡+妻脚埘(啄+{”))
p20，1 ，2l 1=1，f≠J f-l，z匀t<j<a

^， N N

=∑exp{∑脚昀+∑岛j]+∑(
p=0，1 j=l l=l，l≠J j<l

_v

心肌)马f+∑心肛f(吗f+iⅡ))
19j<l

耋。
缸，

|I

针

Ⅳ

占钾

。∑纠
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N N

=∑exp{∑弘，嗡+∑Bjl]
“=O，l 04=1 1=1，f≠J

-Ⅳ

P,jP．I)Bjl+∑(
J<f

=∑exp{∑出嗡+∑Bj{]+∑#j#t(Cjt—Bit—B姆+讶))，
“=0，1 J=1 拄l，f≠J 19<f

其中

，q：一口j，一且H“。：!堕二蔓!：二l塑二盟兰：，山。

(乜+kj)2一(Pl一功)2。

(6．2，17a)

(6．2．17b)

令白+∑岛f．￡，则N孤子解的表达式与(2．2．8)(a2=1)一致．

上面所得的解是通过取K=址2生一次时导出的，下面我们看如果取K=丝手
两次会得到什么样的结果．

取，=1，K=趾粤，我们可得到单孤子解，其中g的表达式为(6．2．9)．接着如

果继续取K=EL手，并设

，(1)=e巳，产)=0，j=2，3，⋯： (6．2，18a)

g(1)=the(1， r11=airz+a12t+a13y+叩i叭， (6．2．18b)

由(6．2．7—8)可算出

9(2)：半e2乱，9(J)：o，J：3，4，⋯， (62，18e)
圮1

ul=k}+3p}，at2=314k}pl+all(七l+p1)2】，a13=allkl+2k}+allPl， (6 2．18d)

由此得

g=1+m毋十学∥1， (62．19)

其对应KP方程的新单孤子解．若取011=一2k1，则用修正Bgcklund变换得到的新

单孤子解与当卢l=一2k}由KP方程(2．2．1)(。2=1)得到的新单孤子解(2．2。13)是一

致的．

如果取，的表达式为(6．2．ag)，即

产)：ef-‰，(2)：半e2h，产)：o，o：3，4⋯)， (6-220a)

并设

9(1)=(dlql+d2)efl十daef2， (6．2．20b)

K=里学． (6．220c)

由(6．2．7．8)不难算出

a，=一；i兰糍，d2=一兰鬯生i；j宅÷2i三=-!铲，(6．2．21aR2 Pl Pl P2
)

俺l一 一 十p2 l七l一娩一 + )‘
。 ’

Ⅳ+Qp肛
Ⅳ∑舛
+8pp

Ⅳ∑州
+
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妒器篇 (6．2．21b)

9(2)=(d4叩l十d5)e自+‘2+d6e2n， 9(3)=d7e2f1+缸， g(J)=0， J=4，5，⋯， (6．2．21c)

d一!!!二!!±竺!=翌12f!!±!!二翌!±翌12 d：一一![!!；±!!!!!!±!!二翌!±望1 2』血—一———两=i五再i厂一’如2一—’iii百i订厂一’
(6．2．22a)扣％等等等，嘶=％等等籍，(6．2．22b，

如果再取K=纽≠丑，并且取

，(1)=(dl叩1+d2)e{1+d3e缸， ，(2)=(d4叩l+d6)efl+f2+d6e2‘1

，(3)=d7e2f·十缸，户)=o，J=4，5

g‘1’=(d8叩l+幽)e‘1+(dlo叼2+d11)e缸，w=njlx+aj2t+aj3y十嘭o’
把上式代入(6．2．7-8)可计算出

(6．2．23a)

(6．2．23b)

屿=碍+嘲，q2=3【4砖巧+ql(b+巧)2】，嘶3=ajlkj+2ky+ajl功，J=1，2，(6．2．24a)

如=等等等蒜，a。

扎=等等等群，“=
和

dr3

d14

4(kt+k2+Pl-P2)[2k12+an(k1-k2-Pl+P2)]
@1一≈2一p1+p2)3

’

(6．2．24b)
!I生!±生!二卫l+p2)[一2碹+a21(kl—k2一P1+p2)]

(h一％2一pl+p2)3
’

f6．2．24c)

9(2)=(d12叩1叼2+d13叩2十d14叼1+d15)efl+f2+d16e2f1+dlTe2f2

d12

9(3)=(d18r92+dlg)e2fl+。+(d20叩l+d21)efl+2如

9(4)=d22e2f1+越2，一=0，k 5，6

(kx——-————k——2———+————P———l———-————p——2——)——(—k—，．1．．．+．—．．k—．2—．．+．．．．P．—．1———-————p——2——)．—(．k．．．1．．．+————k—．2．，．-—．．．P．．．1．——+————P——2—)
(≈l—k2一Pl十p2)3

(6．2．25a)

(6．2．25b)

(6．2．25c)

(6．2．26a1

(6．2．26c)

d15=4{一4七}f2砖+血21(居2一P1+p2)]十all[一4k；(k1+p1一p2)

+口2l雎}+^；一2k2(p1一p2)一3∞1一p2)2—2k1(☆2

d，e=—(a21i+丙k2)了(kti+丽k2-了pa矿+p2)4，d17=
pl+p2)]]】)／∞1-k2一Pl+p2)4，(6．2．26d)

—(—a——．1，1．——+———．k．。1．．)．—(—k———l——+————．k．．2。．．+————P—。1．。—-————p———2—)—4
kl(kl一也一Pt+p2)4

(6．2．26e)
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d18
(n11十k1)[七}一k；+2k1(p1一p2)+(pl—p2)2]2

七1(南1一七2一p1+p2)4
(6．2．27a)

d19=一鱼型止生堂京兰岛絮芦刨坠型，
(6．2．27b)

。 (。2l+如)陋}一(A2一Pl+p2)2]2d20-—、不#面了i再广’d21一堑型盥避暑掣攀嚣监幽妃=虹笔等等安铲．
我们称

擘=I+(d8吼十dg)e∈1+(dlo即2+d11)e∈2十(d12矸1≈2+￡}13町2+d14印1+d15)喾1+∈2

(6．2．27c)

(6．2．27d)

(6．2．28)

+d16e2f1+dlze2f2+(d18叼2+dz9)e2f1十f2+(d20r／1+d21)eel十2f2+d22e2fl+2如， (6．2．29)

所对应的解为KP方程的新双孤子解．

一般，如果取／为新的N一1孤子解，那么当第一次取K=丛亏虹时可以得到

。=赋xp[州”。Np-I州)既善111(警)掣[aj州(Oa引+2kjOpl 1

∥水一g={∑exp[帅(和+2∑B．v加){∑ (竿) ‘

-，+％)+ ，∥21，
pⅣ20，1 f=l p=0，，2 J=

、 o 7

Ⅳ一1

exp[∑蜥(白+2
i=l l

若取，为上式，并再取K=醯亏墨芷，则有

萨。磊，。重(警)一1 h，c％吲懒∥砷力
p，(”)

N N

exp[Z如(6+2∑彰f)+
J=l f_l』≠j

B3|，BⅢ2B|N：

f6．2．30)

Bjl—BfJ+i”)]l《尸马f， (6·2·31)

其中e乓z=溯．取n，-=一2也，并在(6．23。)中令
在(6．2．31)中令

．Ⅳ一1

白+2∑巧￡+巧Ⅳ， (6 2．32a’
1=1，l≠，

6=白+2∑彰
j_1，{≠，

f6 2．32b1

弓
_k+B一岛一qp蜥

Ⅳ∑舛
+Ⅳ嘭+彰¨∑蟛

a。
。∑弥

ⅣB

¨∑㈤
2+Ⅳf||一“
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则(6．2．30)化成

9：【∑。xp(卢Ⅳ知)]∑钉(叫唑P(一2kJOkj)们刊exp[窆脚6+壹俐。AJ小
ttN=0，I p=0，1，2 j=l j=l 15j<l

(6．2．33)

(6．2．31)可写成

9：∑fi(一1)!。!!≥型(一2kjok，)脚(z一蜥)。。p[妻pJ6十妻‘。mA』f](6．2．34)
is=0，1，2j=l j=l l<j<l

可以看出(6．2．33)恰与第二章中对于KP方程(2．2，1)(a2=1)若取

N—l

f‘11=∑研e矗十e缸，白=kj(ujt+。十功掣)+《叭，协=qt+岛嚣+∞掣+面∞．(6．2 35)
j=l

所得的N孤子解的表达式是一致豹．而(6．2 34)与(2，2，l 7)(岛=一2kj)是一致的，

当然K=眈笋也可以取三，四次等等．最后我们再举一个例子，看第三次取
K=出芋i会出现什么结果，即，若

，(I)==∞le{1，f(2)==!!!—i生e2ft，，(j)==o，j==3，4，．．．， (6．2．36a)

K=学． (62，36b)

由(6．2．7-8)能算出

g(1)=[；q}+旦iL!铲，tl+6kz(。；。+2。。-女，+2女；)qeft，(6．2．37a)
9(2】-【学舡警”6(all+kt)(口毛+2ailki+2k臻
一生址堡峰掌型生盟]e2fl2肼 。。 (6．2．37b1

扩)-≮笋拶l，(6．2．37c)
9(。)=0，1=4，5，⋯． (6．2 37d)

其所得到的解恰好对应KP方程(2．2．1)利用Hirota方法，并取，(1)=西-(n1。2+

a2y2+n3t2+a49：y+asxt+a6ty+azx+asy+09t+010)所得到的解．当然如果继续

取K=2。产，可算得一系列的结果．
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附录： 孤子方程的图形

(a)：t=l (b)：y=1

Fig．1：KP方程新单孤子解的图形南1=l，pl=1，一=1，卢l=1

(a) (b)

Fig．2：非线性自偶网格方程新单孤子解的图形kl=1，卢l=1

(a) (b)

Fig．3：toda链方程新单孤子解的图形七l=1，卢l=1
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(a)：t=1 (b)：y=1

Fig．4：非等谱KP方程单孤子解的图形c1=5，目io’=1

Fig．5：非等谱KP方程双孤子解相互作用的图形c】=5，c2=5．8，日；o’=1，目lo’=】

(a) (b)

Fig 6：非等谱KdV方程单孤子解的图形cI=20，ff0)=1
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(a) (b)

非等谱KdV方程双孤子解的图形c1=20，c2=26，‘P’=1，∈{o’=1
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