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摘 要

本文在复数域C上具体讨论了偶部维数为l的可解李超代数，以及奇部维数分

别为l、2的低维可解李超代数，确定出其中完备的李超代数的结构，并在某些情况

下给出了相应的可解李超代数是否完备的一般判断．

关键词：可解；李超代数；完备；导子
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ABSTRACT

In tllis paper'we mainly discuss 10w—dimensional solVable complete Lie superalgebras

oVer me complex field C．SolVable Lie superalgebras whose even part’s dimension is 1，or

odd p矾’s dimension is l or 2 are discussed respectively，a11d the smlcmres of mese com—

plete Lie superaJgebras are百Ven．In some ca跎s，general me山ods of detemliIling whetller

a solVable Lie superalgebra complete or not are giVen．

Key wOrds： SolVable；Lie superalgebra；CoInplete；DeriVations
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华东师范大学硕士论文 低维可解完备李超代数的确定

1 引言

李超代数起源于20世纪70年代．由于在物理学中有着重要的应用，并且

与李代数等数学分支也有着密切的联系，因此近年来人们对李超代数的研究

十分活跃，并且取得了很多的成果．其中，在李超代数的分类问题上，1977年

V G．Kac完成的特征零的代数闭域上的有限维单李超代数的分类是具有重大

意义的成果(参见【4】)．

中心为零且所有导子都是内导子的李代数称为完备李代数．在孟道骥、

朱林生、姜翠波等人的努力下，完备李代数的研究在80年代后期取得了丰硕

的成果(参见【15】．【19】)．相仿于李代数，最近几年在完备李代数的基础上人们

开始了完备李超代数的研究．并且得到了例如有限维完备李超代数的分解唯

一性定理、李超代数完备性的判断定理以及利用半单代数与Heisenberg超代

数构造一类完备李超代数等一些很好的结论(参见[13]，[8】)．

随着对低维李代数分类问题的关注，1997年朱林生、孟道骥在文【5】中对

低维的完备李代数进行了分类，K．Bauwens在文【3】中讨论了奇部维数为2的

可解李超代数的分类，2005年W．A．de Graaf在文【6】中给出了任意域上维数

不超过4的可解李代数的分类．本文主要讨论的是可解完备李超代数，通过对

可解李超代数的偶部、奇部维数的分类考虑，具体讨论了偶部维数是1、奇

部维数是1和2的三类可解李超代数，得到了在一些前提下，可解完备李超代

数是否存在的判断结果，并且给出了一些低维的可解完备李超代数的结构．

本文中出现的域F是特征为零的代数闭域，域C是复数域．



华东师范大学硕士论文 低维可解完备李超代数的确定

2预备知识

本节内容是对与李超代数相关的一些基本概念和基本结果的回顾，所有

这些定义和结论都是标准的(参见[2】，[10]，[7】)．

定义2．1．一个超代数是域F上的一个殇阶化代数L=岛。研，即，如果A∈厶，

B∈岛，口，卢∈殇，则有[A，明∈厶叩．称超代数L是一个李超代数，若对任意的

A∈k，B∈％，C∈b，a，卢，y∈殇，其乘法运算【，】满足：

[A，B】=一(一1)筇[B，A】，

(一1)弦[A，[B，c】】+(一1)筇【B，【C，A】】+(一1∥【c，[A，B】】=O．

并称岛是L的偶部，研是L的奇部．

显然，若L是一个李超代数，则L_是一个李代数，L-在伴随作用下可看作

是一个岛-模．

在李超代数L=岛。断中，任给工1，娩∈岛，yl，_)，2，)，3∈矸，按照李超代数的
定义，我们把以下三个条件：

陟l，【xl，恐]]+[x1，[．砭，)，1】】+【娩，【)，l，工l】】=O，

h1，[)，l，)，2】】+眇l，眇2，工l】】一【)，2，[x1，)，1】】=O，

[)，l，【)，2，y3】】+晚，[)，3，_)，1]】+[)，3，[)，l，)，2】】=O．

分别记为(O，O，1)，(O，1，1)，(1，l，1)．

L的一个y次导子D是指D∈(EndL)y={g∈EndL I g(厶)c厶+)，，Va∈

Z2l，并且满足：

D[A，刎=[D似)，例+(一1)归[A，D(B)]， vA∈厶，B∈L．

记(De儿)y为L的y次导子的集合，DerL为L的导子李超代数．则有

DerL=(DerLb o(De儿片．

称形如adA，A∈￡的导子为L的内导子，可知adL=(adL)石o(a皿)T．

定义2．2．若对李超代数L的导代数序列(或降中心序列)，存在一整数足，使得

0‘)=O(或口=O)，则称L为可解的(或幂零的)．
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华东师范大学硕士论文 低维可解完备李超代数的确定

定理2．1．【2】设L=岛。断为域F上的有限维李超代数，则L是可解的当且

仅当岛是可解的．

定义2．3．若李超代数L=岛。研的中心为零，即c(L)=O，且L的所有导子都
是内导子，即De儿=ad厶则称L为完备李超代数．

定理2．2．[7】若李超代数L=甄。眨，其中蜀，恐是L的阶化理想，则L完备

当且仅当局和膨都完备．

以下内容均是在复数域C上的讨论，并且李超代数L均是有限维的．

3



华东师范大学硕士论文 低维可解完备李超代数的确定

3偶部维数为1的可解李超代数

在本节中我们考虑偶部维数等于1的李超代数L．首先根据文【12】，有下
面的引理．

引理3．1．设L是域c上的李超代数，dim白=1，dim白=，l∽>0)．若

【奸，纠≠O，则有【白，矧=0．

设x，)，⋯⋯％，为L的基，其中z∈岛，)，l’．⋯蜘∈白，由引理3．1可知，当

[奸，研】≠O时，x∈C(L)，因此J乙不是完备李超代数．

定理3．2．若￡=岛o h是李超代数，满足dim岛=1，dim研=，z∽>O)，则当
，l>l时，L不是完备李超代数．

证明：根据引理3．1，只需考虑[断，断】=0的情形．设x是k的基．

当[b．纠=O时，有工∈C(L)，因此L不是完备李超代数．

当【珞，断]≠O时，可验证此时L满足李超代数成立的条件．础作用在k
上相当于断上的一个线性变换．在复数域上，对每个变换矩阵都有与之相似

的若尔当典范形，因此通过调整白的基，不妨设ad*工的变换矩阵是一个若尔

当矩阵．，，并设此时断的基是y⋯⋯％．

(1)若，= 为对角矩阵，此时有[x，yf】=^批，b 1，2⋯．，，z．这

里假设Af≠O，i=l，2⋯．，，l，否则有C(L)≠0．

设Dl∈(EndJ乙坛，且Dlx=O，Dl弘=蚬，f=l，2，⋯，咒．由

D1[工，M]=以f)，f=[Dlx，)，J+[工，DlM】

得Dl∈(De儿坛．

同理可得若D2∈(EndL坛，其中伤工=O，D拼=弘，f=1，2⋯．，厅，则有

D2∈(DerLb．

当^l=^2=⋯=厶时，我们考虑D1，可得Dl芒(adL)石．不然，设Dl=

础础，则需要满足m=击=砉=⋯=老，矛盾!
若存在f，_『∈{1⋯．，n)，使得Af≠／l，，则考虑D2，可得D2《(adL)石．不然，将

有士=士，矛盾1

4



华东师范大学硕士论文 低维可解完备李超代数的确定

因此，当，是对角矩阵时，由(De也沽≠(adL沽知，L不是完备李超代数．

(2)若．，=

A 1

A’．

’．1

A

，即．，是一个若尔当块矩阵．这里假设／t≠O，否则

)，1∈C(L)．

当扎>2或A≠1时，设D∈(EndLb，且满足

Dx=O．

研l=yI，

功2=yl+沈，

￡砜=)，l+y2+⋯+％．

由

D[工，)，l】=砂l=[口味，yl】+【五Dyl】，

D[x，)，f]=D晚一1+AD岁f=yl+)，2+⋯+¨l+五07l+⋯+)o)

=砂l+(yl+乃眨)+⋯+(y卜l+毋f)=[D工，M】+【x，Dyf】， f=2，⋯，，2．

可知D∈(De儿沽，且易验证得D仨(ad￡b．

而当n=2且A=1时，设D∈(EndL坛，且满足

趴=O，观=弘，f=1，2．

可知D∈(Der￡皓，但D隹(adL坛．因此当J是一个若尔当矩阵时，L不是完备
李超代数．

(3)若．，= ，其中五是厂f阶若尔当块，s>l，满足rl+您+⋯+

以=，z，且存在工l≤-，≤s，使0>1．

构造L的线性变换D，使D限制在每个若尔当块所对应的基的片断上，都

有如(2)中所构造的导子的作用．那么，可知D∈(De儿培，且D譬(ad‰．因此L
不完备． 口

5



华东师范大学硕士论文 低维可解完备李超代数的确定

事实上，还可以考察￡的奇次导子D，且设

D工=口1yl+⋯+口nyn，

D吼=6fx，f=l，⋯，咒．

则相应于定理3．2中的三种情况：首先，当．，为对角矩阵时，由D【工，yf】=／lf研f，

得纨=o，f-1⋯．，，1．从而D=一ad(暑)，l+⋯+老％)∈ad奸．
其次，当I，为一个若尔当块矩阵时，由D[z，)，1]=A毋l，得6l=O．由

D【工，)，f】=D()，f-l+锄)，得易f—l+允易f=O，所以玩=O，f=2⋯．，厅．故D=
ad(m1)，l+⋯+m。％)，其中朋1⋯．，％满足

，竹lA+，竹2 2一口1，

，，zn一1A+，”n=一日n一1，

，托nA=一口n．

最后，当．，含有多个若尔当块时，可对各个若尔当块分别计算，同样可得

岛=O，f_1⋯．，，z．且D=ad(mlyl+⋯+m。％)，其中m1⋯．，所。满足

ml五1+m2 2一口1，

，，z，1Al=一日rl，

，，k—b+1As+，咒n—h+2 2一日行一b+l，

，，znAj=一口n．

因此我们可以得到，Der研=ad研都是成立的．

根据定理3．2，可得结论：若L是偶部维数为1的完备李超代数，则L的奇

部维数必为1，且L有结构L：[x，y】=)，，其中五)，分别是白，研的基．

6

一一



4奇部为零的可解李超代数

设L=b。幻是一个n维李超代数，其中研=O．事实上，此时的李超代
数L是一个，z维的李代数．根据文【5】，可得到下面的定理．

定理4．1．维数不超过6的可解完备李代数的分类如下：

G!：【x1，娩】-确；
Gj：G!o G；；
G；：hl，jc2】=恐，【确，柏】=确，[施，均】=均，[玛，恐】=砣，[玛，均】=恐；
G：：Gj o G；o Gj；

G；：防l，娩】=恐，[x1，物】=施，[恐，拍】=z1，k，物】=秘，[玛，施】=2心，
【‰，恐】=规，【粕，勋】=物，[％，拗】=拍；

Gi：kl，jc2]=奶，瞳l，而】=缸，bl，拗】=玛，[娩，妁】=玛，[％，工1]=xl，
【‰，恐】=2恐，f％，妁】=3而，[粕，心】=4确，[％，玛】=5坞．

其中G；表示维数为i的第_『类李代数，确⋯．，而是G?的一组基．

当然，定理4．1中的六类李代数也是维数不超过6且奇部为零的可解完备
李超代数的分类．

7



华东师范大学硕士论文 低维可解完备李超代数的确定

5奇部维数为l的可解李超代数

本节要考虑的是奇部维数等于l的可解李超代数厶我们将分以下四种情

形来讨论：(1)白是交换李代数；(2)岛是完备李代数，[研，纠≠0；(3)白不是
完备李代数，【白，岛】≠0，[研，研】≠O；(4)[岛，白】≠O，[研，矧=O．

岛是交换李代数

命题5．1．设李超代数L=岛。矸，满足岛是交换李代数，且研是完全可约

白一模．若dim白=咒，则L是完备的李超代数当且仅当dim研=甩，【研，奸]=O

且dim{adL丁xI x∈岛}=咒．

证明：设工1，．⋯而是k的一组基，且dim矸=m．因为断是完全可约k．模，

k是交换李代数，而任何有限维不可约k．模都是1维的，于是断是1维的

k．模的直和．因此存在b的基)，l，．⋯ym及五1'．⋯五肌∈垛，使[x，)，f】=^f(工)yf，

h∈b．

若存在)，f，"∈研，使[)，f，"】≠O，则由眦，"]∈岛，得[[)，f，”]，岛】_O．

V强∈研，由【队，"】，掀】+[魄，)，小)，J]+[D。，yt]，M】-O，得

以(眦，"】挑+乃(Dk，M】协+／lf([)，J，溉)】yf=0．

由于yf，)7J，强是断的基元素，不论指标f，JI七是否相同，都可以得到[眇f，"】，弧】=

0，七=1⋯．，m，即[)，f。『】∈C(L)．

因此C(L)=O成立需满足[矸，断】=O．故在下面的讨论中，假设[研，L-】=
O是成立的．

VD∈(DerL峙，设DyJ=∑口业姒．由D[而，”】=[D而，”]+[鼍，py月得
七=l

，n

'—1

五J(柳)D”2 A，(D置沙J+乞以业^(置)弧·
七=1

根据y，的系数可得

l Af(D而)=o，

1日豇QJ(置)一以(而))=o，．『≠七．

若砒≠O，则由砒∈岛，知[D墨，b】=0．而V-『=1，2⋯．，，l，A』(D而)=O，
表明[D而，研】=O．从而D西∈C(L)，即此时C(L)≠O．

8



华东师范大学硕士论文 低维可解完备李超代数的确定

若对某_『≠良，有／tJ@)一也∞)=O，f=1，2⋯．，疗，则【岛，)，厂-弧】=O，从而

乃一姒∈C(L)，此时也有C(L)≠O．

因此，若C(L)=O，则有D而=O，f-l⋯．，，l；且_『≠七时，鲰=O，进而可得

现j=nj拶j，j=1⋯．，m．

若L完备，则_D∈(adL沽．设D=ad(口l工1+⋯+％％)，则由锄=口∥J得

而此方程组有唯一的解(口l，．⋯％)当且仅当

fAl(工1)⋯五l(翰)1 f五1(x1)⋯Al(而)口11 1

删nkI i ； ；l：rankl i ； ； ；|-n．

LAm(x1)⋯Am(j％)， LAm(x1)⋯五，，，(．砀)口删J

此时，一方面，若设七1ad奸规+⋯+kadk％=0，其中岛∈C，汪1⋯．，，2，则
由【岛xl+⋯+‰翰，研】=O及幻xl+⋯+‰而∈k，得足l工l+⋯+岛％∈C(L)，由

己完备得岛=⋯=‰=0；另一方面，对任意的石∈珠存在，l'．⋯厶∈e，满足
x=Zlzl+⋯+厶而，故adL．x=，1ad奸x1+⋯+厶adL-而．【因此，dim{ad钾工Iz∈上面}=，z．

若令(口ll'⋯，口栅)分别为聊阶单位矩阵的各列，则根据

㈤⋯．眨H：]'．．．，(；】
都是(二至：】，⋯，(二薹：]，(三]，⋯，(1的极大线性无关组，可得m=以．
反之，若dim断=，z，[钾，研】-O且dim{ad￡-xI x∈岛}=咒，由于岛在研上

在b中存在对偶基一⋯．，《，使得／tj(《)=如，f，_『=1⋯．，，1．因此L的结构

根据命题5．1可得结论：当L是满足b是交换李代数且dim L-=l的可

解李超代数时，若dim岛>l，则L一定不是完备李超代数．

9
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华东师范大学硕士论文 低维可解完备李超代数的确定

5．2岛是完备李代数，【矸，矧≠O

我们先来回顾一个与可解完备李代数有关的结论．

引理5．2．【10】若g是一个可解的完备李代数，则g有分解

g=bo n，

其中b是g的一个极大环面子代数，n是g的极大幂零理想(即幂零根基)．

命题5．3．设￡=岛。研是一个李超代数，且dim矸=l，【琦，矧≠0．若岛
是可解完备李代数，且有分解b=b o n．对于任意的z∈b，y∈矸，若设

[x，y】=^(x沙，则当^≠a@∈b’是n关于b的根子空间的任一个根)时，￡是完

备李超代数．

证明：首先，考虑L的中心：若x+匆∈C(L)，其中z∈岛，)，∈断，则由

B+毋，)，】_O，得[工，叫=O且七=O，故x∈C(b)，从而工=0，于是C(L)=O．

其次，考虑导子：VD∈(De儿坛，Dl％∈DerL_=ad岛，可设DI％=adx，对某

个x∈岛．由D【)，，纠=2[)，，功】得

[工，陟，y】】=2五(x)【)，，y】，即[D)，一A(工沙，叫=O．

因此￡)，=五(x沙，于是D=adx∈adL．

由【^，[工，y】】=[【^，列，)，】+[x，【^，y】】，Vx∈n口，忍∈b，得(y(愚)／l(曲=0．

而V口∈b‘，存在|ll∈b，使得口(^)≠0．因此^(劝=O．即[x，)，】=O，搬∈％．

VD∈(DerL片，设Dx=∥(x))，，x∈岛；研=∑口口％．
口∈n’

Vx∈1_【口，忍∈b，由D[^，工】=[D^，叫+昕，D工]得

口(^)∥(x)=∥(工)A(^)．

但是口≠A，因此∥(x)=O．即D工=O，V工∈n口．

№∈白，忍∈b，由研^，)，】=[D^，y】+眠珊】得

五(^)y口口而=p(^)【)，，)，】+y％口(厅)％．五(^)>]口口而=p(^)【)，，)，】+>]以口口(厅)j咯．
口∈b． 口∈b．

从而

I五(Jfz)口2^jQ^=p(忍)[)，，)，】+2五(^)以2^jc2口，(口=2A)
l (A(^)一(z(^))口口j％=o． (口≠2^)

10



华东师范大学硕士论文 低维可解完备李超代数的确定

因此∥(^)陟，y】=一五(矗)口以恐^，且a≠2／l时，％=0，所以功=口以娩1．

V胁，^，∈b，由D【|lzf，^J】=【D％，而』+【矗f，D^J】得

^(JlzJ)“(庇f)=p(矗J)五(^f)．

若[|}z，)，]=O，V^∈b，则O≠[)，，y】∈C(k)矛盾!因此存在办∈b，满足A(Jlz)≠O．

若∥(^)=O，则口2_=0，此时D=O；

若∥(，1)≠o，则令m=一糕，且由／{(，l址(亿)=p(厅M(庇f)知／l(鬼)≠o时，
∥(％)≠o．因此糕=矧．此时有D=a击砂∈ad钾．
所以，我们可得到De也=adL从而￡是完备的． 口

根据此命题，我们在定理4．1中的可解完备李代数的基础上，可以得到以

下的李超代数：

(1)切=G!，设[置，)I】=^(而沙，i=1，2；[)，，)，】=足lxl+乜恐≠o．
由(O，l，1)得

I七l=一2^(规)尼1，五(z1)也=o，

I如=2^(x1)七l，五(恐)如=o．

若如≠O，则五(x1)=0，从而如=2^(x1)足l=O，矛盾!故如=0．此时必有

七l≠o，进而／l(工1)=o，／l(恐)=一{．再以)，代替啬，则有李超代数
1

L：[工1，恐】=xl，[恐，)，】=一言)，，[)，，y]=x卜

(2)L．=Gj，设[而，)7】=^(而沙，f=l，2，3，4；[)，，)，】=七Ixl+如娩+如尬+k鞠≠
O．

由(O，0，1)得^01)=0，A(均)=O．

由(O，1，1)得

I如=o，七1+2A(恐)足l=o，／l(恐)乜=o，

l幻=o，七3+2A(缸)乜=o，A(拗)七l=o．

若忌l≠o，忌3≠o，则／l(勉)=一；，且／l(x2)=o，矛盾!但是由于足l，乜不能同

时为O，因此可以得到下面两种情形(显然，它们是同构的)：

岛≠o，足1=o，A(砣)=o，A(施)=一吾，或足l≠o，乜：o，^(恐)=一昙，A(拗)：o．
11



华东师范大学硕士论文 低维可解完备李超代数的确定

对于后者，以y代替去，则有李超代数

L：旺l，娩]=却，【物，施】=勋，[娩，)，】=一三y，[)，，y】=x1．

(3)白=G；，设[而，)，】=A(而)y，f=1，2，⋯，5；[)，，)，]=三岛鼍≠o．

由(O，0，1)得A(而)=O，f_l，2，3．

由(O，1，1)得

I 岛=o，江1，2，4，5，

I如一2A(巧)岛=o，歹=4，5．

由于乜≠o，所以五(拗)={，A(奶)=；．若以)，代替靠，则有李超代数

L：hl，jc2】=勋，[弘，xl】=xl，[拗，秘】=秘，[玛，娩】=娩，【玛，秘】=物，

‰y】_圭_)，，[玛，y】-三y，吣】=强
观察可发现，当岛是完备李代数G!，Gj，G；时，以上得到的李超代数都满
足命题5．3中的A≠口条件，因此它们都是完备的李超代数．

5．3 岛不是完备李代数，【白，岛】≠O，[研，断】≠0

首先根据文[6】，可得到如下的结论．

引理5．4．以下是所有维数不超过4的可解李代数的分类，其中g；表示维数为
f的第．『类李代数．

一：交换李代数，f_1，2，3，4；

g；：[xl，娩]=工l；

《：[恐，xl】=zl，[恐，娩】=耽；

反：阢3，工l】=娩，[物，规】=口x1+娩；

酲：[勋，工l】=娩，[奶，恐]=口工l；

酲：g：o g；；

或：【翰，xl】=x1，[弘，恐]=娩，[施，物】=而；

爵：【飘，石1】=确，【鞠，砣】=秘，[拗，物】=一以娩+0+1)扔0≠O)；

12



华东师范大学硕士论文 低维可解完备李超代数的确定

酲：

或：

斫：

重：

gi：

g：：

卵：

或1：

或2：

一3：

榉：

【瓤，娩】=而，[缸，恐]=秘；

[拗，恐】=均；

阮，工1]=恐，[嗣，砣】=均，[拗，均】=甜l+％+均；
【瓤，工1]=娩，[拍，恐]=奶，[确，奶】=以xl+易娩(口，6不同时为零)；

鸵o《；

[施，工1】=工1+口娩，[托，恐】=柏，[而，工l】=工1，[而，娩】=娩；

【知，工1]=娩，【拗，恐】=a工l，【物，工l】=工l，【恐，恐]=砘；

[拗，x1】=工1，【心，娩]=易娩，[确，恐】=(易一1)妁，[奶，x1]=娩，[而，娩】=口x1

0≠0，6≠1)．

【拗，工l】=工I，【拗，恐】=2恐，阮，柏】=向，[均，确】=砣；

【施，x1】=xl+以扔，[拗，娩】=恐，[拗，物】=工l，[物，确】=x2；

[缸，工l】=口而，【拗，妁】=zl，[奶，工l】=恐．

当dimb=2时，岛只有交换李代数和完备李代数两种情形，而本文在之
前的内容中均已讨论过．

当dim岛≥3时，我们分两种情形讨论如下．

(I)岛有余维数为l的交换理想n，设n的基为而，娩⋯．，％“并设而是n

在岛中补空间的基，且设矸的基为)，．根据白可解当且仅当[岛，岛】幂零可。

得，[如，划c【岛，白】c n，Vf-1，2⋯．，，l—1．

设阮，y】_^莎江1，2⋯．，玎，则

【而，[)，，月】=[[而，纠，纠+【)，，[墨，纠】=2Af队纠∈n．

若存在f∈{1，2⋯．，咒一1}，Af≠O，则可得[)，，)，】∈Tt，进而阮，[)，，叫】=O，故

眇，)，】=O，与前提【研，卅≠O矛盾!因此V江1⋯．，疗一l，都有k，y】=0．

不妨假设[而，纠=砂，【)，，)，】=足l劫+⋯+‰一l翰小则^≠O．否则有

0≠【)，，y】∈C(￡)．此时，L是李超代数当且仅当‰，[)，，y】】=2／{[)，，)，】成立．

考查D∈(De儿坛，且满足

D而=置， f=l，⋯，以一1，

D翰=O，

功=罢．
二

13



则当且仅当‰，鼍】=2，t墨，f-1⋯．，n—l成立时，D∈(adL沽．

此时，再考察D’∈(De儿坛，且满足

∥工l=也xl一七l娩，

D7％一l=‰一1而一2一‰一2％一l，

D7％=O，

D’v =0．

由于b，，)，】≠0，检验可知D7 g(ad￡沽．

综上，在(I)的情形下所得到的李超代数都不可能是完备的．特别地，当

岛=g；，g；，g；，gi，g；，霞，酲，霞，g：，反时，都不能构造出满足dim奸=l，且
【研，白】≠0的完备李超代数．

(II)对于其余的情形，我们来逐个讨论．

(i)白=酲：此时的岛是完备的李代数Gj．

(ii)白=霞：由(o，o，1)可得[置，叫=o，i=1，2．进而由

[jr2，[)，，y】】=[№，y】，纠+[)，，№，y】】=0，

可设[秘，)，]=毋，[施，)，]=彬，b，，y】=乜规+如娩≠O．

由(o，l，1)可得五=；，础l=犁也，七l+乜=劫七1．

从而有以下三种情形(注意到七l，乜不全为O)：

(1)口=0，∥=0，七l+也=O；

(2)口=0，p={，乜=o；

(3)口≠0，∥≠O，尼l≠O，如≠O．

yD∈(De儿沽，由Dxl=D[物，加】∈[岛，上柑，可设D工l=以l工l+口2娩．同理设
D娩=6lxl+易2恐．

根据D[物，娩】=[D妁，恐]+【玛，D娩】，可得[D柏，娩]=O，因此可设D恐=
ClXl+C2X2．

若设D拗=dl工l+如娩+以均+面施，且功=姆．则由导子的定义，需满足：

f口cl一如=o，以l七l+6I乜=2七Ji：：l， 口l一6l一易2=函，
{以+犁出=o，口2七l+62乜=2足乜，口2+如+出=乜6l， (木)

【cl+c2 2 dl， 以2一日6l=也， 口口l一口2+口以=口易2．
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若D∈(adL沽，设D=ad∽1工l+m2砣+肌3勋+m4弘)，则需满足：

口ml+如=0，

，，z4—6l=0，

，栉2+c2
2 O，

口，，z4一日2=0，

，咒l+，竹2=一dl，

，竹3+，m=口l，

显然(车)中的第一行所有的等式是成立的，而第二行的等式成立当且仅当

面=0(此时也有如=0)．

若出=0，则由

f础1一年如=o，

{ 口易1一口2 2 o，

1日2七1+易2乜=2足也，

可得也(也+犁易l一2足)=O．

当乜≠o时，m3+年批=扫2+弘易I=2赶当乜=o时，有口=o，p={，进
而由口l七1+易l乜=2忌乜得口l=2七，即也有m3+驰糊=2足成立．因此，当出=O

时，导子D一定是一个内导子．

下面讨论以=O成立的充要条件．

由

f以6l=口2+如+函，

{口2一以61一如=o，
l cf3+犁出=o，

可得

所以当p≠{时，必有出=o，
一定为0，因此L存在外导子．

VD∈(DerL片，若设

则根据导子的定义，有

I弛+以=o，
l以+犁么=o．

从而有(De儿坛=(adLb；当p={时，由于反不

D而=口∥，i=1，2，3，4，

Z砂=易lxl+62x2+易3妁+坟jq．

f以l=口2=易3=玩=o， 物彬=口4， 2口3足1=一6l，

I口4忌l+62=(p—1)6l，物3如=一易2，口4乜+口6l=∥62．

15
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华东师范大学硕士论文 低维可解完备李超代数的确定

故D=ad(一2口3)，)∈(adL)T．因此(De儿h=(adL片．

相应与(1)，(2)，(3)三种情形，我们可以得到三类可解完备的李超代数：

(其中需进行基的调整，用)，代替素即可．)

(1)[弛，工1]=xl，[嗣，娩】=xl，[勋，工l】=工l，[物，娩】=娩，【秘，)，】=去)，，
眇，y】=xl一娩；

(2)[鞠，石l】=xl，[弘，z2】=xl，【奶，x1】=工1，[恐，娩】=娩，[秘，)，】=去弘

‰，)，]-昙y，[)，，y】=“

(3)[施，x1】=xl+口娩，[心，规】=xl，【勋，x1]=xl，【物，jr2]=娩，[物，)，]=妄)，，

№川=彬，[)7，)，】-工-+云规啦≠o，丢，口≠o且口=年(跏一1))．
在(1)，(2)中以x2代替工l一工2，则可将两个李超代数简化为：

(1)7[砑，工l】=x1，[妁，xl】=勋，【x3，娩】=娩，阮，)，】=

(2)7[缸，工l】=工l，【如，瓤】=x1，【工3，娩】=娩，[扔，纠=

[)，，)7]=x卜

l

乏)，
l

芝)’

[)，，)，】=恐；

1

k，叫2主y，

对于(3)，分别以却，耽代替xl+毒恐，石l一南恐，则可得李超代数：
1

(3)’[施，x1】=犁工l，[施，恐】=(1一犁)勉，【物，xl】=x1，【工3，z2】=娩，[托，y】=妄y，
二

1

[确，)，】=删，[)，，y】=zl(p≠o，云)．
-t

由此可看出(2)7是(3)7中∥={时的特殊情况．

(iii)岛=醴o：由(o，o，1)及(o，l，1)可得【柳，y】=o，i=l，2，且[妁，y】=；y．

若设‰，y】=p)，，[)7，y]=毛Jl+乜恐，则有忌1=犁Ji：2，乜乜=犁足1．

由足l，如不全为零知，可有以下两种情形：

(1)日=O，∥=O，|i：l=O，乜≠0；

(2)口≠O，∥≠0，尼l≠O，也≠0．

对于(1)，有李超代数

1

L：[心，确】=娩，【而，柏】=确，[而，娩】=娩，[物，_)，】=妄_)，，[)，，y】=jc2．

16
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考察D∈(EndLb，其中

验证可知D∈(DerL)-，但D

对于(2)，有李超代数

趴l 2 zI’

D而=O，f=2，3，

D飘=一施，

研=O．

岳(ad￡坛，故L不是完备的．

L：[缸，xl】=耽，[确，沈】=口xl，[工3，工l】=工l，[均，忱】=娩，[妁，)，]=主)，，
[M】_胁吣】_”去砣姐≠o，且以=们．

VD∈(Der‰，则D需满足

Dxl=口l石l+口2规，

Dj吃2伽2工l+口1j眨，

D而=易lxl+易2娩，

Djq=口62x1+易l恐，

功=(等+》
从而D=ad(一6l工l一易2砣+口l而+口2确)∈(adL坛．

VJD∈(De儿h，则D需满足

跳=O，i=1，2，
2口1)，，

^

2犁a1)，，

：一2口I工l一生．砌．
p

因此D=ad(一物1)，)∈(adL)T．

故De儿=adL，从而L是一个完备李超代数．此时若分别以xl，娩，托代替

x·+壶娩，工-一去娩，去确，则可将李超代数简化为：

L：【缸，xl】=xl，【弘，恐】=一耽，[劫，工l】=xl，[物，恐】=娩，[而，)，】=三)，，
17
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[瓤，叫=三)，，【)，，纠=札
(iV)白=醴1：设【)，，)，]=七lzl+眈施+幻均+k拗，由(o，o，1)可得阮，)，】=

O，f=l，2，3．由(O，1，1)知白=屯=乜=O，且口乜=O．由[)，，y】≠0，得口=O，这

与gjl中要求口≠o矛盾．因此不存在L-=gjl且[)，，)，】≠o的李超代数．

(V)岛=gj2：由李超代数的定义可得

￡：【缸，x1]=工l，[托，jc2】=2娩，[瓤，柏】=物，[工3，x1】=娩，【拗，y】=y，

[)，，)，】=耽．

考察D∈(De儿坛，其中

D蕾=麓，f=1，2，

D■=O，J=3，4，

功=三y．
验证可知D隹(adL坛，故￡不是完备的．

(Vi)L_=gj3：由李超代数的定义可得

L：[弘，工1]=xl+口秘，[弘，恐]=2娩，[弘，物】=柏，[柏，xI】=娩，[弘，)，]=三)，，
眇，)7】=沈．

考察D∈(De儿活，其中

D而=置，f=1，3，

D砘=2娩，

D妇=O，

功=y．

验证可知D萑(adL坛，故L不是完备的．

(Vii)b=g≯：由(o，o，1)可得№，叫=o，因此娩∈c犯)，故L不完备．

从本节讨论中可知，满足％既不是交换李代数也不是完备李代数，且

dim钾=l，[断，矧≠O的维数不超过5完备李超代数，只可能出现在岛=
g：，gr的情形下．

18
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5．4【白，白】≠O，【白，研】_O

设x⋯⋯％，y，为￡的基，其中确⋯．，而∈岛，y∈研．事实上，此时的

李超代数也可以看作一个，z+1维的可解李代数G．这可根据[)，，)，】=O，且

阮，纠∈@检验即得．

进一步地，可证明若L是一个完备的李超代数，则G也是一个完备的李代

数．这是因为：

(1)C(L)=O当且仅当C(G)=O；

(2)由L完备，可得DerG=adG，这是因为VD∈DerG，设

D而=墨+口fy，f=l，⋯，n，

研=焉+l+口斛ly．

其中xf∈b，f_1⋯．，以+1．

若定义G上的线性变换Dl，D2，使

Dl而=墨，Dly=口肘1)，；

D2麓=口∥，Dzy=蜀+l，f=1，⋯，，z．

则D=Dl+仍．

V麓，巧∈岛，由D阮，巧】=[D∞，巧]+【而，D巧】得

Dl[而，巧]一【D1盈，而]一阮，Dl而】+D2[墨，巧】一[D2而，巧】一【而，D2巧】=O．

而【蕾，巧】∈白，所以D1[置，巧]一[Dl而，巧】一【置，Dl而]∈岛，且D2[而，而】一

[D2∞，巧】一阮，D2巧】∈研．即

Dl阮，巧】=[Dl而，巧】+[麓，Dl却】，

D2【置，一】=【D2坼，巧】+[鼍，D2巧】．

同理，由研恐，y】=【D墨，)，】+[置，铆】及阮，y】∈研，得

D1[而，纠=[Dl置，叫+[而，Dl_)，】，

D2【而，力=[Z)2墨，纠+[置，D2)，]=[墨，D2y】．

由于L完备，所以存在f∈{l⋯．，，l}，满足嘛，叫≠O，否则)，∈C(￡)．
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设[而，y】=／l∥，从而由D2[墨，)，】=五fD2)，=[而，D2叫得D2)，=老[麓，D2y]∈
【白，岛】，所以[Dzy，y】=0．

由D【)，，)，】=[印，蝴+[)，，铆】得

O=D1眇，)，】=【D1y，)，】+[)，，Dly]，

0=D2眇，)，】=【D2)，，y】+【)，，D2)，】=[D2弘y]一[)，，JD2叫．

因此Dl∈(DerL坛，D2∈(Der￡>『，从而D=D1+D2∈adL=adG，即G是完备
的李代数．

定理5．5．[10】设丞=bf+Ttf，f=1，2是两个可解完备李代数，幂零根基为

nf，i=1，2．则gI与92同构当且仅当TIl与n2同构．

当dim岛=2时，因为不存在三维的可解完备李代数，所以此种前提下的
完备李超代数也是不存在的．

当dimL_=3时，由定理4．1可知维数为4的可解完备李代数只有G：：
【x1，恐】=x1，[恐，x4】=恐．分别令岛=g；，g；，g；，g；，可得到相应的满足中心
为零的李超代数为：

蟹：【秘，确】=工l，【勋，恐】=娩，[柏，叫=毋Q≠o)；
L3：【x3，xl】=娩，[x3，恐】=日工l+砣，[秘，)，】=砂(口≠o，A≠o)；
弩：[奶，zl】=娩，[物，恐】=娩，瞳1，叫=毋，【x3，叫=py Q，p不全为o)；

霹：[秘，zl】=娩，[码，恐]=以工1，[工3，)，】=毋0≠o，五≠o)；
乓：BI，娩】=xl，【砘，)，】=毋，[秘，)，】=y．

由于Gj的幂零根基n满足dim n=2，且n2=o．而鹭，鼋，譬相应的李代
数的幂零根基均为3维；虽然L孑中当A≠o时相应的李代数的幂零根基的基
为工2，y，但由于阮，工1]≠o，因此根据定理5．5知，L；，L；，鬈都不是完备的李代
数．

则可知Gj 2 L；．检验可知鼋确是一个完备的李超代数．

秘A

，

一

，

柳砘恐弘

H

H

H

H甄恐墨墨，J-●●●●-f、lll●●L

令譬于对
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事实上，VD∈(De儿i坛，则D须满足

Dxl 2日lxl，

D恐=易l动，

D物=O，

功=妙．

故D=ad(6lzl一口1砘+(足+口l五)均)∈(ad譬沽．

VD∈(Der鼋片，则D须满足

D石1=O，

DX2=c姆，

D恐=砂，

们=O．

故D=ad(一掣)∈(adLi片．即有De儿=adL．

当dim％=4时，根据定理4．1，维数为5的可解完备李代数只有G；，其幂
零根基的基为xl，娩，秘，且[工l，娩】=均．

而当b=霞，爵，g；0≠o)，g；0≠o)，gjl，或2，gj3 0≠o)时，所得到的
李超代数相应的李代数的幂零根基的基为xl，恐，奶，y，因此￡不完备．

当岛=霞时，有恐∈c(￡)；当岛=酣4时，有娩∈c(L)，因此，此时的L都
不完备．

当岛=g：，g：0=o)，g；@=o)，醴，g：，gjo，g：3@=o)时，可得到相应的
满足中心为零的李超代数为：

聪：【知，勉】=妁，[施，乃]=肋，[xl，)7]=y，[砣，y】=Al弘【施，明=A2y；

巧：【知，xl】=娩，【缸，恐]=如，【翰，的]=易恐+秘，hl，)，]=毋，[拗，)，]=∥)，；

聪：【缸，工l】=恐，【拗，勋】=易娩，kl，纠=砂，【拍，)7】=∥；

聪：【xl，娩】=飘，【x3，瓤】=x3，【耽，y】=毋，【缸，y】=∥y；

口：[知，xl】=zl+口砣，[缸，恐】=xl，[勋，石l】=xl，[而，恐】=娩，[勋，)，]=毋，

[施，y】=肛y；

日o：

聪3：

【确，石l】=娩，【拗，娩】=口xl，【勋，工1]=而，【妁，娩】=娩，[秘，)，】=毋，

№，纠=∥；

[心，xl】=xl，【劫，耽】=x2，【鞠，x3】=xl，【x3，)，】=砂，【勘，y】=Juy．
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在日，磋，q，日3相应的李代数中，秘，确岳n，但【恐，弘】≠o，因此它们都不
是完备的李超代数．

对瑶，日，日。相应的李代数来说，虽然它们的幂零根基n的基为工，，娩，y，
但Tt是交换的，与G；的幂零根基是不同构的．因此它们也不是完备的李超代
数．

在本子节中通过借助完备李代数的性质，知满足条件[岛，岛】≠O，dim钾=

1，[研，白】=o且维数不超过5的完备李超代数只有譬．

推论5．6．维数不超过5且奇部维数为1的可解完备李超代数在同构意义下有

以下的分类：

阢l，娩】：工1，[工2，)，】：一昙y，[)7，y】：x1；

陋l，娩】=工l，[勋，鞠】=jc3，[恐，y】=一三)，，[)，，)，】=x1；
b1，恐]=恐，[弘，x1】=石1，[心，秘】=恐，[秘，恐】=恐，【柏，秘】=勋，

【施，y】=三弘[工s，y]=三)，，[)，，)7]=物；
[拙，工l】：卸，[勋，xl】：工l，[秘，J2】=恐，[恐，)7]=昙)，，[)，，)，】=恐；

厶：[拍，工1】=犁xl，[鞠，娩】=(1一牵)娩，[x3，工l】=xl，【秘，娩]=娩，[物，)，】=三)，，
[确，)，]-删，[)，，)，】_加以≠o，三)；
【缸，x1]=x1，[缸，石2】=一娩，【秘，工l】=x1，[x3，工2】=娩，[勋，)，】=三y，
‰)，】_三)，，[)，，)，】=“
[工l，娩】=x1，[娩，y】=Ay，[工3，_)，】=)，．

“

眈厶
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6奇部维数为2的可解李超代数

本节所考虑的是奇部维数为2的可解李超代数厶按照L的偶部是否为

交换李代数分两类进行讨论．且在每一类中，将根据研是否为完全可约白一模，
来具体分析L何时完备．

6．1岛是交换李代数

设可解李超代数己满足偶部是交换李代数且奇部维数为2，则若奸是完

全可约k·模，由命题5．1，此时有唯一的一个完备李超代数

L：[工l，)，l】=yl，№，)，2】=)，2，

其中工l，恐，)，l，沈分别是岛，断的基．

当白不是完全可约岛一模时，根据[研，矸]是否为零可得到下面两个命题．

命题6．1．L是奇部维数为2的可解李超代数，研不是完全可约L-一模，【白，吲=
0，[研，纠=O．若L是完备李超代数，则L需满足[岛，矸】≠O且dimL_=2．

证明：当【研，白]=O时，根据李定理可知，存在研的基yl，沈，使得V工∈白，

adL．x关于基_)，1，耽的矩阵是一个上三角矩阵．因此，若设dimb=n，且有一组

基札⋯，而．则可令ad钾墨的矩阵尬=(也≯’蒜沙f=1⋯．以
由(O，O，1)得，Vi，歹∈{1⋯．，，z)，有尬M7=肘f尬．由于奸不是完全可约

培模，故，．(J1)⋯．，r(而)不全为零，不妨设r(x1)≠O，则有

A2(置)=Al(而)+塑芝要盟r(而)，f：l⋯卅．

若存在i∈{1⋯．，，2}，使得尬=0，即k，印=O，则有丑∈c犯)．

若dimk=1，根据定理3．2，￡不是完备李超代数．

若dimk>2，即非零矩阵尬的个数大于2．从中可取出舰，Mf，其中

¨z1)A1(墨)Al(巧)I
2≤f<j『≤n，则可得I“工1)，．(而)r(x『)|=o．因此存在不全为零的复数

I／12(x1)^2(置)／12(为)I
足l，乜，如，使得忌lMl+如舰+忌3Mf=0，进而有七lxl+如而+bz『∈C(L)，即L不
完备． 口
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当L满足[L_，白】≠o且dim白=2时，若用工l代替蒜，并记／ll(x1)=
五，裂=p，则调整基后可得李超代数

L：[工l，)，l】=砂l’[工l，)，2】=yl+∥)，2，【．砭，yl】=yl，[娩，)，2】=y2．

当A=p时，考虑D∈(EndL)石，

D工l=工l一允j眨，

D工2=O，

pyf=yl，f=l，2．

则可知D∈(De儿沽，但D岳(adL沽．

而当A≠∥时，L是一个完备的李超代数．事实上，以y2代替)，1+0一A)y2，

则L可化简为

￡：[xl，)，l】=Ayl，【工l，)，2】=∥y2，[．砣，)，l】=yl，[恐，)，2】=)，2．

再以确代替专警，则我们可得bl，)，1】
令耽代替恐一xl，即得完备李超代数

=yl，[娩，yj】=yf，f=1，2．进一步地，若

L：Bl，)，1】=)，1，[娩，)，2】=沈．

命题6．2．L是奇部维数为2的可解李超代数，满足【岛，q=O，[断，断】≠O．

设岛的一组籼⋯确，且呻，在白的翻地下的矩阵为心’勰)．
若c(L)=0，则有以下结论成立：

(1)【)，1，)，1]=O；

(2)[)，l，)，2】≠O，眇2，)，2]≠0；

(3)五1(蜀)+^2(而)=0，V f=1，⋯，，z．

证明：(1)若【)，l，yl】≠O，由O=【而，【)，l’)，1】】=2Al(而)【)，1')，l】，得Al(而)=0，f=

1，⋯，n．故

【眇l，)72】，yl】=^l(眵1，y2】))，l=0．

由[[)，l，)，2]，)，1]+[[)，2，)，l】，yl】+[【)，1，yl】，y2】=O，得[pl，))l】，)，2】=O．又【眇l，y1】，)，l】=

0，因此[)，l，)，l】∈C(￡)，矛盾!

(2)若[)，l，y2】=0，由于[研，断】≠

[陟2，_)，2】，yJ=O，f_l，2，即眇2，y2]∈C(L)．

O，因此[)，2，y2]≠O．由(1，l，1)得

矛盾!于是[)，I，y2】≠O．
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若【)，2，)，2】=O，由(1)及(1，1，1)可得O≠眇1，y2】∈C(L)，矛盾!

(3)由【而，[)，l，)，2】】=[[置，)，l】，)，2】+E)，l，【麓，y2】】，得

Al(而)【)，l，y2】+，．(而)[)，l，yl】+五2(而)[)，1，)，2】=O．

因为[)，l，)，2】≠O，所以^l(西)+五2(而)=0，V f=1，⋯，n． 口

设可解李超代数L满足dim研=2，[岛，岛]=o，[矸，白】≠O，且c(￡)=O，
则根据命题6．2(3)，可令^∞)=Al(而)=一^2(而)，则五(而)⋯．，A(％)不全为零，

若不然，有阮，yl】=0，‰，)，2】=“西沙l，V江1⋯．，，z．因此k，[)，l，)，2】】=O，进而
有眇l，)，2]∈C(D，矛盾!故不妨设五‰)≠O．

设眇l，)，2】=∑刀zf而，由【置，[)72，)72】]=【[墨，)，2】，y2】+[)，2，[置，y2】】，得
f=l

r(墨)[)，l，)，2】一五(置)【)，2，)，2]=O，f=1，⋯，，1．

且由[而，[即，)，2】】=【巧，[而，y2]】，得／l(而)“巧)=r(乃)五(巧)，V f，-，=1，⋯，，1．故可设

【)，2，))2】_怒【)，1，y2】．
考虑D∈(EndL峙，D满足

其中@“)。×。=

印l=A(而炒l，

上砂2=r(而)yl—A(而)y2，

m2 o o⋯o o 一裂
一ml m3 o⋯o o型％署型

o o o⋯一m肫％监业甓产叫
o o o⋯o—m川掣

检验可得D∈(De儿靖，且若D∈(adLb，则必有D而=O，f=l⋯．，咒，从而
V f，mf-O，因此[)，l，)，2】=O，与命题6．2矛盾!故D仨(adL坛，即L不是完备李
超代数．

综上，我们可以得到下面的定理．

定理6．3．满足偶部是交换李代数且奇部维数是2的完备李超代数在同构意义

下只有一类．即若工l，jc2，)，l，y2分别是b，断的基，则李超代数的结构为

L：hl，yl】=yl，【娩，y2】=沈．

n=o—U盘

咒∑芦
=观



6．2 L是可解李超代数，满足dim珞=2，3及[白，白】≠O

当dim白=2且[岛，岛】≠o，即白=g；时，可以证明下面的结论．

命题6．4．若李超代数￡满足白=g；且dim研=2，则L不是完备李超代数．

矾设岛的基龇愚且a峰在研的勘地下的矩阵为(九护’勰)
f-1，2．则由(O，O，1)得

Af(x1)=O，f=1，2，且，．(x1)(A2(x2)一A1(x2)一1)=O．

(i)若李超代数L满足【矸，Ⅻ=O，可考察D∈(End咻，其中

D蜀=O，f=1，2，

铆J=yJ，j『=1，2．

验证可知D∈(Der骗，但D岳(adL沽．故此时L不是完备的．
(ii)若在李超代数L中[研，L_】≠O，按，．(x1)是否为零分别讨论如下．

(1)若r(x1)=O，即[工1，■】=0．则由h1，眇f，)，川=o，得[)，f，)，，】∈c工l，【因此

可设【)，f，"】=％xl，i，J=l，2．此时可考察D∈(EndLb，满足

Dxl=2xl，

D工2=O，

DM=弘，扛l，2．

则有D∈(DerLb，但D∈(adLb当且仅当Al(娩)=一{，r(恐)=o，A2(砣)=一j．
即李超代数

L：瓯，，娩】=工。，[娩，y。】=一三y。，【娩，此]=一圭)，：，[)，·，y-】=七-·x·，【)，·，)，：】=七·z确，
【)，2，)，2】=乜2x1，其中七ll，七12，乜2不全为O．

对七12=0与足12≠O两种情况，可分别考察D，D，∈(EndLb，其中

Dxl 2 2x1，

D娩=O，

功1=)7l一忌11y2，

研2=乜2yl+y2；

D7瓤=2工l，

D’娩=O，

D’yl=2yl一键y2，

D7y2=惫y1．



华东师范大学硕士论文 低维可解完备李超代数的确定

验证可有D，D7∈(De也沽，但D，D7岳(adL沽，故L不是完备的李超代数．

(2)若，．(工1)≠o，则有五2‰)一Al(娩)一l=o．设眦，)，力=％zl+％娩，f，歹=l，2．
由李超代数的定义可得：

由[研，矧≠O得，／{l(娩)≠一1，进而／12(娩)=O．又因为忌12≠O，故可用)，l，y2
分别代替枭，睾，则有李超代数

、，片1’ 、，K”

L：hl，规】=工1，阢l，沈】=“工1))7l，[砘，yl】=叫1，【娩，y2】=“x2沙l，[)，l，)，2】=工l，

[y2，)，2】=一2，．(工2)xl+2“工1)j吃．

考察D∈(EndL片，满足

眈l=r(xl殄l，
D娩=O，

功l=柏，

三抄2=一r(砘)工卜

验证可得D∈(De儿片，但D隹(adL片，因此L不是完备的李超代数． 口

下面将要考虑的是当dimb=3且【k，瑚≠0时的可解李超代数，显然
此时L_∈{g；，g；，g；，gi}．

(I)断是完全可约珞．模的情形：

当岛=g；，g；0≠o)，g；@≠o)时，由(o，o，1)可得阮，研】=o，待l，2．

若令【物，yl】=毋l，[奶，)，2]=∥y2，则由bl’[)，f，"]】=【hl，yf】'yJ]+眇，，[xl，，．『]】，

得‰，[)，f，)，川=0．故可设眦，y力=％xl+群拉，f，歹=1，2．从而根据李超代数
的定义，只需使L满足：Vf，．『∈{1，2l，有

[勋，吼，"】]=[【柏，)，丑"】+映，[恐，y圳． (料)

(i)当白=g；时，由(木木)式可得

27

(拟一1)群l=O，

(A+∥一1)q2=o，

(犁一1)砭2=o．
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考察D∈(EndLb，满足

D而=2而，f=1，2，

D物=O，

嘞=)，J，-『=1，2．

则有D∈(De也坛，但D∈(adL坛当且仅当A=∥={．

当A=∥={时，若七⋯群l，如2，砭2全为o，则可考察D∈

D而=置，f=1，2，

D秘=O，

研l=O，

￡))，2=)，2．

(End￡坛，其中

验证可知D∈(De儿坛，但D隹(adL坛．因此不妨设七ll≠o，故，．=raIlkI七12硝2
f七11 ql

L乜2砭2

(1)当，．=l时，若[)，1，)，2】=O，则由(乜2，砭2)=以七⋯q1)，七∈c得：当足≠o

时，以y2代替谠，有眵2，夕2】=【)，1，)，l】；而当七=o时，有眇2，y2]=o．

若[)，1，)，2】≠o，调整基夕1=yl，夕2=习蓄摭()，2一h2)，1)，则得眵l，夕2】=o，
故总可设[)，l，)，2】=O．

进一步，用xl代替足1lxl+群1x2，则可得到两个李超代数

易验证对D∈(End厶坛，忌=l，2，其中

Dxl 2 2xl'

D麓=O，f=2，3，

功，="，．j『=1，2．

X

X

=

=

y

y

陟

陟

2

2

y

y

l一2

1—2

=

=

y

y

以

玛

y

y

1—2

1—2

=

=

y

y

X

工

勉

砘

=

=

娩

恐

X

X

却

却

柏

=

=

=

托

№

孔

巧

妇

的№晚阮



都有D∈(De也)石，但D仨(ad厶岵，因此Ll，如都不是完备的李超代数．

(2)当，．=2时，若眇l，y2】=o，则(毛l，群1)与(如2，《2)是线性无关的；

若[)，l，弛】≠O，可调整研的基，使得瑚k

足l[)，1’)，l】+如[y2，)，2】，其中七l，如∈C．

七ll

乜2 =2．从而可设陟l，y2】=

分别用x1，恐代替七ll工1+群l恐，也2工l+觞2娩，则有李超代数

L：‘?，x，】=，柏，‘?，恐】=恐，[均，．)，1】=三y-，[而，沈】=三此，[)，h朋】：确，[)，。，y：】
=足1柏+奶恐，晚，弛】=砣．

‘

VD∈(De儿坛，则D须满足

D麓=口1而，f=1，2，

D秘=易lxl+境恐，

嘞=参，歹=l'2．
故D=ad(一6l石l一62娩+以1均)∈(adL沽．

VD∈(De儿)T，当七l=如=0时，则D须满足

D而=0，f=l，2，

D恐=口1)，l+口2y2，

锄=一物l而，j『=1，2．
当岛，乜不全为0时，则D须满足

D而=O，江l，2，

￡)劫=口lyl+口2)，2，

￡秒l=(一2口l一2口2七1)工l一2口2恕恐，

￡砂2=一2口l七lxl一(2口2+2口1也)工2．

但都有D=ad(一物1)，l一2n2)，2)∈(adL片．

因此，De儿=ad厶从而J乙是一个完备李超代数．

(ii)当白=g；(口≠o)时，由(木木)式可得

(4五2—2允一口)七ll=0，

((五+p)2一(_+∥)一口)七12=0，

(铷2一年一口)也2=O．

29
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华东师范大学硕士论文 低维可解完备李超代数的确定

对于满足上面各式的李超代数厶考察D∈(EndL培，其中

D西=2而，f=l，2，

D勋=O，

脚，=”，歹=1，2．

验证可知D∈(De儿沽，但D岳(adL活，即L不是完备的李超代数．

(iii)当b=酲0≠o)时，由(木木)式可得

(4五2一口)足ll=O，

((A+∥)2一口)幻2=O，

(舡2一日)如2=O．

对于满足上面各式的李超代数L我们考察与(ii)中相同的D，可得

D∈(De儿靖，但D仨(ad￡)百，即此时的L也不是完备李超代数．

(iv)当k=gi(口=o)时，设[工1，)，l】=五1)，l，【工1，y2]=ply2，[x3，)，1】=
五2yl，【x3，)，2】=p2y2，则^l，∥1不能同时为O，否则工l一恐∈C(L)，即有C(L)≠O．

由[x2，【)，f，y『】】=O，可知【)，f，)，力∈spaJl{xl，娩)，进而由(1，l，1)及^l，卢1不能

同时为O，可得【)，，，)，『】∈C砘．故可设[)，f，"】=％娩，f，_『=l，2．

由(0，1，1)得

K癸
(1—2五2)七11=O，

(1一A2一p2)七12=O，

(1一犁2)乜2=O．

按照良ll，足22是否为O，有下列四种情形：

当岛l≠o，乜2≠o时，则有／11=o，∥l=o，A2=；，∥2=；；

当七ll=O，足22=O时，且k2≠O，贝0有Al+pl=O，五2+p2=1；

当‰l≠o，也2=o时，有^l=o，A2={，且若良12≠o，则Ⅳ1=o，∥2=；；

当Ji：11=o，乜2≠o时，有∥l=o，p2=；，且若七12≠o，则^1=o，五2={．
由于五l，∥1不能同时为0，因此只需讨论以下四种情形：

(1)七11=足12=乜2=O；

(2)忌11=乜2=0，七12≠O，pl=一A1不为O，A2+∥2=1；

(3)七ll≠o，足12=如2=o，A1=o，A2={；

b

屹

如嚣渺

=

=

I|％％吃，III_I，、ll●I



华东师范大学硕士论文 低维可解完备李超代数的确定

(4)七1l=忌12=o，乜2≠o，∥l=o，p2={．
对于情形(1)，可得李超代数

L：【物，zl】=娩，[而，工2】=娩，hl’y1】=／11)，1'防l，沈】=p1)，2，【勋，)，l】=A2yl，

【而，此】=p2沈．

不妨设A1≠O，此时pl，∥2不能同时为O，否则)，2∈C(D．对∥2≠O和∥2=O

两种情形，可分别考察D，D’∈(EndL)石，其中

D墨=而，f=1，2，

D秘=0，

功l=／12)，l，

功2=年2)72；

D’鼍=恐，f=1，2，

D7妁=0，

JD7yl=／12)}l，

D7y2=∥1)，2．

验证可知都有D，D7∈(De儿b，但D，D7隹(adL坛，因此在情形(1)下不存在
完备的李超代数．

对于情形(2)，若以)，l，)，2分别代替彘)，1，志y2，则可令眇l，沈]=砘．再以
动，娩分别代替击xl，击娩，并记五2=A，则有李超代数

L：[均，x1]=砘，[柏，恐】=砣，【工l，)71]=yl，hl，)，2]=一)，2，【物，yI】=毋l，

[jr3，沈】=(1一^沙2，[)，l，)，2]=娩．

VD∈(De儿活，则D须满足

D而=口娩，f=l，2，

Dx3 2 bx2，

铆l=c)7l，

￡沙2=0一c)y2．

故D=ad((c—A)xl一(6+c—Ad)工2+口托)∈(adL坛．

VD∈(De儿片，则D须满足

JDxl 2口1)，l+口2y2，

D娩=O，

Djc3=五日lyl+(A—1)n2)，2，

3l



华东师范大学硕士论文 低维可解完备李超代数的确定

铆l=口2娩，

功2=一口l娩．

故D=ad(一日1)，l+口2)，2)∈(ad￡)T．

因此，De儿=adL，从而L是一个完备李超代数．此时若以x1代替xl—jc2，

则李超代数可简化为

￡：[物，娩】=娩，[工l，yl】=y1，[确，)，2】=一)，2，【工3，)，l】=毋1，[妁，)，2】=(1一A)y2，

[)，l，)72】=规．

对于情形(3)，由于足ll≠O，pl≠O，通过调整基，并记∥2=A，有李超代数

L：[而，z1】=娩，[玛，娩】=恐，[xl，)，2】=)，2，[秘，y1]=三_)，l，【柏，)，2】=锄，
[)，l，)，1】=娩．

VD∈(DerL峙，则D须满足

D而=口规，f=1，2，

故D=ad((c一／l口)xl一(易+c—A乜)恐+口．秘)∈(adL活．

VD∈(DerL片，则D须满足

D工l=缈2，

Dx2=0，

D秘=缈I+A缈2，

￡珍l=一2易娩，

研2=O．

故D=ad(一2缈1一口y2)∈(adL>『．

因此，De儿=adL，从而L是一个完备李超代数．此时若以zl代替工l一娩，

则李超代数可简化为

L：[物，娩]=jc2，hl，)，2]=y2，[物，y1]=三yl，[扔，y2】=毋2，眇1，yI】=娩．
32
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华东师范大学硕士论文 低维可解完备李超代数的确定

对于情形(4)，对调)，l，沈，可知此时的李超代数与情形(3)中的李超代数是

同构的．

(v)当L_=g；@=o)时，由于【恐，岛】=o且№，研】=o，因此娩∈c(L)，
从而L不完备．

(vi)当k=gi时，设[x2，y1】=A1)，1，【工2，y2】=ply2，【x3，)7l】=A2y1，【勋，)72】=
∥2y2．则^2，p2不能同时为O，否则而∈C(L)．

由[卸，[)，f，y『]]=0，可知[)，，，)，力∈spaJl∽，秘}．进而由(1，1，1)及^2，∥2不能

同时为O，可得[)，f，蚓∈exl，所以可设[)，f，蜘=％xl，f，，=1，2．

由(0，1，1)得

O， 五2尼ll=O，

=O，(^2+p2)b2=O，

O， ∥2也2=O．

因为A2，p2不能同时为O，故b1，如2至少有一个为O，从而有下面四种情

形：

(1)当七ll≠o，乜2=o时，贝0有七12=o，Al=一{，A2=o，p2≠o；

(2)当七ll=o，也2≠o时，贝0有足12=o，A2≠o，pl=一；，∥2=o；

(3)当足11=O，也2=O时，且若足12≠0，贝0∥1+／tl=一1，∥2=一／12；

(4)当足ll=O，恕2=O时，且七12=O．

情形(1)与情形(2)对应的李超代数是同构的，因此只需考虑情形(1)．通

过调整基，并记Ⅳ2=／l，则有李超代数

1

L：[xl，恐】=x1，【x2，)，1】=一云y1，[x2，y2】=毋2，【x3，)72】=y2，【)，l，y1】=x1．

VD∈(De儿皓，则D须满足

D石l 2日工l，

Dx2 2 6xl，

D妁=O，

研t=争
研2=缈2．

故D=ad(易工l一日恐+(c+口A)．秘)∈(adL沽．
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华东师范大学硕士论文 低维可解完备李超代数的确定

VD∈(De儿)『，则D须满足

D工1=0，

D娩=掣l+亢缈2，

D物=勿2，

D)，l=加工l，

脚2=O．

故D=ad(2掣1—2匆2)∈(a皿片．

因此，De儿=adL从而L是一个完备李超代数．

对于情形(3)，记Al=A，可得李超代数

L：kl，jc2]=xl，[娩，y1]=砂l，[x2，)，2】=(一1一A)y2，[却，yl】=)，l，[而，)，2】=一y2，

[)，l，y1】=x卜

VD∈(De儿坛，则D须满足

Dxl

Dx，

D玛

研1

D)，2

=口XI，

=6xl，

=O．

=c)，l，

=(口一c))，2．

故D=ad(6工1一日娩+(c+五以)玛)∈(adL坛．

VD∈(Der铆，则D须满足

故D=ad(一缈l+缈2)∈(adLh．

=O．

=五缈l+(1+^)缈2，

=缈l+缈2，

=易xl’

=一日X1．

X

X

X

y

y趴趴趴研砂
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因此，De叱=adL，从而￡是一个完备李超代数．此时若以娩代替恐一^妁，
则李超代数可简化为

￡：k1，恐】=工l，【勉，y2】=一)，2，[物，)，1】=)，l，[秘，)，2]=叫2，眇l，y1】=x卜

对于情形(4)，有李超代数

L：h1，娩]=xl，【娩，y1】=Alyl，[砘，弛]=p1)，2，【恐，)，l】=五2yl，【而，)，2】=p2沈．

由于五2，JLf2不能同时为O，不妨设^2≠O．可考察D∈(EndL沽，其中

D置=O，f=1，3，

D规2工l，

研l=0，

功2=^2)，2．

验证可知D∈(De儿坛，但D垡(ad￡b，故￡不是完备李超代数．

(II)矸不是完全可约k．模的情形：

由于L-是可解李代数，故断中有一维的昧子模，设其基为yl，则L7=
坛o Cyl可构成一个李超代数，因此可在￡’的基础上得到相应的李超代

数L．此时矸的基可设为y1，弛，且设阮，y2】=r(置沙l+A2∽))72，i=1，2，3；

陟f，y2】=硅工l+忌乏jc2+端j白，f=l，2．

命题6．5．设李超代数L=岛。研中，研不是完全可约岛-模，岛，矸的基分别为

确，恐，而，yl，)，2．若dim【白，矧=2，[岛，岛】c spaJl{置，，＆)，叱f2∈{1，2，3l，且满足
k，，％】=O，【0，纠c span{％，如J，[h，Ⅻ=O，歹=1，2．那么对于D∈(EndL坊，
其中

Dx吣2 xtj，

D诹=0，忌≠fl，f2，

观=警小1'2．
则有D∈(DerL坊，但D莹(adL)石．

证明：首先，根据导子的定义，可直接验证得到D∈(De心冶．

其次，若设D=ad(mf，而，+m吐％+m女瓢)，则由D％≠O，知慨≠O．因为

【％，y2]=0，歹=1，2，且研不是完全可约培模，故‰，y2】=，．(诹沙l+^2‰)y2中
“诹)≠o，此时现2=m女，．(靴沙l+m+M2‰)y2≠孥，因此D隹(adL沽． 口
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(i)当坛=g；时，可以得到两类李超代数：

“：[均，工l】=工l，[jc3，x2】=娩，【物，y1]={)，l，[)，l，)，1】=工l；
上二：【勋，xl】=动，【妁，娩】=恐，№，yl】=砂卜

(1)在L：的基础上，由(O，O，1)得阮，y1】=O，[置，y2】=“置沙l，f=1，2．且

由∽，陟『，)，2】】=【[而，yA)，2]+陟J，[而，)，2]】，f，-j『=1，2，得“x1)=o，r(娩)=o，足；2=
o，足；，=o，即有阮，断]=o，f=l，2，且[岛，纠c spall{x1，恐}．因此，由命题6．5
可知所得的L不是完备李超代数．

(2)在q的基础上得到的李超代数L应满足

碍2=o， r@1)足：2=o， ，．(娩)忌{2=o， 似+／12(柏)一1)七}2=o，

砭2=o， r01)碍2=o， “娩)足；2=o， U+A2(奶)一1)碍2=o，

2，|(如)足；2+2五2(工3)足12=砭2，2r(工3)碍2+2五2(扔)磋=缱2，

五2@1)=o， ^2(娩)=o， r(秘)砬2=一“娩)砭2．

由于(r(x1)，“娩))，(足}2，足；2)中至少有一组为o，而由命题6．5可知(r(x1)，r(勉))
为O时，L有外导子，因此令(，．(工1)，，．(恐))≠O，此时有

(2^2(恐)一1)琏2=o，(2A2(托)一1)砭2=o，(2A一3)磋=o，“x1)砭2+，．(x2)暖2=o．

若(足12，碍2)为o，即【白，研】=o时，可以考察D∈(EndLb，其中

D五=O，f=1，2，3，

D)，J=yJ，歹=l，2．

则有D∈(DerL活，但D g(adL)石．

若(七12，良；2)不为o，不妨设r(工2)≠o，

薏，靠，用娩代替高，可得李超代数
则镌=一矧忌!：．分别用y·，)，2代替

L：【x3，xl】=工l，【x3，娩】=x2，[卸，y2】=，．@1)yl’[娩，)，2】=yI，k3，yl】=五yl，

[扔，)7：]=，-(均沙。+三)，z，晚，y2】=x-一“x，)娩．
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对／t≠{和A={两种情形，可分别考察D，D’∈(EndL沽，其中

Dxl=，01)(工l+jc2)，

￡№=工l+．砭，

D勋=O，

研l=(“工1)+l沙1，

D)72=
2／t一1
r(物)(r(确)+l殄1；

D7工l=r(jrl)(x1+j眨)，

D7砘2工l+勉，

D7物=“秘)(柏+恐)，

D7)，l=(以秘)+1沙1，

D’y2=O．

可知D∈(De儿b，但D岳(ad￡)石．即在E的基础上得到的李超代数也不是完
备的．

(ii)当岛=g；时，设在∥中k，)，l】=^∥1，f=1，2，3；[)7l，)，l】=七l石l+也砣+
屯勋，则有

^1口=O，Al足l=O，／11乜=O，五2=O，岛=O，2五3足l=以如，足l=(2A3一1)屯．

由此，可得四类李超代数：

【勋，xl】=恐，【柏，娩】=口xl+恐，[妁，)，l】=五3y1；

【物，zl】=娩，【均，恐]=口确+娩，[奶，yl】=／13y1，

【)71')，1】=(2／t3一1)xl+娩(以=^3(2五3—1))；

【物，xl】=恐，[均，娩】=娩，眇1，)，l】=x1一娩；

[均，工-】=工2，[恐，娩】=耽，[的，)，t】=三)，l，[)，l，y。】=规．
(1)在“的基础上，根据(O，o，1)可设k，y2】=r(墨沙1，i=l，2．由[工l，[)，l，y2】】=

o，得碍2=o．且由[墨，[)，2，y2】】=【[而，)，2】，)，2】+【)，2，【而，)，2】]，f=l，2，得

“工1)Ii：：；2=o，2，．01)硗=一砭2，2，．(恐)七j2=一日砭2，2“x2)碍2=一砭2．

因此，不论r(柏)为零，还是Ji|：；2为零，总能得到砭2=o，且(厂(z1)，玎娩))，(Ji：：2，碍2)
中至少有一组为o，而由命题6．5，可以假设(，．(工1)，“娩))不为o，即令(足：2，碍2)
为o．此时由(1，l，1)，还可以得到醍2
D∈(EndL坛，其中

=o，磕=o，即有【白，纠=o，考察

D墨=0，f=1，2，3，

脚j=婚j=1，2．
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由【娩，队，y2】】=【【娩，)，f】'y2】+眇f，[恐，)，2】】，f=1，2，

而由L中的(1，l，1)，得七；2[zl，y2】=o，足12[xl，)，2】=
虑h1，)，2】≠o时的情形，即令Ji：j2=o，忌12=o．
再由L中的(O，1，1)得

“石。)+／{：。，)硗=o，r(扔)+／12(玛)硗一三
若七乞=o，则，．(x1)=o，r(恐)=o，从而研是完全

碍2≠o·此时若用)72代替鼍，可得李超代数

L：[勋，jcl】=恐，[工3，娩】=恐，Bl，y2】=一A2@l沙l

【秘，)，z】=(三一Az(工s)))7-+Az(工s)yz，[)，t，)7t】=
其中^2(工1)≠O．

VD∈(De儿坛，则D须满足

D而=易置，f=1，2，
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Dx3=cx3，

功。=知
印z嘞+争扣

故D=ad(生等筹型工，+丝堕弓掣娩+易物)∈(ad￡坛．
VD∈(De儿片，则D须满足

D工l=缈l一缈2，

D砣=O，

巩硼一裂沈，
如=2(裂一扣㈦2

故D=ad((裂一2c一志)y-+志yz)∈(adL片．
因此，De也=adL，而且C(L)=0，故L是一个完备李超代数．此时若以)，2

代替y2一)，l'再以x1代替xl一规，并且记五=／12(z1)，∥=^2(扔)，则李超代数可
简化为

L：【物，恐]=恐，Bl，y2】=锄，[物，yl】=三)，1，【工3，y2】=彬2，眇l，y1]=砘．
再以工l代替等，则有

L：[恐，砣】=z2，瞳l，沈】=沈，【物，)，1]=主)，l，№。y2】=p)，2，【)，l，)，2】=恐．
(iii)当白=酲时，可得到四类李超代数：

“

易

％

磁

：‰川=州‰娩】-锅肌m】=萼_)，-渤’yl】=¨去娩；
：【秘，x1】=娩，【勋，娩】=口Jl，【勋，yl】=／13)，l；

：[妁，工l】=jc2，[工l，y1】=Alyl，[扔，yl】=A3)，l；

：【玛，xl】=恐，[)7l，)，l】=七ll娩．

(1)在“的基础上，由L中的(O，0，1)，可得／12(x1)=O，A2(jc2)=O．
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由[而，[)，l，)，2】】=【【而，yl】，y2】+【)，l，[而，)，2]】，i=1，2，得r01)=O，，．沁)=

o，碍2=o．进而由2[[)，l，此】，弛】+【[)72，此]，)，l】=o，得砬=o．根据命题6．5，此
时得到的李超代数L不完备．

(2)在易的基础上，所得到的李超代数￡需满足

．|：：}2=o，“工1)足}2=o，，．(娩)碍2=o，2“x1)硗=一砬2，2厂(恐)七；2=一口砭2，

故哇2=o，且(“x1)，“x2))，(足i2，砰2)中至少有一组为o，由命题6．5可设(r(工1)，“工2))
不为O，进而还可以得到

2^2(均)砭2一日磋=o，

2A2(柏)磕2一砭2=o，

(五3一A2(J3))“规)=口“工1)， r(工1)忌12+“．砭)七；2=o，
(^3一A2(秘))，．(j0)=“工2)．

若(忌12，忌；2)为o，即有[研，研】=o，考察D∈(EndL沽，其中

眺=0，f=1，2，3，
印，="，-『=1，2．

可知D∈(DerLb，但D岳(ad￡)石．

若(砭2，睦)不为o，通过调整基，可得李超代数

L：[秘，x1]=娩，[勋，恐】=口工l，瞳l，y2】=r01)yl，阮，y2】=一诟r(x1沙l，

【物，y。】=^3)，l，【扔，y2]=“工3沙。+萼y2，【)，2，)，2】=垢xl+娩．
考察D∈(End￡活，其中

D而=而，f=1，2，

D秘=0，

研l=丢)，I，

锄一等”扣、／日 二

验证可知D∈(DerL坛，但D莹(a(1￡峙．因此在易的基础上所得到的李超代数
不是完备的．

(3)在E的基础上，由L中的(O，O，1)可得

(／12(工1)一A1)，．(j吃)=O， (^2(工3)一A3)r(．砭)=O，
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五2(娩)=O， (／12(x1)一A1)r(物)+(／13一五2(物))，．(x1)=r(娩)．

因此，总可得到r(规)=O，即阮，y2】=0，从而娩∈C(L)，故L不是完备李超代
数．

(4)类似地，在聪的基础上所得到李超代数的中心也不为O，从而也不完

备．

(iv)当b=g；时，可得到三类李超代数：

牛№，恐】-札阮，)，。】-一主y。，阢y．】=“
必：hl，恐]=xl，[恐，)，l】=五lyl，[勋，)，1】=A3y1；

：bl'恐]=柏，[)，l，)，1】=恐．

(1)在“的基础上，由L中的(0，o，1)可得

姒¨=。，b瑚+三)喃)=姒蚓晌)．
由hl，[)，f，)，2】】=【bl，)，f】'娩】+【)，f，h1，y2]】，f=1，2，得“xI)=o，尼；2=o，碍2=o．
进而，还可得到

“工3)碹=o，^2(工3)碹=o，f=1，2， “恐)+又2(而)七；2=o，

r(勋)七；：+A2(石s)醚：=。， “恐)+(五z(恐)+圭)足；：=。．
若“尬)=o，^2(的)=o，则【妁，y2】=o，从而秘∈c(L)；若七；2=o，则r(娩)=

o，r(恐)=o，从而奸是完全可约研一模．故七；2=o，磕2=o，且足：2≠o，A2(妁)≠o．

此时，若用而，y2分别代替一南，薏，并记A2∽)=A，则有李超代数

L：h。，砣]=x。，[jr2，y。】=一三)，。，【规，娩】=一Q+三)y-+毋z，【物，)，z】=)7-一沈，
【)，1，yl】=xl’眇I，)，2】=工l，【)，2，y2】=x1．

VD∈(De儿沽，则D须满足

D知=口置，i=l，2，

D物=O，

功。=扣
4l
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=秽，十(兰一c)y2．
故D=ad(日z·一6．砭+(c一!一A易)秘)∈(adLb．
VD∈(DefL片，则D须满足

Dxl=0，

观=(兰+肋)yt一^魄
Dx3=一缈1+缈2，

毋f=口xl，f-1，2．

故D=ad((口一易)yI+匆y2)∈(adL片．

因此，De儿=ad厶故L是一个完备李超代数．此时若以y2代替y2一)，1，则
李超代数可简化为

￡：缸1，恐】=xl，[娩，y1】=一三yl，【恐，)，2】=毋2，[物，)12】=一)，2，[)，l，)，1]=x1．
(2)在％的基础上，根据李超代数L的定义，可得

碍2=o，五3碍2=o，五2(均)碍2=o，，．@1)碍2=o，2，@1)足；2=砭2，r(秘)碍2=o，

似l+^2(恐)+1)足：2=o，Q3+A2(趵))七：2=o，2r(娩)七}2+拟2(娩)砭2+砭2=o，

A2(工2)砭=o，A2(妁)碍2=o，／12(物)忌；2=o，r(恐)Ql一五2(娩))=r(娩)Q3一A2(秘))，

r(柏)Ii：：；2=一五2(恐)足12，(A3一A2(勋))，-@1)=o，“工1)砭2+，．(娩)砭+，．(恐)砭2=o，

“娩)碍2=一A2(工2)砭2，(A2(娩)一1一五1)r(x1)=o，2r(x1)良：2+五l磕+五3砭2=o．

若砰，≠o，则A3=，．(如)=A2(工3)=o，从而物∈c(L)，故令忌乞=o．

若J《：i2≠o，则有五2(托)=一／13，A2(x2)=一／Il一1．此时若A3=o，则／t2‰)=
，．(物)=o，也可得到勋∈c(L)，因此当足：，≠O时，可令A3≠0．进而还有

“工1)=o，碍2=足；，=o．若“x3)=o，则由／12(物)≠o，足：2≠o得r(x2)=o，这
与矸不是完全可约白一模矛盾，故，．沁)≠o．以扔代替簧，再以xl，y1分别代

替掣工l，掣yl，可得李超代数

￡：Bl，娩】=魂，【娩，)，l】=五1)，1，[均，yl】=y1，[娩，)，2】=(Al+三)yI—Ql+1)y2，
[勋，y2】=yl一)，2，眇l，)，2】=石l，陟2，y2]=xI．
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VD∈(Der‰，则D须满足

ml 2口工l，

D娩=易戈l，

D恐=O，

研l=c)，l，

锄=(c一跏m一咖．
故D=ad(易xl一口恐+(c+五口)玛)∈(adL沽．

VD∈(DerLh，则D须满足

D工l=0，

。恐=(口A·一兰)y·，
现=缈l+垓，
研l=易确，

功2=一日x卜

喜萋中6(1+^)=O，故D=ad(一(口+6))，l+缈2)∈(adL片．

因此，De儿=ad厶故L是一个完备李超代数．此时若以砘代替娩一A勋，

则李超代数可简化为

L：B1，恐】=x1，[物，)，1】=)，l，【x2，)，2】=主yl一)，2，[恐，)，2】=)，1一)，2，
陟1，)，2】=xl，眇2，)，2】=x1．

当七：2=o时，有碍2=o．此时若
醚2是否为o，可得下面两个李超代数

霹2≠o，则而∈c(L)，故令《2=o．按照

L：【工l'恐]=工l，【恐，y1】=A1)7l，【工3，)7l】=五3)，l，[工l，_)，2】=r(工1))，l，

【恐，)，2】=，-(工2沙l+／t2(娩)y2，[妁，此】=^工l沙l+／12(而)y2；

￡7：【确，恐]=厕，【恐，)，1】=^l_)，1，【x3，)7l】=A3)，1，【x2，)，2】=，．(娩)yl一三y2，
‰嘲=桶砒阮沈】-如b其中响)(”圭)=哦)也砭：≠o．
首先对于厶考察D∈(End￡坛，其中

D置=O，f=l，2，3，
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脚j=¨j=1，2．

则验证可知D∈(DerL皓，且D∈(adLb当且仅当，．(工1)=O，^2(恐)=A3．但是在

这一条件成立的情况下，再考察D7∈(De儿靖，其中

D7工l=一A3r(恐)x1，

D’置=O，f=2，3，

D，”=(厂(勋)+五3r(恐)五2(娩))”，歹=l，2．

由于白不是完全可约岛·模，故，．(娩)，|(x3)≠0；而A3=，．(均)=0可推出妁∈

C(￡)，因此／13，．(娩)与r(的)不可同时为O，故D7≠O，且验证可知D7仨(adL坛，因
此￡不是完备李超代数．

其次对于∥，若A3=O，则r(物)≠O．此时考察D∈(End￡坛，其中

Dxl=O，

D而=“而)而，f=2，3，

研1=“妁)y1，

研2=O．

则验证可知D∈(De儿坛，且D叠(adL皓．

因此考虑令五3≠0，此时由断不是完全可约白一模，可知“物)≠O，通过调

整基，可得李超代数

川‰娩】=扎阮y，】_概‰)，t】_概阮蝴=等)，-一扣
‰，y2】=)，l，眇2，y2】=x卜

VD∈(De儿b，则D须满足

故D=ad(h·一口恐+0+赤

D石l 2口xl，

D石2 2易工l，

D物=O，

聊t=(兰+以s)y-，
D)，z=够-+争

岵Lda

拈甜

X血以+
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VD∈(DerL片，则D须满足

D工l

D娩

Dx3

铆l

=O．

：!掣)，。+魄=一V'+，)V1／13
“ 。”

=口yl，

Z砂2=2易x卜

故D=ad(二铲)，l+2缈2)∈(adL斤．
因此，De儿=ad厶故L是一个完备李超代数．此时若以娩代替娩一老物，

再以玛，)，1分别代替筹，砉，则李超代数可简化为

L：bl，恐]=xl，[妁，y1]=)，l，【娩，y2]=)，l一沈，【勋，)，2】=)，l，[)，2，)，2]=工卜

进一步地，再以y2代替)，l—y2，则有

￡：【工l，规】=xl'[工3，yl】=yl'【娩，)，2】=一)72，b，2，)，2]=z卜

(3)在E的基础上，由2[陟1，)，2】，)，l】+[陟1，)，l】，娩】

秘∈C(L)，因此得到的李超代数￡不完备．

=O，得【勋，)，2]=O，故

推论6．6．维数不超过5且奇部维数为2的可解完备李超代数在同构意义下有

以下的分类：

L：：[确，)，1】=)，1，№，)，2】_)，2；

必：[扔，觑】=x-，[秘，娩】=恐，【而，y-】=三)，t，【物，)，z]=三)，：，[)7，，y。】=工。，
[)，l，)，2】=忌l柏+乜娩，晚，)，2】=恐；

[柏，娩】=娩，k1，yl】=)，l，hl’)，2】=叫2，【物，)，l】=砂l，

【均，y2】=(1一／1)y2，眇1，沈】=娩；

[局，娩】=jr2，队l，)，2】=娩，[而，yl】=三)，l，[恐，)，2】=砂2，b，l，)，1】=娩；
【工l，恐】=工l，[恐，)，l】=一三yl，[娩，)，2】=毋2，[物，沈】=y2，[)，l，yl】=工l；
kl，砣】=工l，[恐，)，2]=一)，2，【勋，yl】=yl，[托，y2】=一)72，陟l，y1]=xl；

易：【x1，娩】=工l，[物，yl】=)，l，【勉，)，2】=三yl一娩，[而，耽】=yl—y2，[)，l，y2】=xl，
【)，2，y2】=工I；

：bl，勉】=工l，[而，)，1]=)，l，[娩，沈】=一)，2，【)，2，y2】=z卜
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