
最优控制理论与应用中的两个问题

摘 要

本论文由三部分组成．

第一部分为绪论，介绍本论文所讨论的两个问题和所获得的主要结果．

第二部分讨论一个带有逐点状态约束的四阶常微分系统的时间最优控制问题，

给出了显式解．

第三部分讨论最高阶偏导数项具有时滞的变分不等式的最优控制问题．在一定

的假设下，我们证明了最优控制的存在性和最大值原理．
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Abstract

This thesis consists of three parts．

In the first part．m introduce the two problems which will be discussed in the fol-

lowing two parts and the main results of the thesis．

In the second part．we discuss the time-optimal eontrol problem for aⅡordinary

differential system with a pointwise state-conStraint．We give the explicit solution．

Finally in the third part，We study the optimal control prohlems for the variational

inequality with delays in the highest order spatial derivatives．Under some suitable COn-

ditions，we prove the existence and the maximum principle for the optimal control。
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time-optimal control 7 time-delays operator，variational inequality

approximating systemsl variation along a trajectory．



第一部分

绪论



第一章绪论

本论文讨论最优控制理论与应用中的两个问题．在下面的两节，我们介绍这两

个问题，并给出本论文所获得的主要结果．对它们详细的讨论分别在本论文的第二

部分和第三部分给出．在第三节，我们介绍本论文中常用的一些记号．

§1．1 第二部分所讨论的问题与主要结果

T(4)(t)=¨(t)， Ⅱ．e．t∈(0，+。。)， lⅡ0)I≤1 (1．1．1)

x(o)=±(o)=茧(O)=$(3)(0)=0

z(丁)=h，±(T)=i(T)=。(3)(T)；0

的时间最优控制问题(P)．这里h>0给定，记控制域为U=[一1，1】，控制函数类

一f娩_而， o<^≤萼+2以；
靠={—— (1．1．3)【z+腼，^>{}+。以． 。。

当0<h≤萼+2以时，最优控制为

酢，七吲t e(o卜,(1象拦Z象)(¨q



当h>萼+2矩时，最优控制为

喇㈡黑篆羞一¨脚
其中，

¨孚

由上述结果可以验证：当h>￥+2以时，问题(P)的最优轨线不满足约束最
大值原理([57])的正规性假设．这表明，已有的最大值原理([5 7])不能用来求解上

述例子．我们采用变换的方法求解该问题．先将原问题转化为一个固定时间区间上

的较简单的最优控制问题．通过对最优轨线性质的具体分析求出后者的最优解．最

后求出原问题的最优时间与最优控制的显式表达．

上述结果为带有逐点状态约束的最优控制问题提供了一个能够彻底求解的稀

有的例子．鉴于问题(P)的特殊性。我们这里的求解方法还难以推广到更广泛的系

统．对于带有逐点状态约束的最优控制问题，其一般的求解方法还有待于进一步的

探索和研究．

§1．2 第三部分所讨论的问题与主要结果

对于变分不等式1及其最优控制问题的研究，已有大批的工作．对于带有时滞

的变分不等式的讨论，目前还不多见． Valerlano([65])曾对一类带有时滞的变分不

等式建立了解的存在唯一性定理，他假设时滞只出现于状态变量本身和其低阶偏导

数顼而不出现在其最高阶偏导数项之中，在本文的第三部分，我们讨论最高阶偏导

数项具有时滞的变分不等式的最优控制问题．下面简要介绍这一部分的主要内容和

主要结果．

给定卯中有界区域n、正数r与T，广义测度弘、集值映射芦及函数，，，o

1在有的中文文献中，也稚之为“变分不等方程’。本文板照。vgrlationzl ineque2ity。一词的翻译惯倒

使用“变分不等式。这一术语．
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R X Rn×R X U．}R．我们讨论下述的最高阶偏导数项具有时滞的变分不等式

i／(t，z)一Ay(t，z)+￡，Ay(t+p，z)p(dp)+Z(y(t，$))弓I(t，z，y(t，。)，u(t，￡))，
{n L2(o，正H一(n))；

F0，。)=妒(t，。)， a．e．@，。)∈(一r，0)×n；

冒(0，工)=z(z)， n．e．茁∈n；

口0，z)=0， in(0，T)×8Q．

(1．2．6)

使得指标泛函

帕，u)=f出上，0(抽矾畹u托圳如 (12．7)

极小化的最优控制问题(C)．这里，集值映射芦定义为

芦cr，={‘：1。】】r，=>O。
假设U为一般的可分度量空间．控制函数类取为

(1．2，8)

“={t‘=t‘(·，-)I u(·，·)为(o，T)X n—+矿的可测映射)． (1．2．9)

在讨论中，对p与，和，o我们作下面的假定．

(Hp)p是8([-r，o])上的有限值广义测度，且满足

船I,I(卜n 0】)1 p】(h，0】)<1·0．2_10)

(H1)对任意(t，叠g，t‘)∈RxR"xRxU，”，·，Y，·)与，o(-'·，玑·)为(o，T)xflxUk-

Lebesgue可测函数，f(t，z，·，u)，，o(t，z，·，u)∈C1(R)．且有常数k>0使得

，(t，茁，0，乱)I+l，o(t，卫，0'u)I+1矗(t，。，Y，u)i+i驾(t，。，Y，t‘)】s七0．2．11)

V(t，z，Y，“)∈R×R“×R X玑

(H2)对于任意的(t，z，Y)∈(o，卅X n×R，／(t，z，Y，·)与，o(t，z，Y，．)在U上连

续。

(H3)对于任意的(t，T)∈QT，桌值映射￡(t，z，．)具有Cesari性质1．

参见第58页定义5．2．1．
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这里的集值映射￡(t，z，．)：R一2铲定义为

e(t，士，掣)={(u8，w)1"o≥，00，z，掣，Ⅱ)，口=f(t，z，Ⅳ，t‘)，钍∈u)．

我们的基本思路是将变分不等式看作一类等式方程的极限，用逼近方法研究状

态方程f1．2．61的可解性和该系统的最优控制．具体迪说，我们以具有相同初边值条

件的同类等式方程
，0

妊(t，T)一△骓(t，$)+／△骓(t+8，z)肛(d目)+成(uAt，∞))

=f(t，z，!k(t，z)，“(t，口))， (1．2．12)

与指标泛函
，T ’

以(¨(，·))=／dt／fo(t^佻(t，z)，“(t，$))如 (1．2．13)
J0 J 5 Z

去逼近变分不等式(1．2．6)与指标泛函(1．2．7)．

作为最优控制问题研究的必要准备，在第三部分中我们首先建立最高阶偏导数

项具有时滞的半线性抛物型变分不等式的适定性理论．文[74]对一类最高阶偏导数

项具有时滞的抽象弛物型方程建立了解的存在唯一性理论．方程(1．2．12)的可解性

可作为其特殊情形得到．而且由文[74】可知，当非齐次项，与系统的初值(1P，z)具

有较好的性质时，方程(1．2．12)存在唯一解，且该解也具有较好的性质．状态方程

(1．2．6)的可解性是在这些结论的基础上建立的．在使用逼近方法时，由于逼近方程

(1．2 12)中展(-)关于￡无界，因而不能直接用【74]中的结果导出班的有界性．我

们利用时滞算子的性质和方程(1．2．12)在某种意义下的单调性，直接证明了逼近解

骓、其各阶导数以及风(挑)诸序列的有界性(详见第40页定理4．3．5)．这是我们证

明状态方程(1．2．6)可解性的关键．在讨论(1．2．6)的可解性时，我们将控制处理为抽

象参数．从而，这部分内容与控制理论相对独立，其结果具有独立的理论价值．

在研究变分不等式(1．2．6)与指标泛函(1．2．7)确定的最优控制问题时，由于辅助

状态变量目(参见第36页(4．10)式)的可用信息太少，我们不能直接研究方程(1．2．6)

的轨线变分．借鉴m与{18】的研究方法，我们首先给出逼近系统(1．2．12)的逼近控

制问题的变分方程和伴随方程，然后研究其伴随方程解的收敛性，最后得到(1,2．6)

的伴随方程．与【7]和【18】不同的是，(1．2．12)的伴随方程中由于时滞项G+(△仉)的

出现，给逼近项匪(仉)哦的收敛性的讨论带来很大困难(详见53．3中的(5．29)与

(5．30)式)．我们仅在一个较大的空间中证明了其收敛性．

在第三部分，我们证明了下面的主要结果：
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定理1．2．1．(状态方程的可解性与连续依赖性)若(HI)与(Hu)成立，则对于

任意的t‘6“及妒∈L2(一r，o；硪(Q)nH2(Q))、2∈硪(qn珥(Q)，变分不等式

(1．2．6)恒有唯一解．且其解掣=F(·，·，“，仍z)连续依赖于(u，妒，z)．

定理1．2．2．(最优控制的存在性)若(HI)一(Ha)与(1¨成立，则问题(C)至

少存在一个最优解．

定理1．2．3．(最大值原理)设(H1)与(H。)成立，(雷，面)是问题(c)的最优对．

则存在妒∈工2(o，T+r；础(n)nH2(n))nⅣ1·2([o，卅；驴(n))及e∈H“(∞)使得

supp<C{0，。)∈(o，T)×Q}口O，z)==0) (1．2．14)

f每+△妒一￡，△妒(t一目，z)p(d口)+矗(口，日)妒一‘=-g(o，面)，

{ 伽旷1(C0,T)×∞；(1．2．15)、 ，

l妒(t，。)=o， 口．e．(t，z)∈[T，T+r】×fl；

l妒(t，z)=0， in(0，T)×aQ．

且对于Hamilton函数

H(t，。，Y，妒，Ⅱ)=，(t，g，Y，“)妒一，o(￡，z，Y，¨)， (1．2．16)

V(t，。，口，中，Ⅱ)6【o，T】×n×RxR×矾

下述最大值条件成立：

日(t，z，讹。)，地z)，啦瑚。景男日(t，蝴(t，。)，北z)t“)，(1 2·17)
a．e．(t，z)6(0，T)×n．

对于最高阶偏导数项具有时滞的变分不等式及其控制问题的研究，本文的工作

还仅仅是一个开端．当系统的初值正则性较差时如何定义这类变分不等式解的含义

并建立解的适定性理论、当声为—般的极大单调算子时系统的初值与单调算予应满

足何种形式的相容性条件、以及抽象空间中这类变分不等式的相应理论等问题，都

有待于进一步的研究．就控制问题而言，本文没有考虑终端约束与轨线约束．有约

束的情形以及这类系统的极大极小控制等最优控制问题也都有待于进一步的研究．

§1．3 常用记号

在本论文中，jp为通常的m维实欧氏空间，其中向量口与1的内积和范数
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分别表示为

o．'和㈦=瓜．
Ar为向量或矩阵A的转置．n为胛中具有光滑边界an的有界区域，r与T为给定

常数，且满足0<r<T．对t>0，记Qt=(O，t)×fi，Q一沪(一t，0)X姨￡产(0，t)x8Q，

以lEI表示集合E的Lebesgue测度，如无特别说明，“可测”或“a,e．咄a指Lebesgue测

度意义下的“可测”或“几乎处处”．以面E表示集合E的闭凸包；以x。表示集合

E的特征函数，即

x。(t，。)={1， (。，z)∈E；

【0， (t，z)毛E．

±与i表示函数z关于时间变量的导数面dx与貉．对于QT上n-e．有定义的实值
可测函数”(·，·)，

弥㈡剐㈡=掣，掣与警
表示函数g(-，·)的广义导数(参见[89]§1．8)．

V=c击，⋯，去怕△=蠢+一．+茜
分别表示梯度算子与Laplace算子．文中用到的工2(曰)、工”(E)、L2(n，6；H)与

Ⅳ1·2(㈦6】i H)等函数空间以及上P(f2)、瑚(n)、H_1(Q)等Sobolev空间和各空间

上的内积或范数均按照文[1】与[69]中的含义理解．以

b如
表示础(n)与H-1(n)中元素，与g的对偶积．并引用下述记号：

二；(n)={叫∈L2(n)I切@)≥0 d．e．z∈n)， 工三(n)=一正；(n)．

L2⋯tf’T)可类似定义．显然，琏(Q)与琏(QT)分另U是工2(n)与L2(钫)中的闭凸锥．

7



第二部分

一个有逐点状态约束的时间最优控

制问题的显式解



第二章一个在逐点状态约束下四阶线性系统的时间最优控制

问题的显式解

§2．1 引言

在工程科学、经济学等领域出现的控制问题中，由于问题本身的实际背景或技

术条件的限制，往往要求受控系统的状态或控制满足某些约束条件．讨论带有逐

点状态约束的最优控制问题，具有非常重要的理论和应用价值．在上世纪六十年代

初，Pontryagin等(【57]，[79】)讨论了带有逐点状态约束的有限维系统的最优控制．早

在1967年，A．I．Egorov([24])讨论了关于带有逐点状态约束的偏微分方程的最优控

制．此后，Moasino([53])、Mackenroth(149])、Casas([14])与Soner([62])等对带有更一

般的逐点状态约束形式的线性系统的最优控割相继作了研究．从丸十年代末起，研究

线性、半线性、拟线性椭圆系统、抛物系统、发展系统和变分不等式系统最优控制的

文献大批出现，有很多工作都同时考虑了带有逐点状态约束的情形。详见【21，[31，c51，

[10】，[13】，[16】，[15]，【19】，【21】，[18】，[35】，[37]，[47]，[55]，[56】，[58]，[59]，[67】，f70]，【73】以及

[34]中所列的参考文献，

求解带有逐点状态约束的最优控制与最优轨线相当困难．最优控制与最优轨线

的计算一般按照下述思路进行：首先根据最优性条件写出一组关于状态变量与伴随

变量的方程，然后求出这组方程的解或验证某组函数是该方程的解，最后验证该解

确是最优解．文[57】与【78]中给出的计算实例大都是这样求解的．

当系统的相轨线有约柬时，已有的最优性条件都先验假设最优轨线或最优控制

满足某些性质．例如在无穷维系统的情形，最优性条件要求容许轨线的能达集满足

某种形式的有限余维数假设([37】，【46]，【67J)，这些假设在求解具体问题时往往很难

验证．而且，由于伴随方程中一般出现一个测度项。这就使得最优性条件中方程组

的求解非常困难．再如，对于有限维系统，Pontryagin等人给出的约束最大值原理

虽然不包含测度项(参见[57】第六章定理22-25)，但却要求最优轨线在约束区域的

内部和边界上只有有限次换接，而且要求最优轨线对于控制集具有一定的正规性．

正规性的本质是要求最优轨线位于某个“足够丰富”的轨线族内，以便使用适当的

变分方法．而在实际问题中最优轨线包含某些“孤立段”台留情形时有发生．所以即

使对于有限维系统，已有的最优性条件也很难用来求解最优控制与最优轨线．求解

带有逐点状态约束的具体最优控制问题，目前还没有一般的有效的方法．
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在本章中，我们研究一个控制系统

z<4)(￡)=u(t)， l“(t)『S 1，

在逐点状态约束

⋯≤1 (2．1)

下由韧始状态

x(o)=±(o)=童(o)=。(3)(0)=0

出发，在以最短的时间转移烈状态

z(T)=h， k(T)=i(T)=j(3)(T)=0 (2．2)

的时间最优控制问题，其中h>0给定．我们求出了最快到达时间磊与最优控制

吐(．)的显式表达，

我们采用的方法是；首先建立上述时间最优控制问题与固定时间区间上路程最

大问题的可解性及最优控制之间的关系；然后证明当时区较短时后一问题实际上是

没有状态约束的问题，并通过对最优轨线性质的具体分析求出后一问题的最优解；

最后求出原问题的最优控制．从最后的结果可以看到：尽管该问题的最优轨线最多

换接有限次，但它含有几个边界段。且每个边界段都不满足文[57】中约束最大值原

理的正规性假设．

本章的后续内容安排如下：第二节给出伺题的控制形式与初步分析，指出如果

该问题的最优轨线含有边界段，则其边界段一定不满足文[57】中约束最大值原理的

正规性假设。第三节给出同题的两次转化及诸阊题之阕够联系．第舀节对转化后的

间题直接计算其最优控制．最后一节求出原问题的最优解．

§2．2 问题的状态空间提法

我们研究的控制系统为

{：：=f兰i：；。：。。。，三：：。：’二：L 临．砷

取控制域为U=卜l，1】，控制函数类“为V值可浏函数的全体．对于任意的T>0

记

“口)={n(-)l。是(o，T)一÷(一1，l】的可{雯l映射)，
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显然，对于任意的“∈U(T)，系统(2．3)在[0，T】上恒有唯一解z。(·)

u确定的轨线．记[0，T1上全部轨线所成的集合为

y(T)={z。(．)J u(-)eU(T))．

对于给定的h>0，记

称其为控制

坛d={z()l存在T>0，使得z(·)∈y(T)，且(2．1)及(2．2)成立)

地d={u(·)I Xu(．)∈弘d}．

(2．4)

(2．5)

(2．6)

性能指标泛函为

T(u)=inf{T>0 I。。(·)∈y(T)，且(2．1)与(2．2)成立)，Vu∈玩d． (2．7)

则上述时间最优控制问题即是：

问题(P)：给定h>0，寻求日∈玩d使得

?(国=Ta
ded。∈in‰f。?扣)- (2．8)

当这样的矗存在时，称其为问题(P)的最优控制，相应的雪(-)=‰(，)称为问

题(P)的最优轨线，分别称o‰与)k中的函数为问题(P)的容许控制与容许轨

线．

若取Y=(Yt，Y2，Y3，u4)7=(。，±，￡，。(3)r，则系统(2．3)可写成如下的一阶线性

系统形式：

A=(。
：

： ：]， 口=
9(y0))=[拈(t)】2—1≤0，Vt∈【0，T]

11
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从这种形式出发，我们可说明文【57J中带有逐点状态约束的最大值原理不能用

于求解问题(P)．为此，我们先简要介绍约束最大值原理的主要内密和相关概念(详

见文f57】第六章)如下．

考虑以f≯力状态空闻的控制系统

f客=，(Ⅳ，“)， ∽．t∈(如，+o。)，

1绯。)：如．
在终端约束与逐点状态约束

口{o，)=yl； 9(口(t))1 0，Vt∈(to，‘，】

之下使得指标泛函

a(u，u)=／fO(玑u)dt
Jto

达到最小的最优控割问题(酃．其终端时刻￡j未绘定．控糕函数类为U值可浏函

数，矿为Rm中有界闭区域．

对于问题(p)的任一条轨线F(·)，若在‰021上恒有g(≯(￡))<0，则称，(t)妇s

t≤赴)为Ⅳ(·)的内部段；若在p1，t2J上恒有9(Ⅳ(￡))=0，则称y(t)(tl≤t≤t2)为Ⅳ(·)

的边界段；若g(y(t1))=0，且在tt的某个单侧邻域中(或两侧)恒有g(Ⅳ(t))<0，

则称t1为Ⅳ(．)的换接点．构造数值函数

p(芎，“)=，(寥，t‘)·V9(管)．

若在点(Y，u)处有

p她 宝舢
则称》关于“是正规的，记

"(Ⅳ)={u∈UI g关于u是正规的)

若v(·)的边界段Ⅳ(￡)(t1≤t5t2)满足

“(t)∈Ⅲ(掣(t))， Vt∈p1，t2]，

则称该边晃段是正规的．

12



边界段的最大值原理([57]定理6．22)设(口(-)，面(·))是问题(P)的最优对，且

口(t)(tl≤t≤t2)是最优轨线口(，)的正规边界段，则存在常数妒o、数值函数A(·)和

／E'值函数妒(·)满足1

妒o S 0， (妒o，妒(·))≠O；

警一蔷刈喀，一托m]；
日(鳓州，。(。))=。黼))矗(姒蜊，“)，饥∈h埘

其中，H(y，币，u)=妒·I(v，u)+妒o，o(Ⅳ，Ⅱ)． 口

约束最大值原理(f573定理6．26)设(灵)，露())是问题(两的最优对．若0(-)只

有有限个换接点，且所有的边界段都是正规的，则其每个内部段满足通常的最大值

原理，每个边界段满足边界段的最大值原理，每个换接点r满足下述的跳跃条件：

妒(r+)=妒(f一)+pVg扫(下)) 或 妒(丁一)+pVg(Ⅳ(r)=0而弘≠0．

其中“是实数 口

对于问题(P)而言，当其最优轨线的某段位于边界g(Y)=0上时，由于

p(E“)：<旦磐，AY+B“>：2舶弘
不直接依赖于“，从而

却瞰u)一。
—否i一一u，

即该段轨线上的每点关于控制域矿=【-1，1)中的任一点都是非正规的，故不满足约

束最大值原理所要求的正规性条件．

为了求解问题(P)，我们首先将该问题转化为在同样的逐点状态约束条件下终

端时间固定的最大路程问题(WT)，然后进一步将后者转化为终端约束更简单的同

类问题(RT)．求出问题(RT)的最优控制之后，根据诸问题间的对应关系依次求问

题(、h)与问题(P)的最优解．文中用到的基本理论参见[76】．

§2．3 问题(P)的转化

根据运动学常识我们知道：在相同的条件下，“以最短时间走完规定路程。与

“在限定时间内走得最远”是描述同一概念“最快”的两种不同方式．基于这一思

1这里．我们喀击了有关^(．)的性质
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想，我们可将“最短时间问题”(P)转化为下述的“最大路程问题”(WT)．记

兜d(T)={￡(．)∈y(T)I．gCT)=±(T)=z(3’(T)=0，且(2．1)成立)． (2．9)

相应的容许控制类记为

玩d(T)={“(．)∈“(丁)1 z。(·)∈或d(T))， (2．10)

问题(WT)：给定T>0，寻求6∈玩d(T)使得

z吐(T)=百(T)d=ef sup z。(T)． (2．11)
q∈乩d(T)

对于任意的T>0，由于常值控制u(t)；0对应于$(．)=0∈jo(T)，故有

5(T)≥0．

另一方面，根据三阶Taylor公式，系统(2．3)的解为

《扣告／：‘”妒∞汹． (2’12)

故对于任意的u∈／4(T)，恒有

‰(列≤丢序却s=芸．
从而。

osi(丁)≤音-
即问题(WT)的最优值§(T)定义(0，。o)上的一非负函数．

问题(P)与问题(WT)可以通过其最优值的对应相联系．我们有下述结论：

引理2．3．1．若问题(WT)对于任意的T>0存在最优解，且其最优值i(T)是

T∈(0，∞)的严格单增连续函数，并满足

鼎5(T)。0， T!：墨。i(T)=+o。· (2·13)

则问题(P)对于任意的h>0存在最优解，其最优时间磊满足

i(T^)=h． (2．14)

直其最优控制与最优轨线恰为问题(we。)的最优控制与最优轨线．



证明．对于任意的^>0，由i(T)的单调连续性及(2．13)．-j-知，有唯一的矗>0

i(矗)=h．

设面(·)为问题(珥‰)的最优控制，并记i(‘)=如(‘)·由

d∈玩d(靠) 及j(矗)=h

可知6∈地d．故只要证明于^=矗，则(2．14)式成立．且(d，i)也是问题(P)的最

由缸∈玩d立即得知磊≤矗．若磊<矗，则存在T∈[矗，矗)及“(-)∈乩d使

得。。(T)=h．记{=磊一T，设问题(％)的最优控制为口(·)．取

钟，啦∑死三篡
则o∈甜(矗)，且容易验证

硝归融⋯，，：焉
∥㈣=㈣_篡∥乩z，s

从而如(．)∈瓯d(磊)，锊)∈玩d(磊)．互有

xo(T‘^)=h+z。(#)=i(矗)+i(f)>i(磊)．

这显然与§(磊)的定义矛盾．从而磊=磊成立．

最后，若u(．)为问题(P)的最优控制，则T(“)=矗．从而“(．)∈玩d(矗)．且

由(2．14)可知

轧(矗)=h=§(磊)．

故t‘(|)也是问题(％、)的最优控制． 口

对于问题(wT)，我们可根据其两端点约束的对称性将其转化为终端约束更简

单的下述问题(RT)求解．记

晚d(T)={。(·)∈y(T)Ii(T)=o，且(2．1)成立)．



￡如(T)={¨(．)∈甜(r)I z。(·)∈j乙(T))

问题(RT)：给定T>0，寻求乜∈玩d(T)使得

。t(T)=i(T)些s．up z。(T)
u∈地d(T)

问题(w2T)与问题(RT)有下述对应兼系

引理2．3．2．对于任意的T>0，恒有

百(2T)；2f(T)

且问题(w卯)有解等价于问题(RT)有解．

(2．15)

(7rg)(t)=丢陌(2T)+Ⅳ(t)一y(2T—t)]，o≤t sT， (2．16)

我们首先证明”是允d(2T)_÷或d(T)的满映射．事实上，若记(”Ⅳ)(·)=。(·)，则

茁(t)=÷瞄(t)一。(2T—t)]， t∈【o，卅．

。㈤(t)=÷妒(t)一Ⅳ‘4’(2T—t)]，n_e．t∈[0，卅．
故有

￡(T)=o；Ji0)J≤1，t∈【o，司；$(4)(．)∈／4(T)．

又。(2)(o)=0，(≈=0，1，2，3)显然成立，敌。(．)∈以d(∽，另一方面，对于任意的

z(．)∈允d(T)，取

鲋，《竺h旧叫，篡：． 偿堋

则显然g(·)在t；T点处连续且左可导，其左导数即为±(卵．又由罗比达法则及

主(·)的连续性可得

。骧等挚=。骧盟掣=⋯llm+t(aT_t)=删。



即Ⅳ(．)在t：T点处右可导且右导数也是±(T)．故口(·)在z=T点处连续从而在

10,2TI上连续．同理可证*)与#(3)(·)在(o，2TI上连续，#(3)(·)在(o，2T!上几乎处

处可导，且

f z(七’(t)，
掣(。’(t)；{

【(一1)“12(。’(2T—t)

由。(．)∈钆(T)可得Ⅳ(4)(·)∈“(T)，且

0曼t≤T；

k=I，2，3．

T<t≤2T．

Ⅳ(。)(2T)=0，k=1，2，3； l口(t)I茎1，t∈f0，2T】

即口(．)∈允d(2T)．由(2．16)容易验证("Ⅳ)(．)=z(·)，故"是满映射．

现在我们证明(2．15)式．对于任意的g(·)∈Yad(2T)，由(2．16)及f(T)定义立

即得到

y(2T)=2(”Ⅳ)(T)≤2F(T)．

对Ⅳ(．)∈虬(2T)取上确界则得

直(2T)曼2哥(T)．

另一方面，对于任意的。(。)∈轧d(T)及(2．17)确定的w(1)∈奠d(盯】，由

1 1

z(T)2寺”(2T)s专5(汀)

取上确界立即得到

’(T)s寺i(2T)-

从而i(2T)=2i(?)．

最后，我们证明问题(W2T)与问题(RT)的可解性等价．事实上，若i(-)为问

题(w灯)的最优轨线，则由(”i)()∈站(T)及

(7ri)(T)=百1 i(2T)=—f1 i(2T)=f(T)

立即得知(”量)(·)为问题(RT)的最优轨线．同理，若士(-)为问题(RT)的最优轨线，

则由(2．17)定义的口为问题(W2T)的最优轨线． 口
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§2．4 问题(RT)的最优控制

对于任意的u∈U(T)，由Taylor公式可得
，￡ ，t J2

t。o)=／o—s)“o)ds，Ii。o)I s／o一8)ds=之厂．
，0 ，O ‘

故当T较小时，系统(2．3)的任一轨线均满足(2．1)．从而，只满足终端条件札(T)=0

且使z。(T)最大的z。(一)必然也是问题(R，r)的最优轨线．即只要求出下述问题的最

优解即可．

问题(鱼T)；给定T>o，寻求o∈U(T)使得

卫。(T)=产(T)型sup{z。(T)|乱∈“(T)，茧u(T)=0)．

定理2,4．1．对于任意的T>0，问题(岛)恒有唯一解．其最优控制为

她，七一蒜： 扭㈣

f(T)=二48一 (2·19)

且％(·)是逐点最优的．即对于满足札(T)=0的任意u(·)∈甜(T)，恒有

‰(t)S z。(t)， Vt∈[0，卅． (2．20)

证明．对于任意的u(-)∈“(T)，记。(·)=‰(．)．对z(-)及其各阶导数分别在

t=0与t=T点处作Taylor展开，则对于0≤t≤T有

f z(t)=丢后(t—s)3“(s)ds， 童(￡)=每石。一s)2u(s)ds，

1￡。)：￡(亡一。)。(。)d。， 。(3)(趵：J：。(。)d。．
‘2·21’

。(t)=$(T)+(t—T)圣(T)+}o—T)2三}(T)+告(t—T)3z(3’(T)+告辱。一s)3tl(3)幽

圣(t)=士(T)+o—T)±(T)+号(￡一21)2z(3’(T)+专J；o—s)2“o)ds，

茧(亡)=茁(T)+0一T)。(3’(T)+层(t一8)珏(s)幽，

z(3’(t)=z(3)(T)+层u(5汹．
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比较以上两组展开式日】得：对于任葸的t∈【0，卅，

f z(丁)=(?一t)士(T)一I(T-t)2茧(T)+告(T一￡)3z(∞(丁)+告F(t—s)3u(s)ds，

{圣(T)=(T—t)苗(T)一号(T—t)2石(3’(T)+专仃。一3)2uo)ds，

【苗(T)=iT—t)z(却(丁)+口。一s)u(s)ds，
(2．22)

若j(T)=0，则以此及(2．22)中后两式代入第一式可得

孵)=吉上1(t叫(T—s)(2T-t-s磁s)dsI Vt∈(0m (2．23)

故由阪s)}S1得到

咿)外(列≤丢Z7卜州T—s)(2T-t-s)担 (2．24)

且对于任意的t∈【0，卅，由上两式可知：

c。以，中等号成立§u㈤={：：

茁。c。，=f』12一；。。一2。，。，

。。5∈(o，。)；(2．25、
a．e．s∈(t，T)．

0<s<t．

(2．26)
t<s<T．

茔。(?)=o等t：(1一之兰)T． (2．27)

特别地取t=(1一年归，则由(2．24)立即得知由(2．18)定义的。(．)为问题(硒)的
最优控制．且由(2．25)与(2．27)可知o(．)是问题(赫)唯一的最优控制．

最后。我们证明最优轨线粕(·)的逐点最优性．对于满足或(?)=0的任意u(．)∈

甜(T)，记
一

t。：(1一旱)LⅣ(f)：±。(t)一勘(t)．
由⋯≤1及

，￡

”(≠)=／0一s)阻(8)一o(t)Ids，＼出∈[o，q．
J0

。

得知
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对于0≤t≤如成立．若有某r∈(如，T)使得Ⅳ(r)>0，则由Langrange中值定理

存在∈∈(to，f)及口∈(r，T)使得她，：掣≥等>。川忙掣=等<。．
从而

0(q)一口(f)<0．

另一方面，在(to，T)内o(t)=-1，敏有
rq ，目

。相)一o(∈)=／口(3)ds=／№(3)+11ds≥o．

这一矛履说明C2。28)式在(亡0，T)内恒成立。鼓(2．28)式在【o；T1上恒成立。从而，

。。(t)一$。(t)=／(t—s)Ⅳ(s)ds≤0， Vt∈[o，T】．

口

由(2．26)可知

vo∈【o，司，0≤量。(t)≤茧。(2to)=t3=({一、厄)铲．

故由定理2．4．1及

(昙一、／i)铲曼l甘Ts 2十~／i

立即得到

推论2．4．2．当0<T≤2+以时，由(2．18)给出的o(·)也是问题(RT)的最优

控制． 口

当T>2+以时，我们估计问题(RT)的最优轨线含有“边界段”．考虑到其

“内部段”与“边界段”应充分光滑地衔接，丽在边界段上￡；4-1，z(3】兰0．故我

们以这样的思想构造问题(RT)的最优轨线；将由(2．18)及；2=(≮一墒铲=1确
定的轨线在越。点处(该点满足。(3)=o)分割为左右两段，在其中插入出i i士1确

定的一段轨线(接合点处适当选取初值使得三段轨线恰好衔接)．然后证明如此构造

的轨线确是问题(RT)的最优轨线．

，cT，=T一4二T+禹，：三三i二；『／豆； cz。z。，



当0<T s 2十以时，其最优控制o(．)=o(．)由(2．is)给出；当T>2 4-以时其最

优控制为

『1’
血(t)={一1

I
【 o，

t∈(o，1)；

t∈(1，2)u(t1，T)； 其中n=T一~／互． (2．30)

{∈(2，￡1)．

且最优轨线％(．)在允d(T)中是逐点最优的．即

z。(t)≤zd(t)，’‰(．)∈z≈d(T)，vt∈f0，卅． (2．31)

证明．由推论2．4．2可知，只需证明当T>24-以时结论成立

首先，由(2．21)及(2．30)容易求得

由此容易验证

岳吐(t)=

勘(t)=

●’

1r，

击十与竽一呼
土+f笔!)11r十——I一，

壶+掣一i掣，
t2
T，

，一止笋，
1，

Vt∈【o，司，0S＆“)Sl； i6(T)=f3

即由(2．30)定义的o∈玩d(T)

其次，若能证明

t E[0，1]；

t∈(1，21；

t∈(2，t1】

t∈(1，2】．

t∈[o，1】；

t∈(1，2]；

t∈(2，t1】

t∈(1，2】_

郇)=孚-T4-丢

莹。(亡)≤童矗(t)， Vt‘(·)∈zLd(T)，Vt∈fo，T】

(2．32)

(2．33)

(2．34)



则

札(t)=／o。。一s)‰(s)ds≤Z。(t—s)札(s)出=粕(t)， Vu(‘)∈玩d(T)，Vt∈【0，卅

从而，zt(·)的逐点最优性得证，且有

嗣一(?)=譬-T+击，
即(2．30)成立．下面我们证明(2．34)成立．

对于任意的“ftl∈玩df引，记≈∽：壬1。∽一或㈣。则

Ⅱzt∈(0，T)

y(o)=u(o)=y(T)=0； y(2)=％(2)一1≤o．

当oS{≤1时，

y(t)=／(t一3)卜(s)一1]ds≤0．
Ja

即(2．34)对于0≤t≤1成立．对于2≤t S tl，(2．34)显然成立．套用定理2．4．1证

明中所用的反证法可以证明(2．34)对于1<t<2及t1<t≤T亦成立．

最后，我们证明最优控制的唯一性．当0<T兰2+v住时，由定理2．4．1知唯一

性成立．当T>2+以时，若Ⅱ(，)∈玩d(T)也是最优控制，则

rT

／(T—s)‰(s)一id(3)】dj=甄。(T)一zn(T)=0．
，U

注意到(2．34)，我们得到

气(s)一i＆㈤=0，a,e，3∈(Q，T)．

从而，由其连续性得知上式对s∈【0，明逐点成立．从而

u(s)=。謦1(s)：=。?’(s)；也(。)， n．e．s∈(o，T)．

唯一陛得证． 口

§2．5 问题(P)的最优控筋

根据引理Z3．t、引理2．3。2及定理2．4．3，我#1首先给出闽题(W，r)的最优控制．

22



乖卜T一4■篡≯ 仁ss，

矾1：』-，蚓。，坚竽)U(暑墼磐)) (236)面‘。’2 i一1，{∈(_I毕，等)u(j毕，T)．‘2·36’
f 1，t∈(o，1)u(手，华)u口一2，T一1)；
础)={o，t∈(2，毕)u(华，?-2)； (2．37)

【_1't∈(1，2)u(华哥)u(T_11n
且最优轨线。日(-)在或d(T)中是逐点最优的．即

z。p)≤z(t) (vz(．)∈jId(T)，Vt∈[0，T】)． (2．38)

证明．在(2．is)与(2．30)中以手取代T，尉宅为问题(研／2)的最优控制．易

矗(t)---／姒 。≤t茎手；
(2-39)

【一a(T—t)， 手<￡≤T．

嘣牡卜’， 0<坯手；
(240)

【2xn(等)一zd口一t)，手<t≤T．

下面证明最优控制的唯一性．若u(．)∈或d(T)也是最优控制，则由(2．15)与

㈨(吾)=铲1(耻i1骝一(吾)。



故一。也是问题(rtT／2)的最优轨线．由问题(Pur／2)最优控制的唯一性知其最优轨

线亦唯一。故

从而，由(2．16)、(2．36)、(2．37)及(2．39)与(2．39)可得

z“(t)一她(T—t)=2(砜)(t)一。。(T)=2zd(t)一i(T)，Vt∈【O，吾]-
由于

I士u0)I≤1，t∈【o，TI； Iu@)l≤1，n．e．￡∈(o，T)，

故在{t∈[0I等]J面(t)=士1)的各个区间上，由

u(t)一“(T—t)=2z乳)=2喇=士2，a．e．t E[o，丁T】
立即得到

“(t)=一“(T—t)=士1=d(t)，(a．e．)；

在{t∈(o，罟】i云(t)=6}的各个区间上，由

±。0)一i。(T一￡)=2in0)=2i6(t)=／：2，

立即得到

茧。(￡)=一士。(T一砷=士l。

从而，

u(t)=-u(T一∞=0=豆(t)(G^)．

在区间(等，T)上。我们有

u(t)=一u(?一t)=一6(T—t)=6(t)陋．e．)．

故“(．)=五(I)成立．唯一性获证．

逐点最优性(2．38)的证明可套用定理2．4．1证明中所用的方法完成，故从略

下面证明本章的主要结果

口

定理1．1．1的证明．由定理2．5．1，问题(WT)对于任意的T>o存在唯一最优

解．且由(2．35)容易验证i(乱是T∈(o，。。)的严格单增连续函数．并满足(2．13)．
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由引理2．3．1可知，问题(P)对于任意的h>0亦恒有唯一解．联立(2．35)与(2．14)

解出磊，则得到(1．1．3)．由引理2．3．1及定理2．5．1即知出(1．1．4)或(I．I，5)定义的

面是其最优控制． 口

注2IS．2．由(1．1，5)计算可知：当h>罾+2瓶时，问题(P)的最优轨线牙《．)=％(-)
在约束集的内部与边界上换接四次，且对应于t∈【2，t1一铜和t∈[￡1+以2tl一2]
的两段分别位于约束边界￡=1与i=一1上(如(·)的图形如下图所示)．从而j(．)

不满足约束最大值原理的正规性假设．

‰(t)的图形



第三部分

最高阶偏导数具有时滞的变分不等

式的最优控制



第三章引 言

§3．1 引例

考虑单相Stefan问题([8】'[481，[77】)．假设R3中某区域n由水和冰占据，y(t，z)

与口(t，z)是其温度分布与热流分布．在任一时刻±>0，区域n被分割为冰区础

与水区n}两个子区域，其公共边界记为rt．由于热传导的作用，子区域嘴与n}

随时间t变化，即n是移动边界．如果在区域n的边界(或部分边界)上施加一个

热源，则可以考虑用它控制移动边界n的移动状况．这类控制问题在冶炼技术等

实际问题中也常常遇到．材料无记忆时有关这类系统控制问题的研究可参见f8]、

f291、{751与[7刁等文献．

以下概述温度分布函数Y所满足的关系的推导过程．记区域Q内部热量分布

函数为Q(t，z)，且假定水的比热为常数c．则有

Q(t，$)=叫(t，z)， 0(t，。)=c17(t，。)

另一方面，用微元法与Stokes公式容易导出由热传导所引起的热量的时间变化

率为一divq(t，z)．当水和冰的状态相互转化时，会出现放热或吸热现象．记由此损

失的热量为1(t，。)，则显然应有

00，z)=一divq(t，z)一"0，z)

从而

c口0，$)=-divq(t，。)一q(t，z)．

根据经典的Fourier法则

q(t，z)=-kVy(t，。)，

得到温度Ⅳ(t，z)应满足的状态方程为

西(t，$)一＆△v(t，z)-i-目(t，z)=0．

假定冰的温度恒为o。G，则有

愫蓦 茏兰

(3．1)

(3．2)



利用(1．2．8)定义的集值函数母，上式可写成

目(t，z)∈卢(F(t，z))． (3．3)

Ⅳ(t，z)的状态方程可写如下成变分不等式的形式

讹。)一妻△口(t，。)+fl(y(t,x))j 0． (3．4)

经典的Fourier热传导定律(3．1)意味着导热材料无记忆．实际上，导热材料是

有记忆的．Gurtin与Pipkin([33])和Nunziato([54])等讨论了有记忆的材料的热传导

问题．他们引入了Fourier法则的一种修正形式

口o，z)=-k／o(s)Vg(t一3，。)ds， (3．5)

其中的n(．)称为热流量松弛函数．更加一般地，综合考虑即时效应与滞后效应，考

虑下面的修正的Fourier法则；

q(t，$)=一kVy(t，z)一／Vv(t一8，。)p(d8)． (3．6)

其中Ⅳ(．)是定义在B(o，o。)的有限测度，满足p({o))=0．这样，温度分布函数Y

应满足如下关系t

co(t，。)一kay(t，￡)一／Ay(t—s，。)p(ds)+芦(V0，口))争0． (3．7)

这是一个最高阶偏导数项具有时滞的变分不等式．

注：变分不等式可以看作带有逐点状态约束的特殊的微分方程．

事实上。对于给定的集值映射

声：D(卢)(c日)—÷2”

及以日为状态空间的变分不等式

兰掣州删jf(t,V㈣)． (3．8)

如果取H X矗为新的状态空间，则变分不等式(3．8)化为带有逐点状态约束

(Ⅳ(t)，q0))E—Ⅵ=((Y，q)∈日×日I v∈D(卢)，q∈卢(g))． (3．9)

的等式方程

兰磐州归弛删)． (3．10)
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因此．变分不等式(3．8)的可解性等价于方程(3．10)有满足逐点约束(3．9)的解(Y，目)．如果

取(3．9)中的约束集为

M={(Ⅳ，q)∈H×直l Y∈D(f1)，1∈卢(F)，F(Ⅳ)∈日)．

则在约束条件(Ⅳ，q)∈M下(3．10)关于(Y，q)的可解性即是通常所说的带有状态约束的下述

问题(关于y)的可解性：

J掣州们加巾洲啪； (311)

【F(掣(t))∈Q．

由于(3．10)中几乎不包含关于q(·)的可用信息，而在大多数问题中人们只关心变分不等式的

解(Y，”)中Ⅳ(·)的特性(如唯一性，正则性等)．所以在研究变分不等式时一般采用(3．8)或

(3．11)的形式．

在本文中，我们采用上述状态约束的观点研究变分不等式．

§3．2 相关问题的研究概况

变分不等式作为偏微分方程的一个重要分支在上世纪六十年代由J．L．Lions和

G．Stampacchia等学者创立以来，在欧美各国蓬勃发展，其理论日臻完善，其应用不

断拓广，形成了一个颇具规模的体系．与此同时，随着变分学的发展和最优控制理

论的诞生，各种变分不等式控制系统的最优控制问题开始进入许多控制理论工作者

的研究视野，

在上世纪六十年代，Lions在研究椭圆型偏微分方程的线性二次最优控制时，

发现其最优控制的一阶必要条件具有变分不等式的形式([42])．于是，Lions、

Stampacchia与Mosco等人着手研究变分不等式解的存在性、正则性等基本问题([431，

[52])．七十年代中期，Mignot讨论了椭圆型变分不等式的最优控制问题(【50】)．

随后，Barbu(IV]，f8])、niedmall([29]-f31】)、Mignot·Puel(【51】)、Salocch([6])等

进一步讨论了椭圆型与抛物型变分不等式系统的最优控制．关于变分不等式系统的

早期研究成果，可参见f6]与【46】中所列的参考文献以及【46]申第五章末的评注．

需要指出的是，八十年代前有关分布参数系统(包括由偏微分方程和变分不等

式支配的系统)的最优性条件一般都是在控制域的凸性假定下获得的．八十年代初，

李训经和姚允龙([44J)使用针状变分的方法就非凸控制域的情形证明了发展型分布

参数系统的最大值原理。九十年代初，雍炯敏在控制域为一般的可分度量空间的假
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定下对带有状态约束的半线性椭圆型偏微分方程和变分不等式建立了Pontryagin型

的最大值原理(171])．他们的这些工作(睁3，【45]，f70j—173j)是讨论菲凸控制域上

无限维系统的最优控制的基础．

近十几年来，随着变分不等式在力学、工程、化学、经济、金融等领域的广泛

应用，相应的最优控制问题的研究日趋活跃．迄今为止，已出现了大批研究成果(例

如[31，【5】，【111，[10】，【13]，[30】，【311，[351，【38l，【461，[511，【60】，c67l，[68t，c77l等)．最

近几年，Adams、Lenhart、雍炯敏([2])、陈启宏([19]，[21]，【1 8])、楼红卫([47]，

[48])等人对椭圆与抛物型障碍最优控制问题做了一系列研究，在最优解的存在性、

唯一性、正则性、最大值原理、极大极小控制、间接障碍控制以及退化系统的最优

控制等方面获得了一批研究成果．

由于在材料力学、热传导理论和经济预测、金融工程、风险控制等许多实际问

题中，材料有记忆或信息滞后的现象非常普遍((331，[541，【641，c681)，带有时间滞后

的受控系统的控制问题自然成为最优控制理论研究的重要对象．从本质上说，无论

系统的状态空间是否为无穷维空间。时滞系统的控制问题一般都属于无穷维空间上

的控制同题．对带有时滞的微分方程，关于其解的存在性、唯一性、正则性等基本

问题目前为止还没有较为一般的结果，所以。时滞系统最优控制的研究成果远不如

无时滞的系统丰富．文【4]，[12]，【61】，[74]等讨论了一些线性、拟线性抛物方程解的

存在唯一性、正则性等问题．在最优控制方面，李训经和姚允龙(f44])讨论了含时

滞的分布参数系统的最优控制的最大值原理． Kowalewski与Krakowiak([40])讨论

了具有积分型时滞项的抛物系统的时间最优控制问题．潘立平与雍炯敏([55】)就最

高阶导数带有时滞的拟线性越物方程建立了Pontryagin型酌最大值原理．

对于带有时滞的变分不等式最优控制问题的研究，目前还很少．Valeriano([65])

对一类带有时滞的变分不等式建立了解的存在唯一性定理，他假设对滞只出现在状

态变量本身及其低阶偏导数项中而不出现在其最高阶偏导数项．对于最高阶偏导数

项具有时滞的变分不等式的最优控剐的研究，目裁尚未见到这方面的结果，

这一部分以后各章的具体安排如下：

第四章讨论状态方程(1．2．6)解的存在唯一性及解对初值和参数的连续依赖性．

我们将控制处理为抽象参数，从而这部分内容与控制理论相对独立．前两节介绍时

滞算子与变分不等式的解等基本概念和基本假设．第三节讨论逼近系统解序列的一

致有界性．这节内容是建立适定性理论的必要准备，其中关于时滞算子性质的引理

4．3。4在第四、五两章中起着关键性的作用．第四节建立变分不等式解的存在唯一性



与对初值的连续依赖性定理，并研究了对应于同一控制列变分不等式与逼近方程的

解序列之间的关系．第五节建立解对参数的连续依较性定理．最后一节扼要介绍了

无限时滞的情形．作为对最高阶导数具有时滞的变分不等式可解性的研究，这一章

的结果具有独立的理论价值．

第五章研究由(1．2．6)与(1．2，7)所描述的最优控制问题．我们的控制域是一般的

可分度量空间，可以没有任何代数结构．第一节给出问题的陈述．第二节证明Cesarl

型条件下最优控制的存在性定理．第三节研究逼近控制问题．首先证明逼近控制问

题与原问题的指标值及最优值之间的联系．然后给出逼近控制问题的轨线变分、伴

随方程及其解序列的弱收敛性，并最终得到原问题的伴随方程．第四节利用变分原

理建立了Pontryagin型的最大值原理，并指出该结果与文【55】中相应结果的联系．
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第四章时滞变分不等式的可解性

对于具有时滞项的变分不等式，最基本的问题即是其可解性．本章的主要任务

即是对于最高阶偏导数项具有时滞的变分不等式建立其解的存在唯一性和连续依赖

性定理．我们采用逼近的方法建立所述的主要结果．文[74]对一类最高阶偏导数项

具有时滞的抽象抛物型方程建立了解的存在唯一性理论。我们用这类抛物方程逼近

所研究的变分不等式，根据逼近解的收敛陛导出变分不等式的解．由于逼近方程中

“逼近项”的无界性，【74】中解的估计将失去作用．我们将在第三节专门研究逼近

解的一致有界性．作为重要的理论准备，该节的主要结果及其证明方法在本章以后

的各节中将起关键性的作用．

§4．1 时滞算子

设B是[一r，0]上的Borel n代数，弘(·)是([一r，o]，B)上的有限值广义测度．定

义时滞算子G如下：

定义4．1．1．设m∈N，Vh∈L2((一n o。)×fl；咒“)，若瓦为Borel可测函数，且

满足

h(t，z)=h(t，$)， n．e．0，$)∈(一r，oo)×n， (4．1)

则定义

(G^)o，z)垒，。无o+口，$)p(d目)。．e．(t，z)∈(0，00)×n． (4．2)

满足(4．1)的Borel可测函数元一般称为h的Borel修正(见[74】)．下述引理表

明：对于任意的h∈L2((一r，∞)×n；口“)，在“a。e．”意义下Gh是一意的，与瓦的

选择无关．

gl理4．1．2．(i)若h：(一no。)×n_+jp是BoreI可测函数，且满足

则

h=0， d．e(t，z)∈(一r，o。)×n

，0

／^O+口，$)p(d口)=0，口．e．0，口)∈(0，o。)×n． (+)
J—r

(ii)若^∈L2((一r，∞)x n；彤”)，则Gh∈口((0’。。)×Q；彤n)．且对于任意的
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口∈三2((0，o。)×Q；Rm)，0≤5≤+o。及0≤8。≤r，下述不等式成立：

墨I；／d：rfor'+'。(C㈦h)。出'gd+tf l弘l(【删：厶如小，出ndz
1

墨； 互”“{烈2出+歪I pl(【一toj)2厶如f，⋯2出
+互1 IpI([一_。】)l

p I([-so,0])上dz，8+5。I^i2d￡· (4·3)

证明．设p：矿一卢一是p的Hahii-J。rdan分解．不妨设p+(I-r'0])>o且

若h BDrd可测，则由映射(p，￡，z)卜÷(亡+8．$)的B。rel可浏性得知#啦+8，$)是

(口，t，g)的Borel可测函数，从而函数

仁嘲Ⅲ，咖±(dD)
关于(t，z)Borel可测，

(i)若h：(一r，oo)×n_+R为B。rel可测函数，且满足

h=O，“．e．(t，$)∈(一r，∞)xQ

令

u(t，$)：，。^+o十。，$)弘+(d口)仙I，引=f n、‘卞o’*Jp、“”J

肛■们№班l=小卜胁，m艳枷㈡州删l
≤s五出／：。出￡鲋㈡2州卅磊1厶f拈厶f。。m_／f，o 2(川，州㈣

；矿(⋯】)卜／：”s(tJ妒出+丢￡矿(dO)f d f。h+∽卵战

；印+I-r,0】)￡d。f。g(t，。)2dt．
令￡-÷0，则得到

互咖Z。90，z)w。，z)dt=。，V9∈工2fro,co)xn)
33
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一6 ro

h+(抖目，?)p一(dp)2上，^一(抖p，$)p+(硼)=o，们·(t，T)∈(o，oo)×n·

从而(+)式成立．

(ii)由(i)可知， (4．2)式不依赖于Borel修正元(显然不唯一)的特殊选取，

不妨设h本身是Borel可测的．对于任意的g∈二2((o，。。)×Q；fp)，8∈【01+oo)及

80∈【0，r]，由Cauchy-Schwartz不等式及Fubini定理可得

1J(az上5+5。”(屯。)。(厶。)出f

=I互如广出￡州川一卵㈡川圳

≤研南五出厂m￡鲋，妒川卿
+掣五出厂出￡州川，妒州㈣
s；。dxfOs+s。g(c'妒疵

+掣五出￡州㈣仁州t+O,x舳
+业掣互出￡。州枷)Zr—s+。so-6州t+O,x)2dt
=

"-og。，妒疵+i1州h 0])2上出￡州如)2疵

+；p+(卜r，o])弘+(【_。。，。])／：如，。+。。^+(岛z)2出． (4．5)

这里，”由(4．4)定义．由上述不等式可知”∈F((o，oo)×n)．同理可得

￡矿o+口，gm一(甜)，￡^一。+以z)矿(甜)∈F((。，o。)×n)．
从而Gh∈工2((o，oo)×n)．在(4．5)中分别以Gh，h及川取代"，^+及矿，则得

到(4．3)。 口



特别地，在(4．3)中取80=0，g=Gh，则立即得到下述结论：

推论4．1．3．对任意的m∈N及0<8 S+oo，G是L2((一r，8)×毡jlm)l÷

口((o，s)X n；jP)的有界线性算子，且

¨G1}≤mj([一r，o])．

关于算子G我们给出以下几点附注：

注4．1．4．(i)作为工2((一r，8)×n；jp)_÷铲((o，8)X n；jp)的有界线性算子，对

于给定的r及p(·)，G与8及m有关，严格地说。应当记为瓯．。．为简洁起见，

我们将仍采用记号G，s与m的值在特定的上下文中是明确的．

(ii)由引理4．1．2(i)可知，(4．2)式不依赖于Borel修正瓦的特殊选取，故当^

本身BoreI可测时，
，0

(ah)(t，o)==／^(t+日，z)p(d口)Ct．e．(t，z)∈(0，。。)×n．
J—r

当h为一般的Lebesgue可测函数时，为简洁起见，在后文中我们将仍采用这一表达

形式，其涵义按照(4．2)式理解．同样，当涉及某函数关于测度_【‘的积分时，我们总

是理解为其Borel修正的积分．

(iii)时滞算子G涵盖了许多常见的时滞情形．例如，有限或可列多个离散时

滞以及绝对连续的分布型时滞，都可表示为(4．2)的形式．

§4．2 时滞变分不等式

设似，d)为度量空间，F：月×R“×R×材-+R为绘定函数，声为(1．2。8)定

义的集值映射．对于给定的参数u∈“，考虑下述的最高阶偏导数项具有时滞的变

分不等式

9(t，。)一Ay(t，z)+c(Ay)(t，#)+卢(Ⅳ(t，z))刍F(t，z，y(t，z)，t‘)，

in L2(o，T；H一1(n))；

y(t，。)=妒0，z)， a．e．(t，。)∈Q一，； (4．6)

掣(0，z)=z(z)， n．e z∈n；

y(t，。)=0， in∑r．

为简洁起见，当不需强调时后文中我们常略去F或Ⅳ中的自变量(t，z)．如将

F(t，为y(t，z)，“))或卢(口(t，$))简写为F(y，u)或／3(y)．我们首先给出上述变分不等式
解的概念。



定义4．2．1．对于给定的u∈“及初值(％z)

H2(n))n W1t2(【o，?l；L2(Q))x L2(Qr)，且满足

Ⅳ(t，z)=v(t，z)，

y(o，X)==(。)，

v(t，z)∈卢(Ⅳ(t，z))，

口一Ay+G(z∑y)+q=F(y，“)，

则称(Ⅳ，≈)为变分不等式(4．6)的解．

若函数(Y，”)∈L2(o，置础(n)n

d_e．(t，z)∈0一r

a．e．z∈n．：

a．e．0，z)∈Qr；

o．e．in口T．

(4．7)

(4．8)

(4．9)

(4．10)

注；对于变分不等式(4．6)的解(Y，q)，我们主要关心的是Y的特性．所以。在后文中我

们常常用“(4．6)的解Y”表示。(4．5)的解(Y，口)中的Y。这一含义．若非必要。我们将不再

提及目．但是，我们应当牢记：变分不等式(4．6)的解是一组函数(Y，q)而不是一个函数Y．

本章中，我们对(4．6)中的F与p作如下的基本假设；

(Hf)对任意(￡，z，Y，u)∈丑×jp X R X“， F(·，·，Y，t‘)为QT上Lebesyue可测

函数，F∽z，．，1‘)∈G1(R)．且有常数k>0使得

IF(t，z，0，t‘)l+1日(t，z，掣，t‘)I≤k， V(t，霉，Y，t‘)∈R×R”×R×甜． (4．11)

(H。)广义测度p满足

l。i如mlpl(f—r'o】)l弘l(【一8，o】)<1- (4·12)

当_I|为绝对连续型广义测度或不以0为聚点的至多可列集上离散广义测度时，

(4．12)显然成立．

§4．3 逼近系统

定义4．3．1．对于以0为聚点的任意集合h￡(o，1)，若函数族{风(·)忙∈A)c

C1(R)满足

V￡∈A， 《成(A)<0，

l危(A)；o，

【os屡(^)s{，
V1<o， 珊风(1)2一。。，

则称{廛l￡∈A}为集值函数卢的一个光滑逼近族，

VA≥0；

V^<o； (4．13)

VA∈R．

(4．14)

函数芦。称为芦的￡．逼近．



为简洁起见，后文中卢的光滑逼近族与。逼近我们将都用廛表示，其含义可

由特定的上下文理解．

任给卢的光滑逼近族风，考虑(4．6)的逼近系统

l蟊一AyE+G(AyE)+风(挑)=F(驰，u)， inQT；

{舻协 in Q．“
(4．15)

l挑(o，．)=2(-)， inn；
、 7

【讹(t，z)=0， inET．

根据[74]中的定理2．4立即可得；

引理4．3．2．若(Hf)与(Hp)成立，则对于任意的妒∈L2(一no；明(a)nH2(n))，=∈

硪(n)及t‘∈“，逼近系统(4．15)恒有唯一强解Ye∈L2(一nt础(n)n日2(n))n

w71t2([0，T】；工2(n))．

以后我们将用啦(u，妒，z)、ye(u)(如果初值(z，lP)给定)或Ye表示(4．15)的

解．下一节我们将证明：当z∈瑶(n)时，逼近系绕的解恢)有子列收敛到(4．6)的

解Y．由于{膜)无界，故逼近解集{挑)的一致有界性研究是问题的关键．本节的

主要结果即是m}的一致有界性．我们先从两个技术性引理人手，它们不仅在本节
主要结果的证明中起关键性的作用，而且在后文中也多次用到．

引理4·3·3．著(Hf)成立，5>0，则对任意Y，玩口∈铲(仉)及u∈“，下述吝

式成立．

(．)阪盹，咖叫茎学慨驴撕 ∽16)

(ii)l五。F(”，“)。出dxI_<2k2 In[s+2k2厶。V2础出+：五。矿出出； (am)

(iit)I五。(F(玑u)一F(轨t-))§at如I s；厶。(口一妒at如+；五。i2出如． (tm)
证明．显然F(·，-，口(·，·)，u)可测．由(4．11)及

地㈡=她㈡+Z1马(地吲㈧(Ⅳ吲氓
．-j-得

F(玑t‘)I≤七(1+协I)，

F(雪，t‘)一F(管，t‘)l S％|雪一Y
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引用基本不等式

labl<+ib2，
V c>0．

我们得到

IF(玑札)ⅣI≤；+2ky2，

IF(掣，“)雪I s 2k2+2k2Y2+；雷2，

I(F(口，u)一F(y，“))口J茎；≈(口一。)2+；k口2．
在g上对上述各式积分，则得所述结论． 口

引理4·3·4·设(Hp)成立，h∈L2((一nT)×n；jp)，9∈L2(QT)，o>0。若有
常数Ⅱ，b>0使得

五scs，。，2出+n厶。⋯2出如s。+a厶。92出如+aI五。tGh，·n疵dxl，Vs∈m，卅．
(4．19)

则g∈L。(O，霉二2(Q))，且存在常数C=C(r，置6，弘(·))>o，使得

⋯2叩胪(n))+ⅡII圳：⋯≤G(口+。厶√612 dtdx)· (4t20)

证明·不妨设a=l·否则，我们以忐取代(4．19)与(4．20)中的^即可．由
(4．12)，存在i∈(0，川及d∈(0，1)，使得

『pl(【一r，0jJ胁I【【一i，o])=1一正

对于任意的s∈(o，_】，分别以0与8取代(4．3)中的8与即，我们得到

吣G”n抛|<业掣“n12dt圳·一兆⋯2胁．
故由(4．19)可知

上，(B。)2如+；Z，Inl2dt如

≤n+；fpl([一r，。】)2五一，I^12dtd。+625／5，(t，z)2dz．
由Gronwal!引理可得

上。(s，。)2如+导厶㈨2dt如s(n+i1川(卜noD2／o一，Inl2 dt如)扣



记

石=。+狮(【．r1。])‘／o—ihl2斑如，q=护．
则 五，(s，z)2如+；厶。⋯2疵如sG忍Vs∈(。，司．
假设J莒<T，且存在常数岛>0使得

上，(s，。)2出+；五。⋯2dtdz<e，西，Vs e(。，捌． (t．21)

对于任意的8∈0i，min{T,(J+1)i)]，由(4．3)及(4．21)可得

坛(Vh)矗她l
≤甜挑I如+㈨⋯】)2互出仁肝i出
+籼⋯】)IpI([筘-s 0】)上如肼2出‘ Jn JIi

墨(西一。)+(，一；)五。fnl2ataz+；(i川(【一n o])2+a一，)互a。Z筘inl2斑
s(西一n)+(，一!)五。l—12dt如+(掣+t)c≥西．

将上述不等式代入(4．19)则得到

上，(s，z)2出+；五，ln[2dt如≤石(，+q+；。⋯([-n 0])2)+。／Q。"02础如
注惹到(4．21)，司知上述不等式对于任意的3∈(o，同亦成立．再次引用Gronwall

引理可得：对任意3∈(0，min{T,0+1)i)]，恒有

上。(s，z)2如+；Z。Jnl2dt如≤酉(，+。+；。川(卜r，o】)2)一．
记

q+-=(1+ca+；o川ho】)2)e。+1烯， (4．22)

则

五9(s棚2出+；五，J^12出如≤q+t西V。∈(。，m叫正(J+1)i)】． (4．23)

由归纳原理，(4．23)对任意正整数j成立．



设(Jo一1)i<T≤joi，记

G：(-+∞+掣)％．
则由(4．23)可得

五。(s，。)2出+厶。⋯2dt出≤G(n+厶一，川2捌刁，Vs e(。t卸·

即(4．20)得证．由q=e婚及(4．22)可知这里的常数a只依赖于r,T，b和p(’)· 口

下面．我们给出本节的主要结果．

定理4．3．5．设(Hf)与(Hp)成立．则存在常数口=c(r，T，p(·)，％)>0使得对卢

的任一光滑逼近族雎、任意初值lP∈L2(一r，o；础(n)n H2(n))、z∈硪(n)n工车(n)

及啦∈吖，(4．15)的解YE=雏(tls，妒，z)满足

II骓Hi棚(07汪。(n))+IlVydli∞(0，；口(n))十8△骓||各(q，)+II仉lli。(。，)+Il虞(姚)IIb(口，)

s C(1+IIz|l备，(n)+11妒112L。(。加；打。(n))， V E>o． (4t24)

证明．对于任意的s∈(o，卅，以驰乘方程(4．15)并在G上积分可得

；五佻(s㈡2如一：互：(∥如+厶。lV骓12出如+厶。廛湫№疵如
=／F(佻，u；)yEdtdx一／(GVye)·Vysdtdx．
JQ。 Jq-

由(4．13)可知

五。触‰dtdx>_o．
根据(4．16)，我们有

点如(s㈡2如+z厶。]VYel2出az

s半+上觑铷五。贸疵如+z¨GV骓，·Wysdt如l_
故由引理4．3．4可得

⋯2唧一{n)删V骓02。(Qv)-C(丛笋+上≯出+。IIVmm，))，垤>。．



看记

岛=ln}T+l|=ll备，(m+|l妒蛏(-r,0iH。(n))． (4·25)

则上式等价于

II骓啼(o，丁江。(n))≤CxCo， llV骓啦(qT)s ClCo，VE>0- (4·26)

其中Cl=Ct(r，T，弘(·)，k)。

以△骓乘方程(4．15)两边并在仉上积分，同时注意到

上如上。吼△骓出=1互上lVz(刮2出一；上lV弧(s，刮2如，
我们得到

；f IVus(s，圳2出一；上IVz(蚓2出+厶。(△骓)2出出+厶。层‰)IV驰12出出
=一／ Fy(y。，t‘。)IVwl2 dtdx+／(G△挑)(t，g)△骓(z，x)dtdx

J口。 J仉

s≈五。IV蚓2 dtdx+l厶。(G△佻)(屯z)△挑(t，。)m曲1．
而且，由(4．13)可知

／羼(骓)IV骓12dtdx≥0．
J。|

根据(4。11)与引理4．3．4，可以得到

live,略(o，T；L。(n))≤岛岛， 』△讹B(日T)!Q岛， V￡>0． (4．27)

其中岛=岛(r，T，p(·)，女)．

以熙‰)乘方程(4．15)两边并在Q。上积分，同时引用(4。17)及推论4．1。3，我

们得到

7 廑(挑)2dtdx+7 讥风映)疵如
JOT JQT

= 7 F(魄，“。)风(伽)dtd。+f △骓废(ys)dtdz—f(G△雏)(t，?)风(骓(t，z))出d。
JQT JQT JQT

≤z女2ln|T+2k2fQ，y：dtdx+1i厶，熙(啦)2出出+。厶，(△岿2出出

+；五，触胸出+扳触舳出吲1刚Ⅲ】)2互出￡(划2她



而且，由(4．13)及z∈珐(n)可知

厶，据成c讹，dt如=正如，：：t“展c-，烈≥。．
故由(4．26)及(4．27)可得

II虞‰)112z(。，)≤a岛， V E>o)．

其中Ca=C3(r'T，p(·)，女)．

根据1F‰，1l。)1≤k(1+l骓1)与(4．26)可知

liE(。，。，拈(‘，’)，‰)llL*(o．T；驴(n】)S戗岛， 垤>0．

从方程(4．15)及(4．2s)一(5．10)立即得知

|l仉吩(。T)!G岛， 垤>0．

其中q=G(r，T，卢(·)，^)，{=4，5．显然，(4．24)等价于(4．26)一(4．29)

§4．4 解的存在唯一性与解对初值的连续依赖性

(4．29)

口

定理4．4．1．设(Hf)与(I-Ip)成立．则对于任意的妒∈L2(一T，o；础(n)n日2(n))、

z∈础(n)n上j_(n)及u∈甜，变分不等式(4．6)至少有一个解口=g似，妒，z)．且对

于卢(·)的任一光滑逼近族虞(·)，逼近系统(4．15)的解钝=骓(u，仍z)恒有某个子

列(仍以{乳)表示1)，使得

f魄在日1(QT)中弱收敛干阢在L2(QT)中强收敛于Y；
l

当s_0时， {△雏在L2(QT)中弱收敛于Ay； (4．30)

I
【区‰)在L2(Qr)中弱收敛于q．

其中q满足(4．9)及(4。10)。

证明．我们将证明过程分为三个步骤．

第一步：证明存在q∈工2(Q词及Y∈工2(一r，r；硪(f2)n日2(n))nⅣ1,2(Io，卅；铲(n))
使得(4．30)成立．

1后文中，序列的子到将仍以其本身表示，以后不再注明
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由定理4．3．5可知， {YE E>0)是日1(0T)中有界集， {△挑I E>0)与

{融(始)I￡>0}是驴(Q?)中有界集．由H1(q雨与L2(QT)的自反性及Eberlein-

Shmul'yah定理，存在g∈H1(qT)、{，口∈L2(0T)及慨)、{△拈)与{风(骓))的

子列，使得

f Ye在H1(QT)中弱收敛于Y，在L2(QT)中强收敛于Ⅳ；

当E_÷0时， {△挑在L2(Qr)中弱收敛于f； (4．31)

l成(骓)在口(QT)中弱收敛于≈．

定义ⅣI口一，=妒， y(O，‘)=；(-)．我们现在证明Y∈驴(一nT；硪(n)n日2(n))n

W1,2(【0，卸；L2(n))，且

Ay=∈ inL2(翰)． (4．32)

一方面，由于H1(QT)可嵌入L2(0，置H1(n))之中，故骓在二2(o，T；H1(Q))中

亦弱收敛于Y．又由捌(n)是日1(n)的闭子空间及Ye∈L2(o，殳嘲(n))立即得到

Y∈L2(o，正础(n))．而且，对于任意的W∈铲(o，正础(n)n H2(n))，在等式

I yEAwdtdx=| Ay5wdtdx,
JOT JQv

两边令s-+o，并刹用△仇与仇的弱收敛性贝lI得到

／铂．yaw出如=厶，和出如．
从而可知Y∈工2(0，T；H2(f2))，且(4．32)成立．

另一方面，由拈∈W1,2([o，卅；工2(n))及始(o，-)=z(·)可得

讹(t，z)=z(。)+Z。仉(。，。)如 vt∈【0’卅，n．e z∈n．

以任意的"∈舒(0T)乘上式两边并在Qr上积分，则有

／Q ycwdt如=厶，一出如+二如上?出Z‘畎cs，。，”ctz，如

=／Q zwdt如+互出／：T蟊c。㈡(Zr”ct。，出)幽．



令s_+0，根据骓与以的弱收敛性，我们得到

／QT ywdt．如=fQT zwdf；如+上出f蜘㈡(厂嘶，出)as

=／。T zwdt如+上妇f出J(‘沁，蝴，圳s

=厶，(咖)+序㈦郴s)坤，舭如·
由此碍知

鲫，z)=出)+Z‘如，z)出 一㈦北％
叉由口∈工2(QT)知上式右端对任意的t∈【0，卅有意义，从而Ⅳ∈W1,2([0，邪；铲(n))．

亦即Ⅳ∈工2(一r1T；丑3(n)n丑。2(n))nWl,2([o，卅；三2(Q))成立．

第二步：证明(4．9)式成立．该式显然等价于

q∈L2_(QT)，v∈工；(Qr)且”Ⅳ=0 o^inQT． (4．33)

下面，我们依次证明上述各式．

首先， 踺(国')作为L2(Q雨中的闭凸集是弱闭的，故由廛‰)∈L!(QT)与

(4．31)立即得到q∈丝(q')．

其次，若#专碑(QT)，贝Ⅱ存在某6>0使得可测集E={(￡，。)∈Q，l v(t，。)<一2田

有正测度．不妨设lEI=2a．由(4．31)，{Ye}有某子列在QT上几乎处处收敛于Ⅳ．根

据Egorov定理，存在E的某个可测子集B使{导IBl>a，且蚀)在B上一致收

敛于Y．故当E充分小时，雏<一d在B上一致成立．由成≥0知展‰)≤风(一6)

在马上一致成立．从而，根据(4．14)可得

厶展(骓)Ⅳd娩≥厶晟(一d)(一2d)dtdx=-25I马『压(一d)_÷+o。， e_÷。．

另一方面，由屉(骓)的弱收敛性可得

厶风(伽)可以d。=厶r羼(拈)(yxE一)出如_+厶叩Ⅳd亡d叠<+。。， E-÷o。
f r r

上述矛盾说明≯∈L车(QT)必然成立．

最后，由／展(驰‰疵出≥0及(4．31)可得／qydtdx≥0．注意到删s 0，
JQT JQT

立即得知刁g=0(n e，in QT)．故(4．33)得证．



第三步：证明g是变分不等式(4．6)的解．显然，我们只需要证明(4．10)成立即

可．根据算子G的有界性及(4．30)，当￡．÷0时，

且由

(妊，△骓，G(A骓)，良(骓))在(L2(QT))4中弱收敛于(矾△玑G(△Ⅳ)，”)

F(骓，t‘)一F(y，t‘)I S七l蜥一y

可知

QTlF(％∞_F@，t‘)12dtdx92厶，lYe--Y尸捌8，07

从而，由(4．31)我们有

嬲HF(y,，t‘)一F(y，t‘)慨口t)2 o，

令e_÷0，在方程(4．15)两边取三2(QT)中的弱极限立即得到(4．10)． 口

定理4．4．2．『解对初值的连续依赖性定理J设(Hf)与(Hp)成立，则存在

常数C=G(nT，p(．)，女)>0，使得对任意的％p∈口(一rlo；础(n)f-t E产(Q))、

z，j∈硪(n)nL牟(Q)及t‘∈“下述估计式成立：

||口一引Ii。(o．T；p(n))+IIv(9一Ⅳ)lJb(。T)

s c(1l{-zIIie(哪+||V驴一V妒lIi。(。一，))． (4．34)

这里，Y与口分别是(4．6)对应于(t‘，协2)与(t‘，l】a，{)的解．

证明．设

偿裟∞篙擞
则％0∈工2(口T)，且有

≈∈_8(口)，日∈芦(口)， 8．e．in QfT)． (4．35)



令口=口一Y．则§满足

雪一△啻+G△雪+(而一叩)=F(9，t‘)一F0，t1)

掣=妒一妒，

雪(O，·)=三一z

inQ—r

in n：

in Er．

对于任意的o<s≤T，以0乘该方程并在Q。上积分，则有

；互口(s，。)2出一；互忙一妒如+／o。IV卯dt如+五。∞一州口一。)疵如

=上如上5(GV§)，V口出+／o。[F(口，u)一F(_，u)】口出如·
由(4．35)可知

砧(口一口)d埘z≥o．

从而，引用(4．18)可得

上口(s，z)2出+2二，}V卯出出 (4．36)

≤正忙一z)2出+。t正。口2出如+z J五。(GV口)。V鲫如f． (t肿)

根据引理4．3．4，存在常数C=G(r，T，k，p)>0使得

"§{l：。(o，丁．L：(n))+2#审§*知(or)

≤G(厶忙一妒如+-／o一。IV∞一洲2出如)．
此不等式显然与(4．34)等价． 口

在定理4．4．2中取口与1分别等于妒与z，则立即得到

定理4．4．3．(解的存在唯一性定理)若(Hf)与(H。)成立，则对于任意的

_p∈工2(一r1 o；础(n)l-IH2(n))、z∈础(n)n三}∞)及t‘∈“，变分不等式(4．6)恒

有唯一解(Y，”)， 口



对于任意的妒∈L2(一rlo；嘲(n)nH2(n))、=∈硎(n)n珥(n)及t‘∈“，在后

文中我们一般只用g(t‘，妒，z)或Ⅳ(u)(当初值妒与z给定时)表示变分不等式(4．6)

的解，而略去q(u，仍z)或"(u)1．

由解的唯一性及定理4．4．1可知：变分不等式(4．6)的任一解口(“，妒，z)均是逼

近系统(4．15)的某个解序列{佻(u，妒，。))的极限．反(4．30)与(4，24)我们立即得知

y(u，协z)及其各阶导数一致(关于参数u∈吖一致)受控于其初值的模．即我们有

下述结论：

定理4．4．4．设(Hf)与(Hp)成立

任意的妒∈L2(一r，o；硪(n)n日2(n))、

(4．6)的解(Ⅳ，”)恒满足下述估计式：

则存在常数G=C(r，Zp(·)，k)>0使得对

z∈础(n)n珥(n)及“∈“，变分不等式

Ilyll；．∞(o，；工。(n))十0V掣l{：∞(。，T；工。(n))+I|△Ⅳ||i=(口，)+lI舀Ilb(。，)+II,ll；．z(曰，

≤G(1+lI=ll备，(n)十IIvll；．：(一，，。；日。(n)) (4．38)

口

当初值妒与z给定时，对于以0为聚点的任意集合{s)￡(0，1)、卢的任一

族光滑逼近廛及任意一族参数{u。)c甜。变分不等式(4．6)的解族{Y5=v(t‘。))与

逼近系统(4．15)的解族{YE=ye(u；))有着非常密切的关系．下述结果在后文中将

多次用到．

定理4．4．5．设(Hf)与(Hp)成立，且妒∈L2(一r，o；硪(n)nH2(n))与

z∈硪(n)rl三；(n)给定．则对于卢的任一族光滑逼近虞及任意的tt‘。)C“，变分

不等式(4．6)的解族{旷=9(“。))与逼近系统(4．15)的解族{骓=址(t上；))具有下述

性质：

(i)存在”∈L2(QT)与Y∈L2(一nT；础(n)n日2(n))nⅣ1，2(【o，T]江2(n))以及

(旷)与{讹)的子列，使得

I旷与拈在H1(Qr)中弱收敛于v，在工2(Qr)中强*t敛ff-y；

当E_+0时 ,Sy‘ Aye在工2(Qr)中弱收敛于△Ⅳ； (4．39)

旷与雎‰)在L2(QT)中弱收敛于q．

且(4．9)式成立．这里(Y‘，矿，u。)满足(4，lo)

1参见第36页的附注



(ii){弧)与{矿)的上述子列满足

鳃(恢一洲：。(o，T；L。(n))训V(拈一Ⅳ川口2【。，))=0 (4．40)

证明．在定理4．41证明的第一步与第二步中以“：取代“，立即得到({)中关于

骓与q的结论(4．30)与(4．g)．从估计式(4．38)出发，同理可证：存在日∈工2(QT)，口∈

L2(一n T1础(n)n日2(Q))nWl,2(【0，T】；L2(n))及{旷)的予列，使得

I矿在日1(0T)中弱收敛于识在L2(QT)中强收敛于口；

当￡一+o时 △矿在铲(Qr)中弱收敛于△雪． 《4．41)

矿在L2(QT)中弱收敛于日．

如能证明

口=Y， 日=q， (4．42)

则(4．39)得证．

我们将(4．42)的证明放在最后，下面先证(4．40)式成立．记

魂=骓一旷，站=max{y,，o)，

则我们有

毛

施I

≈1

一△≈+G(Azs)+接(挑)一矿]=F(讹，t‘。)一F(95，tk)， inQT

ET。0，

t<02 0

对于任葸的3∈(0，1]，以≈乘上式两边井在钆上积分，则得

；五施(s)2如+厶。IV％12d-t,如+五。忱(骓)虮一风(骓)圹一目5站+矿明出如

=五。矿(船一站)出如一厶。(GV％)·VzEd$如+五。IF(乳，ur)一F(比“圳磊拙
注意到

展(骓)≤0，风(乳)挑≥0，Y5≥0，矿≤0，叩5矿=0，(n．e inQr)

以及

[F(乳，t‘e)一F(矿，“。)1名=／忍(矿+A缸，u；)霹dA≤七蠢，
，I

JO



我们得到

上％(s，z)2出+。厶。IV％12出如
s z№刊硝口，，j1骓一珐怯c。，，+zI五。(GV％)·V毛出如l+ze五。《出如

根据引理4．3．4可得

||z⋯。2∞(。，已L。∞))+2||V≈I卮：(q，)曼G lI矿IIL。(。，)Il骓一站||L。(。，)， V s>0

又由(4．38)可知

从而，我们得到

矿IIL2(Q?)≤C2， V￡>0．

||z⋯2。∞(O,TL2(n))+IIV％||2t(∞)≤c llys一时J|工。(。T)， V E>0

其中，G=Q(r，L卢(一)，≈)，i=1，2；G=2qQ．叉由

j觋Il挑一口J|L。(口，)2 0， Y≥0(d·e·in or)及 lY一站I≤J∥一驰

立即得到

Ye一谚If弘(口，)≤《弧一Ⅳ||掣(。，)+lIⅣ一谚II弘(口，)s 2 rlye一可lI工z(。，)_+0，E_+0

从而。(4．40)式成立．

最后，我们证明(4．42)．显然， (4．40)蕴涵

溉蚓h口，)20

另一方面，由(4．30)与(4．41)可得

从而

又由

j觋|I≈一扫一O)IIL。(。，)≤苎器(J』妇一掣||L，(口t)+JJ雪一旷0工。(。，))=0

掣=掣

，l

F(骓，us)一F(掣5，t‘s)f≤f 1日(可6+AZe，u。)施IdA≤七I气
J0



可知

拽IIF(y,，tle)一F(矿，t‘e)IlL。(日，)2 o·

令￡_0，在等式

风(挑)一叼5=F(3k，t工；)一F(y5，t‘。)一鑫+AzE—C(Az,)

两边取L2(Qr)中的弱极限，则由(4．30)与(4．41)立即得到

q一0=o． 即 日=q

口

§4．5 解对参数的连续依赖性

为了考虑(4．6)的解Y=y(u，妒，z)对参数“的连续依赖性，我们需要F关于u

具有HSlder连续性．即F满足下述假设

(H。)存在常数M>o与a>0，使得

F(u，t‘)一F(u，V)llLz(o，)≤M(1+l掣1)d(t上，封)。， Vy∈R，Vt‘，口∈“． (4．43)

当F满足(Hf)时，对任意Y∈R与t‘∈14恒有F(y，t‘)∈L2(Qr)，从而(4．43)

式有意义．我们首先证明下述基本结论．

恒有

引理4．5．1．若F满足(Hf)与(H。)，则对于任意的Y∈L2(QT)及∞，t‘∈“

F(V，u)一F(∥，”)Il：2(Qr)-<—!!：!!!笔；f考；i!!上(1+ll口ll：z(q，))d(u，”)。．(4．44)
证明．对于任意的Y∈L2(QT)，"，t‘∈“，由(Hf)立即得知F(．，．，o(．，．)，t‘)为

QT上可测函数．且由

IF(y，t‘)I≤k(1+lyl)

可知F(U，t‘)∈二2(QT)．

我们首先证明当Y为Qr上简单函数时(4．“)式成立．不妨设

Ⅳ=∑yjxq
32l
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由Cauchy—Schwartz不等式及(4．43)司得

厶，lF(v，u)一F(V㈠12dt出=薹厶IF(协，u)一F(的，刮2础如
<22善(1刊吲’厶阿渤'∞_F渤一M姚

≤z≈薹(，+l!，j|)(厶出出)号(厶叭蜘，u)一F(蛳，训2dt出)号
s 2kZ(I+l蜥I)√1马||IF(蜥，t‘)一F(yi，V)IILt(q，)

≤2kMd(u，")8∑(1+㈣2√吲．

QT y2dt出=蜘j=l吼胁扣I与吲s需
我们有

m 一∑(1+Ⅷ2、／吲

≤z耋1(H谚)器I1= v⋯

一俪+赢蚤莺吲
2斋(IQT⋯毗Ⅷ)≤等T(1+怕艟tm))‘VlV

从而，(4．44)式成立．

当Ⅳ为任意的L2(Qr)函数时，取0T上简单函数列f蜘’使得

由

熙协一训L2(Q，)2 o，从而j1．im。。Ilyjll口(。，)2⋯L。(口t)

IF(y，t‘)一F(y，口)I

≤IF(y，u)一F(珊，u)I+lF(蜥，“)一FCyj，t，)J+IF(Y．i，")一F(Ⅳ，∞)

≤2k}Y—YjI+lF(协，t‘)一F(yj，t，)I
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及范数不等式可得

HF(u，u)一F(口，'-')ill。(口，)

≤2k UⅣ一如lIL。fq，)+ItF(yj，u)一F(yj，Ⅻ)0￡t(q，)

兰2≈IJu-uJ||t。(。。)+[j!!警(1+II蜥oi。(q，))d(u，”)。】5
令J_÷。。取极限，则得到(4．44)式 口

定理4．5．2．(解对参数的连续依赖性定理)设(I-Ie)、(H。)与(1k)成立，则存

在常数C=口(nZp(·)，k，M)>0，使得对任意的妒，曲∈L2(一r，o；硪(a)nH2(n))、

z，2∈琊(n)n三三_(n)及tI，也∈14，下述估计式成立：

№-y11]。*"．p㈤)+nV话一鳓苎，(口¨

≤c(112一=||i：(n)+||Vl】a—V妒lI：一(。一，)+(1+lly rl[。(。，))d(Ⅱ，血)。)．(4．45)

这里，Y与口分别是(4．6)对应于(u，妒，z)与(缸，p，2)的解，

证明．在定理4．4．2的证明中以F(9，n)取代F(口，t‘)，并由(4．18)与(4．44)可得

阮【黝，缸)_F‰u)船出1
≤ ／IF(识砬)一Fb，吐)lI口{dtdx／lF(y，也)一F(y，t‘)li§ldtdz
，0· J口。

冬2^二。i2批b+去二。JF(玑也)一F(。，u)12出如
s 2≈五。口2dt如+等(1+liyoiz(q，))d(矗，“)。，

故(4．36)相应地由下式取代

胁㈡2dx+2厶聊姚

≤五(。一扩出+啦厶。于at如+zl厶。(GV；)·V。出如

+』!!!!号{{；÷÷!L(，+JlV¨2，c口，，)d(吐，t‘)。．
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根据引理4．3．4，存在常数G=c(r，T，弘(．)，k)>0使得

恻im(o，TiL2(n))+2 IlV训：z(qT)

≤G(五。一z)2dx+2／Q一，IV(≯一妒)；2ataz+!!：!{》；l；；÷三L(t+i治l睦。tQ，，)a(矗，u)。)
此不等式显然与(4．45)等价． 口

在结束本节之前，我们给出定理4．4．5的下述补充．

定理4．5．3．若(Hf)、(Hp)与(H。)成立。且存在u∈“，使得

舰d(％口)2 0 (4．46)

成立，则定理4．4．5({)中的(Y，q)是变分不等式(4．6)的解．

证明．由定理4．4．5(i)已经得知(4．9)式成立，我们只需证明觚q)满足(4．10)

由(4．18)与(4．44)可得

lIF(ys，％e)一F(y，uⅫL。(o，】

≤ IIF(挑，tls)一F(Ⅳ，t‘e)IlL：(。，)+I[F(y，t‘s)一F(Ⅳ，u)l』La(Qr，≤％HYs--Y||c。(。，)+[·!生警(1+J|ⅣlIi。(q，))d(u。，”)。．]5．
敌由(4．39)与(4．46)可知

!．imDf|F(玑，tk)一F(V，“)I|￡：(钉)=0．

在等式

蟊一△挑+G(Ay。)+虞(骓)=F(％，u。)

两边令￡_+0取工2(QT)中的弱极限，并注意到(4．39)，则立即得到(4．10)． 口

§4．6 无限时滞的情形

如果芦(。)是((一o。，o】，召)上的有限值广义测度，将时滞算子定义式中的(4．2)修
改为

(矾m，稚￡元(t+O,x)瑚)∽．(t㈡∈(0，∞)蛾(4．47)
则(4．6)是具有无限时滞的变分不等式．



如果将关于测度p的假设(IL)换成

(H斧) 船⋯(一∞，01)⋯(h，01)<1·(4．48)

则我们可以推广文[74】中的定理2．4到无限时滞的情形，从而可以证明：

引理4．6．1．若(Ht)与(H斧)成立，则对于任意的妒∈L2(一oo，o；础(n)n

日2(n))，；∈础(n)及t工∈吖，以(4．47)取代(4．2)之后的逼近系统(4．15)恒有唯一

解Y。∈L2(一oo，T；础(n)nH2(n))nWl，2([0，T】；L2 Ca))．

仔细检查前几节各结论的证明过程可以发现：只要将假设(H，)换成(H字)，

则本章的所有结论(在叙述上略做修改后)对于无限时滞的情形仍然成立．



第五章时滞变分不等式的最优控制

§5．1问题的提法

设U为可分度量空间，定义控制函数类“为

“=忙=u(t，·)I u(·，t)为国?—÷U的可测映射)． (5．1)

在“上定义Ekeland距离：

d(¨，")=l“t，。)∈QTlt‘0，z)≠"0，z)}J(Vt‘=u(·，·)，口="(-，·)∈“)． (5．2)

根据【46】可知，似，d)为完备度量空间(参见E46]Proposition 3．10)．

给定函数，，，o：R×R“×RxU-÷R，并设它们满足基本假设(H1)．定义函数

F(t，。，Ⅳ，u)=f(t，z，Ⅳ，“0，$)) (V(t，。，Y)∈qT×R，t‘=“(·，·)∈“)． (5．3)

则变分不等式(4．6)转化为以控制函数u=u(·，·)为参数的下述形式：

口(t，。)～△口(t，z)-t-G(ay)(t，z)+芦(Ⅳ0，$))jf(t，z，口O，。)，u0，$))，

in L2(o，T；H“(n))；

y(t，z)=≯0，g)， 口．e．(t，。)∈Q一，； (5．4)

y(0，z)=g(。)， n．e．z∈n；

y(t，g)=0，打；ET．

引理5．1．1．若(H1)与(H。)成立，则

(i) 由(5．3)定义的F满足(Hf)与(H。)．

(ii)对于任意的u∈“及妒∈L2(一r，o；嘲(n)nH2(n))、Z∈丑3(Q)n工{(n)，

变分不等式(5．4)恒有唯一解．且其解管=Ⅳ(·，-，“，妒，z)连续依赖1于(1．1，妒，；)．

证明。当(1．2．11)成立时，(Hf)显然成立．且对于任意的“=u(·，·)，。=”(·，·)∈“

及(t，z，Y)∈Q丁×R，由

，l

If(‘^y,u(。，。))12卜≈o，“(‘，。))+上f(t,x,Ay，“(2，圳V81卜。(1+㈨(5·5)
1这里的“连续依赖。按第52页定理4．5．2的意义理解．其中的a={
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可知

liE(舭)一帕，毗2Ⅷ=厶，m刚一∽圳刊¨m小芦川2d池
s k唰抽))【2琊帕1)]2姚
=[2％(1+Ivl)]2dCu，t，)．

即

IIF(V，u)一F(可，")I|L。(q，)≤2k(1十lⅣI)d(1‘，口){

从而(I-I。)成立．

(ii)是定理4‘43与定理4．5．2的直接推论． 口

以后我们将用掣与t‘或”等直接表示轨线v(·，·)与控制“(-，·)或”(·，·)等函数

1，而不再设出Ⅳ=Ⅳ(·，·)、t‘=u(·，·)或"=u(·，·)等．系统(5．4)的解可=Ⅳ(-，·，u，忆z)

以后仍简记为vCu，蛾=)或Ⅳ(u)(当初值(仍=)给定时)．记

4={(!，，t‘)f u∈“，”=Ⅳ(“)}．

称^为变分不等式(5．4)对应于(妒，z)的可行集，^中元(v，“)称为可行对．

给定初值2妒∈三2(一no；嘲(n)n日2(n))及z∈聊(n)n工}(n)，定义4上泛

函J如下：

J(y，u)=／，oO，z，y(t：z)，t‘(￡，z))dt出， v(y，t‘)∈A． (5．6)
J0r

显然，当(H-)成立时，对于任意的(型，t‘)∈A，恒有，o(一，·，g(-，·)，u(·，·】)∈

二1(Qr)，即(5．6)式有意义．我们的控制问题即是

问题(c)： 寻求(雪，面)∈^使得

J(y，吐)2(_难』J(玑t‘)_ (5·7)
憎，tlJt^

如果这样的(雪，．吐)存在，则称之为问题(C)的一个最优对，面与雪分别称为

最优控制与最优轨线．

1记号可只用于表示作为整体的函数可(∥)，不用于表示函数值y(t，z)

2在本章中，我们将固定系统(5．4)的初值妒∈工2(一r，o；硎(n)n日2(n))及z∈脚(n)n工}(n)，以

后不再注明．



若(H1)与(H。)成立，则由引理5．1．1可知

确定，我们将以J(Ⅱ)表示．记

扣uinEf“．，(”)

可以证明泛函l，具有HSlder连续性．

指标泛函(5．6)的值由控制t‘唯一

(5．8)

定理5．1．2．若(H1)与(H。)成立，则存在常数0=C(r，T，k，p(·)，妒(·，·)，。(·))>

0。使得

JL，(u)一J(v)l S Cd(u，")}，Vu，口∈／,4． (5．9)

证明．记

Fo(t，卫，Ⅳ，u)=，oO，。，Y，“0，卫))， v(t，z，Y，u)∈R X．Rn×五×“

在引理5．1．1(i)的证明中以一取代F，则立即得到t

IIFo(y，t‘)一Fo(玑口)IlL。(qT)≤2k(1+I”1)d("，1，)§， Vy∈冗，t‘，田∈14

即F与Fo均满足(I-If)与(H。)．由定理4．4．4，不妨设1

Mu)吣(qr】≤Q， 札∈“．

对于任意的u，口∈甜，由定理4．5．1、定理4．5．2及上式可得

I}F。妇(n)，u)一Fo(g(u)，t，)IlL。(口，)≤C2d(u，”){，

似u)一Ⅳ(口)峙(qt)s C3d(u，口)}．

从而，由(H1)及Cauchy-Schwartz不等式，我们由有

IJm)一J扣)l

s ／，，、Ifo(可(u)，t‘)一fo(Ⅳ(u)，”)l dtdx+／ Ifob(t‘)，”)一fo白汩)，u)j dtdxJ“却}。 J口T。
” ⋯

≤d(u，t，)钏Fo(口(t‘)，u)一Fo(Ⅳ(u)，口)‰㈦+‘厶协)一Ⅳ扣)1dtd。
s C2d(u，tI)i+≈~／}f2'}IMu)一口(v)ttLt(o，)

≤cbd(t‘，t，){+七国、，叮虿习0(t‘，t，)}．

1注意上页脚注2．
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注意到

我们得到

(5．9)式获证

d(t上，冒)≤lQTl， Vu，t，∈“

J(u)一J(口)1曼((五十血侥)、／百百id(钍，t，){

推论5．1．3．若(Itl)与(H“)成立，四

--OO<J<+。。

且存在常数C=c(r，T，k，p(·)，．P(·，·)，。(·))>0，使得

IJCu)J曼G Vt‘∈“

(5．10)

口

(5．11)

(5．12)

证明．显然，我们只需证明(512)式．取定"o∈“，对于任意的tl∈“，由(5．9)

与(5．10)可得

l

L，(u)l≤IJ(t‘)一J(vo)I+lJ(vo)l≤C IQTIT+IJ(ve)『．

此即(5．12)式

§5．2 最优控制的存在性

为了给出最优控制的存在性，我们引入下述的Cesari性质(【17】)

定义5．2．1．对于任意的(t，X，Y)∈[0，T】×n×R，记

￡(t，z，管)={(口o，u)l"o≥，o(t，z，Y，“)，口=，(亡，z，Y，“)，”∈U)

口

如果

n础(t，≈b—d，Ⅳ+6))=占(t，马g)， Vy∈R． (5．13)
d>0

成立，则称集值映射￡(t，z，t)：且_+2舻具有Ces口ri性质．

下面证明问题(c)的最优控制的存在性定理

定理1．2．2的证明．由推论5．1．3，存在序列{(可。，t‘。)I n∈N)[A使得

了≤啪。)<j+寺， ‰∈Ⅳ． (514)



根据定理4．4．5，不妨设(蟊可)∈lWl,2([01列；铲(n))n工2(o，置础(n)n H2(n))f×
L2(Q?)满足

I可=妒， o．e．inQr；

{il#；o=z， Ⅱ．e．inQ；

I开∈卢(_)， o^inQr·

f Y。在H1(Qr)中弱收敛于甄在L2(QT)中强收敛于玩
I

且当n．÷o。时，{△v。在工2(qT)中弱收敛于△．'
l
l叼。在L2(口r)中弱收敛于可．

(5．15)

其中(Ⅳ。，f7。，t‘。)满足(4．9)与(4．10)．1(必要时，以其予列取代{(y。，叼。，t‘。))本身)．

显然，不等式(5．5)与定理4．4．1蕴涵{，(t，-，Yn(·，·)，“。(·，-)))在L2(Qr)中的有

界性．由L2(Qr)的弱紧性及M∞ur定理(169】)，存在函数了∈弘(QT)及凸组合系

数集{勺。J咖2 0，丘n∈N)，使得对于任意的J∈N，{勺。f勺。≠0，n∈N)为

有限集，∑。乌。=1；且对于

办=∑咖，(蛳+。，q+n)， 巧∈Ⅳ’
n

口2莓耐。(蜘m也 一So(¨)2器肥n
由Yn在L2(QT)中的强收敛性及王uesz引理，譬。有子列在三2(Q')上几乎处处

收敛于雷．即有口T的可测子集E满足IEI=Iq'I，使得对于任意的(t，z)∈E及

d>0．

13h(t，z)一可p，。)I<J，Vn>Ⅳ(t，z，d)

对某个N(t，。，∞∈Ⅳ成立．故对于任意的，>N(t，￡，6)，

(，o(t，。，!m十J(t，卫)，“。+j(t，z))，，(t，。，!『n+j(t，z)，u。十，(t，立)))∈￡O，石，(可(亡，z)一d，可(t，z)+巧))

(疗(f，z)，．厅(t，z))∈∞￡0，z，(可(t，z)一6，吾0，z)+J))．

1车章中引用(4．10)时，其中的F均由f6 3)式定义，以后不再注明
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从而，

(≯(t，砷，了(t，z))∈n6葩(t，$，(_(t，#)一d，可(t，∞)+d))， V(t，z)∈E
d>0

由(H3)可得

(76(￡，。)，7(t，。))∈e(t，。，可O，z))， V(t，。)∈E．

，使得

(t，石)≥，。(。，。，吾(。，茹)，u(t，工))，
v(￡，z)∈E

t，$)=，0，z，可(亡，。)，¨0，。))，

n n

由(‰，鲰，“。)满足(4．10)可知

令

彰一△豸+G(△蔚)+嘞=乃
西=仍

玩(o，·)=z(·)，

a．e．inQr；

n．8．hQ—r；

根据(5,16)及Fatou引理，我们得到

J(-)：，，。o，z，y(t，z)，西o，z))出dz
JQT

≤石，≯(tz)出如=Z，器嚣(屯z)出如
s黑J／QT肥z)出出≤了‘】叶o。

相反的不等式显然成立．从而，t，(-)-了．定理得证，
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知
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口
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§5．3 逼近系统的轨线变分

在研究问题(C)最优解的必要条件时，由于障碍项Z(y)的出现使得直接计算

系统(5．4)的轨线变分有本质性困难．所以，我们转而研究逼近系统的轨线变分及

其伴随方程，最终通过取极限的方法得到原问题的最优性条件．

以(5．3)式定义的F代入(4．15)中，则得到(5．4)的逼近系统．后文中提到逼近

系统或相关结论时，均按这种意义理解．逼近系统的解仍用yE(u，妒，z)或Ye(t‘)(当

初值(qo，z)给定时)表示．

对于确定的初始数据‰叻及任意的￡>o，良∈C1(R)，我们引入遥近系统的

指标泛函如下：

五(t‘)=J(拈∞)，t‘))=／ ，o(t，z，骓(f，z；t‘)，u(t，z))m如， Vu∈“． (5．17)
，UT

五。Ⅷinf Je(u)· (5-18)

我们首先证明：若风为卢的光滑逼近，则五为t，的逼近．

引理5．3．1．设(H1)与(tt“)成立， qo∈152(一no；捌(n)n H2(n))及z∈

嘲(Q)n L}(n)给定．则对于卢(·)的任一光滑逼族{反(-))及任意的{u。)C列，恒

有忙)的子列，使得

!觋[J：(“e)一t，(ue)l=o· (5-19)

证明．记

Yt=YE(“}，妒，z)， ye=F(t‘‘，lP，z，)．

则

五(us)一J(t‘；)

=／一Fo(骓，魄)一，o(矿，‰)]出如
JOT

‘

=二，出出Z1嚣(旷+^(Ye--!／E)，％)(骓一矿)以， 垤>。

由(1．2．11)可得

fJ：(ur)一‘，(t‘e)『5 k／J乳一I ≤≈~／c打||讹一矿。(日，)o ye dC,dx IlL
-，r

⋯ 。

、’』，

根据定理4．4．5可知(5．19)对于{￡)的某子列成立．

6l

口



在上述引理中特别取u。；“则得到：

推论5．3．2．在引理5．3．』的条件下，对于p(·)的任一光滑逼族{风(-))及任意

的“∈“，恒有矗)的子列，使得

勘五(t‘)2 J(t‘)· (5·20)

口

定理5．3．3．设(H1)-b(H“)成立， _P∈工2(一r，o；明(n)n日2(n))及z∈

嘲(n)八臻(Q)给定．则对于卢(·)的任一光滑逼族{风(-))，恒有

觋丢=了· (5．21)

证明．对于任意的E>0，可取t‘。∈“使得

E+五>五(t上；)≥歹+(五(t培)一J(t‘。)】．

不妨设(5．19)式成立，则我们有

li__mm以≥‘，．
￡—¨J

另一方面，对于任意的￡>0，我们可取％∈“使得

f+J>J(钳s)≥五十【‘，扣s)一五(t，。)]．

故由引理5．3．1可得

J≥嬲五·E—¨J

从而(5．21)得证， 口

根据【55]，我们有关于逼近轨线挑及逼近指标五(t‘)的下述变分公式．

定理5·3·4．设(H1)-b(Hp)成立，妒∈L2(一^o；础(Q)nzP(n))及z∈硪∞)给

定，tIe，t，∈甜．则对于任意的P∈(o，1)，存在Qt的可测子集皿p满足I皿pI=pIQTl

，使得

{苏=淼=∥’ ㈣zz，



{芝裂韶卅嘏％”L
其中"tl。p∈1．4由下式定义；

Uep=x＆口硼+(1一×＆，)tls·

函数＆=靠(H。，口)与掣=留(t‘。，口)(不依赖于P)是下述方程的解：

f基一△氐+G(△矗)+卢：(妊(t‘。))《。=与(啦(u。)，钍。){。+^，饥QT，

隆暑 三勰惫
留=五，嚣觚(ua吨)靠出出+五，^。虎出-

这里，

根据[74】，方程(5．25)对于任意的h∈二2(QT)有唯一解＆=&(^)，且映射

(5．23)

(5．24)

(5．25)

(5．26)

(5．27)

口

hH岛(蚋

是F(Q?)上有界线性算子．从而，映射

^时石，靠咄(ua叫岛(h)dt如
是L2(QT)上有界线性泛函．由Pdesz表现定理，存在机∈工2(。T)使得

五，疗(魄(uA叫靠(^)出如=一五，以^d姚， V^∈工2(QT)． (528)

容易验证仉∈工2(o，T+r；础(n)n日2(n))nⅣ112(o，T；∥(n))，且讥是下述方

程的唯一解；

，止+△妒e—G+(△以)一健(挑(t‘；))一．岛(sk(t‘：)，“。))】晚=一船(3k(u；)，u。)，inQr；
吹=0， inIT，T+r】xn，

以=0， 011(0，T)×an．

(5．29)
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其中G的伴随算子G4由下式定义：
，0

(G+(Ⅲ))(t，石)=／伽p一口，z)p(d日)，n．B(t，卫)∈QT，V"∈工2(1乏_+r)． (5．30)
J—f

仿照定理4．3 5的证明方法，我们可以证明下述结论：

定理5．3．5．设(H1)与(H“)成立，则存在常数C=C(r，T，p(一)，k)>0使得对于

口(．)的任一光滑逼近随(·)及任意的t‘。∈甜，方程(5．29)的解以满足下述估计：

IlCJi*(O,T；L2(删)+IIV妒,ll：2(qr)≤D (5．31)

现在，我们证明本节的主要结果．它在最大值原理的证明中将起重要作用．

定理5．3．6．设(H1)与(Hp)成立， {廛(，))为卢(_)的光滑逼近族， {t‘。)C

“，“∈“，且(4．46)成立．则存在(妒，e)∈L2(o，置皤(n))×H一1(Qr)及{哦)的子

列。使得

f似在L2(o，T；硪(n))中弱收敛于妒，在工2(qr)中强收敛于妒，
当e_o时， { (5．321

l雕(魄(”。))仉在H。(Qr)中弱收敛于e．

supp‘C{0，。)∈Q7 I 98，#)=o) (5．33)

且妒是下述方程的唯一解：

l咖+△妒一G’(△妒)+．向(可(Ⅱ)，让)妒=(一詹b(t‘)，u)，lnH一1(or)，
{妒=o， inIT，T+r]×n， (5．34)

I币：0， 。n(o，?)×凸Q．

条件(5．33)按下述意义理解：对于满足suppw C E+的任一函数tO∈础(Qr)，
恒有

<e，叫>日一1(qr)，捌(0T)=0，

这里

E+={(t，。)∈Q丁JⅣ0，z)>0)．

证明，由(5．31)及定理4．4．1，存在妒∈工2(o，正嘲(n))及{(讥，弘(t‘。))}的子
列，使得

．， I以在铲(o，霉础(f2))中弱收敛于妒，在三2(Q丁)中强收敛于妒，
当E．÷o日寸’{ (5．35)

I骓(us)在露2(Q丁)中弱收敛于Ⅳ(u)，在弘旧丁)中强收敛于，(t‘)．
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对于任意的(t，z)∈p，T十r]X n，定义妒(t，z)=0．下面我们证明当￡-÷0时，

l嚣(挑，“；)在口(QT)中强收敛于片(Ⅳ，“)，
{矗‰，‰)以在工2(口T)中弱收敛于(厶(Ⅳ，u)讥 (5·36)

l(也，△仇，口(△收))在旧一，(Q_r)]3中弱收敛于(书，△妒，G·(△妒))．

首先，由(5．35)中第二式可知，存在{E)的子列使得

№(u；)_+Ⅳ(u)忙-÷O)，a．e．inQT．

从而由(H1)可知

露(骆(u；)，“)-÷g(y，≈)仁-÷o)，o．e．in Q丁．

I露(雏(uc)，u)一君b，u)l≤2k．

根据Lebesgue控制收敛定理，我们得到

厶，I疗‰(ua“)一嚣(玑“)12出出-÷o， s-÷o·

注意到(H】)及(4．46)，我们有

fQT I嚣‰(ue)，ur)一疗(F，圳2如出

≤2厶，Iso(骓(ua啦)一四(以tta“)f2出出+2厶，Ig(““au)一片(Ⅳ，u)J2出如
s。厶√2＆l“dx+2fQ，i器(出a旷瓤n)№z
=8％2d(ue，u)+2厶，f砖(驰(uau)一嚣(y，u)12出出_÷。， s-。．

即

；li。mo|I四(雏(ue)，‰)一露(玑“)ll弘(。，】=0．

其次，完全类似地可以证明

!i．，mo II^(骓(“s)，％)一矗(Ⅳ，u)tlL。(q，)=0． (5．37)

对于任意的W∈工2(QT)，由J矗I S≈及仇，妒∈L2(QT)我们有

^(骓(t‘e)，‰)仇W，^(轨“)妒u∈L1(c打)，

l【矗(佻(t‘e)，¨e)一矗妇，“)hD叫I≤2k I中叫I．
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由(5．37)，存在{E)的子列使得

矗(Ⅳ。(u。)，us)一矗(Ⅳ，t‘)_÷0忙-÷o)，a,e．in Qr

从而，

I【矗(船(t|：)，“。)一矗(Ⅳ，u)]妒t￡，l_÷o， E_÷0， (o．e in QT)．

根据Lebesgue控制收敛定理，我们得到

／|[矗‰(t‘s)，“s)一矗(口，u)]妒uI dtdx_0， E_+0．

Jq7

由此可得，当E_÷0时，

l厶，矗(骓(ua“e)仉udtdx一二，^(”，u)妒w出出l
曼 ／ l凡(冒e(1k)，t‘s)(叽一母)"I dtdx+／ }【矗(讹(1ls)，t‘s)一凡b，u)】母似1 dtdx
J口T Jq7

s。II他一妒oL2(Qt)|I”忆2(。t)+厶，J‰‰(№)，啦)一矗(Ⅳ，“)]妒”I出如_+o·
即矗‰，％)以在L2(Qr)中弱收敛于矗(Ⅳ，u)妒．

最后，对于任意的”∈硪(Qr)，由(5．35)我们有

。li一÷ra。<以一妒，”>日一1(QT)，础(。T)-一。li_+m。J／。r㈨一妒)曲班如2
o；

：-÷imo<△仇一△妒，">圩一1(口T)，嘲(口T)

=一觐Z7出正V他一妒)．V”出
=一熙ZT[<仉吨u>驰)一<¨蜘>L2(n)]m
=一：‰<妒e一妒，w>Lt(o，T；明(n))+。l_+imo<噍一妒，">L2(qT)=0

根据Fubini定理，我们有

<G+(△讥)一G+(△妒)，t￡I>目一·(日T)，明(oT)

=一上出Zr戤￡V(以刊(㈨㈡．％∽咖(棚)

=一￡艄)上如，V(仉刊(sI小V吣删幽
=一￡朋)Zr如上V(以刊融小岫删V”(s+O,x)J如
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记

则显然有

且

wo(t，z)=叫壮+o，茁)x【一p，卅(t)， Vp，∞∈QT，0∈卜r，o]

啦p)：f7dt f v(叽一书)(亡，。)．v。eo，$)如， v日∈【一^01
J0，n

WO∈日3(QT)， VO∈卜r，o]

11wollL。(o，】≤II"IIL。(口，)，IIVwol[Lt(口，)≤IIWollL=(口，)， V0∈卜r，0

由(5．31)可知

Io,(o)1≤(1ive。l!￡t(q，)+Ilv母ll￡，(口，))IlⅫ。lIL2(口，)
≤(G+liV妒]tL2CQ，))IIVwllL。《。，)， V0 E[-r,0

从而由(5,35)可得

!i．mD韭(8)

=!臻[<他一妒，”口>L。(。，丁；硎(n))一<以一妒，”口>舻(口，)]
=0， V0∈{一r，o]．

根据Fubini定理，我们得到

：i_+mo<G+(△以)一G+(△妒)，叫>H一1(口n础(。?)=觐上fT啦归)p(d日)=o

从而，(5．36)得证．

令

(=西+△妒一G+(△妒)+．岛国(u)，“)妒+露(可(t‘)，札)．

则(5．34)显然成立，且由(5．36)可得‘∈日-1(口T)．

对于任意的Ⅷ∈Hi(Qr)，当suppw C E+时，由suppw的紧性及(5，35)，存

在Eo>0，使得

智￡0，石；让f)>0， V壮，z)∈supvw，0<E<E0
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从而

即(5．33)成立．定理获证

<e，知>H一1(口r)，础(口T)

=：象五，艇‰(“s))呶”出出

=；li。ra。Jf。。pp。磋‰(％))也"出如
=0．

§5．4 最大值原理的证明

现在我们证明问题(C)的最优对应满足的必要条件．

定理1．2．3的证明．我们将证明过程分为三个步骤．

第一步t找出逼近问题的近似最优控制u。．

取定卢(·)的光滑逼近族{展(r))，对于任意的5>0，记

口

E(t工)=五(t‘)一五， vu∈“． (5．38)

箍足(u)2 0·

疋(动<删inf足(“)+霹t

I d(uE，面)<以，

{足(ue)s足(面)， (5．39)

【足(t‘)一疋(t‘。)≥-6。d(u，“。)，’乜∈吖．



对于任意的口∈1．4及P∈(0，1)，由定理5．3．4，存在QT的司测子集噩p满足

层。l=p IQTl，使得对于(5．24)定义的控制u"∈“， (5．22)一(5．27)成立·注意到

d(u∽t‘E)S plQTl，

由(5．28)及(5．39)我们有

-6Ep lQTl≤-5。d(uc，，us)≤足(¨sp)一E(ue)=五(t‘印)一以(t‘e)

s P[厶，母(舭班edtdx+QTh。dtdx]+趟(‰唧)

=p卜厶，收hd纰c+QTh。dtdx]+u?(％。'p)

=p厶，[(埘(刚卜，0(玑，训)一(埘(驰㈡一，o(刚))]出血+”?(u洲，p)

=p厶，H(t,x,ye(￡乩仉(和)，“出，z))一日(tz，雏(t㈡，仇(t，巩m，。))]m出
+避(t‘。，口，p)。

其中骓=骓(u；)是逼近系统(4．15)的解，让是其伴随系统(5．29)的解．

以P除上述不等式两边并令p_+0取极限，我们得到

五，p(屯z，挑(t，乩以(t，乩嘶(t，z))一日(t忍始(厶巩仉(t，巩坤，z))]dt如
≥一以IQTI． (5．40)

第三步t通过取极限导出原问题的最优性条件．

根据推论5．3．2及定理5．3．3，我们有

觊以(面)2 J(面)2I，

：粤3B(面)2 1觋五(面)一；ti．，m。j：=J—J=0-
从而

舰以2 o· (5—41)

下面证明

。l_'im。』f口，p(t，。，挑(t，z)，讥(t，z)，№(t，z))一日(t，石，佻(t，z)，仇(t，。)，。(t，$))]出出

=五，[日(t，。，口(t，z)，妒(t，。)，日(tz))一日∽z，口(t，z)，妒(t，。)，”(t，z))]出dz． (5．42)



其中(证e)满足(1．2．14)及(1．2．15)

得

以yE(t，。)表示系统(5．4)相应于t‘=tI；的解y(t，x；u。)．由(5 39)及(5．41)可

援用定理4．5．2，我们得到

：觋8(us，面)。0· (5．43)

觋m5一口慨(叩∥(n))+IIV(u5一驯-IL2 2(QT)]-o．

根据定理4．4．5，不妨设(4．40)成立．从而可得

!觋[Il骓一口|11一(。，t汪。(n))+IIV(Y,一驯-lIL2。(。，)]=0． (5-44)

又由(H1)、(5．43)及(5．44)，我们得到

且由定理5．3．6，不妨设

觐11妒e一妒IlL。(。，)2 0，

且(1．2．14)与(1．2．15)对于某e∈H-1(QT)成立．从而

由此即知(5．42)成立．

由(5．40)一(5．42)，我们得到

五，[日(亡'茁，雪(￡，2)，妒(￡互)，旺(t，z))一日(亡'≈雷(厶。)，学札譬)，秽(t，z))】出妇≥。， Is．45)

由U的可分性及∞∈“的任意性，上式等价于最大值条件(1．2．17)．定理获证． 口

仉lI

，矗

“

一I^地一厂㈤珊㈨Ⅵ孙扎洄弘间㈣圳咿啪坩响矾曲沁p∞㈧‰‰‰盯眇忖Ⅳ

训
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川
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注5,4．1．对于下述的时滞受控系统

口(t，z)一Ay(t，∞)+V(Ay)(t，X)=／(t，z，00，z)，“(t，$))，

in H“(QT)i

口p，。)=妒0，z)， 口．e(t，$)∈Q一，； (5-46)

y(0，z)=。(z)， Ⅱ．e．z E12；

Ⅳ(t，∞)=O， {nET．

及(5,6)定义的指标泛函l，(掣，u)，如果最优控制问题

J(雪，吐)=min{J(Y，u)I(掣，u)满足(5．46))

的最优解(吼矗)恰好满足雪∈L2+(QT)，则(雪，面)也是问题(c)的最优解．此时，由

(1．2．14)可知伴随方程(1,2．15)中

e=0．

亦即(1．2．15)中的e一项不出现．从而，定理1．2．3化为系统(5．46)的最大值原理(

参见【55]定理3．1)．
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