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摘 要

根据量子统计理论的观点，玻色子和费米子具有完全不同的量子统计特征：

对玻色子体系，当温度低于某-JR界值时，将有宏观数量的粒子凝聚到一个或几

个量子态的现象，称为玻色．爱因斯坦凝聚(BEC)。而对于费米子体系，在低于

费米温度时，由于泡利不相容原理，粒子将从最低能级开始一个一个的填充能量

低于某一确定值的所有能量态，这个确定的能量值我们称为费米能级。

发现超导现象之后，人们开始了对超导微观机理的研究。1957年Bardeen，

Cooper和Schrieffer(BCS)建立了超导的微观理论。在BCS理论中，超导的产

生要经过两个基本的过程：(1)电子通过某种吸引相互作用形成配对；(2)配对

的电子相位发生相干凝聚，形成超导。1986年，人们又发现了高温超导现象，

之后有理论提出，当改变粒子间的散射长度从负到正时，费米子系统将发生从

BCS到BEC的连续的转变．通过Feshbach共振调节原子问的散射长度，在实验

上实现了从BCS到BEC的连续转变。之后人们对超冷费米气体和BCS．BEC渡

越过程进行了大量的研究。

本篇论文组织如下：第一章分为四节，分别介绍玻色气体和费米气体的统计

性质及其在绝对零度下的性质及出现的现象，Feshbach共振、分子BEC和本文

的研究意义．第二章主要介绍BCS理论的成功及不足，BCS．BEC过渡理论的出

现、具体的内容及近几年人们针对BCS．BEC渡越区域的研究进展。第三章运用

BCS．BEC渡越理论研究高密度费米物质态。这一章是本篇论文的重点，利用

BCS．BEC渡越理论，研究不同的相互作用强度下，在给定的有限范围的相互作

用形式(P．Nozi6res和S．Schmitt．砒111【在研究费米气体的BCS．BEC渡越理论时

所使用的势能的形式，简称NSR)时，费米物质态的超流转变温度及超流能隙等

随密度的变化，并在此基础上研究系统的热力学行为如能量、比热、熵等随温度

的变化。我们着重研究要正极限或大散射长度的情形，因为他们同费米原子气体

及核物质密切相关。研究结果表明，虽然超流转变温度开始时随密度增加而增加，

但过高的密度对超流转变温度会有抑制作用。

关键词：BCS．BEC过渡理论；散射长度；高密度费米物质；超流转变温度



Abstract

According to the point of view in statistical theory,in a boson system，

macroscopic numbers of particles are condensed to the lowest—energy state

when the temperature falls below a critical temperature，which is defined as

Bose—Einstein condensation(BEC)．However,in a Fermi system，as the

temperature of the system is below the Fermi temperature，no quantum state

can be occupied by more than one particle in light of the Pauli principle．All

states having energy below a certain value are inhabited，while the states with

higher energy surpassing this critical energy remain unoccupied．The

threshold enemy is named as Fermi energy．

Since the superconductor was discovered，immense physical qualities on

it had been studied．Bardeen，CoopeE and Schrieffer(BCS)gave the theory on

conventional superconductor in 1 957．According the BCS theory,there are two

processes to make ordinary metals evolve frOm normal state to

superconducting state：Firstly,two electrons are attracted into each other

forming cooper pairs by an attracting interaction by means of phonons；Second，

energy of cooper pairs is collectively condensed into a certain lowest energy．

In 1 986，cooper-based high-temperature superconductor was discovered．

Numerous theories relevant to HTC superconducting mechanism was put

forward in the process of research，namely：with the increase of attractive

interaction strength，the ground-state wave function of cooper pain evolves

continuously from BCS situation to BEC situation．From the view of experiment。

the BCS—BEC crossover can be achieved by using a Feshbach resonance in a

magnetic field to tune the interaction．Subsequently,most of work in this field

mainly focuses on the research of ultracold fermionic gases and the BCS—BEC

Cross0Mer-

This thesis is arranged as follows：

In chapter 1，firstly,we discuss the properties and the phase transition at



zero temperature in both the Boson and Fermi system，then，we turn to

background introduction and fundamental theories of Fechbach resonance．

Finally,Fermi superfluidity。molecules BEC and the means to write this paper

were d iscussed．

In chapter 2，we introduce the BEC theory which is the most successful

theories in condensed matter physics，the background and development of the

BCS．BEC crossover theory and the research results on the BCS—BEC

crossover problems．

In chapter 3，we apply the standard mean-field description of BCS—BES

crossover theory to high density Ferm；matter and study the properties of

superfluidity in high density Fermi matter-We assume the interacting form of

high density Fermi matter is NSR。and research the influence of density on

superfluid critical temperature and superfluid gap of Fermi matter．Based on

the above research，we study the thermodynamic properties of h ig h density

Fermi matte r．Our researches are mainly focusing on the situation with the

scattering length a专+oo，because it is similar with the nuclear matter and

Fermi atom gases．The resuR shows that the superfluid transition temperature

increases with density,but the relevant increase will be suppressed by the

extremely high density．

Keywords：BCS—BEC crossover；Scattering length；High density Fermi

matter；Superfluid transition temperature
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浙江大学硕士学位论文 第一章绪论

第一章绪论

在量子统计中，由费米子(自旋为例z奇数倍的粒子)组成的体系服从费米

．狄拉克统计；由玻色子(自旋为h／2偶数倍的粒子)组成的体系服从玻色．爱因

斯坦统计。在非简并条件下，玻色系统和费米系统几乎具有完全相同的性质。但

在弱简并条件下，玻色气体和费米气体初步显示出差异。在低温条件下，玻色系

统发生BEC，而费米系统的基态则形成典型的费米球的结构。 ．

在研究超导物理机制时，Eagles[11和Leggett[2]名-自独立地发现了一个非常有

趣的物理图像。当不同自旋态的电子间的吸引相互作用连续增加时，他们发现通

常的电子库珀对的BCS基态波函数可以连续廷拓到玻色一爱因斯坦凝聚的情

形。对于囚禁在光阱中的两组分费米气体，人们也基于Leggea等人的理论来进

行了大量的研究。通过磁场Feshbach共振【3】，可以人为的改变不同自旋态的费米

原子间的散射长度，从而可以在实现BCS．BEC的渡越过程。虽然费米系统不能

直接发生玻色爱因斯坦凝聚，但通过磁场可以用Feshbach共振来调节原子间的

相互作用。运用这个方法可以使费米原子形成分子，也可以在多体作用下形成费

米原子配对，这些费米原子配对如同准玻色子，在温度够低的条件下可以得到分

子的BECt4---6J以及原子配对的凝聚体[7-12】，实现费米体系的超导与超流。低温超

流性可以从弱相互作用的BCS极限连续的过渡到强相互作用的玻色爱因斯坦凝

聚情形，并存在一个BCS．BEC的渡越过程【13】。我们从玻色气体和费米气体的基

本性质开始讨论。
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1．1玻色．爱因斯坦凝聚和费米气体

一般气体满足非简并条件e口>>1或n2<<1，可以用波尔兹曼分布处理。对

于弱简并即气体的e吨或n2虽小但不可忽略的情形，从中初步显示玻色气体和

费米气态的差异【141。当理想玻色气体的刀∥等于或大于2．612的临界值时将出现

独特的玻色．爱因斯坦凝聚现象，这是爱因斯坦于1925年在理论上首先预言的。

考虑由N个全同、近独立的玻色子组成的系统，温度为T、体积为V，假设粒子

的自旋为零，根据玻色分布，处在能级s，的粒子数为

，： 竺 (1．1．1a )，=————：一 k 1．．，

e kar一1

显然，处在任一个能级的粒子数都不能取负值。从式(1．1．1)可看出，这要求对

所有能级占，均有P kaT>1．以‰表示粒子的最低能级，这个要求也可以表达为

氏>∥ (1．1．2)

这就是说，理想玻色气体的化学势必须低于粒子最低能级的能量。如果取最低能

级的能量为能量的零点即氏=0，则式(1．1．2)可表达为

／．t<0 (1．1．3)

化学势由公式

古军亭2争
(1．1．4)

确定，为温度丁及粒子数密度刀的函数。注意q和卿都与温度无关，在粒子数密

度给定的情形下，温度愈低由式(1．1．4)确定的∥的值必然越高(I州愈小)。如

果将上式的求和用积分代替，可将之表达为

融靶f竞2刀 (1．1．5)

2
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化学势随温度的降低而升高，当温度降底到某一临界温度k时，∥将趋于一0。

这时ekBTBEc趋于1，临界温度￡由下式决定：

2力x。(2聊)纠2 fo譬=玎 (1．¨)

．
ekBT6Ec一1

因此对于给定的粒子数密度船，临界温度TBEC为

T—sEc=旦(2．612)2／3旦mkn O)掣3 (1．1．7)。————坼J1 L l·l·／，

温度低于k时会出现什么现象呢?前面的讨论指出，温度愈低时∥值愈

高，但在任何温度下∥必是负的。由此可知在T<k时，1．t仍趋于一0。但这

时式(1．1．5)的左边将小于疗，与刀=苦给定的条件矛盾。产生这个矛盾的原因是，
我们用式(1．1．5)的积分代替式(1．1．4)的求和．由于状态密度中含有因子√占，

在将式(1．1．4)改为(1．1．5)时，占=0的项就被弃掉了。由式(1．1．4)可以看

出，在k以上∥为负的有限值时，处在能级g=0的粒子数与总粒子数相比是

一个小量，用积分代替求和引起的误差是可以忽略的；但在Tnec以下∥趋于一O

时，处在能级占=0的粒子数将是很大的数值，不能忽略。因此在T<k时，应

将式(1．1．5)改写为

以)专(2，，z尸2 Jco挚=刀 (1．1．8)

P2∥一1

其中第一项no仃)是温度为T时处在能级占=0的粒子数密度，第二项是处在激发

能级s>0的粒子数密度／,／伽。在第二项中已取极限∥一-o。

首先计算式(1．1．8)的第二项。令z=√％丁，并积分可得

‰=n㈢T班 ㈦∽，

将式(1．1．9)代入式(1．1．8)可得，温度为T时处在最低能级占=0的粒子数密

度为
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柞，z[1-(硼 ㈦¨。，

由此可知，在k以下n。与11具有相同的量级。我们知道，在绝对零度下

粒子将尽可能占据能量最低的状态。对于玻色粒子，一个量子态所能容纳的粒子

数目不受限制，因此，绝对零度下玻色粒子将全部处在s=0的最低能级。式

(1．1．10)表明，在丁<k(丁脚为凝聚温度)时就有宏观量级的粒子在能量s=0

凝聚。这一现象称为玻色．爱因斯坦凝聚，简称玻色凝聚(BEC)。凝聚在占=0的

粒子集合称为玻色凝聚体。凝聚体不但能量、动量为零，由于凝聚体的微观状态

完全确定，熵也为零。

对于强简并e口<<1或，2名>>1情形下的费米气体，根据费米分布，温度为T

时处在能量为s的一个量子态上的平均电子数为

厂=÷ (1．1．11)

P面+1

考虑到电子自旋在其动量方向的投影有两个可能值，在体积V内，在占一s+de的

能量范围内，电子的量子态数为

D(g)de=可4nV(2m)3／2 6．V2如(1．1．12)

在给定电子数Ⅳ、温度r和体积y时，化学势∥由下式确定：

等㈨叮竞圳 (1．1．13)

由上式可知，∥是温度丁和电子密度Ⅳ／V的函数。

现在讨论r=OK时电子的分布。以∥(o)表示OK时电子气体的化学势，由式

(1．1．11)知，OK时，

／=1 占<／40)
(1．1．14)

{=0 ￡>／40)

上式表示，在T=OK时，在占<∥(o)的每一量子态上平均08q-数为1，在占>∥(0)

的每一量子态上平均电子数为零。这分布可以这样理解：在T=0 K时电子将尽

可能占据能量最低的状态，但泡利不相容原理限制每一量子态最多只能容纳一个

4
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电子，因此电子从s=0的状态依次填充至∥(o)止，∥(o)是T=OK时电子的最大

能量，也称费米能级，用占F表示。定义费米温度：

k耳=∥(o) (1．1．15)

我们看到，与理想玻色气体在绝对零度下粒子全部处于能量、动量为零的状

态且压强为零完全不同，费米气体在绝对零度下具有很高的平均能量、动量，并

产生很大的压强。当温度低于费米温度时，量子统计会根本性地影响系统的物理

性质。因此，对于费米气体，人们将是否冷却到费米温度以下作为实现简并费米

气体的一个判断标准【15l。

自从1995年发现气态原子的玻色．爱因斯坦凝聚以来，很多的研究工作都取

得了丰硕的成果。首先获得稀薄碱金属原子气体状态BEC的E．Comell，W：

Ketterle和C．Wieman获得了2001年的诺贝尔物理奖‘161。超冷费米气体的研究也

在此基础上蓬勃发展。要制备简并费米气体，首先要对它进行冷却。然而费米气

体的有效冷却遇到了一个很大的困难。蒸发冷却需要原子问频繁的碰撞，使具有

较高动能的热原子离开约束势阱，余下的原子通过碰撞而趋向平衡。然而同一内

部态的费米原子间的s．波散射长度为零，碰撞的几率很低‘”】。1999年Jill小组利

用费米气体40K的不同的两个内部态成功的将其冷却到了瓦的0．5倍【171。对于这

一两组分费米混合气体，不同内部态的两个原子之间可以进行频繁的碰撞，从而

能够进行有效的蒸发冷却。JiIl等人从能量和动量分布等方面给出了量子简并行

为的明确证据。2002年Duck大学的Thomas小组【31在光阱中通过快速蒸发冷却

将6厶的费米气体冷却到0．2瓦以下，从实验上给出了量子简并的有力证据。

1．2磁场Feshbach共振

Feshbach共振是美国物理学家Herman Fesh在原子核研究中首先发现的‘181。

在1976年，Stwalley[191就提出利用磁场作为外部控制手段来实现磁场的Feshbach

共振以改变原子间的散射长度。20世纪末，Hendricus T．C．Stool等预言了碱金

属原子系统中存在有Feshbach共振[20 211，他们证明气体中的原子碰撞的散射

长度可以通过调节磁场来改变。1999年，Ketterlet22】／J＼组在玻色原子23Na中首先
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观察到了磁场Feshbach共振，之后其他小组又扩大到更多的玻色系统。目前人

们也在费米原子6三f、40K中观察到了磁场Feshbach共振。勿容置疑，Feshbach

共振技术对于探索超冷费米原子气体至关重要，下面简单介绍一下Feshbach共

振理论的基本原理【15】。

两个粒子在相互作用下发生碰撞时，若两个入射粒子的总能量和相互作用势

引起的束缚态能量非常接近(即共振)时，两个粒子的碰撞会受到相互作用势的

强烈影响。在束缚态及束缚态的能量E。和两个入射粒子的总能量E接近时，两

个粒子的碰撞是一个二阶相互作用过程。根据微扰理论，散射长度可以大概写为

口。
竺 (1．2．1)

E—E。s

可以得出，当束缚态能量与总能量非常接近时，散射长度将受到很大的影响。而

且，可以通过改变E一氏的正负来改变散射长度的正负。Feshbach共振通过调

节磁场，使得两个入射粒子的总能量和束缚态能量非常接近，甚至相等。为了充

分研究束缚态的存在对两个粒子间的碰撞行为的影响，Feshbach共振理论的基本

思想在于一般性的考虑了开道(散射态)和闭道(束缚态)之间存在耦合时两个

粒子的碰撞行为。设两体碰撞的态矢量为l甲)，这一态矢量可以写为开道和闭道

这两个正交子空间中的态矢量的叠加。设尸和Q分别为投影到开道和闭道中量子

态的投影算符。我们有P+Q=1以及PQ=o．将I甲)分解为

I甲)=l■)+I％) (1．2．2)

这里I邯)=叫甲)以及I甲P)=QI甲)。值得指出的是I甲)的这种叠加态的形式反映

了量子力学和经典力学中所考虑的碰撞过程的根本区别。两体碰撞过程中的定态

薛定谔方程为

HI q-')=矧甲) (1．2．3)

此外日=(尸+Q归p+Q)=H即+日阳+日QP+日QQ．

这里％=尸御，‰=PHQ，％=QHP，％=9∞。这时，定态的薛定
谔方程可写为如下的耦合方程：

6
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，日肿烨?朝阳1％) (1．2．4)

仁一H9Q】％)=H驴Iq"p)

基于这一耦合方程，可以得到IR-'尸)满足如下的方程：

陋一HPP一日0】匕)=0 (1．2．5)

这里日二=HPQ(E-H即+f万)一HP口，其中无限小的正因子万是为了保证散射波为

出射波这一条件。从日二的形式，可以看出它代表了开道的两个粒子形成束缚态

后又跃迁至开道的二阶相互作用过程。

一般而言，H可写为动能H。和势能函数U之和。这时，我们有

H=Ho+(尸+Q妙p+Q)=Ho+uP户+％+u地+uQQ (1．2．6)

这里UP户=P卯代表了开道粒子间的势能函数，％=QUQ则代表了闭道中束

缚态所包含的两个粒子间的势能函数。值得指出的是，U即和％可以很不一样。

在上面的表达式中u叼=尸∞和％=QUP则反映了开道和闭道之间的跃迁相

互作用。我们自然可以得到

H PP=H o+Uee

日叼2风+u甩
(1．2．7)

爿妒2爿o+U妒

日∞=Ho+【k

方程(1．2．5)可以进一步写为

仁一风一u巧】一)=o (1．2．8)

考虑到闭道后，在上面公式中我们引入了决定开道中态矢量定态解的有效势能

U∥=u即+日0。下面我们主要求解方程(1．2．8)以确定散射长度来展开讨论．

在知道有效势能％后，求解散射长度的一个很有用的方法是计算T算符的

Lippmann Schwinger方程。其表达式为

T=U形+％GoT (1．2．9)

这里Oo=伍一H。+18)-1为自由传播子．一旦算符丁得以求解，在低能极限下，

．7
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散射长度可由如下方程得到：

竽：(尼’聊
’

--,o rl k—o)

这里k为粒子间的相对波矢。

通过算符分析，可以证明方程(1．2．9)可以进一步写为：

r=互+(1一U胛G。)一日二(1一G。U∥)-1

这里互由下式给出：

互=U即+U即Go互

(1．2．10)

(1．2．12)

对于方程(1．2．12)，一旦知道开道中的势能U即，已有标准的办法来求解互。

日二和u即相比时更高阶的相互作用，在忽略更高阶的近似下，可将(1．2．11)

中的％近似为U即。在这种近似下，丁矩阵为

(klTIk)=<k z,lk>+(k’；％，-In即lk',f即，+) (1．2．13)

上式中Ik；U即，+)=(1+G。U即)-1l||})(这里加号表示lk；U即，+)包含出射波)，

(七。；u即，一l=(后。

我们得到

10-v即--1。当k j o和七。寸。时，由公式(1．2．10)和(1．2．11)，

—4n壳—2a：—4zdt—：ae+(后’一o；u即，一IH'pe，k-专O；uPP，+) (1．2．14)
m m

’

上式中aP完全由开道中的势能函数U即确定。上式的最后一项计算如下：

(k’-->O；U艘，-Iflee．k—O；U即，+)

：y—(n Hoe k．-◆—O；Uvp,+)2
々 E—En

在上面的计算中运用了Z n)(nl=1，这里l，z)为闭道的本征态。可以看出，当E

接近E时，散射长度a由于闭道的存在发生很大变化。

g

仁∑M
=
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考虑接近Feshbach共振处时，起共振作用的束缚态能级通常只有一个，可

将式(1．2．14)进一步写为：

坐：丝互+区刍!生坚=竺坠：±2[ (1．2．15)
m 搠 E—E。

这里E船为和E最接近的束缚态能级。非共振散射长度口。，除了唧外，还包含了

非共振的束缚态对散射长度的贡献。

磁场Feshbach共振的关键在于通过改变磁场可以调节E一氏的大小，从而

实现人为改变原子问的散射长度。假定在共振磁场&处，E=E脚。在这一临界

磁场附近，通过泰勒展开到一阶近似，可以得到

E—E。≈讧。一一t)一一上)肛一Be) (1．2．16)

这里一t)和一工)分别为两个不同内部态的费米原子的磁矩。∥朋=一凹Eres{B-Bc则
为在共振磁场&处，能量本征值为E船的束缚态的磁矩。由于原子间的相互作

用，通常∥啪≠glt)+一1)·将(1·2·16)带入到(1·2·15)中，可以得到

⋯寸旦B-Be] ㈦2m，

这里共振磁场的宽度为

衄：jIK垒堕堕=竺坠：±监 (1．2．18)
4砌2口” ∥胺一一t)一q^)

在实际计算中，确定&和AB涉及大量的计算。通常需要理论和实验的密切结合，

利用实验上测得的一些重要参数来从理论上预测毋和AB的大小。

1．3分子玻色．爱因斯坦凝聚

2003年底，利用磁场Feshbach共振，人们成功的在光阱中的两组分费米气

体中观察到了分子玻色．爱因斯坦凝聚的明确证据㈨。在排斥相互作用区域，原

9
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子可以配对形成分子，分子的束缚态能量为Eb=一h2／ma2，分子几何尺度为a。

当分子的大小与粒子间的平均距离相比小很多时，可以将两个粒子组成的分子看

成一个整体，两个费米子组成的分子是一个玻色子，应该满足玻色统计。很自然

的可以想到，在低于凝聚温度并达到热平衡后，会出现BEC的现象，即为分子

的BEC。Jin小组在实验室实现了碱金属费米子40K的分子BEC，Grimm小组和

Ketterle也利用费米子6三f的两种内部态混合气体也形成了分子BEC[23~251，其分

子BEC的形成机制与Jin小组采用的类似．随后Thomas，Salomon．Hulet等小

组也各自实现了的6厶分子BEC。在这里简单介绍一下Jin小组所做的工作。

Jin小组将碱金属费米子柏K的两种内部态If=9／2，m，=-7／2)和

lf=9／2，m，=一9／2)等比例的束缚在光阱中。这两种内部态的原子，散射长度和

外加均匀磁场之间的关系为a(B)=174a。【1+叫限一B)】。(a。是玻尔半径)，

AB=7．6±0．6G，Bc=202．1±0．1G。可以看出，当磁场强度接近且小于群时，

散射长度a为正，对应于分子BEC的情形。在磁场强度B=201．54G处，通过测

量分子BEC的密度分布，Jin小组给出了分子BEC存在的强有力的证据。见图

1．1。假设分子BEC的凝聚温度为耳，左图中系统的温度T．=250nk=0．9Tc，这

时，分子BEC占的比例较小，分子气体的密度分布图像满足高斯分布。右图中

系统的温度T=79nk=0．49Tc，此时分子BEC占有明显的比例，分子气体的密

度分布图像不再满足高斯分布。总的分子气体的密度分布图像由分子BEC满足

的托马斯．费米分布和热激发分子满足的高斯分布之和构成。右图的密度分布图

像给出了分子BEC存在的有力证据。

10
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一—k
Poliithon I p晴'Positron≤弘嘲’

图I．I Jin小组在实验上观测到的分子的密度分布。分子BEC的凝聚温度为瓦昭，左图中

系统的温度丁=250nk=0．9TBec，这时分子BEC占的比例很小，分子气体的密度分布基

本满足高斯分布。右图中系统的温度T=79nk=O．49k，这时，分子BEC的比例很高，

分子气体的密度分布不满足高斯分布。总的分子密度分布由热激发分子所满足的高斯分布和

分子BEC所满足的托马斯．费米分布之和构成．

为了探测分子BEC的密度分布，Jin小组首先关闭光阱，将分子和原子的混

合气体自由膨胀10—20 ms，然后，加上射频脉冲场，其持续时问为140,us。将

分子分解为If=9／2，m厂=-9／2)和l厂=9／2，m，=-s／2)的两种原子态。射频脉冲

与分子分解的阈能相比失协量为50 kHz，此时，该射频脉冲不会影响处于态

If=9／2，m，=一7／2／上的未配对的原子． 因此，这个新的原子态

I厂=9／2，m r=一5／2)的密度分布就直接给出了分子BEC的密度分布信息。值得

注意的是，这里费米原子配对形成的分子是一种弱束缚的准分子，与通常所指的

稳定分子不一样。因为弱束缚的分子在其他分子或原子的碰撞下很容易分解，无

法稳定存在，所以有人曾怀疑这样的准分子是否有足够长的寿命来建立热平衡，

形成稳定的分子BEC．但是，对于这样的准分子来说，它们所处的系统实际上

是分子和费米原子的混合气体，在热平衡下，分子和费米原子的比例可由各自的

化学势相等来确定，对于费米原子，由于泡利不相容原理可知，在温度远小于费
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米温度时，费米原子将在低于费米能量的能级上一个一个的紧密排列。在这种情

况下，处于基态的弱束缚分子的分解受到了很大的抑制。当然粒子间的非弹性碰

撞会影响分子BEC的稳定性，使得分子BEC的寿命有限。目前实验中分子BEC

的寿命可达到几十秒。

1．4本文研究的意义

近年来，有关高密度核物质的研究引起了广泛的关注。高密度核物质的特征

同早期宇宙的形成，天体物理中中子星的特征，以及重粒子的碰撞等有密切的联

系。原子核是有限数目的强子组成的束缚系统。中子星是超新星爆炸遗留下的核，

是大质量恒星演化的产物，是一个高温高密物体，它的密度涵盖了一个广阔的密

度范围，从表面大约109／cm3到中心的数倍核物质的饱和密度。一般按中子星径

向密度的变化可以将中子星分为大气层和四个内层，分别为：外壳层，内壳层，

外核和内核126,2rl。在内壳层，密度从最上端的中子滴线密度到最低端的0．5倍核

物质饱和密度。该层是由极端相对论电子气体、自由中子气以及包裹于其中的非

中子原子核组成。自由中子所占的比例随着密度的增加而增加，到该层的底部，

原子核形成团簇，已经不再具有球形的形状，在壳层与核芯的交界处，原子核已

经不复存在。核力使中子形成库伯对，从而在该层可能存在中子超流。在厚度为

数公里的中子星的外核层，原子核已经完全融合在一起发生相变成为核物质，该

层是由处于∥平衡中子、质子和电子(还可能有∥子)组成的混合体，其中中子

占了绝大部分，电子和中子组成了近乎理想的费米气体。通过核力相互作用的质

子和中子组成了强相互作用的费米流体并且可能处于超导和超流状态。我们运用

BCS．BEC渡越理论对高密度费米物质态的超流性进行研究，有助于我们对核物

质和中子星的超流性进行理解，从而对核物质和中子星的研究有一定的启示作

用。
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第二章BCS．BEC渡越理论

2．1超导的BCS理论

超导电性是H．Kamerlingh Onnes 1911年在莱顿发现的，也就是他首次把氦

气液化后的三年发现的。在以后的几十年期间，这一领域的科学家对这一现象做

了很多的研究，1957年Bardeen，Cooper and Schrieffer提出了他们的划时代的超

导电性配对理论(BCS理论)【2羽。

在超导相，对于超导体中的电子，他们之间由于弱相互吸引作用而相互配对。

Cooper证明对于费米球外一对动量和自旋相反的电子，只要存在净的吸引作用，

不管它多弱，都能形成电子的束缚对∞】，因此存在吸引相互作用时正常态的费米

球不再是系统稳定的分布。为了最大化电子配对的相空间，BCS理论认为，仅

仅具有相反动量和自旋的粒子发生配对，超导系统可由下面的哈密顿量来描述

【30】：

日麟=∑∈々c七-6，c蛔+∑圪j．c玉c一4-“c_．J，cI．t (2．I．1)
t仃 触

其中c0代表具有动量k自旋口的电子的产生算符，∈。=k2／2m-ju是从化学势∥

测量的电子的色散关系(自然单位制，壳=k。=1)。通常情况下，我们考虑一个

可分离的势，圪上．=gCk·Pk．，其中g=-qgI表示耦合强度，动量的依赖函数仇决

定了序参量的对称性。对于一般的金属导体，吸引相互作用来源于电子声子耦合，

仅仅在费米面附近一个很窄的能壳内纯=1，在其他区域纯=0。这个能壳的厚

度由物质的声子德拜(Debye)频率来决定。在正常态，对算符c一。C。(和它的幺

正算符)的量子期待值为零。在超导态，电子配对形成库伯对，对算符的期待值

不为零，可以定义超导的序参量

△。蕃一∑圪．七．(c√c七．)=△仇， A三H∑仇(c一。q) (2．1．2)
k 七

BCS理论的一个重要假设就是量子算符C曲C七和它的平均场算符(c．七C。)之间

相差很小，因此二次方项C_kc。一(c一。c。))2的值可以忽略，运用平均场近似，将哈
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密顿量线性化，

片麟=善∈。c芝％一∑k(△仇q4-c二+△．吼c∥J—iA2
(2．1．3)

此时的哈密顿量是非对角的，可通过波戈留波夫变换对角化：

q=甜々口七一V女口二 C—I=甜女口一t+V女口； (2．1．4)

其中

啦如专]乒舡卺] ㈦”，

在这里Ek=√∈：+△2群是算符口；产生的准粒子的激发能。在这篇文章中我们假

设A=△．为实数。对于平衡系统这个假设通常是成立的。

在绝对零度时，系统的基态波函数可以写为下面的形式：

K=兀G。+唯c；c二】o) (2．1．6)

在T≤疋时，对角化后的哈密顿量可以写为下面的形式：

日解=Eo+∑邑k吒+口二口一。) (2．1．7)

其中

厶=弘训一等 (2．1．8)

随温度丁而变化。从边界的顶端算起的系统的能量(单位体积)可以写为：

E=／．m+Eo+2∑Ekf(Ek) (2．1．9)

在这里厂(色)是费米分布函数，玎是电子的密度。根据计算可以知道，破坏一个

库伯对至少需要2A的能量。因此与费米液体不同，准粒子的激发是有能隙的。

能隙的值由方程(2．1．2)来决定。将方程(2．1．4)代入到方程(2．1．2)可得：

△--g∑㈣Vt【l一2s(et)】-_g莓翕【1搿皈黻(2．1．10)
或者

14
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№莩掣疵=。 ㈦¨·，

下面我们仔细的考察超导相的性质。在超导体中自旋向上的电子的动量分布

甄涮卅(1-(略0)’ ㈦¨2，
=“；(口玉口。个)+V；【1一(口二．口一。上))

‘⋯⋯。

由于哈密顿关于准粒子算符是对角化的，准粒子应该满足费米分布

(口0口。t)=(口二。口4上)=厂(Ek)--[exp(E。／k占疋)+1】。1 (2．1．13)

所以电子的分布可写为

nkt=0：一v；沙(Ek)+v； (2．1“)

在绝对零度下

ntt=q (2．1．15)

容易证明自旋向下的电子具有相同的动量的分布玎七t=％上。

BCS理论预测标准化的激发能隙△p)／△(0)随单位化的温度叫乏的变化是

一条普适的曲线，而且2△(o)／瓦=3．52也是普适的。

图2．1显示了对于一系列的金属BCS的预测和实验测得的数据。可以清楚

的看出理论和实验之间符合的很好。这图也显示了当温度接近砟时的激发能隙。

事实上，BCS理论很重要的一个特点是认为激发能隙和序参量的大小完全一样。

这是由于在平均场近似下将哈密顿量线性化得到的结果。但是当量子算符C_kC。

和它的平均场算符(c一。靠)之间相差不再很小时，这一处理将不再适用。事实上，

之所以BCS理论能够很好的解释一般金属的超导电性，是因为这些金属的相干

长度孝(也可以说是库伯对的大小)非常大，一个典型的孝的值大约为103～104 A

是晶格常数a的100～1000倍。在这种配对情况下，对之间的重叠程度非常高，

如图2．2所示。在这种情况下量子算符c一。吼和它的平均场算符(c一。吼)之间相差

确实很小，平均场近似是一个很好的近似。实际上，库伯对的尺寸很大意味着他
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们之间的相互作用很弱，在这种情形下配对只在温度低于砭时发生，因此，在

T=乙时能隙变为0。

司
、、

卜

司

777≥

图2．1：对于一般金属超导体BCS理论预测与实验结果的对比

2已气：：乙，i’4、毫：·，：≮’‘·
辱∞qlP．'，：‘’一警’o·

图2．2在BCS理论下库伯对的相互重叠程度很高

16
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2．2 BCS．BEC渡越理论

在一个玻色系统中，当体系的温度丁低于凝聚温度‰时，动量为零的态将

被宏观量级的粒子占据，出现超流现象。对于一个费米系统来说，情况有所不同。

费米子配对形成准玻色子对，在低密度、强耦合极限下，这些费米子形成紧束缚

的对，相互之间不发生重叠，因此可以被看成一个一个的玻色子，这些玻色子在

温度低于凝聚温度k时发生玻色凝聚。对于一个带电的费米系统，将表现出超

导电性，凝聚温度k相当于超导转变温度疋[3H。

如果相互作用强度足够强，两个费米子形成一个自旋单态，即z=0的束缚

对，能量为∞。=一氏+q2／2v，这里氏是束缚能，M=2m是两个粒子的总质量。

相应的产生算符为

西=∑九c玉∥2’tc二+∥2，工 (2．2．1)

在这里九是内部波函数，作用的特征范围为a。～‰一犯．如果两个束缚对之间重

叠很小，例如当Na：<<1时，这些束缚对可以看成一个一个可以不用考虑内部轨

道细节的玻色子。相应的，当这些束缚对的化学势∥。=一氏时，系统将会发生玻

色凝聚，变成一个量子单态，总动量q=0。在零阶近似下，基态波函数是简单

的

h)=【eXp(Ⅳ：2bo)]vac) (2．2．2)

其中Np=Ⅳ／2是对的总数目，动量为k的费米态的占据数为仇=Ⅳpl丸12，只要

地；<<1，就能得到‰<<1，在这种情况下我们不需要考虑不相容原理(也就是

说费米子之间的交换相互作用可以忽略)。当Na；>>1时，物理的图像将会发生

改变：束缚对之间相互重叠，费米交换相互作用成为主要的相互作用。这是因为

不相容原理要求魄<l，能态被填满之后，内部波函数延伸到k空间。在这种情

况下我们最好从正常等离子态的极限来考虑 k

hⅣ)=兀c玉c二。l阳D (2．2．3)
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弱的相互作用给出一个不稳定的超导态，可以用正常BCS的波函数来很好

的描述

l①。，)=兀0。+1，。气4-tc“+】Ⅷc) (2．2．4)

仇=Iv。12=1一In。12，这个方程在接近费米能级时不再准确。在一定程度，超导电

性可以看成是弱束缚的库伯对发生了玻色凝聚，利用方程(2．2．I)可以将强耦合

的方程(2．2．2)表示成方程(2．2．4)的形式，同时得到下式

H 2若静 ㈦2川驴南 坦25’

从以上可以看出，基态波函数可以从一个极限连续的延拓到另一个极限。在强耦

合的情况下，v。兰Ⅳ：2丸<<I表现了配对形成的“原子”的内部结构，它们的尺

寸～√Ⅳ。在弱耦合极限下，库伯对在费米面附近形成(库伯对的半径远大于粒

子空间)但是波函数的结构与玻色凝聚时的一致。

为了研究任意耦合强度下的超导电性，我们来研究一个下面的哈密顿：

H=∑叩∥4-幻+∑％·c知十c二础上c^·础IcI·砒t (2．2．6)

在这种情况下，我们考虑的费米配对不再是仅包括零动量凝聚态的费米配对而是

全空间的费米配对。用此哈密顿来研究BCS．BEC渡越问题的研究要追溯到1969

年Ealges所做的工作。这个工作在当时并没有引起人们足够的重视。到1980年

Leggett对这个问题的零温情形做了仔细的分析【2】。他的工作为以后对BCS．BEC

渡越问题的研究打下了基础。Leggett发现随着耦合常数g的增加，系统可以从

BCS平滑的演化到BEC的情形。在他的工作当中，一个很重要的假设是在绝对

零度时系统仍然可以用BCS理论中相同的波函数来描写。但是此时除了自洽决

定序参数的方程外，系统的化学势也允许做相应的变化。化学势必须根据粒子数

守恒自洽的决定。

≯2军(、卜等j_Ⅳ 汜2川
^ t＼ 厶t ／

Leggett认为，在强耦合极限下，序参量方程近似为双原子分子的薛定谔方

程，这个双原子分子的波函数为丸=“：_l，。=A。／2Ek，同时，系统的化学势∥是
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一个大的负数，是两粒子体系束缚能的一半。这说明在强祸合极限系统原先的费

米球的结构完全被破坏，系统的自由度已经不是原先的费米子，而是由库伯对转

化而来的玻色性的分子，在绝对零度下这些玻色性的分子发生BEC。并且当系

统从弱耦合演化到强耦合时系统的化学势是光滑的改变的，中间没有相变。因此

当相互作用从弱到强改变时，系统经历一个光滑的BCS．BEC转换。

根据Griff'm的工作【321，我们证明在绝对零度下，形成的库伯对的波函数

丸=“：v。=A。／2Ek在强耦合时成为两粒子体系的本征函数。很普遍，BCS的代

数关系在任何密度都成立。∈产k2／2m一∥是费米能级减去化学势。超导的序参

量为方程(2．1．2)，它要满足自洽方程【33】：

小莩％象(1呶) (2．2．8)

在这里仇是基态费米分布函数 ．

以七2三【-·一南j，；万七2Ⅳp 2‘譬 c 2·2·9，

引入方程纯：△。／k+《卢，我们可以将方程(2．2．8)写为

睁2∥卜(1-2‰弘气 ㈦2加，

铲抖s印瓴)6wy2]
在稀薄(强耦合)极限，仇<<1，于是方程(2．2．10)可简化为下面的形式：

仁2／聊一2／a)‰=∑圪∥吼． (2．2．11)

这正是单束缚态对的薛定谔方程，化学势2／,是能量本征值：在零阶2∥=一80符

合理想玻色气体发生BEC的条件。同样在零阶，取仇=2Ⅳ；2丸可得

以=扫仇12(2．2．12)
这说明平均场近似能够很好的描述强耦合原子束缚对的BEC．

与之相反的极限要么是强耦合下的高密度情形(束缚对之间相互重叠)或是

19
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任意密度下的弱耦合情形(这时的相互强度不足以使两个粒子形成束缚对)。能

隙函数仇以指数形式局域在接近费米波矢k=(6n-2Ⅳp y3的狭窄区域内，分布函

nk近似为一个单位阶跃函数p@F-k)，能隙拓宽到占≈△F，在这里AF是费米

能隙

小堡explm一毒J G2邝，
yn∥--． J

(％=mkF／2r：2是一个自旋的费米能级密度)．因此平均场近似能够很好的描

述弱耦合和强耦合极限。介于弱耦合和强耦合之间，可以认为是插补策略，平均

场近似方法也基本适用。我们用一个虚构的可分离的势

圪乒，2矸丽丽V (22t4)

用这个势的强度矿和作用范围K1来描述。当V大于最小值圪=4nh2／聊‰，这个

势通过一个束缚能

铲般一·)2 ㈦2m，

形成一个单态S波束缚态。当V接近于它的起点圪时，这个束缚态的半径

a。一占iV2；对于强耦合情形，口。～K1．如果密度满足Np<<砖，之前的讨论成

立：对于强耦合的V，束缚对几乎不重叠，可以把它们看成玻色子发生凝集。对

于另一种情形Ne≥瑶，即使是强耦合也不能忽略对之间的重叠，尽管如此，平

均场近似仍然基本有效。

我们只讨论稀薄气体的情形Ⅳ口<<k；，在这种情形下，转变图像是明显的。

图2．3很好的描述了在粒子数N固定的情况下，粒子分布函数仇随耦合强度V的

增加而变化的曲线。在强耦合极限下y专00，‰的变化曲线类似束缚态波函数

的平方。随着耦合强度V的减小，n。的大小由于束缚态空间的扩展而增大。由

于不相容原理仇接近1时达到饱和点。对于弱耦合强度情形y专0，n。近似为
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一个单位阶跃函数。图2．3显示从强耦合极限到弱耦合极限的转变是平滑的，这

个结果也可以用其他的物理量来检验。在图2．4中我们给出了序参数△。的图像，

△。=Ao／(1+k2／砖y2，是耦合强度的函数。它从强耦合时的值

小学时引啦 汜2舶，

变化到弱耦合时的值△。=Ar(1+七；／七；y2，这里的△F已在式(2．2．13)中给出。

对于对的化学势∥。和能隙占肘(拆开一个凝聚对所需要的最小能量)也成立．

∥。从一占。-y-：滑的变化到七；／聊，占。从岛也平滑的变化到2AF。

图2．3在Np=10-2(以砖为单位)时，对于几个不同的耦合强度y(以圪为单位)，费米

分布函数仇随七(以ko为单位)的变化．本图引至参考文献[331．
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图2．4对于几个不同的密度以(以碍为单位)，序参量△o(以碍／2m为单位)随耦合

强度V(以圪为单位)的变化．本图引至参考文献[33】．

2．3 BCS．BEC渡越区域的超流行为和相变

自从发现高温超导的现象以来，很多将BCS．BEC渡越理论应用到高温超导

和冷原子瞰】的文章发表出来。Randeria，Duan和Shieh，认为渡越区域的物理性

质和高温超导现象有联系，他们利用一个可变的拟设配对，对处于绝对零度下的

二维系统进行了研究，他们的方法与NSR的方法一致。基于NSR的想法，

Schmitt．mIll【，Varma和Ruckenstein发现‘35]--维系统的费米气体是不稳定的，费

米子之间通过任意弱的S波相互吸引势形成束缚对。为了进一步完善NSR的想

法，Haussm锄【36，371用T矩阵的守恒近似，在一个三维连续模型中，计算渡越区

域转变温度砭随耦合常数的变化。他发现随着耦合常数的增加，瓦陀从低于转

变温度耳变化到接近转变温度疋，正如物理上的预期。Janko，Mary和他们的

合作者138-．40】，用第三种T矩阵的近似，计算了在一个三维连续体模型中，当温

度等于或高于转变温度耳时的BCS．BEC的渡越问题。这些研究结果给出了一些
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结论【31】：(1)从温度高于转变温度乙来接近转变温度耳，T矩阵出现一个共振，

在温度等于转变温度耳时出现共振峰。相互作用越强，温度越接近转变温度砭，

这个共振就越强。(2)随着耦合常数的增加，共振逐渐变的更重要，在费米能级

附近共振导致费米能态密度变为0，因此导致赝能隙的产生。

在实验上，人们对费米气体的研究也取得了很大的进展【1 51。通过Feshbach

共振调节粒子间的相互作用，可以在实验上观察从BCS到BEC的演化。2004

年，调节磁场使得散射长度大于零上Llal<，(，为原子的平均间距)时，实验上观

察到了费米原子将配对形成分子，并在低于转变温度时形成分子的BEC存在的

证据。在BCS．BEC的渡越区域，lal>，，系统为强关联的费米气体，强关联的

费米气体是人们非常关注的问题。为了研究BCS．BEC渡越区域的性质，Jin等人

嗍首先将磁场加在235．6G处建立热平衡，此处费米原子间为弱的吸引相互作用．

之后，将磁场的强度绝热的降至&附近的某个磁场强度玩砌，磁场的变化速度

为每毫秒0．1 G。在这个过程中，系统始终处在热平衡的状态，在占处维持一段

时间后，快速的(非绝热的)将磁场强度降低10G至召，，磁场的变化速度为每

毫秒20G。在磁场强度等于B，处，可以将原子对看成是深度束缚的分子．此时

分子的密度分布可以通过施加射频场的办法来观测，从而给出BCS．BEC渡越区

域中，在磁场为B枷处已配对的原子的比例等重要信息。图2．5给出了实验上得

到的原子配对的比例和BCS．BEC渡越区域中玩删的关系。Ketterle小组‘91对6上f

采用了类似的办法考察了BCS．BEC渡越区域中的强关联费米气体。Kerrerle小

组与Jin小组得到的结果一致，这表明在BCS．BEC渡越区域的确有原子的配对

现象，这些结果给出了深刻的启示：在BCS．BEC渡越区域，强关联费米气体可

以表现出超流行为。Grimm小组【71也采用6￡f对BCS．BEC渡越过程中系统的基

本性质进行了深入研究，Grimm小组发现，在共振磁场附近绝热的来回改变磁

场强度，分子BEC和费米凝聚体之间存在可逆的相互转化行为，图2．6给出了

这一结论的证据。他们还进一步研究了共振磁场毋处强关联费米气体所呈现的

普适行为．
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图2．6给出了分子BEC与费米凝聚气体之间存在可逆的相互转化行为的示意图。 空心点是

磁场等于764G时分子BEC的密度分布。在764G处出现分子BEC的现象后，将磁场强度

绝热的增强至1176G(对应于BCS超流体)，之后又绝热的降低至原来的磁场强度，此时出

现的分子BEC用实心点表示．从图中可以看出，实心点与空心点完全吻合，这表明磁场强

度在共振磁场附近的改变是一个可逆过程。本图取自文献【7】．

原子配对后的能隙是反映系统是否形成超流体的一个非常重要的物理量。人
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们可以运用激光、射频场等手段来对束缚在光阱中的费米气体进行有效的研究。

当处于两个不同内部态的11)和12)原子配对后，一个很自然的探测能隙的办法是

将其中一个内部态的原子12)通过射频场激发到另外一个原子态13)。假设没有配

对时，原子态12)跃迁至原子态13)需要的能量为AE：一，，假设原子配对的能隙为

壳万，则在满足E．RF=庇彩RF=hS+AE2．3时，原子态12)跃迁至原子态13)的几率最

大，在这里国盯为射频场的角频率。实验上，可以通过在不同射频场频率下探测

原子态12)的损失数目(即I2)跃迁至13)的概率)来确定配对能隙壳万。Grimm小

组H11将6Li的两个不同内部态11)和12)的费米气体冷却到远低于费米温度，在不

同的温度和磁场下，得到的实验结果如图2．7。Killllunell J、 Rodriguez M等人

基于共振超流理论进行计算得到的结果嗍与实验结果基本符合。MIT小组【43】在

BCS．BEC渡越区域的强关联费米气体中实现了涡旋品格，最为直接的证实了系

统在BCS—BEC渡越区域的超流行为。
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?露。
A．；
√ Lj

R F offset(．kHzl

图2．7图中横坐标为国=O-)RF一△E2-'3／h．峰值对应的国即为反映能隙的万。最上面的温

度为6巧，在每个图中只有一个峰，峰对应的艿为零，这表示原子间没有配对。中间一排图

的温度为O．5耳，此时温度在转变温度附近，原子配对和未配对的各占有一定的比例，出现

了双峰结构．最下面一排图的温度低于0．2耳，温度低于费米温度，几乎所有的原子都参与

配对，所以出现了一个偏离零点的峰．本图取自文献【4l】．
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第三章对高密度费米物质态的研究

本章在平均场近似情形下的BCS．BEC渡越理论基础上，对高密度的费米物

质的超流性进行研究。根据平均场近似情形下BCS．BEC渡越理论的两个重要方

程，选取NSR方法所取的相互作用势，引入动量空间的一个描述相互作用势的

作用距离的物理量k。，其倒数表示相互作用力程。对比3万2行=后；，我们定义

3万2刀。=k；。利用此来定义密度n／n。，表示单位相互作用空间所包含的粒子数。

首先对高密度费米气体在绝对零度下，取定不同的散射长度的值，对超流能隙和

化学势随密度的变化情况进行研究，通过数值计算的方法对两个方程进行求解得

出的结果进行作图讨论，然后改变方程的自变量，取定不同的n／n。的值，通过

数值计算得出超流能隙和化学势随散射长度的变化情形。并进行作图讨论。其次

在有限温度情形，取定不同的散射长度，研究超流转变温度和超流能隙随密度的

变化，然后取定不同的∥，zD的值，研究超流转变温度随散射长度的变化。运用

数值计算求解有限温度情形下平均场近似下的BCS．BEC渡越理论的两个方程，

得到超流转变温度和化学势随密度的变化结果，并进行作图讨论。最后在温度介

于绝对零度和超流转变温度之间时，对高密度费米物质的热力学量如熵、比热、

能量等随温度的变化的情况进行讨论。

3．1平均场近似情形下的BCS．BEC渡越理论

我们研究一个由N个自旋为1／2费米子组成的系统，他们之间通过

圪j．=g(pktpk．(g=_19I)相互作用。我们从Bcs理论出发来讨论‘3∞：

其中∈。=&-,u．根据库伯对组成超导基态的想法，可假定下列对算符的基态平

均值存在，且不为零

27
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(c玉c二山)三(olcoc■Io)≠0
(钆J，吒t)--(O c“气t10)≠0

利用上式，可将算符写成【删

将上式代入哈密顿(3．1．1)，为简化我们先考虑后一项

∑ lj．kc玉c二工)+C，c二上一(c玉c二山))I(c州％)+C_k4,CkT--C-kj,Ckt))】

∑

(3．1．2)

(3．1．3)

％．险铡般璺C_k,％[Ckt≯>％)卜k吒七和世∥计卜]‰乒’I坛c二厂(c玉c二。)k∥旷 ) j
省略高阶项可以得到

∑ Vk,k'l!(c：；c二山)(c一。工c。t)+(c玉c二上)G一。。c。，一(c一。工c。，))+G：，c二上—．(c：÷c二。))：c一。上c。，)J

定义

则是(3．1．4)可以写为

∑

量一∑圪乒．(o勺)=Ack
k

：一V一厶 圪j。(c。．4-．c二．)=△．仇

圪j．【-(c。．4-c二)(c一。吼)+(c。-4-c二)G一。q)+G；c二)(c廿吒)】

；(△耐小△．·DkC-kCk)一等
所以哈密顿量可以写为

日麟=∑∈。k吼+c二C_k)一∑
七

(3．1．4)

(3．1．5)

(3．1．6)

(△仇c；c二+△．仇c一。气)一竺g
(3．1．7)

此时哈密顿量是非对角化的，我们利用玻戈留波夫变换

代入哈密顿，可得

口女2 UkCt一1，Ic二

口一t
2

UkC以+1，tq4-

(3．1．8)

¨"¨"

“

计

r、

心

+●

七‘c一，，‘、、，，I、

一

一

●，

t匕以

+●

七k丘

+

+
、吖、吖吒^

+●

七‘c一，，‘、、，，＼

=

=

上

t‘以

+●

七‘c一

加

。加
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U；

’，：

(3．1．9)

在上面的计算中我们将A=△．视为常数，其中毋=磷+∈：，《=△2刃，此时哈密

顿量可写为

日麟=；(∈。一毛)一等+∑。,Ek(a；Cq+a二口一。) (3．1．1。)

凰=弘训一等
我们将(3．1．8)代入(3．1．5)并经过计算可得

△叫莓翕【1搿皈煽 (3．1．12)

其中在运算过程中运用了(口；吼)=(口二口廿)=厂(B)，厂皈)为费米分布函数

／皈)=V(exp(E,／kBr)+1)。同时方程(3．I．12)也可写为

1+95乍-,I-2，fE(Ek)戎：o
(3．1．13)

k 厶Lk

改写上式

拯箍一掣卜 ㈦¨4，

结合Lippmann-Schwinger方程

其中a为散射长度，联立上面两式可得

(3．1．15)

蕊m=：k[2；k-一面1+-厂1刚-T-,j西 (3．1．17)

对于总的粒子数甩(单位体积)，

力=2∑(c溉)
七

(3．1．18)

上式中的因子2是由于自旋求和而得到的．将(3．1．8)代入上式并计算可得

、●●●’、＼●●●／≮一E旦毛

+

一

／，●●●●、＼／，●，●●、＼

1—2

1—2

露瓦∑。，一g彘
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删水2+专胞)] ㈦¨9，

在文献【2】中，Leggett假设两个粒子间的相互作用刃=1即V=g，在绝对零度

T=0时，

厂慨)=0 (3．1．20)

丽m=；甚一瓦1] ㈦蚴，

方程(3．1．19)可以写为

脚莩V。2=；(·一百￡'k--,／／) ㈦地2，

方程(3．1．21)和(3．1．22)是文献[2]epLeggett提 的BCS．BEC渡越理论中两个

重要的方程。我们可以通过一个称之为自由费米能的因子sF兰壳2唧2／2聊将这两

个方程单位化孑三吼／砟，声=∥／≈，A～=△／％，并在自然单位制下，利用

莓岭西》p3七将求和化为积分

卜擘一南卜． ㈦地3，

p{·一萧卜 ㈦心4，

其中善兰@F口)-1，方程(3．1．23)和(3．1．24)决定了变量夕和五随孝的变化。我

们可以通过改变孝的符号来改变相互作用的类型。

从上面的两个方程可以直接验证两个极限情况孝专±∞下的结果。当

孝一悃时，对应于紧束缚的双原子分子近似情形，从上面两个方程可以推断

△一0，∥岭一ti2／2ma2，这正是两粒子束缚态对应于散射长度为a时的束缚能
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件下发生分子BEC。在相反极限下孝一埘，可以得到乃专1，并且可以得到△作

为短程相互作用下稀薄费米气体的超流能隙的值

A=const占F exp(-n'／2kFI口I) (3．1．25)

因此，我们可以描述从紧束缚分子(善专佃)情形连续转化到库伯对(孝一．-oo)

情形。现在我们来看一下，在转化的过程中，有什么特殊点吗?方程(3．1．21)

和(3．1．22)并没有给出这样的一个点(在孝=0时没有任何特殊情形)。我们再

来看一下的△物理解释：用和BCS理论中相同的方法可以知道，动量为k的准粒

子的激发能为E，因此能隙△可以看做是动量为k的粒子的最小激发能隙。当

∥>0时，可以证明A即是BCS理论中的激发能隙．但是当∥<0时，能隙不再是

△而是0∥12+△)，在束缚能为一Eb的紧束缚双原子分子的极限下I州=lg,I／2。因

此，从紧束缚双原子分子极限转化到库伯对的极限的转化点发生在∥=0处。对

于多体系统来说，研究原子间有没有形成束缚对不重要，关键是／．t的符号。上面

关于能隙的观点对S波配对情形没有什么特别重要的意义，但对于P波配对来说

(例如高度自旋激化的费米子系统)来说解决了一个长久存在的悖论：因为在库

伯对极限能隙存在结点，在紧束缚双原子分子极限能隙是各项同性的，怎么会有

从前者到后者的连续转化呢?当我们意识到能隙不总是△时，从紧束缚双原子的

极限到库伯对极限的转化就相当自然了【2】。

3．2高密度费米物质态的超流性

3．2．I绝对零度下的高密度费米物质态

在绝对零度下，费米子的分布函数厂佤)=0，相互作用势中，假设

刃=i≤号虿，其中参量‰是相互作用的距离的倒数，‰取值很小时，相互作
用距离很大，相互作用的力程内有很多粒子，因此可以称之为高密度，反之则为

低密度【30】。此时
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缱=△2露=去
方程(3．1．17)可以写为

丽m 5针S"1_一上2Ek j‘1+13／koa 2z 14砌2 乍I 。

方程(3．1．18)可以写为

Ⅳ=2；V；=；(t一百Ck-f1)R t＼ 一t ，

(3．2．1)

(3．2．2)

(3．2．3)

通过卸--h2k2F／2m将这两个方程单位化孑=吼／卸，丘=／u16F，A～=△／sF，

磊三毒=麓=善羽山。=等， 并在自然单位下，kB=1，壳=1并利用

；一南p3七将求和化为积分卜[1_丽渤一 ㈦2川

(3．2．5)

给定不同1／i,F口的值，上面两个方程给出了超流能隙五和化学势应随x的变化。

肛詈2南，其中朦稍确黻，目定咖雌滞怫确鼢
别取．2，．1，0，1，通过数值计算可以得到超流能隙丕和化学势声随密度n／r／。的变化。

32

去
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n／no

33

n／no
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图3．1：左侧的图描述了1／i,F口分别取值．2到l时超流能隙五(以纬为单位)随密度甩／‰的

变化．右侧的图描述了1／kF口分别取值．2到1时超流能隙五(以岛为单位)随密&n／no的

变化。
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n／no

35



n／no
晌。

图3．2：左侧的图描述了1／kF口取值为一2到1的情况下，化学势芦(以s，为单位)随密度的

变化．右侧的图描述了]／kF口取值为-2到1的情况下，化学势露(以氏为单位)随密度的变

化。
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在图3．1和图3．2中，其中的氏：壳：七；／2聊。我们研究的是1／砟口的绝对值取较小的值

(即散射长度口的值很大，甚至趋于无穷)的情形。其中‰：爵／3万：。∥‰2睇3／‰3表示

单位相互作用空间所包含的粒子数。图3．1中，在Vk口取负值时，即BCS区，能隙的值

较小，这说明在BCS区形成的是弱束缚的对。从右侧的图可以看出，当Y／／n。的取值较小

(即为低密度)时，超流能隙五较小，随着叫‰的增加(即密度的增加)超流能隙五先是

变大，随后又随着密度的增加而减小，最后趋于一个稳定的值。当I／kFa的值为正时，即

BEC区，能隙的值较大。能隙随着密度先是缓慢的增加，当密度大于某一值时，这种增加

变的非常显著。其中的(e)和(f)两图给出了V砟口取零时的情形，此时处在幺正区，能隙的

值大于BCS区的能隙的取值，在密度变化时，能隙的值先是增加，随后增加速度变缓，

最后增加速度有所减小．1／kFa取正负值时能隙随密度不同的变化趋势可以通过结合

Lippmann—Schwinger方程来说明。

』车：!I y堕 (3．1．15-I" )一=一，一 I J

4砌2a g乍&

对上式进行无量纲化并积分可以得到：

壶=糖]2一去等 ㈦2剐

其中＆：一4瘢：／历‰。对上述方程进行分析可以发现，在yk口取正值时g／＆随着

ko／砟的增加而一直减小。能隙的大小正比于-g／g。的值，从而可以看出，能隙随密度的增

加一直在增加。在1／k口取负值时，gig。随着‰／k的增加先是减小，而后又开始增加。

反应在能隙与密度的关系上则是能隙随密度先是增加，而后又开始减小。正如图3．1所描

述的情景。图3．2描述的是化学势的变化，对于化学势来说，在1／k口的取值为负时其值

为正，随着密度的增加而增加。对比(b)，(d)和∞可以看出，V砟口取正和负时，化学势随

密度的变化趋势不一致，反应了BCS和BEC区的不同。 1／kFa 0时，化学势和yk口

取负时有相同的变化趋势。在1／k口取值为正值时化学势的值为负，随着密度的增加先是
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缓慢变化，密度增大到一定程度时开始迅速减小。接着我们来研究一下当ko／kF的取值一

定即密度一定时，超流能隙五和化学势乃F随l／kF口的变化。通过计算和作图，可以得到以

下图形

3．0

2．5

2．0

焉 1．5

1．0

0．5

0．0
．1 0 1 2

1／kFa

图3．3：描述了ko／k分别取不同值时，超流能隙五(以卸为单位)圈tl／kFa(即散射长度)的变化。

38
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1

0

·1

{1
．2

-3

_4

．5
0 1 2

l／kFa

图3．4：给出了当ko／kF取不同的值时，化学势芦(以sF为单位)随1／七Fa(印散射长度)的

变化．

从图3．3和图3．4可以得出结论，无论低密度还是高密度情形，从BCS区经过幺正区到

达BEC区，费米气体的超流能隙和化学势随散射长度均平滑的连续变化。在图3．3中超

流能隙随着1／I,F a的增加(即散射长度的减小)而增加，在散射长度取负值时，‰／k

的值越大，超流能隙就越大。在1／kF口为正值时(即散射长度从正无穷逐渐减小)，ko／kF

的值越大，超流能隙就越小．在1／砟口等于零附近，可以看出不同的ko／kF所对应的曲

线交于一点，即在1／kF口取零附近的值时，不同的ko／kF对应相同的超流能隙的值。从

而也进一步说明了图3．1中超流能隙随密度的变化情形。在图3．4中化学势则随着1／kF口

增加而减小，在l／k a为负值(即散射长度为负)时化学势取正值，‰／kv的值越小对

应的化学势越大。当1／k a为正值(即散射长度取正值)时，化学势取负值，ko／kF取

值越大对应的化学势的值越大。也进一步说明了图3．2中化学势随密度的变化情形。
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3．2．2有限温度下的高密度费米物质态

上一小节研究了绝对零度下转变能隙五和化学势力随密度的变化，我们现在来看有限

温度下的情形，研究超流转变温度和化学势随密度的变化关系。根据公式(3．1．17)和

(3．1．19)同样可以计算高密度费米气体的超流转变温度与密度的关系。在温度T=砭时，

方程(3．1．17)可以写为

△亿)=0 (3．2．6)

彘=莓[击_翮1+高]去 ㈦2川

其中厂皈)为费米分布函数

在温度T=砭时可写为

厂皈)=面丽1exp恤I／％』J+l

厂皈)=

将方程(3．2．9)带入到方程(3．2．7)中可得

(3．2．8)

(3．2．9)

彘=；}翮1+炮铲I去㈦2舯，4廊2口一争I 2吼2k一∥I‘ k一∥I j 1+七2／瑶
一一⋯

方程(3．1．19)可以写为

Ⅳ=水溺+为‰训&诎川州)] ㈦2川

通过唧-h：砰／2肌将这方程(3．2．10)和(3．2．1 1)单位化，F三吼／卸，芦=∥％，五=△／印，

露唰耳，瓦量毒=麓嘻材出。=等2 2，并在自然单虾铲m=l，

利用；斗西1了p3七将求和化为积分

z菸陪坐铲／i ．]南l s l占一 I 』l+占／z。
=硝 (3．2．12)矿

。户。
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P万(·+禹(
2

一·肛 ㈦2m，

对于给定的不同的善=l／k口的值，上面两个方程给出了超流转交温度露和化学势应随密

度形门。的变化。对上述两个方程进行数值计算可以得出在给定散射长度即取定】／砟口的值

时，超流转变温度露和化学势卢随密度∥，z。的变化。

1揪。萨-2

1，I‘。a=一1
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n／no

图3．5：左侧的图描述了1／i,F口分别取．2、-1，0、l时，超流转变温度(以耳为单位)随密度形‰的

变化．右侧的图描述了1／k口分别取-2、一1、0、l时，超流转变温度(以To为单位)随密度．n／no的变

化。
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图3．6：左侧的图描述了1／I,F口分别取．2、．1、0、1时，系统的化学势(以sF为单位)随密度∥‰的

变化．左侧的图描述了1／i,F口分别取-2、-1、0、l时系统的化学势(以‰为单位)随密度形‰的变化．
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在图3．5和图3．6中，其中的To=So／k占．图3．5中当1／kF口取负值即处在BCS 时，对不

同的1／k膏a的值，超流转变温度随着密度有相同的变化趋势：转变温度先是随着密度的增

加而增加，随后又随着密度的增加而减小。同时可以看到1／七F口的值越大，对应的转变温

度的值越大。BEc区的转变温度大于BCS区的转变温度。当1／／F口取值?00时，从图(e)和(f)

中可以看出，超流转变温度随密度的增加先是迅速的增加，然后又随着密度的增加而减小。

但是当1／kp口取值为正时，超流转变温度则随密度的增加先是缓慢的增加，当Vk a达到

一定值时开始迅速增加。在图3．6中对不同的1／i,F口的取值，系统的化学势随密度也有不同

的变化趋势。当1／i,F口取值为负或。时，化学势为正，随密度的增加而增加，1／kF a的取值

越大，对应的化学势的变化范围越大。当1／kF a取值为正时，化学势为负，随着密度的增

加而减小，减小的速度先是平缓变化之后迅速变大。

下面我们来看下对于给定的‰／k的值(即给定的密度的值)时超流转变温度乏和化

学势声随1／k a的变化。

图3．7描述了不同的ko／kF取值情况下，超流转变温度露(以Tp为单位)随y七F口(即散射长度)

的变化．
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1，l∞

图3．8：描述了当ko／kF分别取不同的值时，化学势面(以gF为单位)随1／七Fa(即散射长度)的变

图3．7和图3．8给出了不同密度情形下超流转变温度和化学势随1／ka(即散射长度)的

变化．从图3．7中可以看出无论是高密度还是低密度情形，超流转变温度随着V砟a的变化

趋势基本一致，先是随着】／k口的增加缓慢的变化，当】／缸口增加到一定值后开始迅速增加。

在1／k口取零附近所有的曲线几乎交于一点。在】／砟口=0的左侧，对于横坐标上某一确定

的1／k口的值所对应的不同‰／k的取值，可以看出‰／k的值越大，对应的转变温度的值

越大，也就是说密度的值越小，对应的转变温度的值越大。在】／k口=0的右侧，‰／砟的

值越小，对应的转变温度的值越大，即密度越大，转变温度越大。这就说明在BCS区，对

于超流转变温度来说，虽然随着密度的增加而增加，但过高的密度则会抑制超流转变温度

的增加。对于化学势来说，在不同的密度情形下也有几乎相同的变化趋势：先是随着yk口

的增加缓慢的减小，当】／k口增加到一定值后开始迅速减小。
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3．2．3能隙函数

以上两节考虑的是零温时和温度等于临界温度时的两种极限情形，参考一般对超

导体的研究，我们在这一节给出系统的能隙函数，即在温度从零变化到临界温度的过程中

(全温度区间)能隙的变化。根据方程(3．1．17)和(3．1．19)通过数值方法求解，可以得

出系统的能隙函数曲线。图3．9给出了散射长度分别取负值、零和正值时的能隙随温度的

变化曲线。
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荽
导

Tfrc

图3．9 1／1,F口取．1、0、1，ko／kF取2时，能隙A(r)／Ao愀T／Tc的变化关系．

从图3．9中可以看出，对不同的1／1,Fa的值，能隙随温度由相同的变化趋势。而且其

能隙△仃)／△。随温度叫砭的变化关系与超导的S波配对有相同的变化曲线。
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3．2．4有限温度下高密度费米物质态的热力学行为

接着我们来研究温度从绝对零度变化的超流转变温度时高密度费米物质态的热力学

行为。根据热力学统计理论【451，将系统的热力学量与粒子系统的哈密顿量联系起来。则系

统的热力学势可以写成如下的形式

Q=-kBT lnZ=-k占T In Tr(exp(一fl(H一∥))) (3．2．14)

其中

宜一．‘= =一+∑Ek(a；,at+口二口一I) (3．2．15)uNH Eo Ek日一 = = +>’ }+口二口一t) (3．．

其中，日的C数项部分在有限温度。F司改写为

∑k卜撅+华)＼ 5 ／

H中含准粒子算符的部分为

一％¨n乃eXpL一∥莩E@以t+口二口以’j
，， 、

由于如=Ek，并且求和中各项独立，上式可以写为

一2kB丁lnI-I Tr exp(-fiE。口；口。)

Tr exp(-,BE。口；口。)---X<咒]exp(-fiE+口。】船)

其中a；a。I刀)=叫，z)，对于费米子系统刀=0，1，则从上式可算出

(3．2．16)

(3．2．17)

(3．2．18)

(3．2．19)

Trexp(-,SEkct：ctt)=1+exp(-夕暖)=(1一f(Et))_1 (3．2．20)

因此式(3．2．18)可写为

2kBrEln(1-f(Ek)) (3．2．21)

因此系统的热力学势可写为

Qp)地口丁；1n0一厂皈”+*撬i丽)+倒g(3．2忽)
系统的能量可写为
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E(r)--朋+弘训一掣+2弘胞) (3．2彩)

其中E表示单位体积的能量。

由此可定出系统的熵

s仃)=_2k∑[(1-／(E。))t．0-／(E。”+厂伍。)Inf(Ek)】 (3．2．25)

其中s表示单位体积的熵。系统的比热

C：r os：一∥一OS玎
妒， 、 (3．2．26)

铆2k；肛厂)(彰一盹刊荔+互1陬2面dA2)
其中既包含化学势所引起比热容的变化，又包含超流能隙所引起的比热容的变化。根据式

(3．2．23)， (3．2．25)和(3．2．26)我们可t；Z得出系统的能量、熵和比热随温度的变化。

k

击 o．6000005

42

n
Q—r塑卯

一

式

，一

D

s

足满熵因



T／l"c

弋n
c

图3．10其中的图a’图b、图c分别给出了在ko／kF取1／3(即高密度)时，1／kFa分别取-0．2、0、0．2

的情况下系统的能量(单位体积，以占F为单位)随温度的变化。
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‘I’

T厂rc

图3．11其中的图a、图b、图c分别给出了七o／七F取1／3(即高密度)时，】／七F口分另0取m．1、0、0．1

时．系统的熵(单位体积)随温度的变化．

o
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U

0．5

0．4

0．3

o

0．2

0．1

0．0

"fiTc

T／'rc

图3．12其中的图a、图b、图c分别给出了ko／kF取I／3(即高密度)时，Vk口分别取国．1、0、0．2

时系统的比热容(单位体积)随温度的变化．

从图3．10、图3．1 l和图3．12可以看出高密度费米物质的热力学行为。在温度从0变

化到乙时，系统不发生相变，系统的能量、熵和比热均随着温度单调平滑的增加．在零

温时，三个物理量的值均为零，在温度很小时变化平缓，在温度达到某一个温度附近时开
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始迅速的增加。从而给出在此系统中的配对为S波配对。

3．3总结

本文利用平均场近似情形下的BCS．BEC渡越理论，建立了绝对零度下决定散射长度、

超流能隙、化学势及密度关系的两个方程和有限温度下决定散射长度、超流转变温度、化

学势及密度关系的两个方程。固定散射长度或密度，能够研究剩余三个物理量之间的关系，

从而可以对高密度费米物质态的超流性进行研究。最后对有限温度情形下高密度费米物质

态的热力学行为进行了讨论。

(1)绝对零度下，固定散射长度时，在1／kFa取值为负时，费米物质态的超流能隙随

着密度的增加明显的增加，但当密度增加到一定程度时超流能隙反而随密度的增加而减

小，最后趋于平缓，ko／kF越大，对应的超流能隙的值越大。在V砟a取值为正时，超流

能隙随密度平缓的增加后迅速增加，‰／k越大，对应的超流能隙的值越小。对于系统的

化学势来说，1／ka取负值和零时，化学势取正值，随密度的增加而增加。y砟口取正值时

化学势取负值，随着密度先是平缓的减小，之后迅速减小。固定密度时，在1／kFa取零附

近时，不同的密度的超流能隙的变化曲线交于一点，在1／kFa取零的两侧，不同密度对应

的超流能隙随1／kFa的变化趋势进一步的反应了图3．1中得出的结论。对应系统的化学势来

说，化学势则随着1／kF a增加而减小， ‰／砟的值越小对应的化学势越大。当1／kF a为正

值(即散射长度取正值)时，化学势取负值，‰／k取值越大对应的化学势的值越大。也

进一步说明了图3．2中化学势随密度的变化情形。

(2)有限温度T=Tc情形下，固定散射长度时，1／kFa取正值和负值时所对应的超流

转变温度随密度有不同的变化趋势。】／k口取负值和零时，超流转变温度随着密度在经过

迅速增加的过程后开始减小，最后趋于平缓。在1／Ga取正值时，超流转变温度在经过平

缓的增加后开始迅速增加。对于化学势来说，在】／七F口取负值和零时，随着密度增加。在

1／后F口取正值时随密度平缓的变化后迅速减小。固定密度时，超流转变温度在高密度和低
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密度情形均随1／kF口的增加先是缓慢的变化，到达某一点时开始迅速变化。对于化学势来

说，先是随着1／kFa的增加缓慢的减小，到达某一点时开始迅速的减小。在BCS区，kO／kF

的值越大，对应的转变温度的值越大，也就是说密度的值越小，对应的转变温度的值越大。

在BEC区，k。／kF的值越小，对应的转变温度的值越大，即密度越大，转变温度越大。这

就说明在BCS区，对于超流转变温度来说，虽然随着密度的增加而增加，但过高的密度则

会抑制超流转变温度的增加。对于化学势来说，在不同的密度情形下也有几乎相同的变化

趋势：先是随着】／七Fa的增加缓慢的减小，当1／kFa增加到一定值后开始迅速减小。在温度

取绝对零度和超流转变温度之间的值时，高密度费米物质态的能量．熵和比热在不同的

1／I,，a情况下随温度的变化有相同的变化趋势。其变化趋势均随温度的增加而增加。

(3)本文所做的工作给出了高密度费米物质态的超流特性及有限温度情形下的热力

学特性，对于高密度的核物质和中子星内部超流情形的研究有了一定的启示作用。但由于

本工作是在平均场近似下做的，并未考虑到粒子间的配对涨落，所以给出的超流转变温度

严格意义上只是粒子间开始出现配对的温度，并不是出现超流现象的温度，在图3．5和3．7

中温度随着密度和】／后F口的增加最后出现了不可思议的很大的值。今后要做的工作要在考

虑配对涨落的基础上展开，即在平均场近似下得到的两个方程的基础上再加入赝隙方程，

从而将配对出现时的温度与超流出现时的温度即超流转变温度区分开来。
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