
摘 要

期权是人们为了规避市场风险而设计出来的一种金融衍生工具．期权定价是金融

衍生工具理论研究和实际应用的核心．期权定价理论是目前金融工程、金融数学研究的

前沿和热点问题．美式期权可以提前执行，在实践中具有更大的灵活性．一般情况下，

美式期权价格却没有精确的解析定价公式，因此研究美式期权定价问题的数值解法具

有重要的意义．

本文研究了美式期权定价问题的几种数值解法，主要内容如下．t

第一章简要介绍了期权知识、美式期权定价问题模型与美式期权价格的性质，以及

美式期权定价问题数值解的研究现状．

第二章用紧差分方法求解美式期权定价问题．从抛物型方程自由边界问题出发，首

先对问题进行变量变换，转换为抛物型初边值问题，再进行紧有限差分，并给出了差分

格式的稳定性证明，然后给出数值求解的具体算法．最后进行数值实验，并与二叉树、

PSOR、有限元数值方法进行比较，证明算法是非常高效和收敛的．

第三章用记忆梯度投影方法求解美式期权定价问题．首先把线性互补问题转换为

变分不等式问题，并进行变量变换，然后给出变分不等式问题的等价极值问题，用记忆

梯度投影算法进行求解．最后进行数值实验，并与二叉树、PSOR数值方法进行比较，证

明算法是非常高效和收敛的．

第四章借鉴有限元方法求解美式期权定价问题．首先把线性互补问题限制到有限

区域上，进行热变换，再转换为变分不等式问题，对时间跟空间区域进行离散，给出了

离散格式的稳定性证明，然后给出算法并进行数值求解．最后进行数值实验，并与二叉

树、PSOR等数值方法进行比较，证明算法是非常高效和收敛的．

关键词：美式期权定价，数值方法，自由边界问题，变分不等式问题，紧差分方法，

记忆梯度投影方法。有限元方法
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Abstract

Option is one kind of financial derivatives people designed to avoid the market risk．

Option pricing is the core question of theory research and practical application of financial

derivatives．The option pricing is a frontier problem as well as a hot issue of financial

engineering and financial mathematics at present．For American options can be exercised at

any time up to the maturity dates，they are more flexibili锣in practice．However,no

closed—form solutions exist for American options of their valuation in general case．Therefore

it is important to study the numerical methods forAmerican option pricing．

In this paper,we propose several numerical methods for American option pricing．The

main content of the thesis is presented as follows：

In chapterl，we briefly introduce some basic option knowledge，the American option

pricing model and the property of American option price．In addition，the research status of

numerical solution forAmerican option pricing problem is introduced too．

In chapter 2，a compact finite difference method forAmerican option pricing is proposed．

By transformations we change the free boundary problem of partial differential equation into

an ordinary differential equation initial value problem．And then we apply the compact

difference scheme to the new problem．Moreover,stability of the method is proved and the

algorithm is given．Some numerical experiments have been carried out．And a comparison，

made among the binary tree algorithm，projective successive over-relaxation method and

finite element method，shows that the new method is high efficient and convergent．

In chapter 3，a memory gradient projection method for American option pricing is used．

Firstly,we convert the linear complementarity problem into a variational inequality one，and

then make variable transformation for the variational inequality problem．Secondly,we study

the equivalent optimization problem with an inequality constraint and boundary conditions，



whose necessary condition for the optimality is the variational inequality presentation of

American options．To solve the obtained optimization problem，we Bse the memory gradient

projection method．The detailed algorithm is suggested．Finally,we test the algorithm and

compare it with the binary tree algorithm and projective successive over-relaxation method．

Numerical experiments show that the newmethod is hi曲efficient and convergent．

In chapter 4，we provide a new method for American option pricing by drawing lessons

from finite element method．First，we restrict the linear complementary problem to a limited

area．And then a variable transformation is made．After that we convert the problem into a

variational inequality problem．Second，we discretize the time and space area．At the same

time，we prove the stability of this scheme．After that，we give a algorithm and solve the

problem by it．At last．we carry out some numerical experiments to compare with binary tree

algorithm and projective successive over-relaxation method．Results show that this algorithm

is 11igh efficient and convergent．

Keywords：american option pricing，numerical methods，free boundary problem，

variational inequality problem，compact finite difference method，memory gradient projection

method，fmite element method
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第一章 前言

期权具有良好的规避风险、风险投资和价值发现等功能，而且表现出灵活性和多样

性等特点，已成为最具活力的金融衍生产品，得到了迅速发展和广泛利用．用期权可以

构造新型金融产品，各种各样的期权、新型金融产品和技术手段使金融市场能够更充分

地转移风险和进行套期保值，同时也为大规模的金融投机活动创造许多新的机会和提

供新的工具．

期权交易在全球越来越流行，我国正在逐步发展期权交易市场，于是对期权理论的

研究对我国的金融发展具有重要的指导意义．期权的思想也已经渗入到现实经济中，例

如各种实际项目的投资等可以用期权理论去评价，一些金融资产如股票、可转换债券及

认股权证等也蕴含了期权的思想，也可以用期权理论进行分析，从而对于期权理论的研

究具有重要的现实意义．

期权理论研究的重点有两个方向：一个方向是如何构造出新型的期权，以满足不断

变化的市场投资的需求；另一个方向是如何确定这些日趋复杂的期权的价值，即期权的

定价问题．

1970年以来，伴随着期权市场的迅速发展，期权定价理论的研究取得了突破性进展．

1973年，Black和Scholes[11发表了题为“The pricing of Options and Corporate Liabilities’’的

论文，给出了不支付红利股票下的欧式期权的定价公式；同年，Menon【21发表了另一篇

论文“Theory ofrational option pricing'’，这两篇论文奠定了期权定价的理论性基础．从此

之后，许多学者专家对期权定价理论进行研究．期权定价理论是目前金融工程、金融数

学研究的前沿和热点问题．

由于美式期权可以提前执行，持有人拥有比欧式期权更多的获利机会，在实践中具

有更大的灵活性，而且在美国交易的期权大部分是美式的，所以美式期权的定价问题便

成为广泛的研究课题．

一般情况下，美式期权没有精确的解析定价公式，只能使用近似解析方法或数值方

法进行求解．计算机软硬件技术的发展使得计算速度得到极大的提高，为数值方法求解

美式期权提供了保障．

1．1期权相关知识

期权(option)是赋予其持有者在一个特定的时间或之前以预先指定的价格买入或卖
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出标的资产的权利，它是期权购买者拥有的一种权利，而并非一种义务．即对于期权的

买方来说有这样的权利：在一个特定的时间或之前以预先指定的价格选择是否买入(或

卖出)一定数量和规格的标的资产，而对于卖方来说有义务按规定满足买方未来买卖的

要求．

期权的标的资产(underlying aSS鳓包括债券、股票、货币、股票指数、外汇、商品

和期货合约等等．

根据买入和卖出的不同，期权分为看涨期权(Call option)和看跌期权(Put option)．看

涨期权的持有者有权在某一确定时间以某一确定的价格购买标的资产．看跌期权的持

有者有权在某一确定时间以某一确定价格出售标的资产．

根据具体执行时间的限制，期权又分为美式期权(American option)和欧式期权

(European option)．欧式期权规定期权持有者只能在到期日那一天才能履行合约．美式

期权可以在到期日之前的任何时刻执行，具有更大的灵活性．

期权合约是期权交易双方确定贸易关系的正式法律文件，是标准化的契约．

期权的要素包括：

(1)标的资产：期权合同规定的双方买入或卖出的资产；

(2)执行价格：期权合同规定的购入或售出标的资产的价格，在签订期权合同时就

已经固定，不再随标的资产的市场价格变化而变化；

(3)到期日：期权合同所规定的有效期限或合同持有者行使权力的时间；

(4)期权金：买卖双方购买或出售期权的价格．

期权的特点包括：

(1)独特的损益结构

期权具有非线性损益结构，通过不同期权、期权与其他投资工具的组合，投资者可

以构造出不同风险收益状况的投资组合．

(2)期权交易的风险

对于期权交易者来说，买方与卖方均面临着期权金不利变化的风险．期权买方的风

险底线已经确定和支付，其风险控制在期权金范围内．期权卖方的风险则存在不确定

性．

期权买方的风险有限，但其亏损有可能是100％．期权卖方可以收到期权金，但是

一旦资产价格发生较大的不利变化或者波动率大幅升高，对于卖方来说，此时的损失相

当于“无限”．
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由于美式期权可以提前执行，持有人拥有比欧式期权更多的获利机会，在实践中具

有更大的灵活性，而且美式期权的应用更为普遍．目前世界各主要交易所买卖的期权合

约大部分为美式期权，尤以股票期权市场最为突出，所以美式期权的定价问题是期权理

论无法回避的核心内容．本文即对美式期权定价问题进行研究．

1．2美式期权定价问题的模型及其性质

1．2．1 Black．Scholes期权定价模型

Black和Scholes(1973)t11开创性地推导出不支付红利股票下欧式期权的价格满足一

个线性的抛物型偏微分方程即著名的Black—Scholes方程．通过求解这个问题得到了欧式

期权的解析定价公式．

我们按照Black和Scholes在1973年那篇奠定诺贝尔经济学奖的经典论文的思路来推

导Black．Scholes微分方程．

为了描述方便，记(本文后续章节继续沿用)

K：期权的当前价格(简记为V)：

墨：标的资产的市场价格(简记为S)；

K：买权合同的执行价格：

，．：按连续复利计算的无风险利率：

∥：标的资产价格期望：

仃：标的资产价格波动率：

T：到期日；

t：当前定价日：

T—t：距离到期时间．

Black和Scholes在推导Black．Scholes模型时做了以下7条基本假设：

(1)无风险利率厂已知，且为常数，不随时间变化；

(2)只包括两种资产：一种是风险资产，其价格墨的变化为几何布朗运动，即

aS,=∥S,at+tTStdB(t)，

另一种是无风险资产掣，它的价格过程为dSo,=科dt；

(3)在衍生证券的有效期内，标的资产没有红利支付；

3
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(4)期权为欧式期权；

(5)资本市场完善，即不存在交易手续费、税收及保证金等因素；

(6)投资者可以自由借入和贷出资金，借入利率和贷出利率相等，均为无风险利率．

而且所有证券都是高度可分的，即投资者可以购买任意数量的标的资产；

(7)对卖空没有任何限制，允许使用全部所得卖空衍生证券．

假设形是期权的当前价格，显然，K一定是标的资产当前市场价格墨和当前时刻t

的某种函数．

由Black．Scholes模型的基本假设，风险资产价格S遵循随机过程：

姆=∥S,dt+仃墨皿． (1—1)

方程(1．1)的离散形式为：

越=juStAt+盯墨丝． (1—2)

由疡公式，期权价值¨是标的资产价格墨的函数，应有：

晔(詈懈s a弧v,‘+j1 cr2s2等胁啦‘o强v,aB，． (1-3)

简记魍=dz．

方程(1．3)的离散形式为：

△y=c警+詈筇+三豢盯2趵△H警仃s缸． m4，

y是S与t的函数，所以方程(1．2)与方程(1．4)遵循相同的维纳过程，即&(=s√垃)

相同．所以我们可以选择该风险资产和期权的组合来消除维纳过程．

构造如下的投资组合：

(1)卖出一份期权

(2)买入面OV份风险资产
则该证券组合的价值为：

Ⅱ=一矿+O秽sV
S．(1-5)

&时间后，该证券组合的价值变化△n为：

4
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△Ⅱ：一△y+旦!△s．
dS

将方程(1．2)和(1．4)代入上式，得：

△Ⅱ_(一瓦OV一三筹内2皿． (1-6)

因为这个方程不含有&，经过At时间后证券组合必定没有风险．因此，该证券组

合的瞬时收益率一定与其它短期无风险证券的收益率相同．否则，将存在无风险的套利

机会．所以：

△兀=玎1△t．

其中，．为无风险利率．

将方程(1．5)和(1—6)代入上式可得：

c罾+丢筹㈣At=rcy一纂mr，
化简得：

百cOV+rS as+‰2 2祟OS圳． (1-7)
8t 8s

1
、 ’

式(1．7)就是著名的Black．Scholes微分方程．

有红利支付时，上述方程变为

警竹刊s等+≯2警圳．
对于欧式看跌期权，解下面的偏微分方程：

』警+心筹+≯2筹圳，
I矿b=max(K—ST，o)．

得欧式看跌期权的Black—Scholes定价公式：尸(s，f)=Ke⋯盯一’Ⅳ(一畋)一心(一面)．

其中：

dl：一ln(S／K)+(r+吉cr2)(T-t)，d2：吐一盯√再a4T—t

州)=去￡一，妣

5
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1．2．2美式期权定价问题模型

美式看涨期权的价格与美式看跌的期权价格之间存在对称关系‘31：

设圪(s，t；r，g)，名(s，t；r，g)以及￡p；，，g)，0(f；，，g)分别是具有相同期限丁和相同

执行价格K的支付红利的美式看涨和看跌期权的价格与最佳实施边界，则

吣咖)=iS％‘了K2朋，r)和厨丽丽=K，(1-8)
这里K是期权的执行价格，，．是无风险利率，g是红利率．

本文只考虑美式看跌期权的定价问题，看涨期权的价格可以通过上式直接得出．

美式期权定价模型一般说有三种：自由边界问题，线性互补问题，变分不等式问题．

下面分别给予介绍．

(1)从数学上来说，美式期权的定价问题是一个自由边界问题，这里的自由边界是

一条需要确定的交界线，它把区域{o≤S<O。，1≤t≤丁)分成两部分，一部分是继续持

有区域，另一部分是终止持有区域，这条自由边界在金融上称为最佳实施边界．显然对

每个美式期权的持有者来说，需要知道曲线的位置，以便制订出最佳的实施方案．

对于终止期为t=T的美式看跌期权，存在两个区域：

①继续持有区域∑l={(s，f)I s(f)≤S<∞，0≤t≤T)：v(s，f)>(K-S)+，

②终止持有区域∑2={(s，圳0≤S≤s(f)，0≤f≤丁)：v(s，f)=(K-S)+，

最佳实施边界F：S=s(t)在这两个区域中间．

对于美式看跌期权的定价，就是要在∑。中寻找函数对{矿(s，f)，s(f))，使得它适合定

解问题：

z矿=警+譬s2筹竹_g)s面OV州一o，(E1)
y(S@)，f)=K—S(f)，

面OV(荆，f)=一1．

由于s(t)是自由边界，所以这是一个抛物型方程的自由边界问题．

(2)美式看跌期权定价问题是一个最优停止问题：

他x)_m埘a。x童Z[e-r(r-t)(K—s(7．))雠)=工】·

6
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由变分不等式跟最优停时的关系‘41，得美式看跌期权定价的变分不等式问题模型

求y(s，f)∈罐，使得

min{一么矿，V-(K-S)+)=o， (∑)

v(s，T)=(K—S)+， (0≤S<oo)

矿_0． (S_。。)

其中

∑={o≤S<。。，0≤t≤丁)．

(3)美式期权定价问题可以转化为一个依赖于时间的线性互补问题[51：

v(s，t)≥(K—S)+，

儿瓦OV却-g)s芸÷2豢>o，吲呱驯，
(哪HK删+)(儿詈呻_g)s箬÷2筹)_o．

1．2．3美式期权价格的各种性质

首先考虑永久美式期权．永久美式期权是没有终止期的美式期权．

(1)不考虑红利情况的永久美式看跌期权价格v(s)满足如下定解问题

生s2而d2V+心—diV一，．矿：o，(So<s<∞)2 dSz ds
‘ 。

矿(So)=K一&，

V(oo)=0．

上述问题是二阶常微分方程边值问题，用下面的方法求解【6】：

令V=S。，得OL满足方程

詈2 Q2竹一争Q一，．=o．一“十I厂一一，“一厂=U．
2

、

2。

求得

旷，心一事．
从而

v(s1=AS+BS 0,2．

7
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由边界条件得

从而上述问题的解为

一旦

A=O，B=So，2(K—So)，

矿(s；&)=(誓]7(K一氐)，
这个解依赖于&．

下面求最佳实施边界s=式．即求s=So，使得

求得

y(s；g)=o(m氏asxx矿(s；．&)=o<m岛asxK【fssO J／≯(K一．孓)．

令，(&)=(誓]7(K一氐)，由

篆：娴仃2FrK盼】1=o，
得

≮=而K ．

(2)支付红利情形下，若红利率q与时间无关，则永久美式看跌期权的数学模型为：

求Iv(s)，so}，使得

孚s2窘竹-g)s等州_o，(&<s<。。)
y(So)=K—So，

y’(So)=一1，

矿(∞)=0．

令V=S。，得Q满足方程

妥a2+(，．一g一了0．2)Q一，：o，2
、 1

2
。

a一士孵，
8
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其中

¨-一件g+害u2—广‘
从向矿(S)=彳Su++召S‘．

由边界条件，求出

⋯肛一圭[击1／rQ I l— Q I

氏=击．(1-9)
从而得

～圭[击卜t．
下面对美式期权的最佳实施边界S=S(t)作定性的分析，包括S(T)的位置，S(t)的

单调性，S(t)的上下界等．讨论这些性质将有助于对美式期权定价问题进行数值求解．

定理1．1【31设F：fs=s(f)，(o≤t≤丁))是支付红利的美式期权的最佳实施边界，则

S(丁)=
min卜抖 c看跌期权，

m觚{K，斟 c看涨删

定理1．2‘31设r：{s=s(f)，(o≤t≤丁))是美式期权的最佳实施边界，则

f毛o)单调非减， (看跌期权)

【≮(f)单调非增． (看涨期权)

且对看跌期权有估计：

Sp．oo<Sp∽叫K，抖
对看涨期权有估计：

maxk社sA嵫。．

9
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这里Sp，。。与疋，。。分别是相应的永久美式看跌期权与看涨期权的最佳实施边界．已．。见

式子(1—9)，疋，。可由Sp，。。根据式子(1—8)得到．

美式看跌期权跟美式看涨期权的最佳实施边界的图像如下：

t

T

O

t

T

O

对于美式看跌期权(q≥0)

min(K，Kr／q) S

对于美式看涨期权(q>0)
L

i、＼ i

i ＼ i∑：
∑， ： ＼ ：

1

j ＼ i
： ＼：＆
； 1{
I I I -L

max(K，Kr／q) s

图1-1美式期权的最佳实施边界

Fi91-1 The optimal exercising boundary of American options

1．3美式期权定价问题数值解的研究现状

用于求解美式期权定价问题的数值方法主要有：

(1)二叉树方法由Cox、Ross和Rubinstein(1979)[71在著名的CRR模型中引入，随后

扩展出三叉树方法以及切片法．

(2)有限差分方法是把微分方程转化为差分方程，再用迭代法求解这些差分方程．

Brennan和Schwartz(1977)瞄】将有限差分法应用到美式期权定价中．Jaillet、Lamberton和

Lapeyre(1990)[9]基于变分不等式框架研究了Brennan．Schwartz算法．

10
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(3)Monte Carlo模拟方法是利用随机数对许多不同的路径进行抽样．最早使用其对

期权定价的是Boyle(1977)t1 01．Grant、Vora和Week(1997)[11】将动态规划思想融人Monte

Carlo方法中．Longstaff Schwarts(2001)t121提出最小二乘蒙特卡罗(LSM)模拟法能很好

的为美式期权定价．

美式期权定价问题可以写成多种形式，然后再求解．具体采用何种形式，取决于拟

选取的方法．下面回顾一下与本课题相关的最新研究进展情况：

(1)美式期权的定价问题是一个自由边界问题

李莉英、金朝嵩(2005)【131用快速傅里叶变换加龙格．库塔法对美式看跌期权进行计算．

Chung．ki Cho、Sunbu Kang、Taekkeun飚m和Yon曲oon Kwon(2006)t14]使用参数估计法，

获得了美式看涨期权的最佳执行曲线及价格．吴强(2006)【”1对解的性质进行了研究，引

入人工边界，使得求解区域变小，数值求解速度加快．Jichao Zhao、MaR Davison$1Robert

M(2007)[16】发展了三种紧有限差分法．Tangman、Gopaul和Bhumth(2008)t17'18】用有限差分

高阶紧格式求解方程．

(2)美式期权定价问题可以转化为一个依赖于时间的线性补问题

Huang和Pang(1998)119]给出了离散线性补问题的格式，并给出了美式期权定价的

PSOR方法，l_ernke算法和PPP算法．Koulisianis和Papatheodorou(2000)[20】提出了自由指

数(MI)方法．张超(2005)t211用线性补问题的连续性算法来研究美式期权定价．Ikonen和

Toivanen(2007)t22】对方程用中心差分进行空间离散，对时间用两步向后差分的C．N格式

离散，然后数值求解．Stilianos和Markolefas(2008)[231用半离散Galerkin公式逼近偏微分

方程，与高阶Lagrang有限元结合，得到一个好的数值方法．

(3)美式期权定价问题可以转化为一个变分不等式问题

Jaillet、Lamberton和Lapeyre(1990)[9]研究了基于变分不等式的美式期权定价函数的

正则性质，给出了计算美式看跌期权的Brennan—Schwartz算法．Dempster和

HuRon(1997)[24】用线性规划方法研究了美式期权定价．张铁等(2002)[25】建立了半离散和

全离散有限元逼近格式，并给出了有限元解的收敛性和稳定性分析．Zhang、Yang和

Teo(2006)t261用有限元法进行离散，用ALM方法进行数值求解．Kwon和Friesz(2008)t27】

把变分不等式问题转化为极值问题，然后用梯度投影方法进行求解．VP-Israel，M．A．

Rincon(2008)[283把远空间用正则化方法映射到一个简单的空间上，然后用有限元法和有

限差分法进行求解．

(4)对原问题进行变换得到美式期权价格满足的积分方程
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MacMillan(1986)[29】、Barone．Adesi和Whaley(1987)[301给出了美式期权价格的积分表

示．Broadie和Detemple(1996)[31 3从这一基本思想出发点提出了基于美式期权价格的上

下边界的数值逼近方法．Panini和Srivastav(2004)[321运用Mellin积分变换方法，得到期权

价格的积分方程和自由边界的积分方程，并运用数值方法进行求解．Liu yaping和Lu

tao(2004)[331应用Laplace变换获得了支付连续红利的美式看涨期权的积分表示，以及最

优执行边界满足的一个非线性的第二类Volterra积分方程，用数值积分公式得到了积分

方程的数值解．

(5)由美式期权的分解定理出发进行求解

Jacka(1991)[34l和Carr、Jarrow和Myneni(1992)[351推出了美式看跌期权价格可以分解

为欧式看跌期权价格和由于合约提前实施条款而需要增付的期权金．梁嘉文(2006)p6】把

加法模型方法与美式期权定价分解公式相结合得到美式期权价格的近似值．Hans．Peter

Bermin、Ai'tul'o Kohatsu—Higa和Josep Perello(2005)t371从提前执行所付的保证金出发进行

定价．

(6)通过引入惩罚函数法解决美式期权定价问题

Zvan等(1998)t381通过在离散方程中引入一项，把惩罚函数法引入到美式期权定价中．

Nielsen等(2002)[391补充了上面的工作，在连续方程中引入惩罚项，给出了数值格式．

Khaliq、Voss年IKazmi(2006)[删在原方程中引入一个小的连续惩罚项用惩罚方法逼近自由

边界．Khaliq、Voss年-1]Kazmi(2008)[411发展了适应0．方法来解决美式期权定价问题．一般

的方法需要每步进行牛顿迭代，适应p．方法避免了这个缺陷．
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第二章 美式期权定价问题的紧差分方法

美式期权定价问题的数学模型一般可归结为抛物型方程自由边界问题．本章即对

自由边界问题进行变换，转换为抛物型初边值问题，然后进行有限差分，从而数值求解．

最后进行数值实验，并与二叉树、PSOR、有限元等数值方法进行比较，证明本章算法是

一个非常高效和收敛的算法．

2．1自由边界问题及变换

美式看跌期权的价格V=V(t，S)满足以下抛物型方程自由边界问题

l+；仃2S2‰+(r-q)Sgs-rV=0，S e[s‘O)，。。)，t∈(o，丁】，

矿(s：丁)=maX饭-。S,o)，s掣‘丁)，。。)，(2-1)
v(s+(力，t)=K—S+(f)，坛(s’(f)，f)=一1，t∈(O，丁]，

lira，．+。v(s，f)=0．

这里，S’(f)是未知的自由边界，它是t的单调增函数，在执行日有

r(r)：min(K，坚)．
g

下面对问题(2．1)进行变换，将变系数方程化为常系数方程，将反向时间问题化为正

向时间问题．引入变量变换

7-=仃2(丁一f)／2，

X=In(S／K)+(七一1)r，工‘=m(s。／K)+(七一1)7-， (2．2)

u(x，7-)=P"(y(S，t)+S-K)／K，

其中k=2(r-q)／a2，岛=2r／a2．

在上述变换下，问题(2．1)转化为如下问题：

U，=U。+g(x，7-)，x∈(x’0-)，o。)，7-∈(O，互]，

z’(0)=min(O，In(r／q))，

u(x，0)=max(e5—1，0)，x∈Ix‘(O)，o。)， (2-3)

u(x‘(7．)，7’)=0，Ux(工’(丁)，7．)=0，7．∈(0，五】，

lira。．++。u(x，7-)=eklr(P。一‘‘一1p一1)，7-∈(O，石]，

其中g(x，丁)=P岛7((岛-k)e。一‘‘‘1p一毛)，五=a2T／2．

13
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2．2紧差分方法

紧差分方法能快速精确的求解偏微分方程．F面介绍如何应用紧差分方法求解美

式看跌期权定价问题．

为了便于构造数值方法，需将上述问题限制在有界区域[_a，a]上．剖分空间区域

[一口，a】：一日=xo<五<⋯<h+1=a，空间剖分步长h=‘一吒一l=2a／(N+1)，再剖分时

间区域[0，五]：0=To<7．1<⋯<TM=石，时间剖分步长△7-=丁。一7_。一l=五／M．

简记％=“(％，丁)，“?=Utt(矗，丁)，g。=g(Xn)，U／。=“(毛，7-。)，@Ⅳ)：=UIf(‘，7．。)．

在丁时刻有：

lOu卜“乡=丽1(99Uo一134ul一70u2+156u3-6lU4+lOu5)，

“三+lOuff+吩I+tl=i12。[、U¨一2uf-[-Ui+1)，江2，3，⋯，N一1，

“名．1+lOu名=静1(99uⅣ+l一134uⅣ一70uⅣ一1+156uⅣ一2—61u|v一3+lOuⅣ一4)．

精度为O(h4)，写成矩阵形式为

AUⅣ(7-)=朋U(7_)+日(7．)， (2-4)

其中A=(q．，)，M均为Ⅳ×Ⅳ的矩阵，H，UⅣ，U为N维向量，

ai．f=10，ai肚l=1，江1，⋯，N，UⅣ=(“鬈“孙·，“名)r，U=(U1甜2，⋯，U|v)r．

，，
12

朋2矿

问题(2—3)中U，=Uxx+g(x，7．)的差分近似为

写成矩阵形式为

，日=去

99uo

0

0

99u．Ⅳ+l

警m+l m=三(@Ⅳ)：+1+g|：：l+1)+丢(@Ⅳ)：+g|：：1)． (2．5)

Um+l
u“=三2△丁((uⅣ)”+1+Gra+l+(UⅣ)“+G”)．(2-6)

14
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其中G=(gl，92，⋯，g．Ⅳ)r．

式子(2．4)中取时间层为m+1层时，有

A(UⅣ)阱1=MU叶1+日叶1， (2．7)

取时间层为m层时，有

A(UⅣ)“=MU”+日”． (2-8)

式子(2．6)两边同时左乘矩阵彳，再把(2．7)，(2-8)代入，合并同类项得

(么一三△7-M)U时l=(么+三2△7_M)U“+三△7_(日卅1+AG肿1+日”+彳G”)．(2-9)
为简化表达式，记

B：彳一!△7-M．
2

厂”=似+三△丁M)U”+i2 t,7-(日卅1+彳G叶1+H”+么G”)，(2-10)

我们得到线性方程组

BU卅1=厂”． (2．II)

2．3稳定性分析

兰：鬻：摹12At,m+三l嚣6At
m+l

㈣2，

-(1+鲁垛l+(，。一半蝣+(1+字聘。 一

(1一丁6At)噶1+(10+字)曙+l+(1一丁6AT几m掣+
=(1+可6At)曜。+(1。一气})曙+(1+丁6AT几m+，所=o，1，⋯M一1

v．o初始误差，z=1，⋯，N一1

蹭=嘴=0 m=0，1，⋯，M一1

利用Fourier分析方法，令曙=Ce徊柚，代入上式得：

15
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(1一可6At)∈m+leiB(n-I)h-I-(1。+丁1 2At)∈m+lei／3nh+(1一可6At)∥∥m

=(1+丁6At)∈meiB(n-1)h(1。一丁1 2At)∈mei卢n*+(1+了6At)∥”m

广。+。一!!：三竺：竺!：：12垒A：r -1)声。P+1 2而磊朽12At ，‘
10+2cosp办+—丁(1一cosp^)

p=10+2cos肌g=半(1⋯聊，

P≥o，q≥0，lp-ql≤fp+gI，

G(p，A丁，hz)：旦善，

IG(p，△丁，h2)I≤1，

从而齐次格式为无条件稳定的．又因为低阶项对差分格式的稳定性没有影响蚴，所

考虑线性方程组(2．11)的求解．为简化表述，下面用宰代表矩阵B的非零元素．

奉 幸 孝 宰 奉 O ⋯ O

宰 · 宰 O O O

0 幸
牛宰‘．‘．．

0 0

O 木

；l
‘．0 I_

0 0

宰 宰

0 宰

； O

：
●

：
●

：
●

0⋯

O
木

幸0

● 木

木0

O 0

O

幸
O

0 0

0 0

木 0

母 宰

0 ’．

0 0

⋯ O

．．．0

●

：

●

：

：
●

O ；

‘． O

奉 拿

0
宰

由于B不是三对角矩阵，不能直接使用追赶法求解，这里我们用求解线性方程组的
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高斯消元法的思想进行求解．与追赶法类似，也是先“追”再“赶”．计算量与追赶法差不

多．首先用矩阵B的第2行，第3行，第4行对第1行做变兰，暑，号r世．-：行对第4行和第

5行做变换，然后对第6行到倒数第2行用其上面的那一行做变换，最后用倒数第5，4，3，

2行对最后一行做变换，变成了上面形式的矩阵，在变换的同时厂”也跟着变换，至此就

可以从最后一行倒推，在第5行和第4行之间插入第1行，这样就得到线性方程组的所

有解．

紧差分法求解美式看跌期权定价问题的主要步骤如下：

Step 1由(2．3)中的条件，计算矿，．3c‘(O)；

Step 2对，，z=0，1，⋯，M一1循环执行Step 3到Step 5；

Step 3由(2—3)中的边界条件及(2．10)，求得f”；

Step 4求解线性方程组(2．11)，得U卅1的值；

Step 5更新U”十1的值并确定工‘(m+1)：

找到W+1≤0，噶1>0，重新赋值叼+1=0，k=1，⋯，n．若叼州=0，则

石‘m+1)=吒，否则用(‘，叼+1)和(吒+l，瞩1)的线性插值近似工‘(聊+1)；

Step 6求美式看跌期权价格S及最佳执行边界S‘：

求出毛，X‘(聊)，U”后，利用变换(2—2)即可求出乙=T一2mArl仃2时刻与标的

资产价格最=Kexp(x,,一(七一1)mAr)相应的美式看跌期权价格为：

y(最，tm)=K(1一exp(x．一(七一1)mAr)+W exp(-klmAr))，

最佳执行边界为：S。(优)=Kexp(x‘(m)一(后一1)mAr)，所=0，1，⋯，M．

2．5数值实验

考虑美式看跌期权的定价，设期权执行价K=100．

表2—1给出了差分网格(M，Ⅳ)取为(300，300)时，在不同参数下本章方法(JCF)与二

叉树方法‘431(BIN)，PSOR方法[删及有限元法[28】(FE)分别求得的期权价格．可以看出算法

结果与经典算法的结果非常接近，精确度很高．
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第二章 美式期权定价问题的紧差分方法

表2-2给出了期权参数为，=0．07，口=0．40，q=0．03，T=1时，随差分网格

(M，Ⅳ)的变化，期权价格的变化情况．可以看出算法是收敛的，而且差分网格越密集，

结果越精确．

表2-1不同参数不同方法下的美式看跌期权价格

Table2-1 A compari‘son between JCF,BIN，PSOR and FE

T=1 T=6

参数 S JCF BIN PSOR FE JCF B【N PSOR FE

，=0．07 80 24．00 12 24．0073 24．0007 24．0029 32．2215 32．2402 32．2383 32．2357

盯=0．40 90 18．2742 18．2769 18．2666 18．2695 28．4427 28．4583 28．455 1 28．45 1 8

q=O．03 100 13．7854 13．7867 13．7744 13．7776 25．3023 25．3129 25-3124 25．3086

llO 10．3312 10．3338 10．3222 10．3252 22．6575 22．6726 22．6669 22．6628

120 7．7014 7．7037 7．6991 7．7015 20．4016 20．41 10 20．41 17 20．4074

r=0．02 80 24．2094 24．2 143 24．2075 24．2 1 03 37．4654 37．4702 37．4658 37．4643

盯=0．40 90 17．7056 17．7152 17．7024 17．7087 33．3099 33．3 164 33．3100 33．3079

q=0．04 100 12．5586 12．5653 12．5508 12．5587 29．6778 29．6752 29．6763 29．6740

110 8．6810 8．6863 8．6782 8．6852 26．4959 26．4954 26．4955 26．4932

120 5．8805 5．8809 5．8777 5．8822 23．7049 23．7047 23．7054 23．7033

表2-2不同网格差分下的美式看跌期权价格

Table2-2 Values of an American put option by different mesh sizes

图2．1中左图给出了期权相关参数为K=100，，．=0．07，q=0．03，T=1，差分网

格为(300，300)时，Or变化下的最优执行边界，右图为盯=0．4时本章方法与有限元法求

得最优执行边界的比较．

数值实验表明，本章方法高效收敛，能很好的求解美式期权定价问题．

18
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time to matury(in years) time to matury(in years)

图2-1 盯变化下最优执行边界及,ICF,FE方法下最优执行边界的对比

Fi92-1 The optimal exercising boundary by different paramers

and a comparison between JCF and FE
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第三章 美式期权定价问题的记忆梯度投影法

第三章 美式期权定价问题的记忆梯度投影法

美式期权变分不等式问题等价于具有不等式约束和边界条件的最优化问题，本章

我们即通过求解最优化问题来求解美式期权定价问题．对时间和空间进行离散，然后用

记忆梯度投影方法进行求解．最后进行数值实验，并与二叉树、PSOR数值方法进行比

较，证明本章算法是一个非常高效和收敛的算法．

3．1问题描述及变换

3．1．1线性互补问题

美式看跌期权定价问题可以写成线性补问题(LCP)：

Z：Bs(户(S，f))·[P(S，t)一圣(S)]=0， (3-1)

P(S，f)一圣(S)≥0， (3-2)

一磊(P(s，‘))≥0 (3．3)

边界条件为：

P(S，t)≥圣(S)，

P(S，T)=西(S)，

P(O，f)=K，

!im P(S，f)=0．
j-_∞

其中磊表示Black-Scholes算子，

乞三昙+≯2熹竹刊s昙叱
收益函数圣(S)定义如下：

西(S)三max(K—S，O)．

3．1．2变分不等式问题

定义3．1给定一非空集合Q和一函数F：f2_四“，则变分不等式问题珊(，，Q)为：

寻找向量Y使得

Y∈Q

伊(y)，x-y)≥0 Vx∈Q

20
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其中(·，·)表示相应的内积．

定义函数集

fl-{G(s，t)la(s，f)一圣(s)≥o vseR+，te Eo<r]}，

选择U∈Q，’使得

一—乞(以S，f))．[u(s，f)一西(S，f)】≥0 VS∈墨，t∈[O，丁]． (3—4)

由(3—1)得：

一—％(P(s，f))·【P(S，f)一西(s)]=0． (3—5)

(3．5)减(3—4)，得

一么妊(以S，f))．[U(S，t)-P(S，f)】≥0 VS∈墨，t∈【0，丁】， (3-6)

等价为：

，'oo

f。一—乞(P(s，f))．[u(s，f)一P(S，t)]as≥0 Vt∈[o，丁】， (3·7)

这即是美式看跌期权的变分不等式．注意到Q是一个非空的均方可积空间，对任意给定

的瞬时时间t∈[0，刀，相应范数定义为：

(“(s，f)，V(s，f))2 j。[“(s，f)’V(s，t)]dS·
p∞

3．1．3 log变换

做变换：

Y三logS

丁三T—t

u(y，下)三P(S，f)，

则(3-3)变为：

一万Ou专t-2雾+cr-q-抄考一朋舛 仔8，

定义算子

雪=鲁一互1 0．2导一(r-q-互1 cr2)杀_a下2 却2、 2 7却
7

收益函数：毋(y)=max(K—Py，0)，我们得到变分不等式问题．
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第三章美式期权定价问题的记忆梯度投影法

其中

变分不等式问题为：寻找U∈Q，对每一个瞬时时间7-∈[0，T]有

，'∞

fⅢ(”)[V—u]ay≥0 Vv∈Q (3-9)
‘，一∞

Q={1，：V一≯≥o，v(y，o)=≯(y)，v(-oo，7-)=矽(一。。)，v(oo，7_)=砂(。o))． (3—10)

记：厂(。。)=lira。。f(x)．

3．2变分不等式问题的有限差分近似及等价极值问题

对问题

，’∞

f 皿(u)[v-u]dy≥0 vV∈Q，V丁∈[o，T】 (3—11)
‘，一∞

我们用[YL，儿]近似代替空间Y区域(一00，c o)，并把此区间离散为M个子区间，使得

乃=YL+iAy，f=0，⋯，M

Ay：＆二丝
M

把时间区域离散为￡个子区间，使得

丁，=jar， 歹=0，⋯，L

A丁：—T—
￡

则(3—1 1)近似为

∑皿(““)【v，，一％。／]≥o Vv E Q， W∈{o，⋯，三) (3-12)
i=0

其中Ui√=“(乃，0)．有限差分近似是否稳定取决于网格△少和△丁的大小．当有限差分近

似不稳定时，序列Ui，J无界，格式不收敛．这主要是由舍入误差的积累导致的．通过对有

限差分近似稳定性的讨论，当／h-／(Ay)2有界时，格式才稳定．

J=0时，7-=0，(3—12)有解：Ui．。=谚=矽(咒)．从这个解出发，我们逐步求解(3一12)．

考虑下述逼近：

煎≈竖二竺：!=!
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等≈“警]+(1棚[警]
等≈吖笪簖监】+(1-9)[鳖势]

其中：3 o=o，三，1，时，分别对应显式格式,C-N格式和隐式格式．

皿c“u；吩，，一，，≈譬一互1叮29Ir鱼量[铲]
邶卅)(鳖秀铲丛]1
一(，一g一圭仃2][p(蛩]+c·一秒，(竺生皆)】

其中，Ⅲ(吩，J；吩≯。)是对任意f和／，当Ui,j-I给定时，算子皿(·)在吩，，的近似．

考虑极值问题：

min，(“)=f_：fo“皿(V)aVay sj．“∈Q(3-13)

定理3．1E27】极值问题(3．13)的任一解是变分不等式(3．9)的解．

定理3．2【27】泛函，@)=F LuⅡ2(V)巩咖是处处G-可微的，且警=皿@)。
气3．i芦，阿撒唐培影古津

考虑问题(P)：卿厂(x)，其中Q∈R”是非空闭凸集，厂(x)：R”_尺是Q上的一阶连
续可微函数．

Calamai P．H．等㈣提出了求解问题(尸)的一般性Goldstein—Lavitin．Polyak梯度投影算

法．Goldstein-Lavitin．Polyak梯度投影算法的迭代公式为：

屯+l=P(五一叱W(％))，k=1，2，⋯

其中投影算子P(·)：尺”一Q定义为：尸(x)=argminOlz-x[]：：z∈Q)．步长Q。满足广

义Armijo步长搜索．

记忆梯度法在迭代中较多的利用了已经得到的目标函数的某些信息，因而在求解过

程中具有较快的收敛速度，将此方法用于求解约束优化问题，能改善现有梯度投影算法

的收敛速度．

23



第三章美式期权定价问题的记忆梯度投影法

法为

记忆梯度投影算法如下【461：

Step 1 Vx∈Q，取s>1+√2，令k=1，do=0，成=0；

Step 2令dk=一V(f(xk))+反dk—l；

其中：依∈t，厶=卜￡(‘)／(s吼2 lIg。⋯l巩一。11)，@(％)／s吒2 IIg。㈩I巩一。11)]

￡(x)=Ili(1)一xll2／(1+l|_(1)一xll2)，i(Q)=P@+Q(一w(x)))；

Step 3取＆+。=P(％+oLt噍)，其中Qt是步长．

结合共轭梯度算法与拟．Newton方程，得㈣-Newton方程的参数反Q一胁岫的取

矿～=觜，
其中＆一l=％-xk_l，Y¨=g女-gt．1．结合以上参数，可选取参数反为：

3．4算法

屈=argmin{Ip一成Q一～”l：∥∈厶)．

经过上面的讨论，得算法为下面形式：

Step 1计算初始值：U拍=谚=≯(乃)．令J=1；

M

Step 2解变分不等式：∑皿(“。；Ui卜I)[V。／一吩，』]≥0， VVf√∈Q；
i=0

Step 2．1初始化：令s>1+√j，k--1，do=o，风=0，Uul=％√_l；

Step 2．2计算梯度：

嘛％J≈挚71 2口[[学)⋯)[鳖铲]]
一卜尹1 M警]+o-p)[避≯]]
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Setp 2．3令或=一V(f(xk))+flkdt—l；记：(皿(“i，；％，J—1)全v(f(x女))，U州k全黾)

其中：反∈厶，厶=[-·￡(％)／(s吒2 0＆lI．1l以一。II)，(￡(屯)／s％2 09。⋯反一。II)]

￡(x)=lli(1)一xIl2／(1+0i(1)一xll2)，i(Q)=JP(z+口(一w(工)))

Ao-～=毫蠢净，展=鹕酬∥钟一～协厶)
Step 2．4取％+l=户(％+Qt畋)=max(≯，％+Qt破)，其中％是步长；

Step 2．5终止测试

若满足终止准则，则“+(y，7-)≈uk+l(y，丁)．否，令k=k+l，转Step 2．2；

Step 3令J=j+l，转Step 2，直到J=上结束．

3．5数值实验

本章考虑美式看涨期权定价，设期权执行价格为K=100．取此=-6．5，Yv=6．5．

表3-1给出了期权参数为r=0．03，盯=0．20，g=0．07，T=1时，随差分网格

(M，Ⅳ)的变化，期权价格的变化情况．可以看出算法是收敛的，而且差分网格越密集，

结果越精确．

表3．2给出了在本章方法(MGP)与二叉树方法[431(BIN)及PSOR方法【删下分别求得

的美式看涨期权价格．可以看出算法结果与经典算法的结果非常接近，精确度很高，说

明本章算法可以用来求解美式期权定价问题．

表3-1不同网格差分下的美式看涨期权价格

Thble3-1 Values of an American call option by different mesh sizes
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表3-2不同方法下的美式看涨期权价格

Table3-2 A eompariso．betweenMGnBIN andPSOR

T=0 5

参数 s MGP B矾 PSOR

，=0 03 70 0 0142 0 0】39 0．0142

口=0 20 S0 0 2200 0 2191 0 2199

q=0 07 90 1 3869 l 3867 I 3863

loo 4 7842 4 7819 4 7775 0蕊15 0．0“5 9．0627

110 1】】024 11 0983 11 0987

120 200020 20 0000 20 0025

图3-1给出了，=0．03，口=0．20，q=0．07时随资产价格变化和时间变化的美式看

涨期权的价格

图3-2给出了r=0．03，口=0 20，q=0．07，T=O 5时随资产价格变化的美式看涨

期权的价格

100

80

U

S 60

>

E 40

o

20

2000A、、＼

150＼、

圈3-1月=1∞，r=o 03，一=02，口=0．07时美式看涨期权价格

Fi93·1 The resultfor amAmerican ca0 option
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图3-2 r=0 5,K=l帅．，=0．03，口=0．2，g=0．07时美式看涨期粳价格

Fi93—2 The resultfor anAmerican call option
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第四章 美式期权定价问题的有限元方法

本章从美式期权定价问题的线性互补问题出发进行数值求解．首先把线性互补问

题问题限制到有限区域上，然后做变换，再转换为变分不等式问题，时间跟空间区域离

散，进行求解．给出定理证明了离散之后的格式稳定．最后进行数值实验，并与二叉树、

PSOR数值方法进行比较，证明本章算法是一个非常高效和收敛的算法．

4．1问题描述及变换

4．1．1线性互补问题

美式看跌期权的价格满足如下线性互补偏微分方程

c罾+扣2筹竹刊s等卅妒叫剐一o，
警+≯2筹竹刊s等州g y猢观 (4-1)

G(S)=max(K—S，0)，0≤S<∞，0<t<T，

V(T，S)=G(S)，V(t，0)=G(O)，v(t，S)=0，S一∞．

用H“(J)表示通常的Sobolev空间，IJ．』。为相应范数，H。(D=厶(』)．空间上的范

数与内积分别记为lI．II和(·，·)．设x是一个Banach空间，“(f)：[o，丁]_x表示x一值函

数，定义空间

‘(o，丁；x)=缸(小肛II／．／x)=／：orl“(r)l尸衍厂<。。>，1≤p≤。。，
用C表示与剖分尺寸无关的常数，在不同处代表不同的常量．

令{Q。)为一列增区域，其中Q。={Ⅳ∈R”，HR。<后)，Of2。={x∈瓞”，HR。=七)，

且R”=u墨。Q。，对问题(4．1)进行正则化【28】，将其限制到有限区域g(七足够大)上得到

下述新问题

学+扣2警竹-g)s等叫胍吲剐-o，
警+≯2警竹_g)s筹叫<0，圪≥q(观 (4-2)

Gt(S)=max(K—S，0)，0≤S<∞，0<t<T，

圪(T，S)=q(S)，圪(f，0)=q(0)，圪(f，S)=O，S一。。．
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4．1．2变换

其中

对问题(4．2)作变换：

有

S=Ke。．

M一等，
圪=Kv(x，丁)．

-a-g圪i-瓴丁)=百OKv阮丁卜j1以害∽丁)，
等∽丁，=面OKv∽丁M掣攀鼢r一”长丁，，
等cv，=昙ce。安cv，，=一譬妄cv，+譬筹cvl

则鲁+≯2警竹-g)s等川≤。变为

÷2喀∽丁，+三以筹∽丁川r-q-扣喀∽丁，一胁∽丁脚．
上式化简为

一缸丁)+雾∽丁)+(¨)鼢丁M啦一<o，

七=丁2(r-q)扣事．O‘ o‘

再令v(x，7-)=u(x，T)e“+矽，有

尝(矿)：掣(v)=eax+Or iOu(v)+胪竹吣，丁)
oT o丁 oT

尝(v)：掣(v)：P嘶iOU(v)+矿+所“(v)
ox Ox ox

筹∽丁)=静抖所缸丁)+aeax+o'u也丁))
妒竹筹(v)+2∥囔(v)+oc2eC'X+aru(v)

29
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舭鲁(v)+筹(v)+(¨)安(圳却(v)<o，变为

一筹(v)+等(v)+(k+2a-1)-豢(v)+(Q2州¨H卅吣一鲰

令a=T1-k，fl=(k-41)2．一岛，则有

缸丁，一鲁∽丁脚
股票价格不可能上升为无限大，也不可能下降为0，所以限制变量x∈[：Co，x，]．

边界条件为：

u(x，0)=max(e吨。_eax，0)，

u(xo，f)=e一肛max(e一‰一e％，0)，

“(x，，f)=P一肛max(e吨。一Paxf，0)．

其中西=昙(七-I--1)．

令互=三仃2T，得到问题(4-2)变换后的新问题为：

丽OU 2碚02U，“≥g(x)，(工，7-)∈[％，_]×嘲]，

(·Ou 02uI(甜一如，)=。，cV，∈c而，。M吣，， ㈣，

U(Xo，7．)=g(xo，7_)，“(o，7．)=g(o，丁)，7-∈[O，五]，

u(x，0)=g(x，O)，x∈[xo，o】．

其中g(x，7-)=e一所max(e一“一P“，0)．

4．1．3变分不等式问题

令V∈D(Q。)，且V≥g(x)，在(4-3)的第一个不等式中左右同乘以V，然后再左右同

时在g上积分，得

丘筹诫+正。万02U眈≥。，



中国石油大学(华东)硕士学位论文

由Green定理，得

上。雾眺=一L罢象出，
从而有

Jnk Or Jnk ax 8x 一0r坐诎+f'塑竺出>．

定义a(u，y)=(“，，Vx)，则问题(4-3)等价的变分不等式为

4．2全离散近似

隆一“卜⋯叫狐 (4—4)

剖分时间区域[o，互]：0=7-o<丁l<⋯<7_M=互，7-。一L—l=△7-=Z,／M，剖分空间

区域[Xo，o]：而<五<⋯<h=xs，‘一毛一l=Ah=(o一工o)／N，刀=l，2，⋯Ⅳ，记

“(·，mat)=Um(·)，则有

从而式子(4—4)变为

其中

斜=型Ar，a丁I，，
’

(“”一Um-I，,v一“”)+A'ra(um,v一“”)≥0．(4-5)

设{o，⋯，氐一。)为线性有限元空间的基函数，则砰表示为

显然有：

“孑=∑矿咖(x)．

簖c而，=若N-t“夕嘭c薯，={：；；，l；三多簖(而)=∑“夕嘭(薯)={：‘乏t’
，=0 l u‘‘J·

将式子(4—5)化为矩阵形式，并进行化简得

BU”≥F”～，m=l，2，⋯M，

B=C+ArA，F”一=CU”～，

(4—6)



第四章美式期权定价问题的有限元方法

从而

C=(cf，，)，cf，，=(办，咖)，A=(q．』)，at√=(a西,／ax，a嘭／苏)．

谚(工)

苎二丑， ‘一1≤x≤‘，
h

7。一1一——1 7

薯+l—z

h

0，

，‘≤x s一掣：UX

其他．

!
^’

薯一l≤工≤玉，

一{，五冬x≤工，州，一i，五s
xs∥”，

0， 其他．

qJ=C谚2(x胁=￡谚2(x协+r1破2(工贼=警，
Ci+l,i---fx。xi+l帆(zM(x)出=‰。=售，

％=C1挚=￡挚+r挚=詈，
ai+l,i=--l?掣

4．3稳定性分析

警出=q,i+1"=---三h．8x
I

定理4．1全离散格式(4·5)按范数㈣。=

证明将(4．5)式写为

lI扰：11。-<U“o u。， m=0，1，⋯M．

(“孑，“?)+△7．口(“?，“≯)≤(u2一u7～，1，)+(“?～，uT)+A似(u7，v)

取V=j1(“?+簖一1)，利用柯西不等式得

陋?112+△丁肛：112-<-},“：112一三0“?一02+三0“?_12+三0“?02
+吾"7-帜m卜--丢'A，-蚓悼_：：l一1心+i ¨_。虬+． 0“剁．降：”1虬

‘
”

一 二 一 ⋯’
一

化简即得

定理得证．口

II“：11。-<11“刊L，畅，m=l州2一M．
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4．4算法

引进R肛1向量6=(-ao．1Arg(xo)，0，⋯，O)7’．采用投影SOR方法求解变分不等式方程

(4—6)，记l<u<2为超松弛因子．算法步骤如下：

Step 1计算Uo=g=(g(五)，g(x1)，⋯，g(xu—1))r，Fo=CUo+6；

Step 2对k=0，1，⋯，M-1，循环执行Step 3到Step 6；

Step 3矿o=max(g，U‘)；

Step 4对i=1，2，⋯，N-1，计算K=(鼻‘一岛．f-l巧一l一岛．f+。v,01)／岛。f；

Step 5如矧y一矿。II<￡，则令扩“=y，FHl=CU“1+6；

否则，令矿=V，转Step 4．

4．5数值实验

本章考虑美式看跌期权定价，设期权执行价格为K=1 00．

表禾l给出了期权参数为，．=0．07，口=0．40，g=0．03，T=1时，随网格(M，Ⅳ)的

变化期权价格的变化情况．可以看出算法是收敛的，而且差分网格越密集，结果越精确．

表4．2给出了在本章方法(NFE)与二叉树方法【43](BrN)，PSOR方法【44】分别求得的美

式看跌期权价格．可以看出算法结果与经典算法的结果非常接近，精确度很高，说明本

章算法可以用来求解美式期权定价问题．

图4·1给出了K=100，，．=0．07，g=0．03，T=1时，仃变化下的最优执行边界．

表4-1不同网格差分下的美式看跌期权价格

Table4-1 Values of all American put option by different mesh sizes
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表4．2不同参数下的美式看跌期权价格

Table4-2 A comparison between NFE，BIN and PSOR

T=I T--6

参数 S NFE BⅡ呵 PSOR NFE BIN PSOR

r=0．07 80 24．0059 24．0073 24．0007 32．2377 32．2402 32．2383

盯=0．40 90 1 8．2747 18．2769 18．2666 28．4554 28．4583 28．455 1

q=0．03 100 13．7874 13．7867 13．7744 25．3142 25．3129 25．3124

110 10．3305 10．3338 10．3222 22．6673 22．6726 22．6669

120 7．7016 7．7037 7．6991 20．4107 20．41 10 20．4117

，．=0．03 80 23．1995 23．2001 23．1988 34．2068 34．2066 34．20 1 8

盯=0．20 90 15．5854 15．5868 15．5841 29．3690 29．3707 29．3634

q=O．07 100 9．63 11 9．6298 9．6282 25．1 151 25．11 12 25．1089

110 5．491 1 5．4931 5．4905 21．4076 21．4048 21．4016

120 2．91 14 2．9121 2．91 12 18．2015 18．1990 18．1956

time to matury(in years)

图4-1 仃交化下美式看跌期权的最优执行边界

Fi94—1 The optimal exercising boundary by different paramers

，．I∞口c：oo矗仁一∞一u．I∞)(∞一再E；cIo
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结 论

本文研究了美式期权定价问题的几种数值解法：

第二章用紧差分方法求解美式期权定价问题．紧差分格式可以快速的求解偏微分

方程，具有四阶计算精度．美式期权定价问题是一个自由边界问题，通过变量变换化为

偏微分方程，利用紧差分方法进行求解．

第三章用记忆梯度投影方法求解美式期权定价问题．把美式期权定价问题与极值

问题联系起来，通过求解极值问题从而求解美式期权定价问题．极值问题可以用优化中

的诸多算法求解．本章就是用记忆梯度投影方法进行求解．

第四章借鉴有限元方法求解美式期权定价问题．首先通过变量变换将变系数方程

化为常系数方程，将反向时间问题化为正向时间问题，从而将原问题转化为等价的变分

不等方程．用基于线性基函数之上的有限元方法进行求解．

以上几章均给出了算法的具体步骤，并利用Matlab7．0编写程序，对算法进行了数

值实验，且与几种数值方法进行比较，证明算法都是非常高效和收敛的，适合于求解美

式期权定价问题．
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附录A第二章的数值算法源代码

function[]=CompactFD(Kr，sigrna,delta,T，SO’N，M，W，sita)

elear

t0=cputime；

K=100；T=1；r=O．04；sigma=0．30；delta=0；S0=75．9572；x0=5；sita=0．5；c0=5+2*sqrt(6)；w=1．5：

T1=(sigma)^2宰T／2；k=2*(r-delta)／(sigma)^2；kl=2*if(sigma)^2；SS=log(SO／E)+(k一1 1术T1；

M=1000；N=1000；h=．2*x0／N；dt=-T1／M；a=10+sita宰dt*24／h^2；b=l-(a-10)／2；

for i=l：M+1

tau(i)=(i-1、奉dt；

end

U=zeros(M+l，N+1)；U0=zeros(1，N+1)；

for i=l：N+1

x(i)=-x0+h*(i·1)；

if(i>l&＆x(i一1)<SS&＆x(i)>=SS)

t=i；

end

end

U(：，1)=O；U(1，：)--max(exp(x)一1，0)；U(：，N+1)=exp(kl木tau)．嗥(exp(xO-@-1)木tau)一1)；

CFD—S(1)=K木min(r／delta,1)；

f=zeros(N一1，1)；G0=zeros(1，N-1)；G=zeros(1，N一1)；

al=cO-sita*dt*(16-15*c0)／12／h^2；a12=l+sita*dt*2木(2宰c0+15)／12／h^2；

a1 3=·sita术dt宰2宰(7宰c0+8)／1 2／h^2；a1 4=sita宰dt术(6术c0+1)／1 2／h^2；

a15=一sita木dt木c0／12m^2；aN2=一sita拳dt木10／12／h^2；aN3=sita*dt车6l／12／h^2；

aN4=一sita木dt宰156／12／h^2；aN5=l+sita宰dt*70／12／h^2；aN=10+sita宰dt*134／12／h^2；

for j=2：M+l

G0=CompactFDg(x(2：N)，tau(j-1)，k，k1)；G=CompaetFDg(x(2：N)，tau(j)，k，k1)；

％高斯消元

U0=U0-1，：)；

for i=2：N．2
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end

f(i)=UO(i)+10木UO(i+1)+UO(i+2)+(1一sita)宰dt木∞O(i)一2木UO(i+1)十UO(i+2))宰12／h^2

+sita宰dt宰(G(i一1)+10木G(i)+G(i+1))+(1一sita)书dt宰(G0(i-1)+10幸GO(i)+G0(i+1))；

f(1)=c0宰U0(2)+U0(3)+sita木dt木(10木cO-1)木uo，1)／12／h^2+(1-sita)半dt木((16—15木cO)宰UO(2)

-2宰(2幸e0+15)宰U0(3)+2木(7幸c0+8)宰U0(4)一(6木c0+1)木U0(5)+c0宰U0(6)+(10幸c0—1)

幸U0(1))／12／h^2+sita木dt幸(cO木G(i)+G(i+1))+(1一sita)宰dt木(c0木GO(i)+G0(i+1))；

f(N-1)=．UO(N-1)+10拳U0fN『)+sita水dt木99木u(j，N+1)／12／h^2+(1-sita)宰dt术(10木U0(N一4)-61

宰U0(N一3)+156幸U0(N-2)一70幸U0(N-1)·134木U0(N)+99母U0(N+1))／12／h^2+sita木dt

幸(G(i一1)+10幸G(i))+(1一sita)木dt水(G0(i-1)+10木G0(i))；

b12=-al牛a／b+a12；b13=-al+a13；f(1)=-al／b宰f【2)+f(1)；

b13=-b12木a／b+b13；b14=-b12+a14；f(1)=-b12／b木f(3)+f(1)；

b14=-b13奉a／b+b14；b15=-b13+a15；f(1)=-b13／b宰f【4)+f(1)；C=一a宰b15／b14+b；

f(4)=-a／b14枣f(1)+f(4)；D(1)=-b宰bl 5／b14+a；f(5)=-b／b14木f(1)+f(5)；
一

for i=2：N．6

D(i)=-b^2／D(i-1)+a；

f(i+4)=-b／D(i一1)木f(i+3)+肿+4)；

end

bN3=一aN2木b／D(N一9)+aN3；f(N-1)=-aN2／D(N一9)木f(N-5)+ffN一1)；

bN4=-bN3％／D(N一8)+aN4；f(N一1)=-bN3／D(N一8)木fiN一4)+f∽一1)；

bN5=-bN4木b／D(N一7)+aN5；f(N一1)=-bN4／DfN一7)宰f(N-3)+f∽-1)；

bN=一bN5掌b／D(N一6)+aN；f(N一1)=一bN5／D(N．6)木f(N一2)+f烈-1)；U(j,N)=ffN一1)／bN；

for i=N．2：．1：5

u(j，i+1)=(f(i)一b宰u0，i+2))／D(i一4)；

end

u0，5)=(f(1)-b15木u(j，6))／b14；U0，4)=(f(4)一C木u0，6))，b；

u(j，3)=(坟3)一b术uo，5)一a木u(j，4))／b；

u0，2)=(f【2)-b木u0，4)一a宰u0，3))／b；

i_2；％求最佳执行边界

while i<三N+1

ifU(j，i一1)<O&&u(i，i)>=0
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st=exp(x(i)一(1(一1)宰tau(j))；stl=exp(x(i-1)-(k一1)木tau(：1))；

CFD—so)=E木(-st木v(j，i-1)+stl宰v(j，i))／(U(j，i)一v(j，i-1))；U0，i一1)=O；

break；

end

u0，i一1)=0；i=i+1；

end

end

％求期权价格

ifabs(x(t)--SS)<IE-·5

CompactFDresult=-K木(1-exp(x(t)一(k一1)术T1)+U(M+1，t)木exp(-kl枣T1))

else

ut----1-exp(x(t)-(k-1)木T1)+U(M+1，t)木exp(一kl术T1)；

utl=l-exp(x(t-1)一(k一1)奉T1)+U(M+1，t一1)宰exp(一kl车T1)；

CompactFDresult=-K木(ut木(ss—x(t-1))+utl木(x(t)一SS))／(x(t)·x(t一1))

end

plot(2*tau／sigma^2，CFD—S，飞’)％绘最优执行边界图

CompactFD_time=cputime—tO

function[result]=CompactFDg(x，t，k，k1)；

result=-exp(kl事0．事((k1-k)车exp(x一(k·1)乖t)一k1)；

end
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一一—————————————————————————————————————————————————一

附录B第三章的数值算法源代码h

function【]=Gradient(K,r,sigrna,delta,T,S0,N，M，sita)

clear

t0=cputime；

K=1 00；T=0．5；r=0．03；sigma=0．2；delta=0．07；S0=200；

M=300；N=500；sita=O．5；xL=一6．5；xU=6．5；dx=(xU—xL)／N；dt=T／M；SS=log(SO)；

for i=l：N+1

x(i)--xL+(i—1)奉dx；

if(i>l&&x(i-1)<SS＆＆x(i)>=SS)

t=-i；

end

end

fori=l：N+1

fai(i)=max(exp(x(i))一KO)；

end

U=zeros(M+l，N+1)；U0=zeros(1，N+1)；

uo，：)=fai；U(：，1)=O；U(：，N+1)一2000；

Gradient S(1)=K丰max(r／delta,1)；

forj=l：M

U0=U0，：)；

g=Gradientg(U0，U(j，：)’N-1，dt，dx，sita r,delta，sigma)；

i=1；d--一g；

while i<l000

UU=max(fai(2：N)，uo(2：N)一曲；

U(j+l，2：N)=max(fai(2：N)，U0(2：N)+0．0007幸d)；

ifnorm(U(j+1，：)·U0)<I E一5

break；

end

U0=U(j+I，：)；
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end

d0=d；90=g；

g=Gradientg(U0，U(j，：)，N一1，dt，dx，sita,r,delta,sigrna)；

d=一g+Ilqbb(U0(2：N)，u0，2：N)，UU，g，gO，dO)木dO；

i=i+1；

end

忙2；％求最佳执行边界

while i·，_N+1

end

ifabs(U(j+1，i)一exp(x(i))+K)<IE-7

G-radicnt_SO+1)=exp(x(i))；break；

end

i--i+l；

forj=l：M+l

Time l(j)=(j-1)术dt；

end

fori=l：t

S(i)=exp(x(i))；

end

％求期权价格

if abs(x(t)--SS)<I E--5

Gradient_result=U(M+l，t)

else

Gradient_result=(U(M+1，t)木(ss—x(t—1))+U(M+1，t-1)木(x(t)一SS))／(x(t)一x(t·1))

end

plot(Timel，CFD 1一S，’r．)

％mesh(Timel，S，U(：，1：t)’)

％axis([0 0．5 0 SO 0 E])

％xlabel(’Time：t’)

％ylabel(’Asset Price：S’)
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％zlabel(’Option Value：C’)

％％plot(S，fai(1：0，'r-’，S，U(M+1，1：t)，'bo-")

％％set(gca,'XTick'’，0：50：S0)'

％％set(gca,'YTick'’，O：I O：E)

％％xlabel('Asset Price：S’)

％％ylabel('Option Value：C’)

Gradient_time=cputime．-to；

function Iiresult]=Gradientg(U，U0，In，dt，dy，sita,r．Aelta,sigma)

for i=l：m

end

result(i)=(U(i+1)-．U0(i+1))／dt．-0．5木sigma木sigma宰(sita术(U(i+2)一2木U(i+1)+U(i))／dy／dy

+(1一sita)木(UO(i+2)-2宰UO(i+1)+UO(i))／dy／dy)一(r-delta．-0．5宰sigma'。sigma)

奉(0．5木sita宰(U(i+2)-．U(i))／dy+O．5宰(1-sita)宰(UO(i+2)·UO(i))／dy)+r木sita'卓U(i+1)

+T木(1一sita)宰UO(i+1)；

function b l=nqb'b(U，U0，UU，g，90，dO)

c=0torm(UU—U))^2；

br=c／(1+c)／norm(g)／norm(dO)／2．789；

bl=(g木(g-90)'-矿(U—U0)’)／(d0木(g-gO)’)；

ifbl>br

b1=br；

elseifb l<-br

bl=-br；

end
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附录C第四章的数值算法源代码

function【】=FE(K，r,sigma，delta,T,SO，N，M，W)

clear

tO=cputime；

K=100；T=I；r=O．07；sigma=0．4；delta=0．03；S0=80；

M=300；N=300；x0=5；w=1．5；SS=log(S0／K)；T1=(sigma)^2宰T／2；

k--2*(r-delta)／(sigma)^2；kl=2丰r／(sigma)^2；alpha=(k-1)／2；beta=(k-1)^2／4+kl；

h=2*x0／N；dt=T1／M；ma=2*h／3；mb=h／6；a--ma+dt水2&；b--mb—dt／h；

for i=l：M+1

tau(i)=(i一1 1木dt；

end

for净l：N+1

x(i)=-x0+h乖(i—1)；

end

t=ceil((SS+x0)／h)+1；U=zeros(M+1，N+1)；G=zeros(1，N一1)；

uo，：)=FEg(x，alpha，beta,tau(1))；U(：，1)2FEg(一x0，alpha,beta,tau)；

U(：，N+I)=FEg(x0，alpha,beta,tau)；FE—so)=K宰min(r／delta，1)；

forn=l：M

B(1)=ma宰U(n，2)+rob*U(n，3)+dt／h*U(n+l，1)；

for i=2：N．2

B(i)=mb宰Ⅳ(n，i+2)+U(n，i))+ma木U(n，i+1)；

end

BfN-1)=ma宰U(n，N)+mb木U(n，N一1)+dt／h枣U(n+l，N+1)；

G=FEg(x(2：N)，alphabbeta,tau(n+1))；LO=max(U(n，2：N)，G)；i_0；

while(i<1 000)

y(1)=(B(1)一b木L0(2))／a；L(1)--max(G(1)，LO(1)+w木(y(1)-L0(1)))；

forj=2：N一2

y0)=(B(j)一b木(L0(j+1)+La一1)))／a；L(j)--max(G(j)，LO(j)+w幸(y(j)-LO(j)))；

end
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end

y(N-1)=(B(N-1)-b宰L(N一2))／a；L(N-1)=max(G(N一1)，LOCN-1)+w木(y(N-1)一LOfN-1)))；

if norm(L·-L0)<I E··7

U(n+1，2：N)=L；break；

end

L0=L；i--i+1；

end

％下面确定自由边界

i-1；bj=1；

while(i<=_N)

ifabs(K木U(n+l，i)木exp(·alpha幸x(i)-beta串tau(n+1))+K木exp(x(i))一K)>IE-7

bj=i-1；break；

end

i=i+1；

end

FZ_S(n+1)=K木exp(x(bj))；

if abs(x(t)·-SS)<I E·-5

FEresult=K木exp(一alpha宰x(t)-beta幸T1)术U(M+I，t)

else

ut=exp(·alpha幸x(t)-beta木T1)木U(M+1，t)；utl=exp(-alpha木x(t·1)-beta木T1)木U(M+I，t—1)；

FEresult=K宰(ut半(ss—x(t一1))+utl木(x(t)-SS))／(x(t)-x(t一1))

end

plot(2木tau／sigma^2，FE S，七’)

FE-Jime=cputime—tO

function[result]=FEg(x，alpha,beta,tau)

result=exp(alpha车x+beta木tau)．*max(1-exp(x)，0)；

end

47



攻读硕士学位期间取得的学术成果
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