
摘要

压电材料具有良好的机电耦合特性，外加载荷不仅能导致弹性变形还能产生电场，反之外加

电场也能发生变形。由于这种良好的性质使得对压电材料的力学分析成为人们关注的焦点。本文

在压电材料基本方程的基础上，使用奇异积分方程方法，讨论了功能梯度压电材料在电冲击下的

热效应问题。

全文共分为六章，第一章概述了压电材料／功能梯度压电材料的研究现状、研究方法和本文

的主要内容，第二章介绍了压电材料的基本方程，第三章讨论了电冲击下含裂纹的功能梯度压电

带裂纹尖端的热效应问题，第四章讨论了含裂纹的功能梯度压电带粘接一个功能梯度压电带在电

冲击下裂纹尖端的热效应问题，第五章讨论了含裂纹的功能梯度压电带粘接一个半无限大均匀压

电材料在电冲击下裂纹尖端的热效应问题。其中，第三、四、五章都首先利用功能梯度压电材料

的本构方程得到动态方程组，然后利用Laplace变换和Fourier变换，得到奇异积分方程组，再

根据数值求积方法进行数值计算并讨论了材料参数、裂纹尺寸等对热效应的影响。第入章对全文

进行总结并提出今后进一步研究的方向。

关键字：功能梯度压电材料，反平面问题，奇异积分方程，热效应



Abstract

Piezoelectric material has good electrical and mechanical coupling characteristics，Adscitious

loading not only leads tO elastic deformation but also produce dectrie field．On the contrary,adscitious

electric field call also bring elastic deformation．Due tO the good characters，much investigation focus

on the piezoelectric material．In this paper,the problems of the thermal effect of functionally graded

piezoelectric materials by electric shock are investigated by using integral equation method 011 the basis

ofthe basic equation ofpiezoelectric materials．

This article is divided into six chapters．The first chapter 8Ufflmarizd3 the research status，the

various research methods of the piezoelectric／functionally graded piezoelectric mat丽als and the main

content of the thesis．Chapter／I introduces the basic equation ofpiezoelectric materials．Chapter III

discusses the thermal effect of crack in functionally graded piezoelectric strip by electric shock．

Chapter IV investigates the thermal effect of crack in functionally graded piezoelectric strip bond

functionally graded piezoelectric strip by electric shock．Chapter V studies the thermal effect of crack

in functionally graded piezoelectric strip bond infinite piezoelectric material by electric shock．In these

three chapters，firstly,the system complex governing equations∞n be obtained by using the

constitutive relations of functionally graded piezoelectric materials,secondly,the Laplace and Fourier

integral transform techniques are used tO reduce the problem tO the solution of singular integral

equations，thirdly,these singular integral equations a∞solved numerically by employing quadrature

formulas，then the effect of the parameters of the materials and the size of the crack to the thermal

effect is discussed．Chapter VI sums up the thesis and puts forward tO the ful'then'nol℃research fields

in the future．

Key words：Functionally grade piezoelectric materials，anti-plane problem，singular integral equation，

thermal effect
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1．1研究背景

1．1．1压电材料介绍

第一章绪论

压电效应是由Cuire J和Curie P在1880年首先发现的。当时他们观察到在某些无对称中心

的晶体的极轴方向施加机械应力时，会在正交予极轴方向的电极面上出现大小相等，符号相反的

电荷，即正压电效应。1881年Lippman G应用热力学原理预见了逆压电效应，即在电场作用下，

压电材料出现变形。同年，Curie兄弟用实验证实了这一点。正压电效应和逆压电效应统称为压

电效应。

尽管压电效应在十九世纪就已被发现，但在初期只是作为晶体的物理现象来研究，并没有在

应用上引起重视，因而发展缓慢。直到1961年，朗之万发明了用石英晶体制作的水声发射器与

接收器，这是最早的压电换能器。1917年贝乐实验室的Nicolson A M用罗息盐做成元件。同时

随着各种压电晶体的不断发现，压电材料才逐渐进入应用阶段。

随着现代高科技的迅猛发展，智能结构和器件广泛应用于信息技、新材料科技和航天等高技

术领域，压电材料日益显示出其巨人的优越性。由于压电材料的力一电耦合特性及某些压电材料

的其它特性，如光屯效应、力一热一电耦合特性等。压电材料已广泛应用于智能jf：程、电子技术、

激光技术、红外探测技术、超声技术以及其它：I：程技术方面，用作传感器、致动器等。同时，压

电材料的静、动力学特性得到广泛研究⋯。

目前，在压电材料的断裂力学研究中，最常见的电学边界条件有三种，一种是可导通边界条

件，可导通边界条件认为，由于裂纹厚度很小，裂纹面的电边界条件应上下连续，即上下表面电

势和法向电位移分量相等，即：

矽(x，0+)=妒(‘0一)，Dy(x，0+)=Dy(五0一)

式中，妒为裂纹上下表面电势，D，为Y方向的电位移分量。

利用可导通条件，Patton乜1开创了分析压电介质的裂纹闯题的先河，从他的工作开始，压电

裂纹问题受到了研究者的广泛关注。

另一种是不可导通边界条件，认为裂纹不导通电流，裂纹面电位移法向分量为零，即：

D，(‘0+)=D，(工，0一)=0

这种观点认为，空气的电导率远远小于压电材料的电导率，压电介质的断裂力学分析最系统

的工作始于Deeg‘31的工作。在他的博士论文中，就是利用不可导通边界条件，系统分析TN电介

质中的位错、裂纹和夹杂问题。

最后一种是限制导通边界条件，即：

D，(‘0+)=D，(x，0一)， D，(五0+№+一“一)=-eo[c)(x,0+)一≯(x，0一)】

其中@+--U一)为裂纹的宽度， 乞为裂纹中介质常数。
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Hao和ShenHl首先提出了这种边界条件。Kumar和Singh瞄儿6’应用有限元法，在这种边界条件

下做了很多工作。另外，Dascalu和HometcovschiⅢ也做了关于这种边界的工作。

1．1．2功能梯度材料概述

材料梯度的基本思想可以追溯到1972年，当时提出了使材料性质呈现梯度变化的一些建议。

然而，功能梯度材料的设计、制造和评价直到20世纪80年代中期才真正开始。

20世纪80年代以来，随着科技的飞速发展，对材料的性能要求越来越高，尤其是在诸如超

高温、超低温、超高压等极限环境下更要求零件有特殊的性能。世界各国的学者在长期研究传统

材料的基础上，不仅更加深入地从工程技术方面完善已有的材料，还从理论上陆续提出了许多新

概念，并且在实践中制备出一些具有特殊性能的材料，使材料科学呈现出空前繁荣的景象。功能

梯度材料(FunctionallyGraded Materials，简称FGM)的概念是在1984年前后，由日本仙台地区的

几位材料科学家提出的。所谓功能梯度材料是指一种材料，其功能，如组分、结构、性能随空间

或时间连续变化或阶梯变化的高性能材料，开始时是用于解决在设计制造新一代航天飞机的热保

护系统中出现的许多问题，而真正对功能梯度材料的研究应该说始于1987年，目前，功能梯度

材料的研究在世界上不少国家得到开展。

为了克服压电材料由于本身缺陷存在，从而可能导致的电器件失效破坏，功能梯度材料的概

念被扩展到压电材料中，称为功能梯度压电材料。由丁这种材料的性质(如压电常数、介电常数、

弹性模量、密度、剪切模量等)沿某一方向是连续变化的，从而可以避免应力集中，延长由其所

构成的电器件的寿命。

1．2国内外研究现状

1．2．1压电材料的断裂静力学

自Patton研究了压电材料和导体间的有限长裂纹受远场均匀拉伸载荷作用的问题后，压电材

料的断裂静力学问题受到了越来越多的关注，尤其是在电场对裂纹扩展影响方面的研究。在实验

研究方面，Tobin和Pak睛1关于电场对裂纹扩展影响的实验研究表明：当裂纹方向垂直于极化方向

时，正电场(电场方向与极化方向一致)促进裂纹扩展，负电场抑制裂纹扩展：当裂纹平等予极

化方向时，电场对裂纹扩展无影响。相关的实验研究还可见Mchenry和Koepke例。在理论研究方

面，Pakd¨叫的研究表明：在单独电载荷作用下，正负电场总是阴滞裂纹扩展；在同定力载荷和电

载荷共同作用下，除电场外，电场对裂纹扩展起阻滞或促进作用还取决于电载荷的大小。该理论

分析与实验结果存在分歧。Park和Sun⋯1提出应变能量释放率的概念，从一个侧面解释了实验和

理论之间的差异。Gao等n副则通过提出压电介质裂纹尖端电屈服区的Dugdalc模型，期望消除实

验结果和理论分析之间的分歧。

对压电介质中含夹杂的问题，Sosa¨31采用势函数方法求解了含椭圆或圆形夹杂的无限人压电

材料的平面应变问题。Wangn引利用(№锄函数求得了无限大压电基体中含椭球形压电夹杂或椭圆

片状裂纹问题的解。关于Gfeerl函数求解方面的研究还有DIllnm¨副和Ji髓g等¨引。利用stroh方法，

Qin及其合作者n71对热释电材料的夹杂损伤的平面问题进行了系统的研究。利用Stroh方法研究夹

2



宁砭人学硕f：。≥位论文 第～帚绪论

杂损伤问题的还有Du¨"，Liang¨引等。

对于压电材料弹塑性断裂力学的研究，除Gao等外，王自强u螂1和Ru幢¨对压电介质裂纹尖

端的电屈服Dugdalc模型进行了进一步的研究。Shen等眦1则提出压电介质裂纹尖端的电屈服和力

屈服Dugdalc模型，研究了压电材料问的型界面裂纹尖端屈服场的非线性力一电效应。

1．2．2压电材料的断裂动力学

压电材料的断裂动力学是新近兴起的研究领域。与断裂静力学相比，除缺乏有效的数学方法

外，动力学的困难在于涉及的因素太多，物理现象复杂，一些基本规律尚未完全搞清楚，现有的

分析大多数只是近似分析。目前压电材料的断裂动力学主要面临两方面的困难。一方面，由于力

一电耦合效应，变形场必然与Maxwell电磁方程发生耦合，这会导致弹性波与电磁波相速度发生

偏移而以耦合波形式存在。另一方面，就压电材料的应用范围而言，除却电场强度范围限制外，

介电常数依赖于弹性波的频率，频率达到一定范围时会发生色散现象。关于耦合波问题，由于弹

性波相速度一般较电磁波相速度小五个数量级左右，因此可以略去与Maxwell电磁方程的耦合效

应而得到一个准静态近似，现有的研究成果均为基于准静态近似的解。关于色散问题，目前还未

见报道。因些对于压电材料的断裂动力学问题，目前见于报道的工作远少于静态问题的工作，而

断裂动力学的弹塑性分析至今报道相对不多。

大多数压电材料动态断裂的研究：f作集中在冲击响应问题、波散射问题和扩展裂纹问题三个

方面。对于冲击响应问题，Chert和Yu晦嘲、Chert和Karihaloo滔1以及Chert和Meguid口71采川绝

缘电边界条件，利用Laplace和Fourier变换结合求解对偶积分方程或奇异积分方程，对冲击载

荷作用下的压电介质瞬态响应的反平面问题进行了系统的研究。包括无限人压电介质中含有限长

裂纹或半无限长裂纹，压电介质层中含有限长裂纹且裂纹方向平等f边界或垂直于边界等问题。

对上述问题均求得了裂尖的动态应力和电位移强度冈子，某些问题甚至得到了封闭形式的解。讨

论了裂尖应力场和电位移场的奇异性以及几何构形和电场载荷对动态应力和电位移强度因子的

影响。结果表明在反平面问题中，动态电位移强度因子保持静态值。采朋相同的电边界条件和方

法，Chela和Yu啪1，Chert和Worswick及Meguid啪1求解了无限大压电介质或无限长压电介质层

中的两个共线裂纹受反平面机械冲击载荷和平面电冲击载荷作用的瞬态响应问题。Wang和

Yum圳利用绝缘电边界条件和积分变换方法，求解了无限长压电介质层中的有限长裂纹受力电冲

击载荷联合作用的I型和Ⅲ型瞬态响应问题。尤其在ⅡI型问题的研究中，尽管Shen等㈣1更早给

出了压电介质层间的界面裂纹对冲击载荷响应的平面问题的公式，但动态应力和电位移强度因子

及能量释放率的数值计算结果则首次由Wang和Yu给出，并讨论了电场载荷和裂纹儿何尺寸对

动态能量释放率的影响。结果表明I型问题中的力一电耦合效应比Ⅲ型问题更明显。牛得泉Ⅲ’研

究了功能梯度压电带的动态反平面冲击问题，讨论了载荷耦合参数，材料梯度参数和裂纹位置等

因素对动应力强度因子和电位移强度因子的影响。

1．2．3压电材料的热相关问题

对热释电材料，通常假设热场中的量与力场和电场中的量无关，即相当予耦合系数较小或应

变率电势变化率较小的情形，因此热传导方程只含待求的温度函数，从而大大降低了问题求解的
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难度。除Qin及其合作者泌3列研究了含各种缺陷的热释电材料的等效模量外，申胜平等m1利用Stroh

方法，讨论了热释电材料的热弹性二维问题的一般解，进而求解了共线界面裂纹问题，得到了温

度、位移和电势的全场解以及裂纹张开位移和电势差的精确表达式。在此基础上，求得了热释电

体中单个裂纹的裂尖场，单个界面裂纹的裂尖场和点热源与界面裂纹的相互作用。Ashida和

Tauchertb圳解决了由压电传感测量仪器中电势差求外部瞬态表面温度的反问题。Fu¨01等通过对压

电材料的I型断裂实验发现：相对于施加力载荷时的压电材料的断裂韧度，施加电载荷时的压电

材料的断裂韧度高达约25倍，且在裂纹尖端有发热和放电现象。该实验表明电载荷作用下，裂纹

尖端产生了很高的能量耗散，而在力载荷作用下则不发生。作者对此的解释是在电载荷作用下，

裂纹尖端发生放电和电畴翻转，从而形成塑性区造成能量耗散。白象忠及其合作者14¨3l对脉冲电

流在导电薄板中的裂纹尖端引起温度变化并实现裂纹止裂的问题进行了理论分析和实验验证。结

果表明在脉冲电流作用下，裂纹尖端产生很高的温度并导致裂尖钝化和发生相变，从而阻滞裂纹

扩展。Bastawros和KimⅢ’对电流作用下导电薄膜中的裂纹扩展的研究也发现了裂纹尖端温度升高

的现象。BilYk等H副首先对单独电流作用时同体金属柱中的电磁场分布进行了研究，然后在连续介

质力学的框架内建立了一个综合考虑力一电耦合、应变耦合、应变率、热膨胀、热软化和热传导

等因素的有限变形热粘塑性模型，用以注解围体金属圆柱对力一电载荷联合作用的响应。其研究

结果表明：电磁场扩散的时间尺度由电传导决定，且远小于熟传导的时间尺度，因此当作用电流

载荷时，在电磁场扩散的时间惊讶范围内可近似为绝热过程。当施加高电流时，导体内的温度升

高值远大于只作用力载荷时的温度千高值。当电流和力场载荷联合作用时，用结合热膨胀的热粘

塑性模型比用弹塑性模型更适合描述导体中的变形。ChoiⅢ1等研究了热冲击载荷作用的梯度涂层

裂纹问题。Borgi丰tfErdoganH"Ⅲ’认为裂纹面可以部分导热，用此模型研究了含部分导热裂纹的无

限犬功能梯度材料和含部分导热界面裂纹的梯度涂层一基底结构在热／机械联合作用下的稳态温

度场和戍力场问题，分析了阗裂纹面部分导热对应力强度冈子的影响。周跃亭滢3研究了热载荷下

功能梯度界面层结构中的界面裂纹问题，分析了热传导参数和功能梯度界面层厚度对裂纹面的无

量纲温度分布的影响。丁生虎啪1讨论了熟载荷下功能梯度涂层界面的裂纹断裂问题，分析了材料

特性，梯度指数和无量纲热阻对温度分布及热应力强度因子的影响。而对丁动态电冲击下的压电

介质裂纹热效应问题，目前还较少有研究报道。

1．3非均匀材料断裂动力学研究方法概述

功能梯度压电材料宏观动态断裂理论所讨论的问题及其模型越来越复杂，所用米研究的方法

很多，就求解策略来看，主要分为解析方法和数值方法(如有限元，有限差分法和边界元法等)，

断裂动力学的场方程与边界条件比起静态问题要复杂得多，只有少数的特殊问题才可以求得其解

析解，绝大多数问题是将问题简化为标准的积分方程后应用数值计算求解，下面是一些动态断裂

力学中常埔的求解方法：

1．积分变换一对偶积分方程法

此方法主要由Sih等人发展而来，Sih在其著作强¨中给出了全面而详细的介绍。国内学者范

天佑也在这方面进行了深入的研究。对于瞬态问题，则先使用Laplace变换，再通过Fourier变换

或Hankel变换，可以将问题转化为对偶积分方程问题求解，对偶积分方程可采用两种方法求解，

4
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对于半无限大裂纹一般采用Wiener-Hopf方法以复变函数求解。有限长裂纹可用Copson方法，先

将对偶积分方程变换为第二类Fredholm积分方程，然后用数值积分方法求解。

2．奇异积分方程法

奇异积分方程方法在弹性力学中获得了广泛应用，已成为求解弹性力学混合边值问题的有力

工具之一，特别是一些带有奇异性的问题，如接触问题，裂纹问题等。关于奇异积分方程方法在

非均匀材料中的应用主要是对由积分变换转化而来的奇异积分方程的求解。关于奇异积分方程的

理论，Muskhelishvili嘟1在其著作中给出了系统的总结，路见可教授用奇异积分方程的方法，研究

了各向同性不同弹性材料拼接和焊接后的裂纹问题旧1，李星教授旧¨581对不同材料焊接后的双周

期裂纹问题做了很好的研究，Erdoganm3在奇异积分方程的数值求解方面作出了重要的贡献。

3．权函数法

利用应力强度因子与能量释放率之间的关系，在静态断裂力学中的Rice提出了权函数法的基

本思想，并得到成功的应用。

对于动态断裂力学问题，应力强度因子与能每释放率之间的关系只有在拉氏变换后，才出现

与静态问题的类似公式，于是裂纹体在动态问题中的权函数数只能是在拉氏变换后的域中。如果

该裂纹体受到其化载荷系统的体积力和边界力已知，经拉氏变换后，则用权函数法求出拉氏变换

后域中的动应力强度因子，再经过拉氏反演即得出该裂纹体受其化载荷系统作用时域中的动应力

强度因子。

1．4本文的研究内容和方法

本文在不可导通电边界条件的假设下，假设功能梯度压电材料的电弹性模量沿其厚度方向按

指数变化，分别运用Laplace和Fourier变换，把混合边值问题转化为Cauchy型奇异积分方程，

然后利用奇异积分方程数值解法研究：

1．电冲击下含裂纹的功能梯度压电带的热效应问题：

2．电冲击下含裂纹的功能梯度压电带粘接功能梯度压电带的热效应问题：

3．电冲击下含裂纹的功能梯度压电带粘接半无限大均匀压电体的热效应问题。

5
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2．1压电材料的基本方程

第二章基本方程

近年来，对压电材料的断裂行为研究相当活跃，在其理论分析中，一般有两种选择，一类是

基于线性电弹性理论的本构方程，一类是基于非线性(即塑性)电弹性理论的本构方程。本文是在

绝热线性理论的宏观框架下研究反平面裂纹问题，下面主要介绍压电材料的线性电弹理论有关方

程。

2．1．1压电方程

压电方程是由能量守恒定律开始，并且满足Clausius．Duhall不等式，运用Taylor展开等推导

而来的。对于广义各向异性材料，一共有21个材料常数c搬，18个压电常数e协，六个介电常数

占护描述其力学行为和电学行为的物理量包括弹性位移材，、应力张量盯"应变张量岛、电势o、

电位移D，、和电场E；(i，J，l，k=l，2，3)，它们满足压电方程、梯度方程和平衡方程。

压电介质的压电性涉及劁力学行为与电学行为之间的相互作用，在绝热线性情况下，可以用两个

力学量和两个电学量之间的关系，即压电方程来近似描述这种相互作用。选择应变张量占甜和电场

欠量E，为独立变量，则压电方程为：

仃驴2c帅‰一enoE_

Di=e蛔s。+口．fIIE (2—1)

式中，G『枷为常电场时的弹性刚度系数，称为短路弹性刚度系数，单位为N／m2：％为压
电应力系数，单位为N／V·m，％为常应变时的介电系数，称为夹持介电系数，单位为F／m。

若考虑弹性、压电、介电常数各自的对称性，压电方程的系数还具有如下特性：

C枷一=c洳=cm=C。4

％2 e彬

“i『2“乒

采用矩阵符号来表示张量，记：

orp；∥驴(P=1,2，3，4，5，6；i，J=l，2，3)

h(f=歹，P=1,2，3)
厂p 2谤(f≠jf，p=4，5，6)

用矩阵C和e表示材料系数张量，其分量间关系为：

6
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j％。‰(“，％舻1，2，3；p。1，2'3'4，5’6)(2-4)
【e咖2 P蛔n

方程(2一1)可写为：

{卵傀一西(2-52-5)< )

【D2Pg+衄

压电方程的独立变量是可以任意选择的，根据独立变量的不同选择方案。压电方程还有以下

几种形式：

{"r卜柚(2-6)气

IE=瑚￡+夕‘D

卜舻¨gD(2-7)
【E=-go-+∥7D

卜∥叶把(2-8)气

【D=do"+口4E

式中CD为常电位移时的弹性刚度矩阵，称为开路弹性刚度矩阵：h为压电劲度矩阵，单位为

V／m：∥‘为常应变时的介电隔离率矩阵，称为夹持介电隔离率矩阵，单位为m／F：SD为常电

位称时的弹性柔度矩阵，称为开路柔度矩阵，单位为脚2／N：g为压电电压常数矩阵，单位为

y·m／N：夕8常应力时的介电隔离率矩阵，称为自由介电隔离率矩阵：S￡为常电场时的弹性柔

度常数矩阵，称为短路柔度矩阵：d为压电应变常数矩阵，单位为坍／y：口4为常应力时的介电

常矩阵，称为自由介电常数矩阵。
‘

2．1。2梯度方程

小变形假设下，应变张量嘞和电场矢量E可以分别由弹性位移“i和电势伊表示：

白=jl(“u+“Ⅳ) (2啕)

Ei=一9，i

式中，下标逗号表示求导。

2．1．3平衡方程

应力张量％和电位移矢量Di服从

％。f+厂=¨
(2—10)

Di．f 5g

式中f为体力，g为电荷密度。在本文中为了和XOY坐标系的表示一致，我们将上述对应

7



力和电位移，应变和电场的下标O，J，七)表示为(‘y，z)

压电材料具有良好的机电耦合特性，即外加载荷不仅能导致弹性体变形还能产生电场，反之，

外加电场也能产生变形。近年来，对内含裂纹的压电材料的断裂行为研究相当活跃。在理论分析

中，有两种选择，一是基于线性电弹性理论的本构方程。一是基于非线性(即塑性)电弹性理论的

本构方程。本文在线性电弹性理论的框架下研究反平面裂纹问题。

首先，弹性体由于变形，从而使物体离开了原来所处的平衡状态，亦即自其余部分施于所截

取的那一部分体积上的作用力的合力不再为零，因而物体的这一部分体积上必然产生力，以使弹

性体恢复平衡。这种由于变形而出现的内力于所在面积的比的极限，即为应力。根据静电力学的

基本原理，小单元体平衡的必要和充分的条件是作用在小单元体上各力的合力矩等于零。可得应

力平衡方程(在略去体力的情形下)：

堡+翌+堡：o

孕+孕+孕：o(2-11)苏 加 力

堡+堡+堡：o
苏 砂 忽

其中， 乃(f，J=x,y，z)为应力张量。

其次，弹性体在外力作用下，不仅产生整体的运动(平衡和旋转)，而且其内部各点之间发生

相对位移。弹性体的变形就是由于这种相对位移而形成的。在一般情形下考虑物体内的变形有如

下应变几何方程：

k2_嗷

‘嚣 如

％：主塞+瓦Ou，
(2_12)

l，跏加、
‰2互(瓦+瓦)

l，挑锄、
％2三(瓦+夏)

其中‰(f，J=x，Y，z)为应变张量。

设压电介质处于静电场中，因为在电场中各点的电场强度E等于该点电势梯度欠量的负值，

如果把直角坐标系中的X轴、Y轴和z轴的方向作为场强E的三个分量方向，则有电场相容方程：

色=一罢 q一考 t一髫 (2m，

而电位移连续性方程为：

8
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譬+孕+孕：0(2-14)-—o+—二+—』2
研 缈 亿

其中，E为电场矢量，≯为电势，D为电位移。

由于压电材料的机电耦合性质，即外加载荷不仅能导致弹性体变形还能产生电场，在线性电

弹性的框架下，应力与应变及电场强度之间的关系满足下列本构方程：

Cll C12 q3 Ci4 q5 C16

C21 C22 C23 C24 C25 C26

C31 C32 C33 C34 C35 C36

C41 C42 C43 C44 C45 C46

C51 C52 C53 C54 C55 C56

C61 C62 C63 C64 C65 C66

7。

，纾

7。

2％

2比

研旺

同时，电位移分量和应变及电场强度之间的关系为：

封
y。

7胗

y蕊

27。

27=

2‰

巳i白2 e13

e21 e22 e23

e31 e32 e33

e41 e42 e43

e51 es2 e53

e61 e62 e63

H

㈦
Q_l劝

(2-16)

其中，越，KW为位移矢量，c为弹性常数，s为介电常数，e为压电常数，此外，在已知力

边界条件S，和位移边界条件瓯上要分别满足：

飞行』=只’， “f="；(2-17)

在已知电位移边界条件·％和电势边界条件以上要分别满足：

Dini=D：， ≯=≯。 (2—18)

其中，n为边界上的单位法线欠量，带星号的物理量是该鼙在边界上的已知值．

2．2横观各向同性压电材料的本构方程

对于常见的以z轴极化的横观各向同性压电材料，独立的压电材料参数只有10个，其

本构方程为：
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cll Ci2 c13
0 0

c2l C22 c23
0 0

巳1岛2 c33
0 0

0 0 0 C44
0

0 0 0 0 C44

0 0 0 0 0

y鼠

y件

7。

2厂。

2％

2‰

+

y碡

1料

厂。

2‰

2比

2厂。

H

谢
∽lQ’

(2-20)

对于反平面问题，应力分量只剩下两个分量，即r。和k：位移矢量只有一个w分量：其余的
应力分量都等于零。我们横观各向同性的压电材料薄板，在受平面内电场和反平面剪应力作用，

其本构方程为：

刚Z
刚乏 }{z z z z} c2一∽

2．3压电材料反平面裂纹问题的电弹性动态控制方程

对于反平面剪切变形问题，电机械边值问题可以简化为

Ux=Uy=0， 址=w(x，Y，t)

Ex=t(毛y，t)， B=‘“y，t)， t=0

这里ut和乓(后=x,y，z)分别为位移分量和电场分量。
电弹性动态控制方程为：

‰：p孚，眈j：o，％r p育’氓rm

吃2 C44Uz．量一e15乓，

Dk=e15U“+毛l乓，

k=x，Y

七=x,y

k=x,y
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(2-23)

(2-24)

(2-25)

(2-26)

巳巳巳0

O

O

‘J

0

0

O

e

O

0

5

0

0

O

0

q

0、l，2q
—

Iq

O

0

0

0

O

l一2
k％乞％％勺

、●●●●●Lr●●●J巨臣易r●●，●●●(●●●●L、●，●●●、●●●J"

0

O

g

n

O

O

占

S

g

0

0，●●●●●●●，、●●●●【

O

0

O

5q

0

0

5

0

巳O

0

O

巳

0

O

白

0

0

巳，●●●●●●J、●●●●●●、

=

、●●●●，●、，●●●●●●，

r

，

Z厉仇厉

5

5q岛

一

一

g

g
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将式(2—22)和(2—23)代入到方程(2—24)和(2—25)中，则本构方程可简化为：

跏 a石

％副“否+els否-it

Dx=e15警嘞薯OX 啜

加 a≯
k 2％万托s茜

驴％雾嘞雾
平衡方程和Maxwell静电平衡方程简化为：

誓+等=p拿， 警+警=。

(2-27)

(2-28)

(2-29)

(2-30)

其中f。，f弦为应力分量，q，q为位移分量，k，‰是应变分量，矽为电势，c44为

剪切模量，e15为压电常数，毛l为介电常数，p为压电材料的密度·

本文就是基于以上基本方程，在适当的边界条件下，讨论电冲击下含裂纹的功能梯度压电带

的热效应问题。



宁夏人学硕}：学化论文 第三帝 r乜i中南下含裂纹的功能梯度lFIU带的热效J矩

第三章 电冲击下含裂纹的功能梯度压电带的热效应

以往对压电介质热相关问题的研究都是在热场与力电场互不耦合的假设下进行的，Fu等嗍

关于压电介质断裂的实验研究表明在电载荷下，压电介质的断裂韧性大大高于力载荷下的断裂韧

性，并且在压电介质裂纹尖端产生明显的升温现象。自象忠等Ⅲ儿例的研究则表明在导体中可利用

电冲击作用实现裂纹．L七裂。Bilyk等¨副的研究揭示了当施加高电流时，导体内的温度升高值远远

大予只作用力载荷的温度升高值。受上述压电介质的实验结果和导体中相关研究的启发，本章探

讨在高电冲击载荷作用下，压电介质中裂纹尖端的热效应问题，通过引入热源功率，利用绝热近

似，由简化的热传导方程得到了裂纹尖端在电冲击作用下短时间范围的温度场。同时讨论了裂纹

尺寸对温度升高值和升高区域大小的影响。

3．1问题的描述

J I
T

J

h ‘1)

一％H国

． o o O o
御M

J

．h ?罗
pfo。

—DoH(t)

／
‘2)

Z

1 r

X

图3—1功能梯度压电带热效应问题的结构示意图

考虑如图3—1所示的结构，采用直角坐标系(x，Y，z)，其中z轴为功能梯度压电体的极轴。

长为2c的裂纹位于z轴上，压电体为厚度为2^的无限长条，裂纹上方区域和下方区域关于工轴

对称，假设裂纹面上作用有电场冲击载荷。

下面求解承受电冲击作用下，裂纹尖端区域在电冲击下的热效应。求解上述问题时，在求裂

纹尖端附近的力场和电场时不考虑与温度场相关的因素，在求解裂纹尖端的力一电场后再考虑温

度的影响，该问题中压电介质的几何方程、本构方程分别为：
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2气=警，2％=等，疋=一罢，髟一考，疋=一警 (3-1)
优 。 卵 废 。 咖 庞

％：％o)娑+ej50)譬

仃弦：％(y)娑‰(y)譬

皿‰∽娑uy确∽譬uy
。屯’

D，：岛50)娑咱o)譬
其中， 占、国、E、≯、仃、D分别代表应变张量、反平面位移、电场强度矢量、电

势、应力张量、电位移矢量，c“(y)，q5(y)，Kl(y)分别为剪切模量、压电常数、介电常数。

平衡方程和Maxwell方程为：

冬+冬：p窖，譬+譬：0(3-3)融 却 ’西z 苏 加
’

假设功能梯度压电材料的剪切模量，压电常数，介电常数和密度沿其厚度方向按指数函数变

化，即：

～=coe彦，q5=eoe彦，Kl=‰口彦，p=Poe彦 (3—4)

裂纹面边界条件：(-c<X<c)

oryz(五0，f)=一『o日(，)，D，(工，0，t)=一DoH(t) (3—5)

对称性边界条件：(I xl>c)

彩(五o，f)=0，矽(五o'，)=0 (3-6)

自由边界条件：(棚<X<佃)

tr(x，h，t)=0，D，(毛Jil，t)=0 (3—7)

％和Oo分别为力场和电场冲击载荷的幅度，日(f)表示Heaviside函数。

3．2问题的求解

22．Laplace变换：

，(s)=Fs(x)P一卢出，似)=芴1￡F(p)P肛和
这里Br代表Bromwith积分路径。

Fourier变换：

13

(3-8)
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，。)=e厂(x)e妇出，厂(x)=去eF。)P咖凼 (3_9)

把(3-2)代入(3-3)，得：

毗V2h∥考w考=风害Ot卵 钟 ’

缈一砀v2矽+‰∥ia(0一‰∥譬：o卵 卵

则由(3—10)可得：

=0

对(3一11)式中的时间变量进行Laplace变换：

h硼p)=r叱弘t)e-∥dt
l∞(珊垆芴1 L缈hy，咖∥勿

由(3-12)和(3-13)，(3-11)变为：

=soP2缈’

=0

14

(3-10)

(3-11)

(3-12)

(3-13)

(3-14)

(3-15)

(3-16)
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把(3-15)，(3-16)代入(3-14)，有：

(-s2)F(s，少，p)+姜≥，o，儿p)+∥晏Fo，y，p)=Sop2F(5，y，p) (3～17)
卯。 卯

(∞郇，y，咖矿92 G(蹦，p)+∥昙∞，y，p)=。 (3砌)

令：F(s，儿p)=A(s，p)e炒，代A(3—17)式，得：

厂：丝蟛±生羔(3-19)'7=——————--———二—-———————————---—--———二—————一

故，O，Y，力=4(是p)e妙+40，力∥矿

其中

√i李而，乞=一譬一√；李而
∥k少，力=去D4 b北杪+4(s，p)P缈p咄出

同理可得：

y‘(x，J，，p)=—去e【呜(s，p)e够+4(s，p)P似p恤出
其中

屯=一譬+√：万，‘=一譬+√i李；_：了
由变换沙：妒一eo co，有：

‰

矽’“儿力=去e罢∽仅咖杪+4(品p)∥p嘲出

+去昏鸣o，咖妙+4(卯)∥p啦出
即在Laplace域中的形式解为(3-21)和(3—24)式。

引入位错密度函数：

肭-{掣 I工峰c

I圳>c

15

(3-20)

(3-21)

(3-22)

(3-23)

(3-24)

(3-25)

+

∥一2
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g。脚《掣 l石I<c

l zI>c

由(3—21)，‘3—24)和(3—25)，(3—26)以及边界条件‘3—6)，得：

4(s，p)+4(s，p)=÷[f+(f，p)e研dt
一硌+o

4(s，p)+以(J，p)=(～鱼)．(÷[：．厂(f，p)ei"dt)+÷r g+(f，p)e衄dt
砾 一珞一。c 一／,S

dt-c

由本构方程(3-2)，边界条件(3-7)及(3—21)，(3-24)，得：

(Co+孚)P辟[‘4(J，p)P们+t2A2(s，p)e，一】+％P庳【岛40，p)P酗+t4A4($，p)P协】=0

2eoe厨【^4(s，p)e聃+乞4(s，p)e鼬】+roe肋【岛4(s，p)e曲+f4以(s，p)e埘】=0

联立(3—27)一(3-30)，得：

4=考参／， 4=南厂
4=五；云笔三善三万(一罢／+g，，

(3-26)

(3-27)

(3-28)

(3-29)

(3-30)

(3-31)

4=≯≥c一詈心， 心32，

其中

／=÷r f’(，，p)e由dt，g=÷[g‘(，，p)e由dt (3—33)
一坫+c 一岱+‘

把(3—31)，(3—32)代入(3—21)(3—24)，由本构方程(3—2)，边界条件(3—5)得到如下第一类Cauchy

奇异积分方程组：

三fF』蛾+鱼[．墨蛾+!r K。。(五f，p)厂’(f，p)出J
霄-c t—X 死h t—X 冗J-c～

。? ’

一eo c：，K12“f，P)g‘(f，p)at=一一To(3-34)
万+。P

一一eo[：．她+Xo[．她一eo[Kn(列，p)厂’(卯砂
露士c t—x 冗^c t—x 冗h

。1 ‘

+x，．。fcK=(吼p)g砸，p渺一譬 (3-35)

其中：

K。=r[uo，力一1]sinJo一力出
16

(3-36)



墨2 2土[u2(s，p)+1]sins(t—x)as (3—37)

％l=疋2=【【％(s，p)一1]sins(t—x)as (3-38)

q=垮锷嘲+旁锷， 伊39，

吣1J·锷 》4。)

奇异积分方程组(3-34)，(3-35)的单值条件为：

{凹力-I-，(3-41)
lg’(o，p)=0

引 入变量t=UC，x=rc ， 并令 f‘(f，P)=F(u，p)，g‘O，P)=G(u，p)

K口(x，t，p)=KF’似，r，p)(f，j『=1，2)，积分方程组(3—34)，(3—35)化为：

三7／"fl譬U粤+≥Jf-!掣U r如+昙Jk-I(r，咖脚脚幽“一， 万 一 万
⋯。⋯ ’⋯

一引％‘∽唧№p肛专 (3-42)

一等f号竺如+≥f号掌如一等f K21‘(J-!r,I-i J-i
，-鸬p)．F(甜，p)如

兀 "一 7r U—r 行
⋯ ⋯。

+等心‘∽Ⅵ№p肛一譬 阻㈣

F(O，p)=0

G(0’p)=0

利用F(O,p)和G(O,p)的Chebyshev多项式展开形式：

厂+(r，p)：，(唧)：芈粤
、／l一材2

g。(厶p)：G(“，p)：芈墨
41一”‘

R(u，p)=∑CL(u，p)

S(u，p)---∑见L(“，p)
n=O

(3-44)

(3-45)

(3-46)

(3-47)

把(3—46)和(3-47)代入(3-42)一(3—45)，并利用Gauss-Chebyshev积分公式，得到如下线性方程组：

善N‘磊1蜗‘(rm,ut,p)】掣+善H t瓦eo塌《(rm,ut,p)】掣=一≥(3_48)
17
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善N卜ieio+‰旅：t’(rm,ut,P)】些笋+喜【孑芝+‰疆趋‘(r。,ut,P)】壁笋=一譬(3—49)

争刿：o
乞 N

其中：

吩=cos(百21-1万)
‰=cos(万m万)

(，=1,2，⋯，忉

(历=1,2，⋯，N—1)

(3-50)

(3-51)

(3-52)

(3-53)

(3—48)一(3—51)是一个以尺(％，p)和S(约，P)为未知数的具有2N个方程的方程组，求解即可

得到R(u，，p)和S(ut，P)U=1，2，⋯，忉。

3．3裂纹尖端的温度场

本小：够对裂纹尖端热效应的讨论基于以下两个假i殳：(1)热场与力、电场互不耦合，冈此在

热传导方程中不包括力电场的量；(2)短时间内的近似绝热过程。这种假设是成立的，因为根据

Bilyl【等H5J的研究表明当作用电流载荷时，电磁场扩散的时间尺度远小于热传导的时间尺度，因

此在电磁场扩散的时间尺度范围内可近似为绝热过程。

根据上述假设，作为压电介质中热传导议程的一级近似，绝热条件下的方程为：

ar

P=Po■■ (3—54)
优

其中Po为tt热，对无外部热源作用的情况，根据向象忠等№1对导电薄板中利用电冲击阻滞

裂纹扩展的研究，可引入热源功率来等效外部点热源作用。导体中的热源功率定义为：

P=E·-，

其中，J为导体中的电流密度矢量。

功能梯度压电材料属于电介质材料，而对于电介质．电流密度矢量可表示为：

， aD
．，=——

西

(3-55)

(3-56)

类似于导体问题，在压电材料中由式(3-55)和(3-56)引入热源功率，将其代入式(3-54)

并对时间积分，得到的压电介质中温度场为：

18
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T(x,y,t，=去胁舻，％攀f
由几何方程(3—1)，本构方程(3—2)以及式(3-21)，(3—24)，有：

E+“乃力=去e括‘罢【4(s，p弦杪+4(是p)沙p啦出

(3-57)

+去e凼·【4(s，p)二fly+以(s，p)P∽'嘲出 (3—58)

墨‘k儿p)=一去e意阮4(s，p)∥+乞4(马p弦杪p啦凼

一上2n：凸岛4(s，p)∥+t4A4(s，p)g似矿凼 (3-59)

皿‘瓴弘力=(e15-／ci!。詈)去e(一娜‘【40，p弦杪+4(岛p)∥}啦凼

一西。·去e(一西)．[4(s，p)P缈+4(s，p)P缈p咖西 (3-6。)

Dy"(硼p)-(e15-A'II+拳去肪拍川n洲咖缈'啦西

一一l·芴1 c【f34(s，p弦妒+厶以(J，p)Pup一缸凼 (3—61)

把(3-31)一(3-33)代入上式，并利用(3-48)一(3—51)的解，得剑(3-57)中电场强度和电位移强度在

Laplace变换域中的解为：

t’(础加c【喜球ui,X,y,p)掣嘻k(¨y川掣】 (3-62)

B讥p川喜“Ul,x,y,P)掣嘻剐Ul,X,y,P)掣】 p63，

Dx*“y∽_c【喜“ul,x,y,P)掣《酗ut,x,y,P)掣】 (3-64)

q’(孙p剐善剐Ul,X,y,P)掣嘻剐Ut,x,y,P)掣】 (3．65)

其中如似，石，Y，p)，如(甜，x,y，p)，％@，x,y，p)，Kayi(u，x，Y，p)O=1，2)均为已知函数，
具体形式如下：

19



如咖力=厂詈铬+铬蛔s№坤 c3删

如咖力=r铬cos№力协 》67)

砀咖力=r去错+铬】sin黔力协 ㈣

鹏删=r镨sin陟功降 伊69)

妊咖力=m咱詈镨坻谛t3et．19"t4v_t4et扣't．,y】cos盼力帅嘲)
如咖力=n铬Cos№郴 (3-71)

如咖力=f”K。}镨吒舒】si嘶州协
(3-72)如‰力=h镨sin胁功涉 (3．73)

通过Laplace变换的数值反演，得到时间域中的电场强度和电位移，然后根据(3-57)即可求

出裂纹尖端的温度场。其中(3-66)一(3-73)在积分路径上不存在奇异点，可直接进行数值计算。

殳4结里兰讨袷

假定裂纹面y=0处为压电材料肋nD3，其材料性质如下：c0=44Gpa，qs=11．4C／m2，
蜀。=128．3×10mC，‰，P=5700Kg／m’，只考虑电冲击作用，令To=0。

图3—2给出了在不同的裂纹尺寸下，裂纹尖端的温度随时问变化的关系，结果表明在时间一

定的情况下，温度随C／h的增大而升高，并且温度在刚开始直线上升达到一个峰值后逐渐趋于一

个稳定状态。

图3—3给出了材料参数对温度的影响，结果显示这些曲线在振荡后趋于稳态。

结果表明：当作用高电冲击载荷时，会在裂纹尖端引起较高的温度变化。在此情况下，裂纹

尖端的温度效应是不能被忽略的。在裂尖高温的影响下，裂纹尖端局部高温场的材料性质将发生

变化，如弹性刚度、压电常数、介电常数等。一般情况下，温度升高引起的材料性质变化也可能

提高压电介质的断裂韧性。而且对于反平面问题，由于温度的升高不引起剪切应力的改变，此时，

材料性质的变化对压电材料断裂韧性的影响可能起决定作用。另外，压电材料的压电性是在一定

20
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I_ I lie I

的温度范围内存在的，当温度升高至超过材料自身的居里温度时，压电材料的内部结构发生改变，

压电介质将丧失压电性。因此裂纹尖端的高温区内，压电材料的压电性质发生变化甚至丧失，引

起压电材料的压电性出现损伤区，此时裂纹尖端场必须重新计算，而该情况下的裂纹尖端场的求

解将是一个非常复杂的过程。

图H裂纹尺寸对温度的影响(∥=O．5 ro=O，D0=5x104)

图3--a材料参数∥对温度的影响(^=0．5c，％=O，坟---5x104)
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鼍曼曼曼曼曼曼曼曼曼曼曼皇曼曼曼曼量曼曼曼鼍曼曼曼!曼曼曼皇!曼鼍舅!曼曼鼍皇皇皇舅曼!曼!曼!曼曼曼曼曼鼍量量曼曼曼曼II i ． ． 一一m璺
第四章 电冲击下含裂纹的功能梯度压电带粘接功能梯度压电

带的热效应

4．1问题的描述

J I
Y

I J

ht 11)FGP啪

。。roH(Q

o o o o
‘

飞罗 pf0 c

·DoH《母

h2 ／ {2} FOPMl

／
Z

f

I

‘

h3 (3I FOPt陀

1

X

图4-1功能梯度压电带粘接功髭梯度压电带热效应问题的结构示意图

考虑如图4-1所示的结构，一个高为2Jl的功能梯度压电带内含一个长为2c的裂纹，拼接一

个高为h，的功能梯度压电材料，采用直角坐标系(x，Y，z)，其中Z轴为功能梯度压电体的极轴。

长为2c的裂纹位于x轴上。假设FGPM包含两层，上层厚为JjlI，下层厚为h，，裂纹面上作用有电

场冲击载荷。

同上一章，本构方程，平衡方程，和Maxwell静电平衡方程由(3-I)，(3-2)，(3-3)表示。

假设功能梯度压电材料的弹性模量，压电常数，介电常数和密度沿其厚度方向按指数函数变

化，即：

c“I(y)=Coe彦，elsi kv)=eoe彦，K"IIl(y)=／Foe彦A(J，)=岛P彦 (4一1)

c“2(y)=toe彦，e152(y)=eoe彦，‘12(y)=Xoe彦P2(Y)=风口彦 (4—2)
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皇曼曼曼曼曼曼曼蔓II I! -- II m I I皇量

C443(Y)=Coe秒，ei53(少)=goe秒，1rll2(力=roe抄仍◇)2 Poe秒

此问题非渗透性边界条件如下：

orFl(工，hl，t)=or卢3(‘一(丙2+五3)，f)=0

D0l(x，hl，f)=Dy3(石，一(JIl2+JIl3)，t)=0

or声I(x,O，t)=or声2(x，0，t)， qI(x,O，t)=Dy2(J，0，t)

orF2(x,-h2，f)=orrz3(J，一h2，t)，

国2(x，一h2，f)=鸭(x，一h2，f)，

Dye(x，一h2，f)=Dy3(工，一h2，f)

2(x,-h2，t)=九(五一h2，t)

缈l(x，0，t)=翻12(x，0，f)，氟(x，0，f)=织(茗，0，t) (1xl>c)

or#l(工，0，f)=一roH(t)，D，I(x，0，f)=一DoH(t) (一C<工<C)

乃，岛， 日(f)同上一章所示。

4．2问题的求解

把(4-1)。(4_2)，(4-3)代入(3一1)，(3-2)，(3-3)，得：

∥”0v2”。学w等=岛等
％v2红一‰v2办+‰∥譬一‰∥誓：o卵 卵

a=l，2)

O=l，2)

∥0)3+eoV2缟w等w兽=岛等

‰v2屿一砀v2办+eor等一‰厂娑：o
vy 卯

令yf=咖一鱼哆，(f=l，2，3)，(4-11)一(4一14)化为：
‰

V2咄+哮确争鲫 讲。

V2”唠=。

“=l，2)

a=l，2)

(4-3)

(4-4)

(4-5)

(4咱)

(4-7)

(4-8)

(4-9)

(4-10)

(4-11)

(4-12)

(4-13)

(4-14)

(4-15)

(4-16)
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V2鸭+厂等强等

俨"7警=。

对时间变量进行Iaplace变换，则方程(4—15)一(4—18)化为：

V2哆’+∥p—a_o一,------$0p2哆‘咖
O=l，2)

^ ●

V25f，i*4-∥掣=o(f=l，2)卯

寸伪j★7百a03"=Sop20Y 国÷’

^ ●

V2％‘+7掣=o
口l，

再对工变量进行Fourier变换，方程(4—19)一(4-22)化为：

(4-17)

(4—18)

(4-19)

(4-20)

(4-21)

(4-22)

哆’(x，乃力=去04(s，力≯oy+忍p，p)矿∥P—“西c (f=l，2) (4—23)

％’似y，力=去￡土c(s，p)etaa-v 4-4(s，p)矿∥}☆出 o=1，2) (4—24)

c03．(x,y,p)=去m仅p№缈+酏砂]e-妇dx
y，‘“y，力=芴1 DG(s，p)e‘柏，+D3(5，p)Pf．17p。衙出

由变换y：≯一eo a,，有：

m夕，p)2％‘(石，y，p)+ieo q+(五y，p)

其中4(J，P)，E(s，P)，Cl(s，P)，Di(s，P)(i=1，2，3)为待定函数，且

ti0--_譬+阢“=一鲁一阢

(4-25)

(4-26)

(4-27)

(4-28)

：生‰
+气代风=％中其
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铲一譬+防 8

乞-2一亏

r，。=一考+√：丽，岛。=一考一
(4-29)

(4-30)

(4-31)

f‘cx，p，：{里壁堡)皇』蔓旦毛掣：二菩三 c4—32)0
‘(x，p)={———1F—一：“：。 (4一

I
’’

g。∽_{必警坳篙 ∽33)o
’(x，p)={———百■一!^：。 (4一

l
。’

％’似弘力=(co扩+％扩詈卜芴1 c【^。4(墨p)矿∥+^-尽(s，p矽∥]e-妇dx

+％扩·去c[‰q(J，p)et札v+t2tq(s，p弦wp☆出 (4—34)

JDyi*似y，力=(％扩+砀Co)’芴1巧‘。4(品p)e^n'，+^-Eo，p)P¨]e-缸Xdx

一‰扩·互1。e[t2。c：f(s，p)P‘彬+f2。q(s，p)Pw p一妇出 (4—35)

％’“弘力=(co矿+％矿≥‘去琢f304(印)∥坞E(卯)扩∥p妇出

+eoely．i1 0f40G(s，p)Pw+f4。口(s，p)Pw p由出 (4—36)

q^M)=(秽+≯去c【删删∥∥+f3l驰p妙]e蔽dx
—ICOe汐·荔l e【‰c(s，p)P‘∥+f4。4。，p弦w}一衄出 (4—37)

4=杀蔷厂 m38，

堕∽乒据厣厣
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且=羔盖厂
C1

2万t一2'f20f23必2。(一‰eo
f+g)

‘(f2l—f20舭4 ‰
“

(4-39)

(4-40)

B=墅垒迮主警(一妻}厂+g) c4—4-，

其中

产上。f s‘(f，p)矿出，g=i1 p(f，p)e缸tdt (4吨)

Ql=‘oIt,l(1+P‰南)一毛o(1一P讪)】+flIPl。^2[如o(1一P‘舶)一‘o(1+Pb。b)】 (4—43)

Q2=tIoP“o丙。【‘l(1+e‘炳)一f30(1一e。炳)】+f11口‘l如[t30(1一P，3。如)一flo(1+Pt如)】 (4—44)

Q3=t20[t2l(1+e*崩)-t40(1一P蛐)】+乞Iet,-屯p40(1一P‘舶)一t20(I+et抽)] (4—45)

Q4=f2。e‘2^It2l(1+P‘加蚝)一‰(1一P‘旗)】+乞lP‘z·^2[f40(1一ef舶)一^。(1+口t·如)】 (4—46)

由(4—38)一(4—41)，本构方程(3—2)以及边界条件(4一lO)得到如下第一类C矩chy奇异积分方稃组：

≥Ir挚+≥f挚+C。o f,[K。胁p)一等啪'f’p)lfdl-ct dec t J-c 谁脚石 一工 万 一工 ，．

1、’’‘7

配
21、’” 。’。7⋯

+妻￡聪列械纯p渺一毒 (4_47)

詈￡￡t刍粤一誓￡￡t兰粤+詈￡如如，f，p)厂(‘彬万一 一工 刀^c —J 石JLc
⋯ ⋯’ 一‘’

一鱼7／"￡tz瓴，，p)g_，p陟=一差安 (4—48)

其中：

墨l=r暇(卯)一1】sins(卜x)ds(4-49)

墨2=K。=Krz=r【％(s，p)+1]sin5(t-工)ds(4-50)％小j1，酱 (4_51)

啪荆i1觜 (4-52)
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曼曼鼍曼曼曼曼曼曼曼曼皇曼曼曼I；I曼曼曼曼皇曼曼曼曼皇曼曼曼曼曼曼曼曼曼曼曼曼曼曼曼曼曼曼曼曼鼍曼曼曼曼蔓曼曼曼曼曼曼曼曼曼曼鼍曼皇曼曼皇曼曼鼍曼!皇曼皇曼曼曼皇
奇异积分方程组(4-47)，(4—48)的单值条件为：

』厂’(o，p)=o(4-53)
lg‘(o，p)=0

同样的，引入变量f=HC，X--rc，并令／’(f，P)=F(u，P)，g’(f，P)=G(u，P)，

K驴(五f，p)=Ki『‘0，，．，p)(f，j『=啦)，积分方程组(4—47)，(4瑙)化为：

睾I。挚+弘掣如+％断(r’岍等2如_鸬舭∽p胁
+等雠b期卯肛一考(4_54)

一eo f鱼峨一鱼f 9堕丝如+eo_C fK21*(J ，，“，p)．，(“，p)如-I万 缸一r 万J-I材一r 万J-!
‘。 ’ ‘。

一等k．(，删∞川如=一熹Dew(4_55)石+l 。2

F(O，p)=0

c(o，p)=0

利用F(O，p)和G(0，P)的Chebyshev多项式展开形式：

R(u，p)=∑eZ(“，p)

S(u，p)=C7．(u，p)

(4-56)

(4—57)

(4-58)

(4-59)

把(4—58)和(4—59)代入(4-54)一(4—57)，并利用Gauss-Chebyshev积分公式，得到如下线性方程组：

善N【者心‰‘(rm,ul,P)一警如‘(r。,ut,P)】掣
嘻者+稍：+crra,Ul,p，，掣一参沁6。，

善t石eo％《(⋯州掣一荟N。磊ICo+‰嘞‘(r．,ul,P)】掣=一告

27

(4-61)

^l一矿

^l一矿

型一。

盟一。

沁一卜

∽一卜

尉一析

Ⅸ一打

=

=

、，

)

力

力

饥

似

，

G

=

=、，、，

力

力

以

以

●

●

厂
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争墨虹堕：o
铬 N

甜，=cos(．百2l-1石)(，=1，2’．．·，Ⅳ)
‰=Cos(号万) (小：1'2，⋯，Ⅳ一1)

(4-62)

(4-63)

(4-64)

(4—65)

求解(4—60)一(4—63)这个2N个未知数2N个方程的方程组，即可得到R(u，，P)和S(u，，p)

(1=1,2，⋯，Ⅳ)。

4．3裂纹尖端的温度场

同上一章，压电介质中温度场为：

丁c‘y，D=三了jEc石，y，f)挚f
由几何方程(3-I)，本构方程(3-2)以及式(4-23)，(4—24)，有：

疋。。川=去肛掣仅咖“扩堋卯∥矿出

(4—66)

+上2；v e妇·【qo，p弦‘彬+DIo，p)∥2I，p一妇凼 (4—67)

q-’亿J，，力=一去e罢‰4(墨p矽∥+fl-E(s，p矽∥p前凼

一芝'，．Ett：。Cl(s，p)P‘∞，+f2，4(s，p)Pf2-y≯一妇出 (4—68)

色-‘(五乃p)=(e15--KIt。未)去e(一括)．【4(s，p)e，∥+骂(岛p矽1∥'啦凼

一西。·荔1 e(一括)．[Cl(s，p)口‘彬+4(s，p)Pf2I，p一妇出 (4—69)

B‘(工，y，p)=(e15--K'll，ieo，．瓦1¨t”．。讹p)砂扩+‘-局o，渺yp一栅凼

0=力一坠Ⅳ
双一

Ⅳ∑问：中其
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一K-’石1 Ett20Go，p)e锄，+f2t口o，p)e锄，p一函ds (4—70)

把(4-38)-(4-41)代入上式，并利用(4—60)一(4-63)的解，得到(4-66)中电场强度和电位移强度在

Laplace变换域中的形式解为：

如J，渤=c【善N“Ul,x,y,P)掣+善划ut,x,y,p)掣】 m7-)

砒孙pM善剐ut,x,y,p)掣+善剐uI,x,y,p)掣】 (4．72)

巩y川=d善酬ut,x,y,p)掣+善酗ut,x,y,p)掣】 (4_73)

B+(训，p)：d∑N‰。(ut,x,y,p)掣+∑N‰：(ut,x,y,p)掣】 (4-74)
／=l 』V ，Il 』Y

其中如@，x,y，P)，K州@，石，Y，P)，％似，x,y，p)，％@，X，Y，p)O=1，2)均为已知函数，
具体形式如下：

如“五乃力=司蚝eo[鸲。t—z,f10。l瓦
．et,ov一型兰9∥∥+垒!垒Pz钞

(f。。一^。)Q(如。一乞。蟮五

一(t21et。鸸。+t．20e⋯ta'h2)()3 d,a]cosp(L'凇--X)协 (4—75)
心l—f20芦24

‘ “

如咖力=f《≥尝％一篇蠢孙s№帅 限76，

№胁f罢溉∥一般挑器矿
一业譬警譬超et'-一y]sin[J(CU--X)弘 m77)

(f2I—f20)Q4
“

砀咖力=厂e‰舡訾纠sin陟曲协 沁78，

巍似而只力=r时吒-詈溉∥ 怒∥小巧-最伊(‘。一fl。)Q
。

”‘(f2。一f20)q

一鲣≥等唉堕．et：ty]cos[她一瑚凼 (4啪)
(f2l-f20)Q4 一 “



丁疑八’手删rj竿性吧义 弗Pq'4- ’也什IIi r-’锭；父州J川日E怫腰JKIeWf【【i．}芰明日E俅慢肚I巳‘ir明熙设J哩

蔓曼皇曼曼曼曼皇曼曼II————III一——I III璺皇苎!鼍

‰咖D=jkD眄-《警∥一苏瑚cos№一劝协(4_8。)
砀以五乃力=厂盼墨t}卷∥一捻怖Ⅸ，溢。∥

一缝《≥娑堕．et,ty]sinp(C／J--X)协(4-81)
(f2l—f20)Q4

。 “ 。

锄如五粥力=h‰[t一2r蕊O弓牡《警佛in№一动协㈣
通过Laplace变换的数值反演，得到时间域中的电场强度和电位移，然后根据(4-66)即可求

出裂纹尖端的温度场。 (4-75)一(4-82)在积分路径上不存在奇异点，可直接进行数值计算。

4 4结集与讨论

假定裂纹面Y=0处为压电材料勘死q，其材料性质如下：气=44Gpa，qs=11．4C／m2，

两I=128．3×10ⅢC／砌，P=5700Kg／m3，只考虑电冲击作用，令ro=0。
图4—2给出了裂纹尺寸对温度的影响，结果发现在时间一定的情况下，温度随c／h的增大而

升高，温度上升达到一个峰值后逐渐趋于稳态。

图4—3给出了材料参数∥对温度的影响，可以看出：随着时间的变化，温度达到一个峰值后

逐渐减小，在其稳态值上下摆动。图4—4给出了材料参数y对温度的影响，在时间相同的情况下，

y的值越大，温度越高。

图4—5和图4—6给出了裂纹位置对温度的影响，当J12／JIl的值越大，温度越高，但影响不是

太明显。而在岛／2h一定的情况下，温度随时间变化的振荡比较大，总的说来，缸／2h的值越人，

温度越高。
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I--

图4_2裂尖尺寸对温度的影响(∥=0．5，y=0．5，||lI=h2=h3，％=0，或=5x10")

I--

图4-3材料参数∥对温度的影响(厂=0．5，Jjll=如=岛=0．5c，『o=o，Do=Sxl04)

31
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图4—4材料参数厂对温度的影响(∥=o．5，JIll--h2=吃=o．5c，z"o=0，Do=5X104)

图4-5裂纹位置对温度的影响(∥=0．5，7=0．5，五=』j13=0．5c．ro=0，Do=Sxl04)

32
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图¨裂纹位置对温度的影响(∥=0．5，7=o．5，J|Il=h2=0．5c，ro=o，Do=5x104)
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第五章 电冲击下含裂纹的功能梯度压电带粘接半无限大均匀
压电材料的热效应

5．1问题的描述

．．．_2k

X

图5-1功能梯度压电带粘接半无限大均匀压电材料热效应问题的结构示意图

考虑如图5-1所示的结构，一个高为2Jjl的功能梯度压电带内含一个长为2c的裂纹，下平面

为一半无限大均匀压电材料，采用直角坐标系(‘儿z)，极化方向仍为z轴。同样假设FG跚包含

两层，上层厚为Jjll，下层厚为红，裂纹面上作川有电场冲击载荷。

同样，本构方程，平衡方程，和Maxwell静电平衡方程由(3一1)，(3—2)，(3-3)表示。

假设功能梯度压电材料的弹性模量，压电常数，介电常数和密度沿其厚度方向按指数函数变

化，即：

c“f(少)=Coe缈， Pl卯(y)=eoe彦，一If(y)=roe彦肛(y)=Poe彦 O=l，2) (5一1)

C443=toe一肌，e153=eoe一舰，rIl3
2 roe一既P3 2 Poe一绝

此问题非渗透性边界条件如下：

％I(x，Jlll+h2,t)=0，Bl(‘JIlI+JIl2，f)=0
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Dkl(工，h2，t)=D02(工，h2，t)，DyI(x，h2，t)=D02(x，h2，t)

仃卢2(x，0，t)=盯弦3(x，0，t)，Dy2(x，0，t)=Dy3(x，0，t)

吃(毛o'f)=鸭(工，镜f)，砍(而o'f>=唬(五0，f)

q(x，h2，f)=0)2(薯吃，f)，办(工，h2，f)=晚(石，h2，f) (}x|>c)

叮卢l(工，h2，f)=一roll(t)， 岛I(x，吃，f)=一Doll(t) (一c<石<c)

其中ro、‰、H(t)同第三章所示。

5．2问题的求解

把(5-1)，(5—2)代入(3—1)，(3—2)，(3—3)，得：

c。V2⋯V2¨。∥_百aM％∥等=‰争 O=l，2)

Povzq一‰v2诈+‰∥fl_a0)-i—r。∥．萼：o o：l，2)
卵 鲫

∥0)3+eoV2九=岛等
eoV2鳓一蚝V2唬=0

令％=破一鱼q，O=l，23)，(5-09)一(5一12)化为：
‰

V2哆+∥等强可a20)i(H，2)鲫 优‘

v2嫉+∥掣：o (f：l，2)
口y

V2鸭强争
V2吵3=0
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(5-4)

(5-5)

(5-6)

(5-7)

(5-8)

(5—9)

(5-10)

(5-11)

(5-12)

(5-13)

(5-14)

(5-15)

(5-16)
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对时间变量进行Laplace变换，则方程(5一13)一(5一16)化为：

V2q‘+∥孕=J。p2q’
oy

(f=l，2)

O=1，2)

再对X变量进行Fourier变换，方程(5—17)一(5—20)化为：

(5-17)

(5-18)

(5-19)

(5-20)

哆+似乃力=去巧4fo，力∥∥+Bi(s，力矿∥}妇出 o=l，2) (5—21)

％‘(工，y，p)=去凸cf(s，p)P缈+B(sp)Pf2I，p☆出 (f=l，2) (5—22)

鸭‘∽乃p)=荔I巧40，力P钳+B3(s，p弦wp妇出

y，’“y，p)=石I Dc3(s，p弦妒+见(J，p弦唧p咖出

≯’(五y，p)=∥f’(五J，，p)+一eo q。(五y，p)
‰

其中4(s，力，E(J，P)，c『(s，P)，q(s，P)(i=l，2，3)为待定函数，且

(5-23)

(5-24)

(5-25)

‘。：一譬+√i要而，‘。二一譬一√i至而 c5—26，

‰：一譬+防， 铲一譬一厣i
t30：丽P。、，s‘+so‘

八Ⅵ，={弛一篙1 0
。’

(5-27)

(5-28)

(5-29)

：生K
+％K岛=

％中其

lI

．盟砂如

∥

氏

0

}

fI

=

●

●

●

q

％

V

V

V



丁艮人。了=删lj。了==1＼，r匕义 身)且甲 ‘t2．√甲lff 1-L々徙纵U—J川目E例J慢，R‘U’lr帕悟r兀限人剧’3J，扣’巳俐f}州翟!烈J、Y

g。∽_{弛一篙(5-30)0g+(x，p)={————i—一：^r
l

。。

由于q，九在无穷远处为零，故待定常数马O，p)，D3(s，p)为零。把(5—21)一(5—25)和代入本

％’o彤p)=(co矽+％扩罢)’荔1肛。4仅p弦坩+^。忍o，p矽∥p啦出

+‰扩’荔1凸t20C，(s，p)et2mv+乞-口(J，p)PwP一衙出 (5_31)

Oyi*G班p)=(‰扩+罢)’去豇‰4(品p)P‘q‘-EG∽矿∥'咖出

一Koel旁·上一Ett20C，(s，∥缈+f2t Di(s，p弦屯∥矿出 (5—32)

％‘“乃力=(印一鹏+咿肌砻’芴1肛。4bp)∥妒一f30尽(s，力8一∽F蔽出

+％g一庳2-土。。Et5G(s，p)∥一啦(s，p)e一掣矿出 (5—33)

q，化乃p)_(eoe-庳"+蚝eo)‘芴1 D岛。4(马p)∥缈一挑o，p弦一∽]e-"1dx

一‰P胡2’去nsG(卵)矿一啦(卯)P唧p啦出 (5-34)

4：坐血玉掣≥些趟f(5-35)1

(‘1一t,o)Qt

马：鳢血垃掣苎警蛀堂塑／ (5-36)
1

(‘l一‘。)Ql
。

q：业也刊丝等墼型塑(一鱼／+g)(5-37)1

(f2I—t20)Q2 、‰⋯

其中

q：t20eta2[t20(S-。t2．,)e'一．'⋯+t2,(t20-s)e',,',](一eo f+g)(5-38)1

坞l一‰弘乞 ‰
～

厂=÷[厂’(f，p)e埘dt，g=÷fg．(f，p)e细dtJ一硌+c —ls'C

Ql=flo(fll—t30)P．2ttd垃e^^+fll(f30一‘o)P1l屯
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量曼曼曼鼍曼皇量曼曼鼍!曼曼量!曼曼曼曼曼曼曼曼曼詈詈曼曼曼曼量曼曼曼曼曼曼曼曼曼舅曼暑曼吕曼皇皇II 一mm=_=_：mm鼍蔓

Q2=‰(f2l-s)e-2t∞h2e坛h+t2l(S-f20)d2I‘2 (5-41)

由(5-35)一(5—38)，本构方程(3—2)以及边界条件(5—8)得到如下第一类Cauchy奇异积分方程组：

鲁r警+鲁￡挚+詈脚(玑p)一等球砒p)IfJ-c t t
砸艄

究 一x 冗工c —x 霄工c⋯j ‘j

’cn
⋯ ‘ 1⋯

+鱼r K12(x，f，P)g+(f，p渺=一一ro (5—42)J
万-。P

≥￡譬粤一≥￡粤粤+e。。f。K21t t J-c(“p咖，p础
冗工c—x 冗工c —x n

⋯?1

一兰立f K22(而f，p)g+O，p)c打：一—D—o(5-43)J石-c P

兵中：

墨l 2土【u(s，p)一1]sins(t一功出

K12 2K2l 2如2上【u20，p)+1]sins(t—x)ax

％加j1·型盟≮兰半妞出·(1--et'&t )
J I。．一f-。’sI厶

啪∽了1型垫蜂(Al等掣．(1√柏)s —f20弘22

(5-44)

(5-45)

(5-46)

(5-47)

奇异积分方程组(5-42)，(5-43)的单值条件为：

{((o，力‘0(5-48)
lg’(o’p)=o

z拿t=uc，x=rc，f‘(f，p)=，(“，p)，g‘(f，p)=G(u，p)，KF(石，t，p)=如’(甜，，，p)(f，／=l，2)，
积分方程组(5—42)，(5—43)化为：

≥王。挚+釉掣幽+等挑。讥小詈2如_，，，训懈肭
+等k协删哪肛专(5-49’

≥f号竺‰一鲁f号粤如+警f％。‘(“，，，力．F(甜，p)duJ-I r J-i r J-i万 “一 万 砧一 万
⋯ ‘’ 、。
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寡孽曼鼍鼍皇舅舅寰曼,一l—l皇曼曼曼皇曼皇皇皇笪詈量曼璺量曼皇
一等f．硝V删唧胁一譬(5_剐

F(O，p)=0

G(O，p)=0

利用F(O，P)和G(0，P)的Chebyshev多项式展开形式：

厂’(f，p)：，(“，p)=擘粤
、／l一“‘

g砸川-G(帅)=襻

R(u，p)=∑Cr．(u，p)
n=O

s(材，p)=∑o。L(u，p)

(5-5z)

(5—52)

(5—54)

(5-55)

把(5—54)和(5-55)代入(5-49)一(5—52)，并利用Gauss-Chebyshev积分公式，得到如下线性方程组：

善[者+co‰’(rm,ut,P)一iCoteo％’(r。,ul,P)】掣
+善t再eo+柏：+(r。,ul,P)】掣=专伊鳓

善tieio+‰以z一‘(r。,ul,P)】掣一善N t：忑+b鸣z‘cr．,ut,P，】等铲=一譬

争墨亟!盟：0
镭 N

争必：0
乞 N

其中：

铲c0S(磐万)(㈦，2，⋯，N)甜，2∞s【百万)(忙1，2’．．‘，_)
，-=cos(万m石) (册=l，2，一．’Ⅳ一1)

求解(5—56)一(5—59)后即可得到R(约，p)和S(坼，p)(，=1,2，⋯，忉。
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5．3裂纹尖端的温度场

同样，压电介质中温度场为：

‰垆去胁”，％攀r
由几何方程(3-1)，本构方程(3-2)以及式(5—21)，(5-22)，有：

E．‘(毛弘p)=去e缸‘罢【4(J，p矽扩+骂(岛p矽∥F妇凼

(5-62)

+去D．【CI仅p)et加y q．驰，p)∥矿凼 (5-63)

髟-‘“J，，p)=一去e卺‰4(J，p弦w+‘t墨(s，p矽∥p☆凼

一去颤乞。q(s，p)et∞y+乞．DI(J，p)驴∥p一妇凼 (5—64)

q一‘(五只p)=(e15--K'II．意)去e(一动‘[4(J，p矽∥+蜀(s，p矽“，p前出

一‘．-瓦1 e(一厶)·【q(J，p)P‘舻+DI(s，p)∥217p一时凼 (5—65)

q．‘(五y，p)一el$-／【'11，蚝eo)2z石肛。讹p∥+fl一讹p∥户西

一蜀。·石1 e【乞。Cl(s，p)∥∞，+f2。DI。，咖b，'一衙凼 (5—66)

把(5-35)-(5-38)代入上式，并利用(5-56)-(5-59)的解，得到(5-62)中电场强度和电位移强度在

Laplace变换域中的形式解为：

El“y∽=c[善uUt,x,y,P)掣+喜列Ut,x,y,P)掣】(5-67)
砒硼p)．c嘻州ut,x,y,p)掣+善qut,x,y,p)掣】∽68，
D／“y∽=c【善k。@t,x,y,P)掣嚆u％硼p)掣】(5．69)
吼诎p州喜MUl,X,y,P)掣+善剐ut,x,y,P)掣】悟7。，
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其中K硎@，x，Y，p)，K叫∞，x，Y，p)，K捌@，x,y，p)，

具体形式如下：

如似，工，y，p)U=l，2)均为已知函数，

“u,x,y,p)=Reo[盥鲢落箦妞逆．e，Io，
t,od'如It,o“I-t30矽哆!f1 l(t30-t,_o)矿如】

“广flo)q ∥塥幽毪宝芋哟·∥
f20e‘加^2[f20(s—t21)e‘2如+f2l(f20—s)e，2l^2】

(f2l—t20)Q2

如：(“，x,y，p)=n

·et21y]cos[s(cu-曲]ds

f20P’航[f20(s—t21)P‘旋+f21020—s)e‘2l屯】

(乞I一乞o)Q2
．et2,y

一鱼堕盘三每竽竺!鲁擎趟．P钳】cosp(似一x)]ds
(‘2l—t20)Q2

。 一

剐u,x,y,p，=睁型盟毪筹产

(5-71)

(5-72)

一刍!刍Q!：!尘=：竖Q鱼!二鱼坦!兰±刍!!鱼二刍Q型!竺!+红[垒Q尘二垒!坦!兰±垒!!鱼二兰2尘!!．e钳
(fll—tlo)Ql

(乞l—t20)Q2

02l—t20)Q2

·et2沙]sin[s(cu-x)]ds

Mu,x,y,p，=f。【型燮等等攀≯∥
t21It20(s—t21)P‘凼+f2l(f20—s)e如如】

(t2I—t20)Q2
·e'2a]sin[s(cu-n]as

鼬剐’p)=r。(e15-茁11掣必丝落裂妞鹾∥扩

(5-73)

(5-74)

一递必岽tl杂学∥小州逝警嚣t2产叩彬(1一flo)Ql
。 “。

(f2l—o)Q2

一碰垫也掣尝警必∥：1州J(CU--X)№
(岛I一乞o)Q2

。 ‘ “

如z(叫，Y，p)2土Kit【
—，∞ t20et北[t20(s—t2I)∥‘矾+f2I(f20--s)etz,如】

(乞l一‰)Q2
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一鱼睦趣三每娑兰÷系鱼趟．P∽】cos瞰例一曲协(5-76)
(乞l一乞o)Q2

。 。、 “

足咖。c“，毛y，p，=r。cel5--K'I I罢，c鱼正旦壁坦垒堕二之安主兰兰翥善半·g^扩
一型盥％案tlO学矽小州幽掣兰t2秽叩W(^，一地

。“‘

(f2。一。)Q2

一型些也粤孥善也趟．et2tY]sin阪倒一x)]as(5-77)
(f2l—f20)Q2 一

剐u,x,y,p，=∞--K11[型燮谍豪攀∥∥
一剑睑堕兰害竺之鍪建兰鲨兰．ew】出p(cu一石)№(5-78)

(f2l—t20)Q2
。‘ “

同样，通过Laplace变换的数值反演，得到时间域中的电场强度和电位移，然后根据(5—62)

即可求出裂纹尖端的温度场。(5-71)一(5—78)在积分路径上不存在奇异点，可直接进行数值计算。

5．4结果与讨论

考虑材料参数、裂纹尺寸和位置对温度的影响，假设裂纹面Y=0处的压电材料为肋na，

其材料性质：％=44Gpa，q5=11．4C／m2， Kl=128．3x1010C／踟，P=5700Kg／m3，
只考虑电冲击作用，故令ro=0。

图5-2给出了裂纹尺寸对温度的影响，结果表明在时间一定的情况下，温度随c／h的增大而

升高，在波动后趋于稳态。

图5-3说明了裂纹尖端的温度与材料参数有关，结果表明∥的值越大，温度值越大。

图5-4说明了裂纹位置对温度的影响，可以看出：当JIl’／J|II一定时，温度随时问变化的在波

动后上升，且Jll’／Jll的比值越大，温度越高。
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I--

图5-2裂纹尺寸对温度的影响(∥=o．5，鸟=如，％=o，D0=5x104)

图5_3材料参数∥对温度的影响(气=0，JjlI=h2=O．5c，Do=5x104)
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卜

图5—4裂纹位置对温度的影响(∥=o．5，h=O．5c，气=o，珐=5x104)
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结论

第六章结论与展望

本文运用积分变换技术结合奇异积分方程数值解法，求解了三类电冲击下含裂纹的功能梯度

压电带热效应问题，每一种模型都给出了数值算例，讨论了梯度指数、材料厚度、裂纹尺寸、裂

纹位置对电冲击下裂纹尖端温度的影响，说明了电冲击下功能梯度压电材料热效应的不可忽视

性。

展望

尽管断裂动力学问题已经有了很多研究，但是研究功能梯度压电材料和功能梯度压电压磁材

料中裂纹的动态冲击问题还是比较少，特别对于其中的热效应问题还有待深入研究：

1．功能梯度压电材料层合结构中多裂纹的动态冲击问题：

2．功能梯度压电压磁材料中的动态冲击问题：

3．对于力、电、热等多耦合场情况应该作进一步的探讨。
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附录

下面给出本文所用到的Laplace变换的数值反演方法的有关计算公式(giller and Guy)

函数厂(f)的Laplace变换定义如下

F(p)2 j：f(t)e-P'dt
，一

Laplace反演参数P在正实轴上取点

Pk=(屈+l+尼)4 Pk=(屈+1+七)4 k=1，2，⋯，N屈>-1谚>0 (2)

函数厂(f)可用下式近似表示

Ⅳ

八，)≈∑G碍。鼻’[2e一磊。一l】
n=O

其中20属’是如下定义的Jacobi多项式

掣(力=锗(1+矿知叫卅朔
系数c^可由以下方程组来确定

砉而高老黯器丽q唧(见)k=1,2,---鲁(七+l+屈)(七+2+屈)⋯(七+，l+l+屈)“
1““

南哪(‰)
参数屏，4和N的合理选取能使得厂(f)更好被近似。

(4)

(5)
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