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摘 要

时标动力学方程是一个新兴的研究领域，具有广阔的应用前景。其研究历史

最早可以追溯到1988年，德国数学家Stefan Hfiger建立了时标理论，目的是整合

和统一连续与离散的分析．此文发表后受到了各国数学家的广泛关注．时标上的

动力学方程更为一般，包含微分方程与差分方程作为特例．不仅可以描绘连续变

化过程和离散变化过程，同时也可以刻画连续与离散混合的过程，更具现实意义．

对时标动力学方程进行研究，不仅对微分方程(连续)和差分方程(离散)的某些问

题进行统一的处理，而且有助于探讨微分方程(连续)和差分方程(离散J的本质差

异，揭示不同时标的选取对系统的动力学问题及实际闻题解决的影响．目前关于

时标动力学方程的研究绝大多数限于边值问题和振动性，而对于周期性问题的研

究较少．因此，本文主要目的是研究时标动力学方程的周期解闻题．

本文首先利用著名的重合度理论，建立了某些非自治时标动力学方程周期解

存在的判别准则。这些时标动力学方程具有广泛的应用背景，它们能够退化为微

分方程与差分方程情况下的捕食者一食饵系统，竞争系统，单种群系统，单种群

反馈控制系统．不仅能够对以前的微分方程(连续)与差分方程(离散)的周期解问

题进行统一的处理，而且还能包括连续与离散混合的过程，进而有助于揭示微分

方程(连续)和差分方程(离散)的本质差异．其次，通过压缩映像原理，我们讨论

了一类半线性时标动力学方程周期解的存在性和渐近稳定性．其中，我们也探讨

了这类半线性时标动力学方程解的有界性和零解的稳定性。最后，利用线性时标

动力学方程指数型二分性理论，我们获得了高维时标动力学方程周期解的存在性．

在这个过程中，我们也讨论了指数型二分性的一些基本性质，给出了指数型二分

性存在的充要条件，并进一步探讨了指数型二分性的粗糙度理论，证明了如果一

个线性系统具有指数型二分性，那么这个线性系统的所有邻域系统都具有相似的

指数型二分性．同时利用行占优(列占优)等条件，建立了线性时标动力学方程指数

型二分性存在的判别准则．

． 关键词：时标；动力学方程；周期解；重合度；压缩映像原理；指数型二分性；

粗糙度
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Abstract

The theory of calculus on time scales，essentially introduced in seminal work of

Stcfan Hilger，is a new studying field and has tremcndons potential for applications．

The two main features of the calculus on time seales are unification and extension．A

dynamic equation on a time scales is not only related to continuous process or discrete

process but those pertaining to the mixture of continuousness and discreteness．Many

results concerning differential equations(continuousness)carry over quite easily to cor-

responding results for difference equations(discreteness)，while other results seem to be

completely different from their continuous counterparts．The study of dy namic equations

on general time scales call reveal such discrepancies and help avoid proving results twice

—once for differential equations(continuousness)and once again for difference equations

(discreteness)．Recently,in the stud．’dng of dynamic equations on time scales，most of

problems have been focused on boundary value and oscillation．However，there are few

studies to consider the effects of periodicity．Therefore，the principle aim of this paper is

to explore periodic solutions of dynamic equations Oil time Saales．

In this paper，WC systematically explore the periodicity of some non-autonomous

dynamic equations on time scales，which incorporate as special cases many population

models(e．g．，predator-prey systems，competition systems，single species systems and

feedback control systems)in mathematical biology governed by diiferential equations

and difference equations．The main approach is based on a continuation theorem in coin-

cidence degree theory，which has been extensively applied in stud)ring existence problems

in differential equations and difference equations but．rarely applied in dynamic equations

On time scales．Explicit verifiable sufficient criteria are established for the existence of

periodic solutions of such dynamic equations，which generalize many known results for

and discrete population models．This study shows that it is unnecessary to

explore the existence of periodic solutions of continuous and discrete population models

in separate way,and one can unify such studies in the sense of dynamic equations on

II



general t妇e scales．And second，with the help of the contraction mapping principle'and

based on a kind of semi-1inear dynamic equations on time scales，an asymptotically stabIe

Deriodic solution is obtaLined．In addition，we also study the boundedness and asymptotlc

stabil耐of solutions．Finally,as applications of exponential dichotomies of line盯dyn锄垃

e(1uations on time scales，We investigate the existence of periodic solutions of scmi-1inear

and nonlinear higher—dimensional dynamic equations on time scales{and obt趾n neW su卜

ficient criteria for the existence of periodic solutions for such systems·Mea赶whlle，We

also唧lorc 80me basic properties of exponential dichotomies on time scalcs，establlsn

some necessary and sufficient criteria for the,existenoe of an exponential dichotomy,and

present perturbation theorems on the roughness of exponential dichotomies-An expliclt

su岔cient crit嘶a for linear dynamic equations to be exponentially dichotomous will be

developed．

Key w。rds：Time scales；Dvnamic equati。ns；Peri。dic solution；Coincidence缸

gree；Contraction mapping principle；Exponential dichotomy；Roughness
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第一章绪 论

§1．1研究背景及现状

数学家的理想是用数学来描述整个客观世界，分析万物的发展规律，预测将

来的走向．这样就诞生了各种各样的数字，函数，公式等。微分方程和差分方程就

是其中著名的代表。微分方程刻画了事物的连续变化过程，是近代数学中最有生

命力的数学分支之一，在力学、天文学，物理学、生物学、化学等科学中有着广泛

的应用．差分方程是在离散时段上描述现实世界中的变化过程，一般情况下可以

由微分方程经过不同的差分化得到．因此，在微分方程和差分方程之间有着千丝

万缕的联系．经验表明，微分方程的许多性质经过差分化后在其相应的差分方程

中被保留下来．但是，也有许多例子表明微分方程与其相应的差分方程的性质会

有显著的差异．如著名的单种群Logistic方程的正解都是单调的【1]'而它的差分化

虫口方程则有可能出现混沌f2】．一个挑战性的问题是：如何建立一种数学工具去

刻画微分方程与差分方程之间的相似性和差异性．

在现实世界中，有些特殊事物自身的发展可能既有连续变化又有离散变化，如

在某个地区一类昆虫种群(如蚊子)的世代中，在夏天，昆虫的幼虫长成成虫，可

以用连续平滑的曲线来描述整个夏季昆虫的数量．但是在冬天成虫产下卵后，全

部死亡，曲线降到零，直到第二年新的一代昆虫出现。在描述昆虫的种群变化时，

就会出现一系列跳跃的醢线，其中，连续的曲线可以用微分方程来刻画，而间断的

地方就必须由差分方程来计算．因此，单独的微分方程或差分方程都不能准确的

描述这类昆虫种群的变化，于是有必要在一个新的时间尺度上建立动力学方程去

刻画昆虫种群的这种发展变化．

1988年，德国数学家Stefan Hilger开始寻找一种新的方法去研究连续分析和

离散分析的相似性．在总结了二者基本性质的基础上，发现了微积分算法和差分

演算法之间的深层关系，最终建立了一种新的分析理论一时标(Time Scales)统一

和整合了连续分析和离散分析，并发表在他的博士论文【3：中。在此基础上，Hilgcr

还建立了测度链(Measure Chains)上的动力系统挎．这两篇论文发表后受到了各国

数学家的广泛关注，掀起了世界研究时标理论的新纪元．
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1997年，德国数学家Martin Bohner详细探讨了时标理论，并与Ravi Agar-

wal，Allan Perterson等总结和发表了一系列评述性文章【5'6，7，斟．2001年，Bohner和

Peterson共同出版了时标动力学方程(Dynamic Equations Oil Time Scales：An Intro-

duction with Applications)[引．在此书中，作者系统地分析了时标动力学方程|5】，详

细总结了许多深刻的理论结果，如时标的微积分理论13，刳，时标上的指数函数j三

角函数和双曲函数【9]，非线性时标动力学方程解的存在唯一性【10’等，并列举了现

实世界中时标动力学方程应用的一些实例，为进一步研究时标动力学方程奠定了

坚实的理论基础和提供了广阔的应用前景。

时标覆盖了各种形式的时闻尺度．因此，建立在时标上的动力学方程不仅包含

微分方程与差分方程作为特例，描绘连续变化过程或离散变化过程，而且也可以刻

画连续与离散混合的过程，更具现实意义．时标动力学方程在现实世界中，有着广

泛的应用前景。在生态系统中，刻画一类昆虫种群时，如蚊子，蝉magicicada septeil-

deeim(作为卵生活了17年，而作为成虫仅是一周)：u]和飞蛾stenonma canadense(为

卵存活时间为一年，而作为成虫存活时间不足一天)【ll】等，时标动力学方程可能更

准确描述出昆虫种群的变化规律。在研究纽约西尼罗河病毒时，人们一直采用微分

方程进行模拟研究㈦13】．然而，最近通过数据发现，用连续和离散混合的时间尺

度模拟西尼罗河病毒可能是最理想的．美国著名学者Peterson和Thomas利用时标

动力学方程弥合了西尼罗河病毒传播在离散方面和连续方面之间的空隙，并且认

为时标动力学方程模型是理解和控制这种疾病的有效工具【14]．人们在研究传染性

的单核细胞减少症滞后效应时，也认识到连续和离散混合的模型可能会达到更好

的模拟效果【15】．同时，基于全球气候变暖，陆地的覆盖物(冰川，积雪等)随着时

间逐渐消融。如果用动力学模型代替GIS(地理信息系统)模拟这种变化时，在时

间尺度上应该是连续和离散的混合．此外，时标动力学方程在物理【5]，经济【14’16】

等领域也有着潜在的应用价值．

目前关于时标动力学方程的研究，绝大多数限于边值问题和振动性。Erbc和

Peterson【17]在1999年讨论了时标动力学方程的边值问题及相应的格林函数，获得

了许多有趣的结论，避免了边值问题在微分方程和差分方程之间的重复研究．此

后，世界各国学者投入到时标边值理论的研究当中，讨论了在各种边值条件下时

标动力学方程解的存在性问题强19，20，21,22,23,弘251．振动性理论也是时标动力学

方程的一个重要的研究领域．关于各种时标动力学方程振动或非振动的判别准则

被获得【26'27，28，29，30-s1]．中国许多学者也在时标动力学方程边值问题和振动性方

2
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面进行了广泛的讨论和系统的研究，获得了丰富的理论结果。如在边值问题方面，

葛渭高教授132'33，洲，何智敏教授[a5·36，硼，李万同教授陋39，40，41,蚣，翁佩萱教

授【43，44|，朱德明教授㈦蚓，孙建平教授f47：等；在振动性方面，时宝教授㈣，王

其如教授【49，5引，朱思铭教授【51]，张炳根教授【52，53：54】等，为整个时标动力学方程

边值问题和振动性问题的发展做出了卓越的贡献．

时标动力学方程理论的发展还处于初始阶段，很多理论体系还不完善。现阶

段，关于时标动力学方程周期解问题的理论结果还很少，仅有少数的文章涉及到了

这方面的问题．非自治方程的周期解相当于自治方程的平衡点，于是在整个方程

领域的研究中周期解问题占有非常重要的地位。因此，非常有必要对时标动力学

方程的周期解进行系统的研究和详细的讨论．

重合度理论是研究方程周期解存在性的最常用工具之一，已经被广泛应用到

证明微分方程和差分方程周期解存在性的研究之中【55'56,57,58,59,60，61,62,船．众所

周知，导出差分方程一个好的方法就是通过微分方程的差分化。一般情况下，有两

种方法最为常用．一种方法是利用带有逐段常值的微分方程的方法f55j，一种方法

是在微分方程中直接将导数离散化【1]．例如，考虑一个Logistic微分方程模型

圣(t)=r(f)z(f)(1一z(￡)／K(f))．

基于上面两种差分的方法，分别能够得到

x(t+1)=z(t)exp{r(t)(1一z(t)／K(t)))

和

Ax(t)=r(￡)z(￡)(1一z(t)／．}r(￡))．

通过细致的观察，我们发现了一些有趣的现象，即利用重合度理论，研究非自治的

微分方程和其经过差分化得到的差分方程周期解存在性的方法步骤，以及主要的

结论都非常相似．因此，是否可以找到一种统一的方法去研究这类问题。时标动力

学方程的出现为这类问题的统一研究提供了新的契机。时标动力学方程包括微分

方程和差分方程作为特例，既可以描绘连续变化过程和离散变化过程，又可以刻

画连续与离散混合的过程，更具现实意义．正是基于上述思考，2006年，利用重合

度理论，我们探讨了可以退化为捕食者一食饵系统和竞争系统的非自治时标动力

学方程周期解存在性问题删．这类方程统一和推广了微分方程及其经过第一种差

分化得到的差分方程。随后，2007年研究了另一类时标动力学方程的周期解存在

3
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性【65]，它能够退化为许多单种群生物模型．此后国内外的一些学者开始探讨一些

时标动力学方程的周期解，并获得了许多很好的理论结果166，67．68,69,70,71|。对于

微分方程及其经过第二种差分化得到的差分方程，我们首先讨论了一类单种群时

标动力学方程，使之能够在这类方程上进行统一处理[彻．另外，对于第二种形式，

我们也讨论了一类带有反馈控制的时标动力学方程．

时标动力学方程周期解的另一个重要的方面就是它的稳定性．周期解的稳定

性就相当于自治方程平衡点的稳定性，因此无论在方程理论中还是在实际应用中

周期解稳定性问题都具有及其重要的价值．一直以来，Liapunov直接方法是证明各

种稳定性问题最常用的方法，已经大量应用于微分方程和差分方程周期解稳定性

的讨论中．在时标动力学方程中，Liapunov直接方法也被用来去讨论一些时标方程

的稳定性问题r5'73·74，75，76,7引．然而，建立Liapunov函数或泛函需要大量的经验

和技巧，有时并不实用．特别是在讨论周期解的稳定性时，由于非自治时标动力学

方程与时间尺度有密切的关系，于是很难建立起相应的Liapunov函数或泛函去研

究其周期解稳定性问题。这样需要去找到一种新的方法去研究时标方程周期解的

稳定性．近来，不动点定理已经成为探讨稳定性问题一种新的工具和方法，并已经

被应用到稳定性问题研究之中【78f．因此，本文将利用压缩映像原理去研究一类半

线性时标动力学方程周期解稳定性．其中，也通过这一方法探讨了这类半线性时

标动力学方程解的有界性和零解的稳定性．

高维方程周期解存在性是一个非常困难的研究领域，一直困扰着广大学者．线

性方程指数型二分性的出现为这一问题的解决提供了一个新的契机。指数型二分

性理论是自治线性系统的双蓝率概念在非自治线性系统的推广，在非自治动力系

统分析中占有重要的地位，并广泛被应用到周期解f79I蛳．概周期解【79'81,82,83-，伪

概周期解【83，8圳，混沌理论IS5：86，87]等研究之中．最近，指数型二分性理论已经被

著名学者PStzsche[88，89c推广到了线性时标动力学方程，其后一批优秀的结果被获

得，如谱概念【90】，通常二分性【9lj，不变流形阮93．㈦，Hartman—Grobman定理∞刚

等．沿着如此的框架，我们在这方面也做了一些基础性的工作|97】。利用线性时标动

力学方程的指数型二分性理论，研究了高维时标动力学方程周期解存在性．同时，

虽然一些学者已经讨论了线性时标动力学方程指数型二分性的一些性质，但是时

标动力学方程指数型二分性理论还有许多基本理论工作没有完成．因此，在讨论

周期解存在性的过程中，也讨论了指数型二分性的一些基本性质，利用一些方法

和技巧给出了指数型二分性存在的充要条件，并进一步探讨了指数型二分性最重

4
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要的理论一粗糙度理论，证明了如果一个线性系统具有指数型二分性，那么这个

线性系统的所有邻域系统都具有相似的指数型二分性．对比于文献㈣，我们获得

了更加准确的粗糙度指数估计．同时利用行占优(列占优)等条件，建立了线性时标

动力学方程指数型二分性存在的判别准则．

5
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§1．2时标的基本知识

本节将给出本文所需要的有关时标的定义和一些基本定理，更详细的内容可

参考Hilger[3·4|，Bohner和Peterson[5】．

§1．2．1时标定义和时标上的微积分

定义1．1．时标定义为实数集R的任意一个非空闭子集，记为匹．

若a，b∈R，T中的区间[a，6j冒：=江，6】n丌．简记为[口，6j．一个时标既可以是联

通的，也可以是不联通的．因此，我们引入向前跳跃算子和向后跳跃算子的概念．

定义1．2．定义向前跳跃算子仃：T一面为

a(t)：=inf{s∈T：8>￡}，

定义向后跳跃算子P：T—T为

p(f)：=sup{s∈T：s<t)，

定义函数p：T—R+=【0，o。)为

u(t)：=盯(￡)一t．

若z(t)=t，则称t是右稠的倍则称为右散的，；若p(t)=t：则称t是左稠的倍则

称为左散的，；若p(t)<t<口(￡)，则称t是孤立点；若p(t)=f=仃(￡)，则称t是稠密

点。如果T有一个左散的最大值，则定义

酽：』T＼(，，(supV)，sup明supT<oo，
【T supT=o。。

在整篇文章中，为了讨论的方便，总是假设supT=。。．

定义1．3．设，：T—R，t∈T。若比>0，存在t的邻域U卿：对于5>0，

U=(t一正t+6)n可，，使得对所有的s∈U，都有

l[，(盯(t))一，(s)】一，△(￡)p(￡)一s]l≤Ej矿(t)一s|

成立，则称，在t点是△一可微的简记为可微，，，△(∞被称为，在t点的A俊

mtge,)导数．若对所有的t∈T，，在t点都是△一可微的，则称，在可上是△．可

微的．

6
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显然，当T=R时，fA(￡)=，，(￡)与通常的导数一致；当T=N时，，△(￡)=

f(t+1)一f(t)=Af(t)。

下面给出时标上△导数的一些性质．

定理1．1．假设f：T—R且t∈T，则

(i)若，在t点是可微的，则，在t点是连续的；

(ii)若t是右散的且，在t点是连续的，则，在t点是可微的，并且

，△(t)：丝掣
(iii)若t是右稠的，则．厂在t可微当且仅当

lim丝L坐!

存在，并且

fA(归州lira等掣；
(知)若，在f点是可微的，则

，(盯(t))=f(t)+p(t)，△ft)．

定理1．2．假设f，g：T—R在￡点都是可微的，则

(i)f-4-g在z点也是可微的，且

(，-4-,9)△(t)=fZx(t)+gA(f)：

(ii)对任意常数Q，n，：T—R在t点也是可微的，且

(Q，)△(￡)=a，△(￡)；

(iii)fg：T—R在t点是可微的，且

(fg)△(￡)=，△(t)9(￡)+f(cr(t))g△(￡)=f(t)g△(￡)+，△(￡)9(盯(￡))；

(如)若，(t)，(仃(f))≠o：则喜在￡点是可微的，且

(甜归一揣；
7
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(V)若9(￡)夕(盯(￡))≠0，则台在￡点是可微的，且

(甜忙塑铲．
为了引入时标上的积分理论，首先介绍rd一连续的概念．

定义1．4．如果一个函数f：T一袋在T的右稠点是连续的，在左稠点的左极

限存在，则称，是T上的rd一连续函数。所有rd一连续函数所组成的集合记为

C，d=Crd(T)=C，d(T，R)．

若函数f：T—R是可微的且它的导数是rd一连续的，则所有这样的函数所组

成的集合记为

c毛=c毛(T)=c毛(T，R)．

定理1．3．假设f：T—R，则

(i)若，是连续的，则，是rd一连续的；

(ii)向前跳跃算子仃是rd一连续的；

(iii)若，是rd一连续的，则f盯也是rd一连续的；

(沁)若，是连续的且g：T一酞是rd一连续的，则，o g也是rd一连续的．

定义1．5．设F：T—R和，：T—R，若对所有的t∈T，有

F△(￡)=．厂(t)，

则称F是I厂的原函数．此时，定义，的积分为

／／(t)At=F(s)一F(r)’s，r∈T．

引理1．1．每个rd一连续函数都有原函数．

定理1．4．假设f∈Crd(T)，则

(i)对于t∈T，有

／ f(-r)AT-=p(￡)，(t)；

fii)若f△≥0，则，是非减函数．

定理1．5．若a，玩c∈-ⅡI．Q，∥∈贰和，，g∈Crd(T)，则

(i)Z6【Q，(f)+89(1=)|At=a Z6，(￡)△f+p Z6 9(￡)△￡；

8
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At=O：

(iV)若对于所有的a S t<b,有，(t)之。，则Z6，(t)△f≥。；
(V)在【a，b)：={￡∈T：a S t<6)上，有l，(￡)I≤夕(￡)，则

协酬≤知脚．
定义1．6．若a∈T，supT=∞，并且在陋，。。)上，，是rd一连续的，则定义广义

积分为

／∞，(t)△t：=bl-i--m*∞Z6，(t)△c．
如果这个极限存在，就称这个不定积分是收敛的；如果这个极限不存在，就称这个

不定积分是发散的．

§1．2．2时标上的指数函数

这一节将引入时标上指数函数的概念和一些性质，首先介绍Hilger复平面．

定义1．7．对于h>0，定义Hilger复数，Hflger实轴，Hilger交错轴，Hilger虚

圆为

Ch：=

Ah：2

∈c：z≠一去>， R^：=<z
嘞Ⅲ胁⋯一a

∈c^：z∈R口nd：>一丢>，
Ⅱh：={z E Ch：|：+万1|=丢)．

对于h=0，则令Co：=C，‰：=酞，Ⅱ0：=iR，Ao：=彩．

定义1．8．令h>0和Z∈eh．定义z的Hilgcr实部为

Reh(z)：

Hilgcr虚部为

Imh(z)：=

zh+1l一1

h
’

Arg(zh+1)
h

’

在这里，Arg(z)是z的辐角主值仰：一7r<Arg(z)≤7r，．

定义1．9．在Ch内，定义加法。为

z o u：=：+u+zwh；

9
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定义减法e为

z e u：=：o(eu)，

这里铷：=一高．
令h>0，定义z^为

zn：={2∈C：一吾<Im一(z)≤丢)，
对于h=0，定义Zo：=C．

定义1．10．对于h>0：定义柱变换如：Ch—Z^为

岛(z)。云Log(1+z^)，

这里，Log是主对数．对于h=0和所有的2∈C，定义岛(z)=z．

定义1．11．如果P：T_R且对于所有的t∈T有

1+p(t)p(t)≠0，

冤ll称p是回归的。所有回归且rd一连续的函数组成的集合定义为

72=7已(T)=冗(Ⅱ，R)．

定义1．12．若P∈冗，则时标上的指数被定义为

们，s)=唧(／‘‰(卅))△r)，s,t E T,

在这里，靠(z)是定义1．10中的柱变换．

定理1．6．如果P∈冗且t，s，，．∈T，则

(i)eo(t，s)兰1， e,p(t，t)三1；

(ii)ep(盯(t)，s)=(1+p(t)p(t))(墨(t，s)；

(迸’南2 e9p㈤；

(1V)％(舶)2赢2 e却(s，。)；

(V)吻(￡，s)唧(s，r)=ep(￡j r)；

(vi川如h似s)-酬抽)，揣=矧f，s)；
(vii)fep(·，s)】△=脚(-，s)；
(viii)若1+即>0，则对所有的t∈T，有印(t，s)>0．

10
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定理1．7．令P∈Crd(T)，b 2 0，且0．∈R。如果对所有的t∈T，

·t

p(t)≤o+b／p(7-)△7-，
JtO

则对于所有的t∈T，有

v(t)≤aeb(t，to)．

§1．2．3时标上的矩阵函数

定义1．13．令．4是匹上一个"f'gt×礼阶矩阵函数．若A中的每一项都是rd一连

续的，则称A是rd一连续的．所有m×n阶rd一连续矩阵函数组成的集合伪似于

定义1．4)记为

Crd=C，d(ar)=Crd(．Ⅱ'，R”×“)．

若A的每一项都是可微的，则称A是可微的，记为

舻=(n会)ls{<仇．19≤。

定理1．8．A，B是可微的n×竹阶矩阵函数j 0=：8是常值，则

(i)A仃(￡)=A(￡)+p(f)A△(t)；

(ii)(aA+3B)△=aA△+pB△；

(ifi)(AB)△=A△B口+AB△=AaB△+A／,B．

定义1．14．若一个n×n阶矩阵函数A对所有t∈T满足

j+p(t)A(￡)是可逆的，

则称A是回归的．所有回归且rd-连续矩阵函数所组成的集合傍目似于定义1．11)

记为

冗=n(v)=冗(T，R似死)．

定义1．15。如果A，B∈冗(可)，则定义A e B为

(A o B)(￡)=A(t)+B(t)+p(￡)A(t)B(￡)；

eA为

(eA)(t)=一fJ+p(t)A(f)]一1A(f)．

定理1．9．若A．B∈冗(-Ⅱ．)，则

(i)eo(t，8)三I， eA(t，t)三J；

】1
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(ii)eA(盯(t)：s)=(I+肛(t)A(￡))eA(t，s)；

(iii)eA(t，s)e^(s，r)=en(t，r)；

(访)若en(t，8)与B(t)是可交换的，则eA(t，s)eB(￡，8)=eAeB(t，s)．

定义1．16．如果对任意X∈c(T，R”)何上连续函数组成的集合，，g(t)=f(t，z(￡))

是rd一连续的，则称．厂：T×R“一醒n是rd-连续的．

一
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§1．3本文的工具

本文中，将作如下的假设；

·存在常值)(使得sup舻(￡)=x；

·T+=f0，oCJ)n T，1，=min{T+}，L=【毋，t9+。]n T；

·定义R”中的范数是f。。范数，即：蚓=sup kI，z∈舻．

现在给出一个本文需要用到的引理

引理1．2．设tt，t2∈L且t∈匹．若g：T—R是。一周期的，则

，挖+u ，K+u

9(t)≤g(t1)+／ lgA(s)|△s 和 g(t)≥9(f2)一／ {9△(s)|△s．
t，K JK

证明．我们只证明第一个不等式，第二个不等式同理可证。因为g是。一周期

的，不失一般性，仅需要证明不等式对于t∈L成立．若t=t1，则不等式显然成立．

若t>t1，则有

从而

若f<t1，可得

绯)叫∽鳓∽刊¨l=眨^啦sl
≤√e 19△(s)J△s≤Z“+“19△(s)l△s，

g(t)s g(t-)+ZK+。|g△(s)|△s．

9(￡·)一g@)≥一Ig(￡·)一9(t){=一lZ“夕△(s)△si
2一／“I夕△(s)IAs>--jrK+。I夕△(s)l△s，

这说明

g(t)≤9(￡1)+／ IgA(s)iAs．
．，K

注1．1．若冒=R，则不等式中的积分就是标准的黎曼积分，若T=z，只1l引理

1．2能够退化为文献!碉中的引理3．2．

下面将给出本文用到的一些定理．首先介绍重合度理论．

设x．z是赋范向量空间，L：Dom L C X—z为线性映射，Ⅳ：义一z为连

续映射。如果dimKerL=codlinImL<+。。且ImL为z中闭子集．则称映射L

13
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为指标为零的Fredholm映射．如果L是指标为零的Frcdholm映射且存在连续投

影P：X一义及Q：Z—z使得ImP=KerL，ImL=KerQ=Im(I—Q)，则

L}Dom L n KcrP：(j一户)x—ImL可逆，设其逆映射为Kp．设‘2为x中的有界

开集。如果QⅣ(孬)有界且Kp(I—Q)N：豆一x是紧的，则称Ⅳ在豆是L一紧的。

由于ImQ与KerL同构，因而存在同构映射J：Im Q—KerL．

定理1．10(重合度延拓定理f991)．设L是一个指标为零的Fredholm映射且Ⅳ

在孬是L一紧的?如果

(a)对于任意A∈(0，1)，方程Lz=ANz的解满足：《aQ；

(b)对于任意z∈aQnKerL，有QNz≠0，并且deg{JQN，QnKerL，o)≠o；

那么算子方程Lz=Nz在DomL n孬内至少存在一个解．

设x是一个实的Banach空间，P是x的一个锥．在P中引入一个序关系≤，

即z S y当且仅当y—z∈P。如果一个映射P：P_【0，。。)是连续的且对所有的

z≤妙(。，可∈P)有p(z)S p(可)，则称P是连续增泛函．对于正常数d，定义下面的集

合

P(p，回={z∈尸：Pl(x)<d)．；

aP(p，d)={z∈P：p(x)=d)：

P(P，d)={z∈P：p(z)≤d)．

如果一个映射P：P—f0，o。)是连续的且对所有的z，Y∈P，f∈[0，1】，有p(tx+(1一

Oy)≥tp(x)+(1一￡)p(妙)，贝lJ称P是连续凹泛函．对于正常数r，R且r<R，定义下

面的集合

只=．[z∈P：lIxll<7．)；

戽={z∈P：；JzI}≤r)；

PCp2．，r，R)=．【z∈P：r≤p2(z)，Ilz；|≤冗)．

定理1．11(Avery-Henderson[100】)．令P是Banach空间x中的一个锥．设

Q和7是P上的连续增泛函，p是P上的非负连续泛函，Z(0)=0，且存在c>0

和M>0，对于任意的z∈F而i，有

7(x)≤p(z)≤a(z)和lIzll S MT(x)．

14
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假设存在一个全连续算子T：≯雨习_P和0<乜<b<c使得对于任意的7r∈[0，l】

和z∈OF(3，6)，都有

／，(7rx)≤7rp(z)

以及

(i)对于任意z∈OP(．y，c)，7(Tx)>c；

(ii)对于任意x∈oP(,Sj∞，3(Tx)<6；

(iii)JP(0：，n)≠仍且对于任意X∈OP(a，o)，a(Tx)>n．

则T在万ii万内至少存在两个不动点z1和z2且满足

a<a(X1)，Z(z1)<b，b<口(z2)，7(z2)<c．

下面是Avery and Hcnderson不动点定理的一个推论[101]

定理1．12．令P是Banach空间x中的一个锥。设Q和'是P上的连续增

泛函，声是P上的非负连续泛函，Z(o)=0，且存在c>0和M>0，对于任意的

z∈尸(一『，c)：有

7(z)≤p(z)≤Q(z) 和 IIxl|S MT(x)．

假设存在一个全连续算子T：歹百习一P和0<口<b<c使得对于任意的7r∈[o，1]

和z∈oP(a∞)，都有

Z(Trz)S 7rp(z)

以及

(i)对于任意。∈ape：c)，7(Tz)<c；

(ii)对于任意z∈cgP(∥。6)，3(Tx)>b；

(嫩)P(Q，n)≠彩且对于任意。’∈oP(n，a)，a(Tx)<a．

则T在F丽内至少存在两个不动点zl和。2且满足
n<D(z1)， 卢(z1)<b，b<口(。2)， 7(x2)<c．

定理1．13(Leggett—Williams【1021)．令z：磊一岛是全连续算子，砂为P

上非负连续凹泛函且对于任意z∈磊，西(z)S Ilxll。假设存在0<r<rl<r2≤R

使得

(i){z∈P(西，r1，．r2)：西(z)>rl}≠O，且对于任意z∈P(币，rl，r2)，毋(Tz)>r1；

(ii)若z∈戽，则lITxl{<r；

(iii)z∈P(西：7．1，R)且lITxll>r2暗含矽(丁。)>，’1．

15
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则T在岛内至少有三个不动点z1，z2，z3满足

z1∈只，z2∈{z∈尸(多，r1．R)：西(z)>r1) 和X3∈户k＼(P(西jrl：R)U戽)

定理1．14(压缩映像原理【103】)．设(X．d)是一个完备的度量空间，P：X—x

是一个压缩映射仰：存在一个0≤A<1使得d(P(叫，P(可))≤．kd(x，可)，z，Y∈x，，

则P在x内有唯一的不动点．

定理1．15(Schauder不动点定理【1叫)．设E是一个Banach空间，Q为E中

非空的有界闭凸集，圣：Q—Q是全连续算子，则垂在Q中存在一个不动点。

16
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§1．4本文的主要工作

本文主要研究时标动力学方程的周期解．

具体章节安排如下：

第一章是绪论，综述了时标动力学方程的发展历史，研究现状，以及取得的主

要成果，列举了时标动力学方程在实际生活中的一些具体实例，指出了它在生物，

物理，经济等领域具有广阔的应用前景，介绍了当前时标动力学方程在边值问题

和振动性方面的主要研究成果，着重讨论了时标动力学方程在周期饵方面的一些

工作以及目前理论缺陷，说明了本文研究工作的重要意义。我们还介绍了本文需

要用到的一些时标上的定义和定理，如时标上的微积分理论，指数函数，矩阵函数

等，并且给出本文需要的一些主要工具，如重合度理论，不动点定理等，为本文周

期解的研究提供了必要的理论基础。

第二章是重合度和时标动力学方程周期解存在性．基于重合度理论，主要讨论

了—些时标动力学方程周期解存在性．这些时标动力学方程不仅统一和扩展了微

分方程与其两种不同的差分化(利用带有逐段常值的微分方程的方法和在微分方

程中直接将导数离散化的方法)得到的差分方程，而且还可以退化为许多生物种群

模型。如具有Beddington—DeAngelis功能性反应，Holling型功能性反应，半比率依

赖功能性反应的捕食者一食饵系统，带有偏差变元的一般铊种群Gilpin-Ayala竞

争系统，以及一些单种群模型。避免了在这些微分方程和差分方程模型周期锯问

题的重复讨论，同时还可以在更丰富的时闻尺度上探索生物种群或群落．此外，利

用重合度理论和一些不动点定理，也研究了一类带有反馈控制的非自治时标动力

学方程多个周期解存在性问题．

第三章是压缩映像原理和时标动力学方程周期解稳定性．这一章中利用压缩

映像原理证明一类半线性时标动力学方程存在一个渐近稳定的周期解．在这个过

程中，也探索了这类半线性时标动力学方程解的有界性和稳定性．一致有界，一致

最终有界的判别准则被建立．特别是，讨论了这类时标动力学方程零解渐近稳定

的充要条件．最后，作为应用，研究了一些在实际中已经被广泛讨论的具体实例。

第四章是指数型二分性和高维时标动力学方程周期解存在性．利用线性时标

动力学方程的指数型二分性，建立了高维时标动力学方程周期解存在的判别准则．

我们定义了线性时标动力学方程指数型二分性，并探讨了它的一些基本性质，如

线性时标动力学方程指数型二分性存在的充要条件，Liapunov函数与指数型二分

性之间的关系，及非齐次线性时标动力学方程有界解与其相应的齐次线性时标动

17
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力学方程指数型二分性的关系等。通过不同的方法和手段，着重讨论了指数型二

分性最重要的粗糙度理论，获得了线性时标系统的所有邻域系统都具有相似的指

数型二分性的结论。同时，利用行占优(列占优)等条件建立了线性时标动力学方

程指数型二分性存在的判别准则．最后，作为指数型二分性的应用，获得了高维时

标动力学方程周期解存在的充分条件．

最后，在总结和展望中，系统的概述了本文所获得的主要研究成果和创新点，

提出了将来有待进一步研究的问题．

18
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第二章重合度和时标动力学方程周期解存在性

§2．1引言

近十年来，数学生物学已经取得了辉煌成就，特别是在种群动力学方面。种群

动力学最早开始于1920s，主要研究种群是怎样和为什么随着时间和空间的变化而

变化，详细讨论了它与外界物质环境的复杂关系二105】．广大学者收集了大量种群变

化的实际数据，尽力去揭示其内在的机制．数学模型能够表现和描述单个种群或

者生物群落某些方面的现象，特征和状况．一个复杂的生物种群问题可借助数学

模型转变成一个数学问题，通过对数学模型的逻辑推理、求解和运算，就能够揭示

其内在的本质规律，达到对生命现象进行研究的目的t11．例如描述单个生物种群

增长的Logistic方程；描述捕食者与食饵两个种群相互关系的Lotka-Voltcrra方程

等。此外，大多数自然环境是高度变化的，如季节等。越来越多的证据显示一些种

群或生物群落在其生物因素和变化的物理环境之间有着复杂的关系[106]．因此，单

个种群或生物群落的数学模型不仅依赖于自身的种群密度或其它生物种群密度的

变化，还依赖于外界物理环境的变化．当外界环境被考虑进去时，数学模型必须是

非自治的．考虑外界环境的因素，可以利用模型参数随时阿变化的性质．例如，可

以假定参数随季节的变化是周期的或是概周期的．当认识到物理环境随着时间的

振荡是影响种群或生物群落的一个关键的因素时，就必须从理论上去预测生物种

群振荡的特征．

一个基本而重要的闯题是证明一个带有周期环境变化的生物种群模型是否存

在一个全局稳定的周期解，这就相当于证明一个自治模型是否存在一个全局稳定

的平衡点．因此，有必要寻找在什么条件下非自治系统存在一个全局稳定的周期

解。在这方面，许多优秀的理论结果已经被获得。然而，通过细致的观察，发现

了一些有趣的现象，郎利用非自治的微分方程和其经过两种形式的差分化得到的

差分方程(见1．1节)描述生物种群变化时，研究它们各自数学模型周期解存在

性的方法，采用的工具，以及主要的结论都非常相似．其中，重合度理论就是二

者在证明周期解存在性时所采用的最重要的一种方法和工具。在非自治微分方程

及其相应的差分方程中，重合度理论已经被广泛地应用到周期解存在性的讨论中

【55．56，57．58,59,60-61，62,631，并且证明方法，步骤都及其类似．因此，基于重合度理
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论，对于微分方程及其相应的差分方程，是否可以找到一种统一的方法或工具去

研究二者周期解存在性问题．

时标动力学方程的出现为这类问题的统一研究提供了新的契机．时标方程包

括微分方程和差分方程作为特例，既可以描绘连续变化过程和离散变化过程，又

可以刻画连续与离散混合的过程，更具现实意义．特别是在现实世界中，有很多生

物种群无论用连续时间或者离散时间都不能很好的描述其变化的性质(见1．1节)．

时标动力学方程为我们提供了在更丰富的时间尺度上探索各种客观事物的平台．

本章将基于重合度理论，讨论一些时标动力学方程周期解存在性．这些时标

动力学方程具有广阔的应用背景，它们能够退化为在微分方程与差分方程情况下

的捕食者一食饵系统，竞争系统，一些单种群系统，单种群反馈控制系统．不仅能

够对以前的微分方程(连续)与差分方程(离散)的周期解问题进行统一的处理，而

且还能包括连续与离散混合的过程，进而有助于揭示微分方程(连续)和差分方程

(离散)的本质差异．
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§2．2捕食者一食饵系统和竞争系统时标动力学方程

在这一节，将利用重合度理论去讨论一些可以退化为微分方程或差分方程情

况下的捕食者一食饵系统和竞争系统的时标动力学方程周期解的存在性．因此，这

一节分为两个部分进行讨论：捕食者一食饵系统时标动力学方程和竞争系统时标

动力学方程。

§2．2．1捕食者一食饵系统时标动力学方程

捕食现象在自然界中几乎无处不在，是构成整个生物群落的最基本的关系之

一。捕食者一食饵系统的动力学关系已经被广泛地讨论，并一直在生态学以及数

学生物学研究中占据最核心的地位【10Z．理解捕食者一食饵动力学关系是生态研究

中的一个核心目标，其中捕食者的功能性反应是捕食者一食饵关系中最重要的部

分．一般情况下，功能性反应被分成两种类型：食饵一依赖型和捕食者一依赖型。

食饵依赖型意味着功能性反应仅与食饵有关系，而捕食者依赖型意味着功能性反

应与捕食者和食饵都有关系．虽然捕食者依赖型跟实际数据更加相近一些，但是

到现在为止还没有一种功能性反应能适合所有的捕食者一食饵系统，并且理论研

究已经显示具有捕食者依赖的功能性反应与具有食饵依赖的功能性反应的捕食者

一食饵系统具有本质的不同．因此，将基于重合度理论去研究可以退化为具有不同

功能性反应的捕食者一食饵系统的时标动力学方程周期解的存在性．

为了研究时标动力学方程的周期解问题，本章假设时标霄为u一周期的，即，

t∈T意味着￡士u∈T。一些周期时标的例子如下：

， ·、

R，Z，U[2k：2k+1]，U U{膏+吾1}．
kEZ ☆∈ZhEN～

’’，

由已有的结论㈣，知

令

盯@士。)=盯(￡)-4-u，p(t±u)=p(￡)士u，p(t士u)=肛(￡)．

扩=s御up9(‘)，gZ=tiE苎9(‘)，￡∈T
二

歹=丢厶如灿=M～小汹，
其中g∈C。d(T)是。周期函数．
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x≯A(⋯t)=a(t矗)舢-b(∞酬∞H二蕊秽‰’亿。，!，△(归卅卅丽丽筹篱犏， 卜“’

万，-d，7。>0和b(￡)。c(t)，，(t)，乜(￡)，p(t)≥0． (2．2)

=，，．、 篇，‘、『．，。、 L，。、=，．、 c(f)雪(亡) 1孟’(。)=奎(。’ln@)一6(。)童(。)一五百巧_=Fi玟；蔷i盖≯‰J，L 一、’， ⋯、’，～、’， ，、’，口、一，J

趴归绯)卜)+而高‰]'
矛(，+，)=童(t)exp[n(t)一6(t)叠(t)一五巧F；_夏务挈‰]，
鲫删训唧卜，+而高‰卜

』u=矽，秽+驯n T，

．蚕=当厶如)△s=珂扣如)△s，
其中9∈Crd(町是一个u周期函数，即，9@+u)=夕(￡)．

为了研究(2．1)的周期解，首先把问题嵌入到重合度理论框架中．定义

j∥={(“，t，)∈c(v，袋2)：u(t+u)=u(t)，v(t+u)=u(t)，Vt∈面}，

№t，)Il=mt∈』a。x Itl(￡)I+爨警⋯I，(缸，u)∈∥，
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易证2。是一个Banach空间．令

互胃={(u，V)∈五掣：西=0：可=o)，

j譬={(扎，口)∈．彩u：(牡(t)，tI(t))兰(^1，^2)∈1R2，t∈T}，

则易推出剐和掣都是∥的闭线性子空间，P。=嚣e掣，且dim掣=2．
定理2．1．假设(2．2)成立．若

i丽>0和(7一动”)(石丽)expf一(石羽)u)一否孙“>0，(2．5)
则(2．1)至少有一个u周期解．

证明．令X=Z=Pu，并且定义

Ⅳ㈦捌
n(￡)一6(f)exp{z(t)卜而厅而瓜c(雨t)ex砑p{y下(t)而}翮

剥+鬲而意鞣群犏
￡匕]=[基]，P圈=Q[习=[习．

则

Ker￡=掣，Im L=剐，dimKcr L=2=codimImL．

因为剐在P卅中是闭的，所以三是一个指标为零的Fredholm映射．同时，易推
出P和Q是连续投影且有

Im尸=KerL，ImL=KerQ=Im(j—Q)．

进一步，可推得逆映射(对于L)Kp：Im L—KerP n Dom L存在且满足

％匕]=K二习，其中xc∞=Z‘zc8，△s和以幻=Z‘∥cs，△s．
则

QN

B Z秽+。[口(t)一6(t)exp{z(t))一；夏i厂j=-万i巧l耋c篓(‘鼻．){u蓑．xip；'笋t y笔V兰．与I‰]△t上 卜)“(。)exp{z(’)卜而万而瓜而两再币瓜而而j△。珂如卜，+丽丽筹器‰]岔
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和

(川一珂¨c川皿)薪

(川一暂～c川皿)两
显然，QN和％(J—Q)N是连续的。因为x是一个Banach空间j利用Arzel色-Ascoli

定理：对于任意有界开集Q C X，能够推出坼(，一Q)Ⅳ(豆)是紧的．而且Q人r(豆)是

有界的，这样对于任意有界开集Q c X，N在西上是弘紧的．

为了应用定理1．10，现在必须我到一个恰当的有界开集Q．对于算子方程

Lx=AⅣz，Ly=ANy，入∈(0，1)，

有

z△(t)=入l(t)一6(r)exp{z(z))一石巧F；了玎巧{曼多篆荨S擎等竺去刁厕]，
(2．6)

可△(t)=A[一dct)+夏巧F；j面万毫善等耋君鹗兰字号毛丁鬲；五而]．
对于任葸入∈(0，1)，假设(z，Y)∈X是(2．6)的任惹一个解．在p，秽+u】上，积分

(2．6)，得到

乱一厂¨v k、。一砌忆I c√(t“l c⋯xplry‘U“¨Ij． 1 At乱2上∽唧雠)}十雨i丽面丽丽币瓜币两j,

孔=厂[丽丽筹鬻犏卜

一

一

△

△

△

△

曲

0

M

舰

Z

Z

u

Ⅳ

¨

¨

，f移厂口：托M

．旧

阻

一

一
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由(2．6)和(2．7)推得

Z毋+。IT△(t)l△￡≤A[Z毋+。}口(f)l△t+Z一+。6(￡)exp{z(t)}△f
+广而丽器瓣瑞丽丽卅

=入(i币f)u<(石了面)u，

广旷∽阻≤A『。愀圳△t+广而丽器瓣‰△刁
：A(万了两)u<(否了两m

因为(z，Y)∈x，所以存在矗眈∈限猡"vi-u】，i∈{lj 2}，使得

z(∈1)2
t∈pm，柏in+。]z@)’z(，71)2￡∈mp，a—x+卅z(。)，

(2．8)
y(＆)2 t∈詈O幻+w]可(。)， 剪(啦)2。∈鬻棼。】耖(。)‘t∈仃． t∈i秽．秽+u】

础≤广卜)exp似¨)+籍卜矗嘶‰))+而．
根据条件(2．5)的第一部分，石>0必须成立，并且有

砌舱·n{孚卜．
利用引理1．2的第二个不等式，得到

，秽+叫

x(t)≥z(771)一／ Iz△(t)l△t>z1一(诵)u=：凰． (2．9)
-，毋

另一方面，根据(2．8)和(2．7)的第一个等式，可获得

K,O+w

勖≥／ b(t)e)(p{z(f1))．△t=孔eXp{z(∈1))，
√毋

即‘z(剐≤1n<萼>=：L-．利用引理1．2的第一个不等式．有
，秽+u

x(t)≤z(￡1)+／ }z△(亡)|△t<Ll+(诵)u=：H1，
√舌
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同时，由(2．9)可知

t∈mp，a酬x ix(。)}≤m觚{IHl I，IH2I}=：B1．

从(2．8)和(2．7)的第二个等式司知酞．广两器带端丽眺厂丽碉f(t)eHI &

四e出2灰万了兀面网’
于是 exp{搬。))<掣．
由此可推出7一邳‘>0成立，进而可得

y(＆)≤ln(7-dSl)e"1}=：L。．
因此，通过引理1．2的第一个不等式，有

暑『(￡)≤y(已)+／ IyA(￡)i△t<L2+(万干丽)u=：风． (2．10)

由(2．7)的第二个等式可得

孔≥广再东黯誊‰△t
之广万匆g丢丽龇

由此可得

(7一劲“)半exp{一(吾j=-两)u)一百a让
e)(1){剪(叼2))≥————L可F———一=：鹾·

通过(2．5)的第二个部分，可推知g>0且秒(t72)≥lnff耋)=：12。由引理1．2的第二个

不等式，有

剪(f)≥∥(抛)一／ i可△(t)lAt>12一u(ijj可)=：凰．

由(2．10)可导出

嘲ma删x ly(。)I≤max{IH3t，IH41}=：岛·

’
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显然，B1和岛都与A无关．令B=B】+岛+玩，其中B3充分大以至于

B3≥|11l+ILll+|12{+lL2I．

下面考虑代数方程

石一 秽+。五可万j=_万再i_u夏c(笔‘圭)石ex丐p鼍．t犏yI △t=。，石一 z)-：币厅丽面丽了丽面丽乱=o，
(2．11)

讲丢广鬲而f面(t)ex再p{x}丽而扯。，
其中(z，Y)∈R2，Ⅳ∈【0，1]是一个参数．类似上面讨论可得对于12∈f0，1j．(2．11)的

任意解(矿÷Y‘)都满足

Z1 S z4≤L1 和 12≤∥’S L2． (2．12)

现在定义

Q={(z，Y)∈x：II(x，y)ll<B)．

则容易推知Q满足引理1．10的条件(a)．若(z，Y)∈aQnKerL=0flnR2，则(z，Y)

是R2中的一个常值向量且满足lI(z，v)lJ=㈦+川=B．利用(2．12)与B的定义，

可知

QN H：
【Yj

椭exp{小丢广丽丽篱碧‰而△t
．_+当f～而而而f(t)e而xp{z厕) △￡

因为ImQ=KcrL，所以J=j．为了计算Brouwer度，考虑同论映射

三‘，(z，Y)=uQN(x，可)+(1一v)a(z，剪)，∥∈【0，1】，

其中

G(x，y)=

万一石cxp{x)

a一珂～而丽而f(t)c耵xp{z}而而△￡

王

由(2．12)‘容易证明对于∥∈[o，1卜有0 g H．(Ofl n KerL)．而且可以推出代数方程

G(z，Y)=0在R2内有唯一的一个解．根据同论不变性，直接计算可得

deg(．IQN，QnKerL，0)=deg(QN，QnKerL，0)=deg(G，QnKcrL，0)≠0，

27
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其中deg(·，·，·)是Brouwer度．到现在为止，已经证明了Q满足定理1．10的所有条

件。从而Lz=Ⅳz至少有一个解在DomLn瓦中，也就是说，(2．1)在DomLn豆内

至少有一个u周期解．定理证毕．

注2．2．若T=R或者T=Z．则(2．1)就是连续或者离散的具有BcddingtOil--

DeAngelis功能性反应的捕食者一食饵系统．定理2．1转化为文献[10s]中定理3．2

和文献[1091中定理2．1．

注2，3．若Q(￡)兰0，则(2．1)简化为具有比率依赖功能性反应的捕食者一食饵

系统．此时，若再令T=R或者T=z．则(2．1)能够转化为连续或者离散的具有比

率依赖功能性反应的捕食者一食饵系统。这时定理2．1统一和扩展了以前的一些

结论(55‘5 81．

例2．1．考虑两个昆虫种群卜个是撼食者，一个是食饵，，它们在一年中温暖

的时间都是连续生存的卜年中温暖的六个月，，而在冬季死亡．这时它们产下卵

儆者蛋，，直到第二年开始孵化，从而开始新的一代。因此，这两个种群可以用下

面的时标表示

T=U【2k，2k+1】周期u=1．
矗∈Z

如果这个捕食者一食饵系统具有Bedding-ton—DeAngelis功能性反应，并且参数满

足(2．2)和f2．5)，则由定理2．1可推得这个系统存在一个1周期解。

下面考虑可以退化为具有Holling型功能性反应的捕食者一食饵系统的时标动

力学方程

篓刮=’焉淼笋： ∽㈥可△rr，=一dct，+f；等筹毒揣， -“纠
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通过类似于文献【110·1，1J的讨论，容易得到下面的结论。因为证明过程中的许

多细节与Beddington—DeAngelis功能性反应相似，在这里具体细节被省略。

定理2．2．若7>m-’孑和瓦>黑唧{瓢)，则(2．13)至少有一个u周期
J一。nr u

解．
r ， 1善

定理2·3·若7>m”a和石>石i厂二纛|c)(p{2酗)，则(2·14)至少有一个u周r一”'”n

期解．

考虑可以退化为具有半比率依赖功能性反应的捕食者一食饵系统的时标动力

学方程

丁△(t)=a(t)一b(t)exp{x(t)}一c(t，cxp{x(t)})exp{y(t)一zp))，
，．、

yA(t)=d(t)一e(t)唧{可(t)一z(t))，

其中c(t：z)是食饵依赖的功能性反应，它包含下面的五种功能性反应

m㈤z；拦；历m(t)xn舵2；高‰；邮)(1一exp{一A硼．
在(2．15)中．假设下列条件成立．

(H1)n，b：d，e∈Crd(冒，R+)都是u周期函数；

(H2)c：T x醒+一R+是rd一连续的，关于第一个变量是沪周期的，关于第二个变

量是可微的，对于任意￡∈T，塞似z)>o，且赛(t，T)是有界的；
(H3)存在一个“，周期函数co∈C，d(T)满足c(t，z)S Co(t)z；

(H4)存在一个0,3周期函数C1∈C，d(T)满足c(t，z)≤q(t)．

利用类似于文献159，62]的讨论，可以得到下面的两个结论。

定理2．4．假设(H1)，(H2)，和(H3)成立．若否虿>丽刁cxp{再露玎F研)。)，
则(2．1．5)至少有一个u周期解．

定理2．5．假设fHl)，fH2)，和(H4)成立．若ef->q五．则(2．15)至少有一个u

周期解．

注2．5．若令T=酞或匹=z，则(2．15)可以转化为连续或者离散的半比率依赖

功能性反应的辅食者一食饵系统【59'60，矧，定理2．4和定理2．5统一和扩展了以前

的一些结果【59·6引。

§2．2．2竞争系统时标动力学方程

竞争系统也是构成整个生物群落的最基本关系之一，并且已经被广泛地讨论

和研究。
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考虑可以退化为带有偏差变元的一般n种群Gilpin—Ayala竞争系统的时标动

力学方程

可笋(￡)=n(￡)一∑ao(t)cxp{Oijyj(t)}，i∈{l⋯2⋯凡)， (2．16)

其中n，au∈C。d(V，R+)，f，J∈{1，2⋯．，礼)都是。周期函数且带有正的上下确界．

注2．6．若T=R或T=z且设识(￡)=exp{yi(t)}，则(2．16)简化为连续或者离

散的带有偏差变元的一般佗种群Gilpin—Ayala竞争系统

r 扎 1

姒-P t)=删№)一∑。巧(￡煽坩“l，i∈仲⋯棚)I，￡∈R
L j=l j

或

绯圳吲悃∽一挚㈣c删钆卜n 2⋯柚¨眩

因此．我们可以把(2．16)看做带有偏差变元的一般n种群Gilpin—Ayala竞争系统时

标动力学方程．这个模型具有普遍性，包含许多时标生态模型作为特例，例如，若

n=1和％三1．则(2．16)是一个logistic时标动力学方程；若％兰l，则(2．16)是

一个经典的佗种群Lotka-Volterra竞争系统时标动力学方程；若对于i≠J，％三1，

则(2．16)是经典的Gilpin—Ayala竞争系统时标动力学方程．

为了获得结论：我们延续类似于定理2．1的讨论，定义下面的形式：

』∥={∥=(虮．Y2÷⋯：‰)∈C(T：R竹)：y(t+_)=可(￡)，Vt∈T)，

恬忙{喜(眇㈤I)2)l／2’剪一
容易证明髟。是一个Banach空间。令

互辔={拶∈』夕。：可=o)，』譬={Y∈．汐。：y(t)三h∈Ⅱ＆”，t∈F)．

则嚣和掣都是∥的闭线性子空间，∥=剐e掣，且dim掣=n．通过与
定理2．1和文献矧中定理2．1类似的讨论，有

定理2．6．若代数方程

9r让，=0一j壹=l％《玎)。x，=。
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存在有限个解札’=(乱；⋯．，让：)∈j82；满足u；>0且∑。。sgn如(tt+)≠0，又假设

n> ∑硝
j=l，J≠≤

(黟√％州蛹乩
成立，则(2．16)至少有一个u周期解．
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§2．3单种群时标动力学方程

这一节，将证明两类一维时标动力学方程周期解存在性．第—类时标动力学方

程可以统一和扩展微分方程和它经过第一种差分化得到的差分方程，第二类时标

动力学方程能够统一和扩展微分方程和它经过第二种差分化得到的差分方程．同

时，这两类一维时标动力学方程都可以退化为一些单种群模型．

§2．3．1 第一类单种群时标动力学方程

考虑一维时标动力学方程

zA(t)=G(t，exp{z(91(￡))】l，exp{z(伽(t)))，⋯，

唧‰(槲厂2 c㈤exp㈨渊，
‘2‘17)

其中

(H1)G：T×R时1一R，a(t，·)在R蚪1内是连续的，对于t是。一周期的，即对于任

意让∈R“+1，f∈T，c(t+u，孔)=a(t，让)．

(H2)gi：T—T，l≤i≤n，c：T×T—R蔼t足吼(t十u)=gdt)和c(t+w，s+u)=c(t 8)，

且／ c(t：s)△s是一个rd-连续函数。

注2．7．设童(t)=exp{x(t)}．令T=R．贝1J(2．17)能够变为具有偏差变元的非自

治微分方程

州=础)G(撕(州啪矧洲))．⋯j牙㈨啪，￡c(t'班(s)ds)，
令T=Z，则(2．17)可变为差分方程

雄川训唧M讹mn揪儿⋯捌删，。曼m㈡郧，”
上述带有偏差变元的连续和离散系统已经被一些学者很好的研究[112]．

为了研究(2．17)周期解的存在性，首先把问题嵌入到重合度理论框架中。定义

』∥={t‘∈C(T?R)：札(t十u)=仳(f)，Vt∈T)， lluIl=理擎l乱(t)l，u∈互∥．
‘℃』o

不难证明(∥，||．|f)是一个Banach空间．令

』辔={札∈∥：百=o)，j掣={乱∈』罗Ⅳ：t正(￡)三h∈R，t∈玎)．

则易证留和掣都是∥的闭线性子空间，且∥=掣。掣，和dinl掣=1．
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定理2．7．令(H1)和(H2)成立．假设

(H3)存在一个常数M>0使得对于任意u周期函数。：T—R．若

广G(旧似引啪)'．⋯酬枷)))，伫雄，s)exp州s)}△ts)扯。，
则

厂*酬哟水)))⋯一似删)．￡m㈡唧似讲△s)忙M；
(H4)存在常数A2>A1>0使得若ui 2 A2，1≤i≤n+1，则

广G(驰¨⋯‰，￡∞㈡帅△s)揪。；
若0<啦≤Al，l S i S n+1，则

f～G(Ⅻ¨⋯‰￡雄卅帅△s)奶。．
则(2．17)至少有一个。周期解．

证明．令X=Z=∥，定义

Nx=G(t，exp{z(9t(圳H⋯唧{z(鼽(啪>，￡c(t，s)exp{z(s)}△s)，
Lx=z△，Px=Qz=虿．

则

KerL=掣，ImL=豸，dimKerL=1=codimImL．

因为嚣在∥中是闭的．所以L是一个指标为零的Fredholm映射．同时，易证
P和‘7都是连续投影且满足

Im P=KerL，ImL=KerQ=Im(I—Q)．

进而，可逆映射(对于L)蜘：ImL—KcrPnDomL存在且满足

蜘X=：g--至，其中童(￡)=Z’z(s)血．
则

QNx=言广G(如吡渤㈣)}’⋯脚似删)：仁础瑚eXp似讲△占)△z



东北师范大学博士学位论文

和

脚(，一Q)Ⅳz=Z。(Ⅳ瑚s)△s一三f札r(№)(s)△s△t
—t-vq-1／．¨。(⋯沁、)瓦

显然，QN和Kp(r—Q)N是连续的．因为X是一个Banach空间．根据ArzplbAscoli

定理，容易证明对于任意有界开集Q C x，瓦页Fi万万而是紧的。而且，Q人『(豆)是

^扣AG(t’ex巾(删))，⋯，exp似础)))，￡印，s)exp{如))厶)． (2．18)

广G(测砌m)))⋯．，ex巾(删)’￡“如蛔似m△s)扯o．(2．19)

．，f一+"ixa(t)lAt<_入f+。lG cf，eXp：z(gz c￡，，，⋯’’、}
。2．2。，

exp{z‰(‘)))，上。c(‘，s)eXp{z(s))△砂i△。≤M’

z(∈)2 t∈lmin。x(t)和z(t7)=mt∈aLx z(‘)· (2·21)

朋19+w G(tj exp{础m)))⋯．，exp{如∽))，￡印瑚exp{如))△s)△￡<。，．，d 卜z(删)h，如㈣，／_。。c(郇)exp{如))△8)越钏’
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m删ax Iz(t)l=m矧a。x[z(￡)I<max{I h1(A2)+MI?[In(A1)一MIj：=A3
。

、

定义

Q：={z∈X：lIxll<B)，

其中

B：=max{A3，I ln(A，)⋯n(A。)|}．
显然，Q满足定理1．10的条件(a)．若z∈aQnKerL，则通过(H4)，可得

QNx=珂～G(t’exp似“啪H⋯
唧M批))}，￡c∽s)ex出(s))△s)△t≠0．

由Im0：KerL可知J：，．为了计算Brouwer度．考虑同论映射

日(|，，z)=∥z一(1一v)QNx，∥∈[0．1】．

对于任意z∈aQnKerL，∥∈【0，l】，有xH(vjz)>0，从而日(∥，z)≠0．通过拓扑度

的同论不变性，可得

deg{JQN：Q n Ker L：0)=deg{QNx，Q n KerL，o)=deg{x，Q n KerL，0)≠0，

其中dog(．，．，．)是Brouwer度。现在已经证明了Q满足定理1．10的所有条件。因

此，Lz=Nx在DoraLn豆中至少有一个解．即，(2．17)在DomLn孬中至少有一个

u周期解。定理证毕．

通过类似的讨论，还可以获得下面的两个结论．

定理2．8．令(H1)-(H3)成立．假设

(H5)存在常数A2>A1>0使得若u／≥A2，1 S i≤79,+1，则

广G(Ⅶ¨⋯‰￡球㈡帅△s)奶。；
若0<蚴≤Al，1 S i≤n+1，则

广G(细¨⋯‰￡印㈡M△s)瞅。
则(2．17)至少有一个。周期解．
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推论2．1．令(H1)一(H3)成立．假设存在一个常数A>0使得若孔i≤A，I≤i≤

几+1：则对于任意t∈L：有

G(t，e⋯⋯_“，￡雄，咖岍l△s)>。，
G(纰咄·，⋯，e叫n，￡c化咖嘞¨△s)<。

G(，＼，，e钍t，⋯，c缸n，．，厂--2C—YO—cct，一，eun‘1△s)<。，
G(如讪t⋯．，e叫n，￡础㈡e川¨1△s)>。．

则(2．17)至少有一个u周期解．

下面．考虑一个更加简单的纯量时标动力学方程

产(￡)=G(￡，cXp{z(9(￡))】．)， (2．23)

其中G：T×R一Ⅱ乏和g：面_面都是u一周期的．

通过与文献m】相似的证明，得到

定理2．9．假设存在常数Bja，p>0使得

(H6)若蚓≤B，则／ JG(t，ex)lAt<∥；或者，若蚓>B，则xc,(t，，)>o；

’圣f融h。 fe÷。r由+∞ rtI÷o

(H7)若z<一B，则／ G(f，矿)△￡>一口；或者若z>B，则／ G(￡，e。)△t≤Q

则(2．23)至少有一个。一周期解．

最后，为了解释主要定理的一些特征，考虑下面的时标动力学方程

Ⅳ△∽钏∽一萎啡)exp{N(删}一上oo雄一)exp{Ⅳ(s好厶， (2七4)

” ，t

l=l

胪@)_酢)-缈。)ex-p{Ⅳ(鲰@)))’㈣刊崭蒜揣，
㈣刊一壹i=1拦舞鬻‰，

N△(￡)=a(t)十b(t)exp{pN(g(t)))一c(t)cxp{qN(g(t))}，畔归r(t)-掣， 、J、，、}，、，、J

5

6

7

8

9

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2，I、，fk，l，J、，f～



东北师范大学博士学位论文

其中a，a{。b，bi，c，Ci，nK：Ⅱ一R都是rd一连续，叫一周期函数且满足万>0，c(t)>0，

ai(t)≥0，酶(t)≥0，龟(t)≥0，K(t)>0，r(t)>0，g：T—T和g／：T—T都是。一周期

的．且P，q，疗都是正常数满足q>P，而且，c：T×T—R‘满足c(f+u，s+u)=c(t，s)．

／c(t，s)As是rd一连续的。
’，一％

根据定理2．7，定理2．8，和定理2．9．可推出

定理2．10．(2．24)．(2．25)．(2．26)．(2．27)，(2．28)，(2．29)都至少有一个u一周期解．

注2．8．令T=R或者面=z且矛(￡)=exp{x(t)}．则时标动力学方程(2．24)一

(2．29)能够简化为连续或离散的带有偏差变元的非自治Logistic方程[113，114]!带

有偏差变元的乘法Logistic型方程【115，1161，带有偏差变元的食物限制单种群模型

【117，11 8i，带有偏差变元的Michaelis—Mcnton型单种群增长模型[113，110]．带有偏差变

元的Lotka-Volterra型单种群增长模型[114t 120]，和非自治Gilpin-Ayala单种群模

型321]．

§2．3．2第二类单种群时标动力学方程

这一小节，研究第二类单种群时标动力学方程的周期解，它统一和扩展了微

分方程与其第二种差分化得到的差分方程。

考虑下面的单种群时标动力学方程

z△(t)=z(t)【n(t)一．90，z(t一丁l@))，⋯，z(t一‰(t)))】，t∈匹， (2．30)

其中

(H1)a：T一(0j oo)和g：T×(R+)”一R+都是rd-连续，∥一周期函数．而且，g(￡，·)

对于固定的t∈T，在僻+)n内是连续的。

(H2)几：T一酞+和rift 4-。)=n(t)满足t一兀@)∈T，1≤{≤n．

若T=R和T=z：则(2．30)可以简化为下面的连续【122：或离散∞】的模型

和

癣(f)=z(t)fn(t)一a(t，x(t—n(￡))，⋯，。(t一％(t)))】，t∈R，

Az,(t)=z(￡)陋(t)一夕(t，z(t—n(t))，⋯．z(}一砀(f)))】，f∈z．

为了研究(2．30)周期解的存在性，首先把问题嵌入到重合度理论框架中。定义

∥={越∈c(v，R+)：¨(蚪u)=秕(t)，Vt∈可)，Ilu||_m吲a。x Ju(吼u∈∥·
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易证，(∥，|J．||)是一个Banach空间．令

』辔={“∈』夕u：西=o)，j掣={u∈j∥：乱0)兰h∈ⅡE+，t∈T)．

则掣和掣都是髟。的闭线性子空闯且满足彤。=嚣。掣，和dim掣=1。为
了获得(2．30)的先验估计，我们介绍几个引理．

引理2．1．假设g是rd一连续．叫一周期的，则

ft+w 固电o

l g(s)As=l g(s)As，t∈T．
‘，￡ ．，毋

证明．令f=秽+佗u+r，0≤7’<u，则由此推得

ft+u： f秽+nw+r+w r0七t七o

／ 9(s)△s=／ 9(s)△s=／ g(s)As
dt 3电七札。七t J电÷’

=+wg㈤蚺Z，如m一厂如汹
=d+w g(s)△s．

引理2．2．若x(t)是(2．30)的一个非负u周期解，则

+m：i，nx(t)≥6llxll，其中6=e∈'n(秽+u，侈)．
‘C1u

证明．因为z(盯(t))=z(t)+p(￡)T△(t)，所以有

z△(t)=n(t)(z(盯(￡))一u(t)x△(f))一x(t)g[t，x(t—n(￡))，⋯，x(t一％(z))】．

这个时标方程等价于下面的系统

(1+口(t)p(￡))z△(f)一n(t)z(盯(t))=一x(t)g[t，x(t—n(t))，⋯，x(t一％(￡))]．

由l+a(t)tt(t)≠0廿J得

z△(￡)一鼎z(仃(t))=一蒜9ft，z(t—n(t))，⋯，z(t-％(t))】．
则 ≯㈣+oax(叩))一蒜卵，雄一种n⋯，邢一础))-．
在上面方程的两边同时乘以eea(t：秽)，可得

(eea(f，口)z(￡))△=一榭9陋，z。一n(t))，⋯，z(t一‰(t))】．



一

～

～

’

从f到t+。积分：则有

从而

令

x(t)ee。(￡．秽)(ee。(t+u，t)一1)=一Z‘+u专揣夕(s?z(s—n(s))，⋯，z(s一％(s)))△s，
p÷∽

z(f)=／
．，f

铲蜘
2，

J1，

则可推出

eoa(s，￡) z(s)

1一ee。(秽+u，t，)1+a(s)u(s)

ee口(s：￡) z(s)

9(s，x(s—I-1(s))，⋯，z(s一％(爿)))△s

1一ee。(秽+u，秽)1十a(s)u(s)

根据(2．31)，得到

和

c(t，8)=
e咖fs，t)

g(s，z(s一丁1(s))，⋯，zCs一％(s)))△s．

1一eGa(毋+u，秽)’
t≤8≤t+u，

zIt-<A2毋+。羔夕(8，。(8一n(s))，⋯，z(t一％(s)))△s
。m∈，in。z(t)≥A。Z秽+。羔g(s!z(s—n(s))，⋯，z(t-丁h(s)))△s

因此，有

纠min咄)≥知zIt=址
现在考虑(2．30)的正周期解存在性。

定理2．11．假设(H1)和(H2)成立．若

(H3)存在常数尬>舰>0使得若uf≥M2，1≤i≤n，则

g(t：t上l。tt2，⋯，t工札)>口(t)，t∈L

和若0<％≤M1，1 S i≤n，则

g(t，Ul，it2，⋯，Un)<act)，￡∈L．

(2．31)

雾熬
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则(2．30)至少有一个正u周期解。

证明．令x=Z=∥且定义

Nx=。(￡)fn(￡)一9(￡，。(￡，n0))，，．．，z(z一‰(￡)))】，

Lx=z△，Px=Qz=密．

则

KerL=掣，Im￡=掣，dimKcrL=1=codimImL．

因为嚣在∥中是闭的，所以L是一个指标为零的Fredholm映射。同时，易证
P和Q都是连续投影且满足

ImP=Ker L，ImL=Kcr Q=Im(1一Q)．

进一步，可逆映射(对于L)KP：ImL—KerPnDomL存在且满足

Kp(z)：岔一至，其中童(t)：厂‘z(s)△s．
√t，

则

QⅣz=言Z一十u z(s)【口(s)一夕(sj z(s—n(s))，⋯，z(s一丁h(s)))：△s

和

． KP(J—Q)Ⅳz=Z‘(Ⅳz)(s)△s一丢Z毋+。Z‘(Ⅳz)(s)△s△￡
一(川一珂～c㈨△z)醌

显然，QN和耶(J—Q)N是连续的。因为X是一个Banach空间，根据Arzel菇-Ascoli
定理，容易证明对于任意有界开集Q C x，Kp(I—Q)Ⅳ(豆)是紧的．而且，QⅣ(西)是

有界的。因此，对于任意有界开集Q c X，N在孬上是￡紧的．

为了应用定理1．10，现在必须找到一个恰当的有界开集Q．对于算子方程

Lx=ANx，Ly=ANy，入∈(0，1)，

有

XA(t)=Az(∞江(t)一g(t，x(t—q(￡))，⋯，z(t一‰0)))】． (2．32)

假设z∈x是(2．32j的任意一个解。利甩引理2．2，可以得到

rm∈Lin
z(。)2 IlzIIeeAa(1，+u，毋)·
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因此，有

mi，nx(t)≥6llzll．
tE厶。

在区间限秽+“】上积分(2．32)，则有

，毋+o

／ z(t)b(f)一9(t，z(t—n(t))，⋯，z(￡～％(f)))!△￡=0．

(2．33)

(2．34)

下面，将证明IIx(圳J<等．假设这个结论不成立，即川列≥丁M2，则由(2．33)可知

根据条件(H3)，有

minx(t)=粤班z(t)≥6llxli≥M2．
tET t∈L⋯ 一

夕(￡，o(t—n(tJ)，⋯，z(t一％(f)))>口(t)，t∈T．

这与(2．34)相矛盾，于是可得悔(圳l<等．同理，利用(2．33)，∽34)和(H3)，有
￡m∈Lin

z(。)>5M1．

定义

Q：={z∈x：6尬<球)<等，t∈L)．
易证i￡满足定理1．10的条件(8)．若z∈Oft nKer厶，则z：6蝇或z：-尬7-，予是有

QⅣ。，=丢Z谚+。z(耳)[n(s)一夕(s，z(s一71(s))，⋯，z(s一％(s)))]△s≠。
而且?由IⅡlQ=KcrL推知．，=J．为了计算Brouwer度，考虑同论映射

日(职z)=p(丢(6Af，+等)一z)十(1一∥)QⅣz，∥∈fo，1]．
对于任意z∈触KerL：∥∈[o，lj，有日(扩，X)≠0．根据拓扑度的同论不变性，可得

deg{JQN，f2nKerL，0)=deg{QNx，QnKerL，o)

=deg{l(sMl+等)飞QnKe比o)
≠0，

其中deg(·，·，·)是Brouwer度。现在已经证明了Q满足定理1．10的所有条件．因此

Lz=Nx在DoraLn甄内至少有一个解，即(2．30)在DoraLn西中至少有一个正u

周期解。定理证毕．

通过与上面类似的讨论，我们可得到下面的结论．
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定理2．12．假设(H1)和(H2)成立．若

(H3)存在M4>地>0使得如果ut≥M4，1≤i≤n，那么

g(t，u1，It2，⋯，T‰)<口(t)，t∈L

和如果0<Ui≤地，1≤i≤佗，那么

g(t，Ul，'／12，⋯，让n)>口(t)，t∈L．

则(2．30)至少有一个正u周期解．

为了解释主要定理的一些特征，我们研究一些单种群模型的正周期解存在性．

考虑下面的单种群模型

z△(t)=口(t)z(t)[1一兰垒麦专丢孚卫]， (2．35)

产(￡)=z㈨n(￡)一∑铆(t)z(t一％㈣】。 (2．36)

丁△ct，=口ct，zct，[1一垂帮]， c2．37，

以恻啦㈣l卜喜鬟淼瑞|’ 仁38，z△(t)=n(f)z(f)l 1-∑荐筹蒹三‰I， (2．38)
L l=l J

^归邢，卜一(器)。1' 仁39，

其中a，oi，q，K：Ⅲ．一R是r一连续，u一周期的且满足a(t)>0，ai(t)≥0，岛(￡)≥

0，K(t)>0，0>0．同时，对于1≤i≤仇，有矗：T—R+，rdt+w)=曩(￡)，t一霸(t)∈T．

令T=风或T=z，(2．35)．(2．39)能够简化为连续或者离散的带有时滞的Logistic

模型【13’带有多个时滞的Logistic模型[122-12引，带有偏差变元的Michaclis-Mcmon

型单种群增长模型【113，11舛，非自治Gilpin—Ayala单种群模型【121】．根据定理2．11，

能够推出

定理2．13．(2．35)一(2．39)都至少有一个正u周期解．
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§2．4带有反馈控制的时标动力学方程

在真实世界中的客观事物总会受到各种意想不到的外界因素的干扰，从而会

导致一些数学模型参数的变化，如生物种群的内禀增长率等．一个重要的问题就是

一个客观事物是否能够抵制这些无法预料的外界扰动。这样带有反馈控制的数学

模型具有重要的现实意义，并在微分方程中已经被广泛地讨论【124，101,125,126|．因

此，本节首先利用Avery'-Hendcrson不动点定理和Lcggctt—Williams不动点定理建

立下面带有反馈控制的非自治时标动力学方程多个正周期解存在的判别准则

一(。?2 r‘攀一(。，艘⋯， (2．40)
ttA it)=一6(t)uo(￡)‘+77(￡)z(￡)，

、 ’

其中，：冒X R2一R和r，6，77：T一(0，。。)都是rd_连续，u一周期的．

另外，基于重合度理论，我们也将考虑一个更一般的带有反馈控制的非线性

时标动力学方程(2．41)的周期解存在性

搿篓揣‘‰础，， ∽41，
u△(t)=一6(f)秕盯(￡)+町(t)z(t)，

、

其中，：T×Ⅱ乏2一R和民，7：T一(0，。。)都是rd-连续，叫一周期的．

为了获得(2．40)两个正周期解存在性，我们做一些必要的准备．

引理2．3．若“(￡)是(2．40)第二个方程的任意一个u周期解．更lJ有

位(￡)=，‘+。K(￡，s)即(5)z(s)△s：垒(皿z)(t)，(2．42)
其中 K(t,8)=瓦T器，t≤s≤￡+_．

证明．首先，考虑系统

t正△@)+6(t)u仃(f)=叩@)z(￡)．

在上面方程的两边同时乘以e6(t，秽)，易证

(e6(￡，秽)Ⅱ(t))△=e6(t，秽)叩(f)r(￡)．

从t到t+叫积分，有

让@+u)e6(t+u，秽)一u(t)e6(t，秽)=／ e6(s，秽)叩(s)z(s)△s：

，t+o

‘，t
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根据条件．可获得

t￡(￡)=／ K(t：s)t7(s)z(s)△s．
1，t

同时‘可得

A2事丽再葡1≤K(‘：s)?7(s)se6【仃十u，t7)一
‘

‘’

e6(f+u、￡)叩2 e6(移+u，t，)叼z ^

丽两i可j 2丽再五万j爿^’
显然，(2．40)有正u蔺期解等价于

z△(￡)=7'(￡)z(￡)一f(t，z(￡)，(虫z)(f))， (2．43)

存在正u周期解．现在，假设如下的条件成立．

(H1)对于(t，V，皿口)∈．Ⅱ’×R x R，有f(t，u：雪F)≥0．

(H2)对于任意E>0，存在常数A>0使得对于任意V1，V2∈R，lt，1一睨l≤入有

f(t，Vlj皿口1)一f(t，"V2，霍t，2)I<E，t∈L

为了研究(2．40)周期解的存在性，必须把问题嵌入到定理1．11和定理1．12的

框架中．定义

X={z∈c(v!R)：z(￡+u)=z(t)，t∈匹】．．

如果定义范数IIxll=sup iz(t)l，那么x是一个Banach空间．由(2．43)推知

(ee，(t，t，)z(￡))△=一ee，(盯@)，秽)，(￡，z(f)，(雪z)(￡))．

则z(t)e舒(t，t，)在T上是减函数。对于z∈x，从t到￡+u积分，有

z(￡)：厂2+。G(f，盯(s))，(s，z(s)：(皿z)(s))△s，
J￡

其中 G(t，盯(s))=i=；端，t≤s≤t+。
和

易垒F霸拦祟‰蚓娜胚再扔蛔．
设

P={?∈x：x(t)≥011=11jt∈L和z(t)eer(t，t，)在Ⅱ上是减函数}，
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其中秽=旦帮．显然，尸在X内是一个锥．对于z∈P和t E T，定义一个

算子T为

(Tz)(t)=／ a(t，盯(s))，(s，z(s)，(Vx)(s))△s．

引理2．4．T：P—P．

证明．显然，(Tx)(t)是一个连续函数且(Tx)(t+u)=(TxJ(t)。同时，有

ftg+u

11TzlI≤B1／ ，(s，z(s)，(霍z)(s))△s

和

()之岛广m州删㈤胁≥鲁lITxTx)(t "5-IITxllDl
叫例．( )之B2／ ，0，z(s)，(皿z)(s))△异≥ =p|iTz|{．

1，廿

此外，能够得到

((T。)(，)ee，(t，毋))A----y(t,x(t)，(雪z)(r))[f{}耋揣一i_=；考热]
=-ee，(仃(f)，O)f(t。z(t)，(mz)(t))

因此：Tx∈P．

易证z是(2．43)的一个正u周期解的充要条件是z是T在P内的一个不动

点。选取荨，e∈T满足移≤f<(≤移+u．定义P上非负连续增泛函a。p和，y如

下：

，y(z)2((It／<la订X+。eer(t，秽)z(t)=eer((，秽)z(e)；

荆2惑e钉(。，秽)z(。)=eer(洲z(()；
a(。)。悲eer(㈣z(。)=e伊刚)z(∈)·

显然：对于任意z∈P，有

7(z)=p(z)≤a(r)．

此外?对于任意z∈P，还有

7(z)==ee，((，t，)z(<)≥eo，((，o)oIIxlt，

于是

㈣s er((，秽)言，y(z)，z∈P．
最后!能够得到

p(7rz)=7r∥(z)，0 S 7r≤1， z∈P．
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定理2．14．假设存在常数o，6和c满足0<n<6<c使得

‰<若6<餐c
或

⋯<等““比(警)2删k
且f满足如下的条件：

(V1)对于

A2,,,Sc秽e裟是滁手妻篡心既吲洲刊r((，毋)≤(mz)(￡)≤A1。丢e，(e，毋)，
。。n”‘。1

有，(￡，zff)’(mz)(￡))>≠；
(V2)对于

p譬0t、秽’专二‘?≤吾erg’芦I 。∈pj秽+u】
A2,．oSber((，毋)≤(里z)(￡)≤A1u暑e，((，毋)，

‘

有f(t，z(￡)，(霍z)(￡))<；b-；

(V3)对于

A2w口a蒙e巢谶意A w￡-纛ze∽，蚓洲刊，@，秽)≤(皿z)(￡)≤ l“，(∈，毋)，
‘。h一。。’

有r(t，z(z)，(毋z)(z))>导，
其中

A(=eer((，秽)／ G心盯(s))△s，

√沁。
k=eo，(f，秽)／ G(f，盯(霹))△s，

r<=eer(e，毋)M’’～G((，口p))△s+Z‘G((一。，仃(s))△司．
则(2．43)至少有两个正u周期解．

证明．为了将我们的问题嵌入到定理1．11的框架中，将证明分为如下的几步．

1．算子z：珂而一P是全连续的．
根据(H2)，对于任意∈>0，存在常数A>o使得对于任意廿I，眈∈豫，!vl-沈l S A，

有

I”湖，蚧1)一f(t，t12，蚧2)I<击￡∈L．
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对于上面的E>0和A>0，若。，Y∈P且忙一训<A，则对于t∈L，有

rf，十W

I(乳)(f)一(T可)(t)l≤B1／ l，(s．z(s)，(霍z)(s))一，(s．可(s)，(Vy)(s))IAs<E
I，一

这说明丁是连续的．

现在，证明T是一致有界和等度连续的。对于z∈甄瓦可得-y(x)=e钟((，t，)z(()≤
c．则

|Izl|≤护z(()≤口e，(<，秽)c：=L．

利用(H2)，对于e=1和X，Y∈砑i酉．存在常数A>0使得当晒一训<入时，可知

|f(g，z(t)，(cx)(O)一f(t，y(￡)，(皿可)(t))l<l，t∈L．

选择常数N>0使得L／N<A．对于z∈瓦丽，定义∥(￡)=(z(t)z)／N，i=
0，1，⋯，Ⅳ，则

IIxi_z《-I忙翟l警一掣掣bII专≤专<入
和

If(t，z‘(￡)，(雪T‘)(t))一f(t，Xi-1@)，(虫zi一1)(f))l<1，t∈L．

因此，对于t∈L，可以得到

．Ⅳ

f(t，z(￡)，(皿z)(t))I≤乏二l，(￡，z‘(t)，(霍∥)(t))一f(t，∥一10)，(m。‘一1)(t))l+If(t．0，o)
i=l

<N+sup lf(t，0，0)}垒Q．
蜒L，

由此可得

同时，有

，秽+u

Tzi|≤B1／ ，(s，z(s)，(皿z)(s))△s<B1uQ．
．，移

((丁z)@))△=／ G△(t，仃(s))，(5，。(s)，(皿z)(s))△s
J秽

+G(盯(t)，o(t+u))，(t+u，x(t+u)，(皿z)(t+u))

一G(盯(￡)，盯(￡))，(￡，z(t)，(虫z)(￡))

=r(t)(n)(t)一f(t，z(∞，(皿z)(t))．
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因此，有

I((丁。)(￡))△l≤rIllTxll+If(t：z(￡)，(皿z)(￡))l≤r。BlwQ+Q

这说明T是一致有界和等度连续的．由Arzel／t-Ascoli定理可推出算子丁是全连续

的。

2．定理1．11的条件(i)成立．

设z∈OP(7，c)，则7(z)=e舒(<，秽)z(e)=c．因为恻f≤(1／e)z(t)，对于t∈

【(，t，+。】，有

z(t)≥ellzll≥pz(C)2口ce，(<，毋)

和

z@)≤lixll≤e，((，毋)吾7(z)=吾er((，移)．
同时?易证

A2w6ce．r((，秽)冬(皿z)(f)≤A1_号erK，秽)，￡∈【(，t，+u】·
根据(V1)，得到

7(Tx)=ee，(‘，秽)(n)(<)=e泖(‘，秽)／ G(e，仃(s))，(s，z(s)，(皿z)(s))△s

>ee，((，毋)云Z移+。G((，矿(s))△s=c．
3．定理1．11的条件(ii)成立．

对于z∈aP(fl，6)，p(z)=ear(e，O)z(O=b和f∈限移+u]，容易获得

x(t)≥Ollxl{≥钯(()2 8be，((，秽)，

卸)剑zII≤e水，秽)吾鼬)一鲁er(洲)
和

k

A2wOber(e，毋)≤(皿z)(￡)s A1u吾er(e，毋)·
由(V2)推得

3(Tx)=ee，(<，秽)(T_)(e)=emor((，秽)／ G((，盯(s))，(sjz(s)，(霍z)(s))△8

_ee水∽M～+￡)G((，小册(s，小)．(嘶叫
<e舒(<，。)[Z移+。G。，盯(s))△s+Z‘G((一u，仃(s))△s]毛=6．
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4．定理1．11的条件(iii)成立。

显然，P(a，a)≠0。对于．72∈OP(a，a)和a(z)=eOr(f，秽)z(f)=a，类似于上面的

讨论，对于t∈‰t，+u3，可有

z(f)≥ellxtl≥口z(f)≥口凸e，(s，毋)，z(t)≤|}z||s er(f，秽)吉Q(z)=罟er(车，毋)
和

A2。6IⅡe，(∈，秽)≤(mz)(t)≤A1u詈e，(∈，秽)．
根据(v3)，有

(x(Tx)=e。r(∈，t，)(7■)(∈)=ee，({．秽)／ G(∈，盯(s))，(s，z(s)，(皿T)(s))△s
，之+u

J∈

>锄㈦一)羲厂嘶∽出一
综上所述，定理1．11的所有条件都成立．因此，r至少有两个不动点，也就是

说，(2．43)在瓦而内至少有两个正周期解。1和z2使得
z1(f)>ae，({，移)， 2l(<)<be，(<，t9)， z2(()>be，((，秽)， z2(()<CC，(<，猡)．

类似于上面的讨论，令S：(∈T满足t5I≤∈<<≤秽+u，并且在P上定义非负

连续增泛函n，口和1如下：

7(z)。瞪min(eOr(删z(。)=e沙(‘，口)。(<)；
p(z)_(<m劁ax蛳eel(t,#)z(t)=e印((，猡)z(e)；

a(z)。￡<mt_-觚O+w eer(㈣z(‘)=eer(㈤z㈣

对于任意z∈P，容易证明

7(z)=卢(z)≤Q(z)，IIzll s er(<，秽)言7(2)，p(7rz)=7r卢(z)，0≤7r≤1·

根据定理1．12，可以得到下面的结论

定理2．15．假设存在a，b和c满足0<a<b<e使得

。<口<等er(<㈣6<丽A202F：“袄)c
或者

。<。<等““)6<(等)2 er(“)c’

且厂满足如下的条件：



东北师范大学博士学位论文

(V；)对于

曰ce,(L)≤z(。)≤号er(e，?)． t∈p。椤+u】
A2．JOcer((，秽)≤(mz)(￡)≤n一五L．e，((，秽)，

‘ ’

有f(t，z(t)，(mz)(￡))<素：

(V；)对于

移6唧‘(’秽’≤z‘。’≤吾er‘(’?x t∈K，毋+u】
A2wObe，((，t，)≤(皿叫(￡)≤A1叫丢er((，tg)，

有f(t，z(￡)，(霍z)(t))>熹；

(V§)对于

戮怎湍i篡a魏aA2wSae n蚓舢刊，(毒，毋)≤(皿z)(￡)≤Alu=e，(专，秽)，
。 。

有f(t，z(t)，(皿z)(￡))<百a，

其中

A：=ee，((，毋)[Z锣+u G(<，盯(s))+Z‘G((一u，盯(s))△．●，
r：=e9r((，秽)／ G(<，盯(s))△s：

T；=ee，(∈，拶)[Z毋+。G(∈，盯(s))△s+Z‘G(f—u，盯(s))△s]．
则(2．43)至少有两个正u周期解。

由定理2．14和定理2．15可推得(2．40)至少有两个正周期解。

考虑时标动力学方程(2．40)三个正u周期解存在性问题。首先，假设下面的

条件成立．

(H3)，(￡，"1，地)对于(口l?t12)∈R+×R+，t∈T，是非减的．

设

P。={z∈x：z(t)≥t，Jlxll}．

显然，P’是X的一个锥。

定理2．16．假设(H1)一(H3)成立．而且存在正常数r，7．1，R满足0<r<rl<R

使得

B驯地supf(t,R,AlwR)S R，B叫挺Lsup．f(t,r,AlWr)<r，助￡∈inLf f(t,rl,A2wrl)>rl·
t∈』。 t∈』_ 【tJ。

则(2．40)至少有三个正u周期解．

50
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证明·定义一个泛函咖：P’_【o’o。)且≯(z)2蹴z(f)·显然，西是一个非负
连续凹泛函且对于任意z∈户蠢，有移(z)≤恻l。同时，定义一个算子丁。为

，￡+o

(丁‘z)(￡)=／ G(￡，cr(s))，(s，z(s)，(虫z)(s))△s，z∈户+．
‘，t

对于z∈斥，有
，’毋+u

IITzl|s Bx／ ，(s，z(8)，(霍z)(s))△s
J秽

fO+w

≤Ba／ ，(s，R．AlwR)As
I，秽

≤Blo supf(t，R，AlwR)≤R．
￡∈』u

通过类似于上面的讨论，可推出T4：j露一露是全连续的．

首先，验证定理1．13的条件(ii)成立．对于z∈卑，获得
fO+w

lITxt|≤Ba／ ，(s：2．(s)，(霍z)(s))△s
J秽

f19+w

≤Ba／ ，(s，nAI．,r)As
J秽

≤Bl。sup f(t，r，Alwr)<．r．
t∈j_

选择一个正常数r2满足0<r1<Or2<r2≤R．下面，验证定理1．13的条件(i)

成立．显然，{z∈P(西，r1，r2)：移(z)>rl}≠仍．对于z∈P(西，rl，r2)，有

n≤西(z)2 t∈mLin。(‘)≤11=1i≤r2‘

则

妒(死)=m吲in。(Tx)(。)=m划i。n Z G(。，盯(s))你，z(s)，(里z)(s))△s

之B2
ra。∈jin。．，]￡，(s，z(s)，(霍z)(s))△s

≥助‰inf f(t,r1，A2wrl)>r1·

最后?证明定理1．13的条件(iii)成立．对于z∈P(妒，，’1，R)和lITxlI>r2，可推

出

ft+Ⅳ

≯(孙)：tra∈Lin√／。G阶(州(s，z(s)，(雪z)(s))△s
≥B2 mill ，(s，z(s)’(m丁)(s))△s

≥。B丝，!ITxll>9r2>t．1．
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因此，根据定理1．13，(2．43)至少有三个正u周期解。这意味着(2．40)至少有三个正

u周期解。

现在，将利用重合度理论证明带有反馈控制的非线性时标动力系统(2．41)至

少存在一个u周期解．为了获得结论，把问题嵌入到重合度理论框架中．定义

彤u={矽∈c(v：酞)：可(t+u)2Ⅳ(。)，Vt∈T)， ⋯l 2跫警|可(吼Y∈乡。·

容易证明(．LP。，；|．1I)是一个Banach空间。令

矧={可∈∥：可=0)，掣={Y∈∥：y(t)兰h∈R，￡∈n

由此可推知嚣和掣都是∥的闭线性子空间且满足2。=嚣e掣，dimtc。=
1．

定理2．17．假设

(H4)存在常数地>0使得对于u周期函数z，牡：冒一R，若
广毋+叫

上f(t,X(。)，乱(。))△忙o，
则

t,O+w

以l，(tj碱u(‘)阻≤地；
(H5)存在常数M4>0使得若TJt≥M4，i=1，2，则

f(t．Vl，'02)>0，f(t，--V1，一观)<0，t∈L；

或

S(t，们，V2)<0，f(t，一Vl，一眈)>0j t∈L．

则(2．41)至少存在一个u周期解。

证明．根据引理2．3，为了获得(2．41)周期解存在性，仅需要出示下面的系统存

在周期解

z△@J=f(t，z(t)：(皿z)(t))． (2．44)

设X=Z=乡。，定义

Nx=S(t，z(t)，(皿z)(t))，Lx=z△，Px=Qz=z．

则

KerL=掣，ImL=剐，dimKer￡=1=codimImL．
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因为嚣在∥中是闭的，所以L是一个指标为零的Fredholm映射．同时，易证
P和Q都是连续投影且满足

Im P=KerL，ImL=KerQ=Im(I一(})．

进一步，可逆映射(对于L)Kp：ImL—KerPnDoraL存在且满足

Kp(x)=企一至，其中圣(￡)=／x(s)As．

则

QNz：-1／：毋+。，(s，。(s)，(霍z)(s))△s．u 3鬯

显然，QN和Kp(I—Q)N是连续的．因为x是一个Banach空间，根据Arzelh-Ascoli

定理．容易证明对于任意有界开集Q c X Kp(I—Q)Ⅳ(豆)是紧的．而且，QN(-豆)是

有界的．因此j对于任意有界开集Q C X，N在豆上是L紧的．

为了应用定理1．10，现在必须找到一个恰当的有界开集Q。对于算子方程

Lx=ANx，Ly=ANy，A∈(0，1)，

有

xA(t)=M(t，z(t)，(霍z)(t))． (2．45)

假设z∈X是(2．45)的任意一个解，在峨t，+。】上积分(2．45)，可有

，．秽+Ⅳ

／ f(t，z(f)，(皿z)(z))△持0 (2．46)
．，一

利用条件(H4)，(H5)，(2．45)和(2．46)，存在常数尥>0，舰>0，M2>0，和tl，t2∈L

使得

．Z秽+“Iz△(￡)≤Z移+。If(t，z(t)，(mz)(￡))l△￡≤^以
和

z(h)<M1， (母z)(t1)<M，一％<z(t2)， 一^幻<(皿z)(t2)．

由引理1．2可知

，d+u

z(t)≤z(t1)+／ lz△(t)IAt<M1+^厶，
‘，?毋+u

邢脏邓2)一上k△(”J△◇一M2一虬
’
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现在定义

Q全{z∈X：|z(￡)|<日，t∈L}，

其中

日=坂+M4椭+坞+坠竺wA坐2垡+坐等警些。
显然，Q满足定理1．10的条件(a)．若z∈aQ n Ker L，则对于t∈L，x(t)>

M+，(皿z)(￡)>M‘或z(￡)<一M+。(vz)(t)<一M+，并且有

QNz=丢Z毋+u，(s、。(s)，(皿z)(s))△5≠。．
而且，由Im Q=KerL可得J=，．为了计算Brouwer度，考虑同论映射

日(∥，z)=l，z+(1一u)QNx，∥∈[0，l】．

对于任意z∈aQnKcrL，∥∈[0111’有日(∥，z)≠0．利用拓扑度的同论不变性，可得

dcg{JQN。Q n Ker￡，0)=dcg{QNx，Q n KcrL，o】-=dcg{x，Qn KerL，o}≠0，

其中dog(·，·，．)是Brouwer度．因此，我们已经证明了Q满足定理1．10的所有条件．

这样如=Nx在DoraL n瓦内至少有一个解，也就说，(2．41)在DomL n豆内至少

有一个u周期解。定理证毕。

注2．9．本章中，5 2．2和§2．3的主要结果发表在文献[64，65，72]中．
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第三章压缩映像原理和时标动力学方程周期解稳定性

§3．1引言

稳定性理论一直是数学研究中的一个主要领域，在整个数学发展过程中有着

不可替代的作用，特别是在方程领域中。随着数学理论的发展，各种各样研究稳定

性的方法被建立，其中最就是Liapunov直接方法(或Liapunov第二方法)．1892年，

俄国著名的数学家和力学家Liapunov创立了用于分析系统稳定性的理论，其中最

主要的就是Liapunov直接方法f或Liapunov第二方法)。此方法在分析线性系统和

非线性系统、定常系统和时变系统稳定性问题中有着重要的作用，是更为一般的

稳定性分析方法．在方程领域中，Liapunov直接方法是讨论各种方程稳定性问题

的最主要的工具，例如，微分方程：127】，差分方程：128j，时标动力学方程【5，_3，_4·7剐

等．因此，从19世纪末以来，Liapunov直接方法一直指导着稳定性的研究和应用。

然而，在实际应用中，Liapunov函数或者泛函的建立需要大量的技巧和经验，有时

并不能广泛的适用，并且在计算中也是非常复杂且需要一些技巧，特别是在证明

菲自治时标动力学方程周期解稳定性．由于时标动力学方程与时间尺度有着密切

的关系，这样利用Liapunov直接方法就很难去讨论时标动力学方程周期解稳定性．

因此，需要一些新的方法或工具去克服这些困难．

近来，不动点理论已经被证明是讨论微分方程稳定性问题的一种很好的工具．

数学家Burton首次利用不动点理论讨论了微分方程的稳定性问题【781．同时，利用

不动点研究稳定性的方法避免了采用Liapunov直接方法遭遇的一些困难，并且有

时会获得更加宽松的稳定性条件。虽然不动点方法已经被广泛应用到微分方程稳

定性研究之中【129’130：，但是到现在为止，还没有见到采用不动点的方法研究时标

动力学方程的周期解稳定性．

在这一章中，将基于压缩映像原理来探索一类半线性时标动力学方程周期解

的稳定性。在这个过程中，我们建立了这类半线性时标动力学方程解的一致有界

和一致最终有界的判别准则，同时，也给出了零解渐近稳定的充要条件．最后，作

为应用，研究了一些具体的实例．
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§3．2周期解稳定性

这一节，将考虑下面的半线性时标动力学方程

z△(￡)=一n(￡)z(盯(￡))+f(t，z(￡))， (3．1)

其中n∈冗+，，：口×R—R是rd-连续的．为了研究(3．1)周期解稳定性，有必要

讨论(3．1)解的有界性和零鳃的渐近稳定性．首先，给出时标动力学方程解的稳定

性和有界性的概念．考虑时标动力学方程

XA(t)=F(t，z)， (3．2)

其中F：T×R—R是rd一连续函数．

定义3．1．若对于任意Q>0，to∈T+，存在常数风(Q)>0使得对于任意t≥to，

当l。ol≤Q时．有lx(t，X0，to)l<pl，则称(3．2)的解是一致有界的．

定义3．2．若存在常数如>0，对于任意Q>0，to∈T+，存在一个T(a)>毋使

得对于任意t≥to+T，当IXOI≤a时，有Iz(t，X0，to)I<伤，则称(3．2)的解对于如

是一致最终有界的．

定义3．3．若对于￡>0，to∈T，存在常数J(to，￡)>0使得对于任意t≥to，当

lzol S 6时，有Ix(t，XO，to)l<e，则称(3．2)的零解是稳定的．

定义3．4．若(3．2)的零解是稳定的，并且存在常数5(to)>0使得当lXOI≤5，

t—o。时，有x(t7．T0-to)一0，则称(3．2)的零解是渐近稳定的．

通过类似于文献【5]中定理2．74的证明，能够得到

定理3．1．假定口∈冗，仳∈C(T，R)和，：T×R—R是rd-连续的．令to∈T和

zo∈豫，则时标方程

z△(￡)=一n(f)z(仃(t))+f(t，u(t))，x(to)=zo (3．3)

存在唯一满足初始条件的解为

rt

x(t)=ega(t，to)xo+／e勖(f，丁)，(7．，u(r))△7．．
Jto

定理3．2．假设

(i)存在一个函数b：T_R+使得

f(t，z1)一f(t，x2)I≤b(t)lxl一现I，Vzl，X2∈R，t∈T；
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(ii)恕Z缸(r)@p))△r=∞且存在常数0<g<l，M>0使得

Z e印(￡，7．)I，(丁，o)Irt △7-<M，上ft ee0(t，r)6(7．)△r≤丘f 2秽·

则(3．1)的解是一致有界的．

证明．根据条件(ii)，对于任意to≥毋÷有

．e乳(，)(。(丁))△丁=Z’缸(“口(r))△r—Z“乳(，)(口(丁))△丁_∞：￡一。o
和

eea(t,to卜凉焉--}0,¨OC．
因此，能够找到一个正常数b1使得对于t≥to．有e印(t，to)≤bl。对于任意al，令

隗=似16l+M)／(1一￡)且定义

s1={缸∈C。d(v，R)tu(to)=T,0，和l札(t)I<角，t≥to，lXOl S a1)，

则容易证明当定义度量d(ul，钍2)=№一u2 8=sup}ul(t)一札2(￡)l时，sl是一个
te[to．。。)

完备的度量空间．通过定理3．1，对于任意“∈5f1，考虑下面的系统

磊(t)=ee。(t，to)u(to)+／eoa(t，r)f(r，u(r))Ar．

显然，磊(￡o)=牡(￡o)=zo且满足况∈C，d(T，R)．此外，对于任意t≥to，有

iz。(￡)l≤。(t， I+[teea(t． +厂7 t,T)l／(r,Oeeto)lxo r)b(r)lu(r)l／Xr ee。(t o)1-甜iz。(￡)l≤ 。(t， + (t． +／
vto Jto

<blal+编+M=声1．

因此，定义映射P：筑一是为(P札)(￡)=磊(￡)．根据条件(i)．对于任意"t／,1，“2∈S1，

t≥to，可得

{(Pul-Pu2)(圳=眨ee口(t’丁)(竹阳(r))-m．u2(丁))1△rl
≤／e,：--ga@，r)b(r)llul—u2llAr≤ellul—u2限

．，to

从而P是一个压缩映射，于是在S，内有唯一一个不动点．这意味着(3．1)有唯一

一个解在舅中，即对于任意Otl>0和to∈T+，存在常数∥l(a1)>0使得对于任意

Izo|S a1．(3．1)的解满足

Ix(t，XO，to)l<隗，t 2 to，

即，(3．1)的解是一致有界的．定理证毕．
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定理3．3．假设定理3．2中的条件(i)和(ii)成立．则(3．1)的解对于界疡是一

致最终有界的，-1(-,中岛=#毛+c，c是任意一个正常数。

证明．根据定理3．2，对于任意n2>0和to 2<，存在常数p1(n2)>0使得对于

任意t≥to，当iXOf≤02时：有Jz(￡，zo，to)|<胁．为了获得结论，定义

岛=u E Crd(T,R，|搿蒜：芝；％tI：竖艮眨如’}，
其中风=≠乞(<岛)，B(o，风)是一个以0为中心，傀为半径的一个球．则当定义
度量d(ua，U2)=Ilul一让2|I=sup I让l(￡)一u2(t)f时，岛是一个完备的度量空间．

tE‰．∞)

对于任意E>0和“∈＆，存在一个死使得对于任意t≥五，I牡(t)}<傀+昙．
由条件(ii)可推出对于充分大的7"2>正，有

现eea(“。)<三和风眙e。(f，五)<三，t>_T2．
对于缸∈&，考虑

础)=eea(￡勘№)+‘Pe以川竹，u(叫缸
显然。z。(to)=u(to)=XO和玩(t)∈Crd(T．R)．而且，类似于定理3．2的证明，得到

对于任意t≥to，l玩(f)l<反，若t≥正，则

刚驯≤““0)I“‰)}+坛‰∽r)价州叫△丁I
=ee口他∽lu‰)|+f ee4∽№)lu(丁)阻

+j[Tf e@a@巾(刮珏(r)协+‘ee以，r)l竹，o)阻
≤丢+盹以川．e1 ee舰∽№洳

+(傀+号)／ee口(t，7-)6(7．)△丁+傀(1一孽)
‘t，n

<三+仇眙e口(￡，丑)+(风+2)g+f13(1一￡)
<量+风+量2 E+风·

由E的任意性可得

JD(磊(z)，B(O，风))一0，t一。。．
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现在定义一个映射P：s2一&为(Pu)(t)=磊(z)．通过与定理3．2类似的讨论，可

推知P是一个压缩映射，于是P有唯一的不动点在岛中，它是(3．1)的一个解。

因此，对于任意固定的常数C，我们能够选择岛=傀+r做为一致最终有界的界。定

理证毕．

定理3．4．假设

(i)liminf／缸(r)(口(丁))△丁>一o。和对于任意t∈·有，(tjo)=o；,,T
(ii)存在一个函数b：霹一R+和常数N>0使得

y(t，371)一，(t．z2)’≤b(t)l*x—z2l，}Xl|，IX2l≤N，t∈T；

(iii)存在一个常数0<e<1使得

∥

／ee。(￡，r)b(-r)AT s丘f≥秽．
I，毋

则(3．1)的零解是一致渐近稳定的充要条件是

(iV) ／乳(，)(o(7-))△7-一o。，t—o。．

证明．(充分性)若条件(iv)成立，则存在一个常数b2>0使得对于每个固定的

to≥秽，Vt≥to，有leGa(￡，to)I S b2．现在，选择一个常数61>0使得6162+gN≤N．

对于任意IzoI S 6l，定义

&={札∈C，d(V，R)|’u(to)=XO，耽≥to，IⅡ(圳≤Nj当t—o。时，让(∞一0，)．

易证当定义度量d(ul，11,2)=II乱1一地ll=sup lul(t)一孔2(t)I时，鼠是一个完备的
t∈‰．∞)

度量空间．

对于任意￡>0和"∈&，可以找到一个T3>to使得对于任意t≥T3，|u(t)I<

昙。由条件(iv)可推得存在一个T4>7"3，有

6le郇(￡，to)<亏 和 Ⅳ2ee口(t，瓦)<量，￡2五·

定义

况(￡)=e∈}。(￡：to)u(to)+／ee。(￡，7．)，(7-，u(r))Ar：
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则磊(to)=u(to)=XO和玩(￡)∈Crd(T，R)。若f≥z|，则可求出

瞰驯≤ee础，∽I牡‰)l+K eeo∽丁)m州r))△rl
=eea(t；to舭‰)J+Zto乃eeo∽r取掣r胪丁+‘‰@丁)6(丁№㈩阻．， ．，乃

≤§m。撕矧f e勖(T3㈡№沁+砉‘ee印川蜥m
<吾+N[ee。(￡，7"3)+丢，

u U

<吾+吾+i。￡·

定义一个映射P：&一&为(Pu)(t)=zdt)，则P是一个压缩映射．这样P有唯一

一个不动点在民内，它是(3．1)的一个解且满足当f一。C】时，有z∽=z(f，to，zo)一

0．

现在证明(3．1)的零解是稳定的。对于任意￡>o@<62)，选择常数52>o(62<

￡)使得如62+踞<￡．为了获得结论，将证明对于任意t≥to，当IXOl<如时，

有Iz(t，XO，to)f<E。假设存在一个t4>to使得|z(t+)I=￡且对于to≤7-<t+，有

Iz(丁)|<5．根据定理3．1，(3．1)的解能够表示为

。@)=ee。(t，to)x(to)+／eoa(￡，丁)，(丁，z(f))△丁． (3．4)

因此．

Ix(t。)J≤52ee。(^to)+1 eea(t*,T)b(r)Ix(r)IAT

≤5262十眨<s，

这与t‘的定义相矛盾，这说明(3．1)的零解是稳定的。因此，若(iv)成立，则(3．1 J

的零解是渐近稳定的．

(必要性)若(iv)不成立，则存在一个序列{k}(t。一o。，礼一oo)和某个实数

ml使得
广‘¨

墨臻上缸(，．)(口(r))△7．=m，·
由此可推得存在一个正常数三使得

，h1

i／ 缸，)(口(7．))△rl墨L，ea(t。，毋)≤矿，n=l，2，⋯．
．，毋
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这样能够找到一个充分大的k+使得

／如⋯0-tg)b(T-)A,rt <菇，n拈，k-／e。， <赫，n≥七4，
J ‘W

其中Q=supe9。(t：<)．因为(3．1)的零解是渐近稳定的，所以对于给定的一个实数

B>0，存在常数50>o(南<B)使得

Iz(￡。x(tk·)，tk·)l<B，t≥tk·，Ix(tk·)l=50．

对于任意t≥tk。，有

Iz(t)|≤x(tk-)eo。(k，tk·)+／ee口(t，7-)l，(r，z(r))i／xr
Jtk*

≤,50Q+e sup lx(t)1．
t>tk*

这说明对于Vt之如：有陬驯s≠吕．同时，也可推出

Ix(t。)f≥50ee。(￡。，tk·)一／e。o(￡。，"r)b(r)lx("r)l／V'r

独“‰如)-筹‰‰㈣e“r㈣№)△丁
>ee以一川卜墨Qe“删)6frm]
≥昙60eOa(‰∞)≥丢西e以上，n≥胪

这说明当f—o。时，z(￡)弗0，这显然是一个矛盾．也就说，(iv)是(3．1)零解渐近

稳定的必要条件。定理证毕．

下面，利用压缩映像原理，考虑(3．1)周期解的存在性和稳定性．因此j假定时

标T是u一周期的，即t∈T意味着f士u∈可。同时，假定n(f)，，(f，z)都是。周期

函数．
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定理3．5．假设定理3．4中的条件fii)，(iii)和(iv)成立．而且，

(v) A／ b(T)Av<1，
，|，+u

‘，毋

其中A=磊苦器．则(3．1)有唯一一个渐近稳定的周期解．
证明．若z∽是(3．1)的u周期解，则通过与引理2．3类似的证明，有

z(，)=。‘。+。三：石器，(丁，z(r))△r．z(‘)。Z丽举两jm，z(7I))n
现在，定义

题={札∈c(v。酞)|u(t+u)=札(t)，Vt∈T}， |IuJI=毋擎Iu(￡)I，札∈鼠．
‘芑』u

能够证得(&，|{．I|)是一个Banach空间。定义一个映射丁如下：

T"∽=。广而％牿价，乱∽阻T"(‘)2 Z丽裂翥j价，乱(丁))甜。
昂然．T：＆一＆．同时．地1．229∈＆．得虱i

T乱，(丁)一Tu。(r)|=／’+。瓦i貉l，(丁，u，(r))一，(丁，乱z(丁))I△r
ft+w

曼A／ b(1-)lul f7-)一u2(r)Ial-

J扣～
≤A／ b(7-)A'rHUl一钍2n

由此可得T是一个压缩映射且有唯一一个不动点在函中，从而它是f3．1)唯一一

个周期解。利用与定理3．4相似的讨论，容易推出这个周期解是渐近稳定的．因

此，(3．1)有唯一一个渐近稳定的餍期解。定理证毕．
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§3．3应用

作为这一章主要定理的应用，考虑一些时标动力学方程．当时标是R或z时，

它们可以包含一些在实际中广泛应用的数学模型．

例3。1．考虑自治时标动力学方程

xa(t)=一rz(仃0))+，7e一’岳(。) (3．5)

其中r’玑'都是正常数，并且(3．5)的初始值是正的．

定理3．6．若驸<r，则(3．5)的解是一致有界的，并且也是一致最终有界的．

证明．根据定理3．1．能够得到(3．5)的解对于正的初始条件总是正的．显然，

。lim／f“，)(r)Ar=∞且对于任意zl，X2∈R+，有Irle一慨一rte一7x2|曼rl'-yIxl～现1．￡—÷∞，“‘

而且÷

价Z2 eer(t㈡△丁=孚(1--e@r(t，毋))<等<l，，7 teor(t,7)△r≤罟，t≥秽．
由定理3．2和定理3．3可推出(3．5)的解是一致有界的，并且也是一致最终有界的．

注3．1．令T=R或T=z，则(3．5)能够退化为没有时滞的连续或离散的

Lasota-Wazewska模型．这类模型在微分方程1131，132]和差分方程[1s3]中已经被广

泛地研究．

例3．2．考虑非自治时标动力学方程

z△@)=一口(t)z(口(t))4-6(t)， (3．6)

其中a，b∈C，d(T，R+)和b是有界的．

(3．6)包含了一些单种群模型作为特例．例如，若令T=R和z(t)=1／N(t)，则

(3．6)就变为Verhulst Logistic方程【1】

Ⅳ(￡)=．Ⅳ(f)(n(￡)一6(￡)．Ⅳ(t))．

若T=z和x(t)=1／N(t)，则(3．6)能够退化为Beverton．Holt方程[134·1351．

N(t+1)=黼．
若b(t)=a(t)ln(c(t))和x(t)=ln∽(￡))，对于虿=豫，则(3．6)退化为连续的Gompertz

单种群模型[136，1371 ．

N(t)=a(t)N(t)ln(c(t)／Ⅳ(t))，

63



东北师范大学博士学位论文

对于T=z，为离散的Gompcrtz单种群模型f1】

Ⅳ(z+1)=Ⅳ(q耳丽c(￡)耳莉．

应用这一章获得的定理，可以推知

定理3·7·若a 2廷n可f(n(t))>0，则(3·6)的解是一致有界和一致最终有界的·而
且，若n，b是u一周期的，则(3．6)存在唯一一个渐近稳定的周期解为

，亡

z(￡)=／ et_j。(t，r)bb")Ar．

例3．3．考虑时标方程

z△(t)=一口(t)z(盯(￡))+ij刍譬姜瓦了， (3．7)

其中a，b∈Crd口，窿+)且b在T上是有界的．当耳=R时，(3．7)是生理控制系统的

一个特殊情况[13s，139]．

定理3·8·令石2 i醛(n(￡))>o和Ilbll=s。uF宁p(b(t))·若⋯I<a，则(3·7)的解是一
致有界和一致最终有界的．

证明．显然可得

t晚上乳(r)(n(7．))△7．=。。·
对于茁l，z2∈R，可得

f蕊1一去|≤IXl--X21 1
1．

+z； +z；|二
卜

此外，对于任意f≥秽，有

／‘e“”)6(7-)△一ll。bll(1-eel(删))<Il舀bl_!l<1．
由定理3．2和定理3．3可推得(3．7)的解是一致有界和一致最终有界的．

根据定理3．5，容易得到

定理3．9．假设a，b都是Ⅳ一周期的且定理3．8的条件成立．若

豢高告1厂咿m<1，eo(拶+u，秽)一．，毋
。⋯～、．’

则(3．7)有唯一一个渐近稳定的周期解。
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例3．4．考虑时标动力学方程

z△(￡)=一n(￡)z(口(t))十b(1)tanh(x(t))+一y(￡) (3．8)

其中a，b，’∈C，d(T，R+)，b，r在面上都是有界的．

当T=R时，(3．8)可以退化为带有扩散的单个人工神经元系统【136，1蚓．对于

Xl，X2∈豫，可推得I tanh(X1)一tanh(x2)l S Izl一z21．应用定理3．2，定理3．3和定理

3．5到(3．8)上，能够推出对于(3．8)，有定理3．8和定理3．9成立．
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第四章指数型二分性和高维时标动力学方程周期解存在性

§4．1引言

众所周知，指数型二分性理论是自治线性系统的双曲率概念在非自治线性系

统的推广，并且在非自治动力系统分析中占有重要的地位。线性微分方程的指数型

二分性理论最早可以追溯到Perron[1411利用指数型二分性研究了线性系统的稳定

性问题．此后，指数型二分性理论受到各国学者的关注并且被广泛地应用到微分方

程的研究当中，例如Bellman[142]：MaSSera．sch萏＆ril43]，Sacker．Sell[144}，Coppelll45·14引，

chowil47，148：等。在1934年，Li[149]首先建立了差分动力系统的指数型二分性理论．

其后，一些学者详细探讨了指数型二分性在差分方程研究中的重要作用，获得了

许多重要的结论随150,151，152,153，154·15引．

在上个世纪，指数型二分性已经成为讨论经典的非自治连续或者离散动力系

统的一种非常重要的方法．指数型二分性在非自治动力系统研究中的重要作用主

要体现在它是考虑线性系统的非线性扰动问题的一个强有力的工具，如积分流形的

持久性等。除了稳定性外，指数型二分性理论还被应用到周期解【79，8饼．概周期解

[79，81·82·83}，伪概周期解旧，84：，混沌理论阮86，87j等研究之中．因此，指数型二分

性在理论研究和实际应用中都具有重要的意义．

高维时标动力学方程周期解，一直是一个很困难的领域．一些学者已经利用

Krasnosel：skii不动点定理!156，157’15引，非线性Leray—Schauder选择性定理【”引，有界

解i1601等方法，在这方面进行了初步的探讨．但是，所得结论往往不能令人满意．

近来，线性微分方程和差分方程上的指数型二分性理论已经被PStzschc统一在时

标动力学方程上进行研究188，891．鉴于指数型二分性的重要作用，本章将利用指数

型二分性来研究高维时标动力学方程周期解的存在性．

此外，虽然关于时标动力学方程指数型二分性已经获得了一些结论，但是指数

型二分性还有许多基本理论工作没有完成，其中，最重要的就是指数型二分性的粗

糙度理论，即如果一个线性系统具有指数型二分性，那么这个线性系统的所有邻域

系统是否具有相似的指数型二分性．指数型二分性的粗糙度理论首先被Massera-

Schtiffer[143：证明是正确的。此后在连续和离散动力系统中被详尽的研究和广泛的

讨论【145‘147,161,162,163,164】．因此，本章将在时标动力学方程中讨论这方面的问题．
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关于时标上指数型二分性的其它一些性质也没有被研究，如，Liapunov函数是研究

稳定性理论的一种重要的方法，指数型二分性也是讨论稳定性问题一个主要的工

具，Liapunov函数与指数型二分性之间在微分方程和差分方程中已经被证明存在

着密切的联系．同时在微分方程研究中，已经证明非齐次线性微分方程的一个有

界解暗示齐次线性微分方程存在指数型二分性，特别是利用行占优例占优)给出

线性系统指数型二分性存在的判别准则，但是这些性质在时标动力学方程中并没

有被详细的讨论。因此，有必要对时标动力学方程在这些方面进行系统的研究和

广泛的探讨．

这一章结构安排如下，在4．2和4．3节中，主要定义线性时标动力学方程指数

型二分性，探讨一些基本的性质，建立线性时标动力学方程指数型二分性存在的充

分必要条件．将在4．4节中，讨论指数型二分性的粗糙度理论．在4．5节中，利用行

占优(列占优)等条件建立线性时标动力学方程指数型二分性存在的判别准则。最

后，基于线性时标动力学方程指数型二分性，在4．6节讨论高维时标动力学方程周

期解的存在性问题．

67
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§4．2指数型二分性的定义

考虑下面的线性时标动力学方程

XA(t)=Aff)x(t)， (4．1)

这里，A(∞∈冗是T上一个n×n阶矩阵函数．

现在给出线性时标动力学方程指数型二分性的定义：

定义4．1．如果存在投影P伊2=P，和正常数甄，啦，i=1．2对于(4．1)的基

本解矩阵X(t)，满足

IX(。)Px一1(s)l≤K1een，(㈥， 。≥s， ⋯)
Ix(t)ff—P)X一1(s)|≤凰ee。：(s；t)，t≤s．

、 ’

则称(4．1)在T上满足指数型二分性．o果(4．2)中01=(12=0，则称(4．1)在T上

满足通常二分性．

注4．1．若令T=R．定义4．1与经典的线性微分方程指数型二分性定义相一致

f146．若令口=Z，则能够转化为线性差分方程的指数型二分性【153，154|．

IX(妒一(s)1<-K1(熹)卜8， m，

㈣(I-P)X-1㈤I≤x-尬,(-a志／)卜。艇8．
若选择一个恰当的基本解矩阵x(f)，则投影P和』一P能够分别写成下面的

形式

耻@习山础，=G n
这里，厶是一个k x k阶单位矩阵，厶一七是一个(佗一k)×(扎一k)阶单位矩阵。实际

上，一定存在一个非奇异的矩阵r使得P=TIkoT～，那么(4．2)变为下面的形式

X(t)TIkoT一1X一1(s)f≤J^ee。1(t，s)，t 2 s，

X(t)TIo(。一k；T一1X一1(s)l S K2een2(8，f)，￡≤s．

设Xo(t)=X(t)T．显然，xo(t)也是一个基本解矩阵．

此外，也能够得到下面的结论：若x=sup#(t)>0，则对于任意的。∈(0，X】且

Q>。，^(z)：=三z螂(r去)是一个严格增函数且舞^(z)=一。，而，2(z)：=
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l--log(1+∞)是一个严格的减函数且1im．，f2(x)=a．因此．对于t≥s．我们有
r 堂—·111-

萨e-。。叫(t-’s)谶羰篙每． 汪3，

≤eeQ(t，s)≤(≤去)T·
、7
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§4．3指数型二分性的基本性质

在这一节，主要讨论线性时标动力学方程指数型二分性的一些基本性质．

§4．3．1指数型=分性存在的充要条件

定理4．1．(4．1)具有指数型二分性的充要条件是P(t)=X(t)PX-1(￡)是一致有

界的且存在正常数日，Oti一=1，2，使得对于任意f∈R“，有

IX(2)联|≤B1ee口z(t,s)lX(s)戌f， t 2 s，

f4．41
lx(t)(，一P)ff≤B2ee口。(s，幻lx(s)(，一PKI，t S s．

、 7

证明．(必要性)若(4．1)满足指数型二分性，则当8=t时，P(t)显然是一致

有界的．对于任意∈∈Rn，有能够得到

|x(t)P荨l S lX(t)PX_1(s)X(s)P引≤K1een。(t：s)lX(s)P∈l，t≥s，

和

Ix(￡)(J—P)f|≤K=eeQ。(s，t)lX(s)(I—P)∈l：t≤s．

(充分性)因为P(t)是一致有界的，所以存在No>0使得

JP(t)l≤眠，lI—P(t)l 5 No+1．

在(4．4)中，设∈=x_1(s)zo，则对于任意XO∈R”，有

Ix(t)PX一1(s)xo}≤B1 een。(f，s)lx(s)PX一1(s)zo

≤％B1eenl(t，s)lzof：t兰s．

由于zo是任意的，由此推知

IX(t)PX一1(s)I≤K1e9n。(t，s)，t≥s，

这里Kl=NoBl．通过相似的证明，有

Ix(t)(J—P)X_l(s)l≤^毛ee口2(s，t)，t≤8，

这里鲍=(No+1)B2．

定理4．2．假设下面的条件成立：

70
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(i)存在正常数晟，0ri乒=1，2／使得对于任意∈∈舻，有

x(。)联I S Ble9at(㈧jx(s)聪 ‘2 s， ⋯1
X(t)(j—P)∈I S B2een。(s，t)lX(s)(I一尸)fl，t≤8．

、 。

(ii)(4．1)是有界增长的，即存在正常数C≥l，p>0使得

Ix(t)x一1(s)l≤Cea(t，s)，t≥8． (4．6)

则(4．1)在可上满足指数型二分性．

证明．根据定理4．1，只需要证明P(t)=x(t)PXq(￡)，j—P(t)都是一致有界

的．

当P=0或P=Jrj结论显然成立．因此，我们假设P≠0且P≠j．对于任意

t∈冒，h>0，t+h∈T，由(4．5)知

Ix(t+h)PX一1(t)S Ble9。。(t+h，t)jX(t)PX一1(t)}

=B1eea。(f+h，t)tP(t)l，

ix(t十^)(j—P)x一1(￡)：≥Byle口：(￡+h，t)iX(t)(I—P)X一1(t)l

=巧1eo：(￡+h，t)l，一P(t)1．

若x=0，则选取hl>0使得

ByleQ2(￡+h1，￡)一Blee口1(￡"t-hi，￡)=ByleQ2^1一B1e—Q1^1

≥71>0．

若x>0，由(4．3)选取h2>0使得

巧1e—f÷k t)_B1ee—t+h2,t)之巧1(1+Q2x)等一B1(再b)等
≥'2>0．

设ho=max{hi，h2)和"to=min{一rl，他)>0。有

l坐等铲十型铲卜IJ—P(￡)I lP(t)I J一⋯‘



一
壅!E堕整盔堂堕±堂垡坠塞-_●--_-___----●_—-____---●_●___-____-__—-—_l____-___-——————————-_____-●————————————————一。一

对于上面的％，由(4．6)可推出

l蔫+每焉扑㈣一(州如1 l[—x(t+而ho)(I-P)x-'(t)
。x(t+ho)PX_1㈣1|

lP(f)I j}

≥要e向∥(t+ho，t)

之百"YOe—p^o：=Ⅳ>0，

因此，

min{|罱+揣扣Ⅳ>叩叽
利用不等式

l晶+禽l·m酬引水：|)<2‰托I，“。愚≠0'
得到

^ o

max{lP(t)l，|，一P(蛐≤姜，、TiP{t)+l卜P(t)】i 2专，t∈T·

定理证毕．

引理4．1．若(4．1)在№∞)上满足指数型二分性，其中to≥毋，则它在"It+上

满足指数型二分性且具有相同的投影P和揠数估计Ql，Q2．

证明．选取Lo≥l使得Lo≥elAl(to，秽)，则对于秽S s，t≤to，得到Ix(t)x-1(s)I≤

Lo．若秽≤s≤幻≤t，则容易推出

lX(t)PX一1(s)l≤LolX(t)PX一1(to)l≤LoKlee口1(t，to)

=LoKl e9al(t，s)eeal(8，秽)ee△1(毋，to)

≤LoKlenl(to，移)eeal(t，s)．

若秽≤s≤t≤to，则有

lx(t)Px一1(s)i≤LolX(to)PX一1(to)l≤Lo“K1≤L3K1％。(to，￡)

=诺虬e。a。(t，s)e锄，(s，O)ee。l(移，to)

≤L“oK’1eQl(to，秽)eeQl(t，s)．

因此，对于毋≤s≤t，能够得到

Ix(t)Px一1(硎≤研e∞，(t，s)，
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其中，研=L3Klen，(to，毋)．对于猡≤t≤s，类似讨论可推出

iX(￡)(，一P)X一1(s){墨K．zee口：(s，})，

其中，琏=￡3尬en：(to，秽)．

定理4．3．假设A(t)是一致有界的，(4．1)在可+上满足指数型二分性的充要条

件是存在正常数0<0<1，T>0使得(4．1)的任意一个解对于t≥T满足

lzCt)|≤0 sup lz(7．)1． (4．7)
{r-tlS?’

证明．(必要性)若(4．1)在矿上满足指数型二分性，则由定理4．1知(4．4)在

可+上成立。设z(t)是(4．1)的任意一个解，并且

xl(t)=x(t)Px一1(t)z(t)，z2(t)=X(t)(J—P)X一1(￡)z0)．

因此，我们有

z(￡)=x(t)Px一1(s)z1(s)+．X(￡)(，一P)X一1(s)现(s)．

考虑下面两种情况：

情况1．若i．T2(s)|2两(s)f，则对于t≥s，有

lz(t)l≥}x(f)(，～P)X一1(8)z2(s)|一lX(t)PX一1(s)z1(s)1．

由(4．4)的第二个不等式j对于t 2 s≥移，易知

ix(￡)(j—P)∈i≥BfliX(s)(1一P)∈le口：(￡，s)．

对于t≥s≥秽，选取∈=X一1(s)z2(s)，可推出

x(t)(，一P)X一1 Cs)z2(s)l之写1Ix(8)(I—P)X一1(s)22(s)IeQ：(￡，s)

=巧1|z20)Jen。∽s)．

对于充分大的t，有

z(t)l≥Bfle。2(t，s)}。2(s)I—Bleen，(t，s)Izl(s)

≥(Bile啦(t，s)一B1e∈}＆l(t，s))Iz2(8)l

≥丢(写1e02(￡‘s)一局ee一抽驯如n
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情况2．若IXl(s)i≥lx2(s)l，类似于情况1推知，对于s之t≥秽，有

陬纠≥三(B『le。1(s∽一岛ee(1小朋)M圳．
因此，根据(4．3)，对于)【=0，能够选取正>0和0<伊l<1使得

对于x>0，选取T2>0和0<如<1使得

Bi-1(1+n2)()睾一B1

BFl(1+a1)()孚一B2

令9=max{el，晚)且T=ma-,dTl，疋】．，对于z≥Z易证

Ix(t)i≤0 sup Iz(r)1．
Ir-tl<T

(充分性)假设(4．7)成立。首先证明存在常数c>1使得对于毋≤s≤f≤8-i-T

有lz(t)l≤ctz(s)l，其中z(t)是(4．1)的任意一个非平凡解．因为A(t)是一致有界

的，所以能够选取M>0使得对于任意t∈T有|A(￡)l≤M：并且对于f≥8，有

lx(t)x-1(s)毒I S eM(t，s)l专l。设乏=x(s)F．对于毋S s S f S 8+T，由(4．3)推知

fx(￡)fl≤eMTIx(s)∈。j．即，}z(￡)|≤clx(8)l，其中c=eMr．

假设x(t)是(4．1)的一个非平凡有界解。对于8≥t9．令丌(s)=sup}。(7．)l，容易
r28

得到

Iz(t)|≤秽sup|z(7-)|≤p7『(s)，t 2 s-i-正
11．一￡I≤71

且

⋯s)I= sup fx(T)I．
sS下Ss+7’

对于毋≤8≤t<。o，能够得到lz(t)I≤clz(s)1．若s+nT S t≤8+∽+1)丁，则

lz(￡)|≤p“sup|z(7．)I≤秽”cIz(s)l≤8-1甜手(t--sIIZ(S)I．
t"7"--t}S竹T

1

令K=p．1c且Q=一未l098，由(4．3)推知
．工

Iz(t)l≤Ke一口(t一8)lz(s)f≤Keen(t．s)Iz(s)l，1，≤s≤t<o。．

74

一，一●
口9

2

2
>一>一

n

n

n

△

一

一

e

e玩岛

一

一

∈；_

E；I

口

口

e

e巧耳

一2

—2

船

筘

>一

>一

鱼。

盈x志志



东北师范大学博士学位论文

类似于文献p46]中命题2．1的证明方法容易看出存在一个T+>口使得

z(t)}≤Ke。。(s．t)Iz(s)j，T8 S t≤s<。。．

因为A(t)是一致有界的，因此，(4．1)是有界增长的。利用引理4．1和定理4．2，(4．1)

在Ⅱ+上满足指数型二分性．定理证毕．

§4．3．2指数型二分性与Liapunov函数

现在我们将要讨论线性时标动力学方程的指数型二分性与Liapunov函数之间

的关系．

定理4．4．假设A(t)是一致有界的．(4．1)在可上满足指数型二分性的充要条

件是存在一个二次型V(t，z)=xTG($)X使得V2,(文z)l(4．1)是正定的?其中a(t)∈

c毛(Ⅱ．R似“)是一个对称的．有界的正则矩阵．

证明．(必要性)若(4．1)在T上满足指数型二分性j则能够选取P=厶。和

，t ，∞

G(t)=／ Ix(r)ff—P)X-1(t)|2AT一／lX(r)PX-1(t)12△r，
'，一。。 ．，￡

其中x(t)是(4．1)的一个基本解矩阵。由此可推出

和

G(t)l s／ 碹ee【Q2。口2)(t，r)AT-+／ K}ee(a，eQl)(丁，t)AT-
，L ，00

J一。。 Jt

／磺，K}f1-4}--Q1×)2
——2a2‘ 2al

G(t)=∽-1)T(t)[(，一P)／XTff)X(r)(Z—P)A7
J一∞

，。。

一尸／XT(r)X(r)PAr]X_1(t)
Jt

=GT(t)．

对于任意t∈T，易证det(G(t))≠0．因此，a(t)是一个对称的，有界的正则矩阵．

设V(t，z)=XTa(t)z．如果z(t)是(4．1)满足初始条件zo的任意一个解j那么我们

有x(t)=x(t)x_1(秽)黝和

，￡ ，∞

y(t，z(￡))=／ lxff)(1一P)X一1(毋)zol2△r一／ lX('c)PX一1(o)xol2△丁．
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容易证明

V△(t，z(t))=Ix(t)(，一P)X一1(1，)zol2 4-Ix(t)px一1(t，)zol2

≥妻|x(￡)(，一P)X一1(1，)zo+X(t)PX一1(O)zol2

=="1 l趴【JIl2．

这说明y△(f，z)|f411是正定的．

(充分性)假设v(t，z)=xTG(t)2：满足定理4．4的条件，则存在正常数bl，地使

得

Iv(t：x)l s b；lxl2， V△(t，z)l(4．1)≥(2blb2+6；p@))}z12，Vt∈T． (4．8)

令九(t)，i=1，⋯，扎是a(t)的特征值。因为c(t)是一个ig贝,J矩阵，所以存在一个

b3>0使得～(t)≤一63，i=1，⋯，七，且九(t)≥b3，i=七+1，⋯，住，于是能够找到

Rn的一个膏维子空间Ⅵ和一个(礼一k)维子空间K使得

v(t，zo)≤一b3lzol2 zo∈1唁， v(t，zo)≥b31xo{2,zo∈％，Vt∈T． (4．9)

设x(t，s：z(8))是(4．1)满足初值条件z(s)∈Ⅵ的—个解．若t≥s，由V△(t，z)|(4．1)>0

可推知

V(s，z0，8：z(s)))≤v(t，z(t))S—b3iz(t){2，t之s．

注意到对于t≥8有v(t，x(t，s，z(s)))≤0，则

V△(￡，x(t，s，z(s)))≥(2blb2+6；p(￡))l。(f，s，z(s))12

之垫芝笋螋№z(t，叫(8))l

≥警bl群帆雄's，如川一
( +幻p(tJ)2‘、’1’1。、“‘一糌以Vbl ∞∽眦))=一—————————————=_I E．．CI E．S．卫：ISIl

( +62p(f))2
。’11。一。”

=e(鲁e鲁)即烈s删L
从8到￡积分上面的不等式，可推出

y(￡，z(￡，s，z(s))2 y(s，z@))ee【鲁串鲁)(f，s)，￡≥s·
(4·10)

Fh(4．8)和(4．9)推知对于t≥8，有

y(s，z(s))≥一7}}Iz(s)|2且17(t，z0))≤一b31x(t)12．

●

^

●

√
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那么我们有

一b3[z(￡)12≥一堵lz(s)12e。(鲁e鲁)(t，s)，z≥s·

令Ⅸ=去和0：=鲁．对于r≥s，易得
lz(￡)}S KIx(s)leea(￡，s)．

令x(t)是(4．1)的一个基本解矩阵，并且选取一个序列{sm}C T使得当

m一。。时，有s。一一∞．定义％=X_1(占。)H，显然％是黔的一个k维

子空间．定义器，繇，⋯，镌为‰的一个标准正交基底．由单位球的紧性知存

在整数序列{m。】．(当t7一+。。时，m。叶+。。)，和单位正交向量f1，∈2，⋯，驴使

得当口一+∞时，有繇。，一F(i=1：2：⋯，七)．令∥(t)是(4．1)满足初值条件

一(秽)=∥，J=1，2，⋯，k的一个解，则z1(t)，X2(t)，⋯，矿(￡)是线性无关的．考虑

(4。1)的任意一个非平凡解

x(t)=alxl@)+a2x2(t)+⋯+akX七(t)， ai∈致(i=1，2，⋯，七)，

我们将证明当t≥s时，lz(￡)l≤Klz(s)}eea(t，8)成立．若Xmv(f)是(4．1)的一个解且

满足。。。(秽1)=∑aj翰。(t)，则当t，一+。。，t∈T，有zm。(t)一z(￡)．根据zmt(毋1)∈
j=l

u麓一可以得到对于t≥s≥s。。，有Xmt．(sm。)∈K且Iz。。(t)I≤Kixm。(s)ie鲫(t，s)

成立．因此，存在R竹的一个k维子空间W使得对于t≥s且z(t)∈W，有

}z(圳≤Klz(s)}e鲫(t，s)．

通过与上面相似的推理，存在黔的一个(礼一k)维子空间曙使得，当z(t)∈W

时．可推得

lz(￡)l≤KIz(s)Ieea(s，￡)，8≥t，

其中W0曙=Rn，W N W=D．由A(t)是一致有界的可推出存在Mo>0使得

supiA(￡)|≤Mo，贝0

lX(t)X_1(s)l≤eMo(t，s)，t≥8．

根据定理4．2，(4．1)在虿上满足指数型二分性．定理证毕．

§4．3．3指数型二分性与有界解

这-IJ,节，我们将研究非齐次线性时标动力学方程的有界解和相对应的齐次

线性时标动力学方程满足指数型二分性的关系．考虑下面的非齐次线性时标动力
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学方程

z△(t)=A(t)x(t)+，(f)， (4．11)

其中A(t)∈冗，，(t)∈C，d(T)．为了后面讨论的方便，我们定义如下的函数空间BC，

C，M和L：

BC：={，∈BC(T)：lIfllo=supI／(t)t，其中

BC(T)是T上有界连续函数组成的集合}；

C：={，∈Crd(匹)：llYll=supI，(￡)1)；

L：={，∈C，d(．Ⅱ')：lIfIlL=／If(r)lmr}；

M：={，∈crd(T)：|f州M=sup乙1 f．t+wIf(tET+,It
丁)I△L其中时标

W

匹被假设是u周期的∽>o)，即，t∈T意味着￡4-u∈ⅢI)．

容易验证BC，C，L和M都是Banaeh空间．在证明主要定理以前，我ff丁做一些必

要的准备工作。

引理4．2．若g∈M是一个非负函数且

砉，件“咖)△r≤Ⅳ2m移，
则对于Oq，0i2>0和t≥t，，有

钍：c：紫，譬瓦N2w砸(1+a刀l
X)，

7．)，‘)．9(7．)△7．≤F乏翩
eeo，(t，盯(r))=e口。(口(71)，t)=(1十弘(7．)Q1)e口。(7．，t)=(1+#(r)a1)eeQ。(t，7-)．

由此可推出

，￡．-砌 g't一，kJ

／ (1+p(7-)Q1)ee。1(t，r)g(r)Ar≤(1+nlX)eOal(t，t一*14,0)／ g(r)Ar
3t—fn+1)_dr-(tl+1)o

=飓u(1+alx)een(￡，t一伽)．
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因此

一 十∞rt—tw

上eem。∥(丁)J)9㈩甜≤薹匕+1)。(1忡p№1)e铷m∥)9盯)△7．
≤飓u(1+Qlx)∑een，(t，t一"u)

地0(1+a1，＼)
1一eenl(谚,-1-。，秽)’

对于第二个不等式，能够得到

ee口2(口(7-)，t)=(1+u(7．)·ec屹)ee口2(7．，t)=(1÷肛(7．)Q2)一1e台n2(r：t)．

类似于上面的讨论可知

r÷∞ 7． ．?。． N2∞

I／t eea(仃(r)，t)g(r)△s≤F≤翻‘I， i 【，e}旺2、u ；*：u，

下面我们介绍一个非常重要的引理。首先，令(4．1)的所有有界解的初始值组

成的空间为仉．显然，巩是R“的一个子空间．令％为矾在R”中的补空I可，这

意味着对=U1 0巩．通过类似于文献：146】中命题3．4的证明，我们得到

引理4．3．如果(4．11)对于每个函数，∈B都有一个有界解，其中B为C，LM

空间中的任意一个．则存在一个正常数rB>0使得(4．n)有唯一的有界解y(t)满

足秽(1，)∈％且Ilyllo≤r口II，IlB．

定理4．5．假设A(t)是一致有界的。则(4．1)在Ⅱ+上满足通常二分性的充要条

件是对于每个函数，∈三，(4．11)都至少有一个有界解。

证明．(必要性)若(4．1)在Ⅱ+上满足通常二分性，则容易验证

x(t)=／X(t)PX一1(口(7-))，(7-)△7．一／x(o(I—P)X一1(盯(7-))．厂(7-)△7． (4．12)
J0 Jt

是(4．11)的一个解．同时，对于每个函数，∈L，能够得到

lz(￡)f≤／lX(t)PX一1(盯(丁))，(丁)l△丁+／ {x(f)(J—P)X一1(仃(r))，(丁)l△下
一仃 ，‘

≤max{K1，鲍}llfllL。

因此，z(t)是(4．11)的一个有界解．

(充分性)假设对于每个函数，∈工，(4．11)都至少有一个有界解。设

G@垆{X删(I)PX。卜-1‰：并?，>剀，
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其中x(t)是满足x(o)=J的一个基本解矩阵，P是一个投影．令

剪@)=Z∞G(t，仃(r))，(丁)△丁．
对于一个固定tl∈Ⅱ+。选取一个函数，∈L满足当t 2 t1时为零．因为

y(t)=X(t)P／X-1(盯(丁))，(丁)△7-，t≥tl
t，毋

和

∥(秽)=-(I—P)／x一1(仃(r))，(7．)△7-∈观，

所以可(。)2上G(气盯(7-))，(丁)△r是(4．11)的一个有界解·由引理4·3知Ilyll。≤
rLtlfllL。

对于任意固定的s∈矿，我们考虑下面的三种情况：

情况1：若8是右稠的，则存在一个时标点序列％∈T(sa>s)，k∈N，且

．1im 8k=s．令hk=％一s，定义，为

巾，=R
其中∈∈Rn，s≥秽．因此，

fs+hk

ly(￡)l=I／ G(‘盯(7-))∈△7．1≤rLhklSI．
JS

由定理1．1，在上面不等式的两端同时除以饥且令k一。。，对于t≠s，有

lc(t，盯(s)矧=lG(t，s)引≤吧矧．

则

lG(t，s)|≤r工． (4．13)

情况2：若s是孤立点，定义

北，=K翁坳，
由IIfIlL=p(p(s))㈣推得

，S

I耖(t)I=l／ G(t，仃(丁))善△7．1≤rLp(p(s))lSI．
Jp(s)
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则

ic(t，盯(p(s)))引=Io(t，s)l≤rLl芎1． (4．14)

情况3：若8是右散左稠的，定义，为

巾，；K鬣掣’
由mfill=p(s)蚓可推出

，口f8)

ly(O|=|／ G(￡，盯(丁))￡△rl≤7．L．【|(s)l￡1．

在上面不等式的两边同时除以p(s)，可得到

la(t，盯(3))∈I=Ic(t，s)(，+乱(s)A(s))一1f}S rLl毒1．

因此。

Ic(t，s){S 7’￡(1+xlIAII)． (4．15)

由c(t，s)的定义有

ix(。)Pxq(s)|等rL(1+xlIAII)‘>s ⋯6)
lx(t)(，一P)X一1(s)i≤rr,(1+xlIAtl)s<t．

、 7

此外，由连续性知，s=t时，(4．16)也成立．令K1=鲍=rz(1+xlIAII)，当

Q1=啦=0时，(4．2)成立。因此，(4．1)在匹+上满足通常二分性。定理证毕．

定理4．6．假设(4．1)是有界增长的．则(4．1)在T+上满足指数型二分性的充

要条件是对于每个函数f∈C，(4．11)都至少有一个有界解．

证明．(必要性)假设(4．1)在T+上满足指数型二分性。则对于f∈C，可推知
，C ?00

lz(￡)I≤／lX(t)PX一1p(丁))．厂(7-)I△7-+／ Ixf￡)(，～P)X一1p(丁))，(丁)l△7．
‘，毋 Jt

≤llfll(K1厶一∽∽)△r+虬／00‰㈨∽△丁)<Ilfll(掣+等)．
这意味着(4．12)是(4．11)的一个有晃解．

(充分性)若对于每个函数f∈C，(4．11)都至少有一个有界解：则对于一个固

定的tl∈T+，选取一个rd．连续函数妒ft)满足

j O≤妒(￡)≤1，t≥秽，

【妒㈣=0，t≥t1．
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令，o(t)=专等乎，其中z(z)=x(吠是(4．11)的任意一个非平凡解．显然，如∈c

i‘1 G(f㈡如)坝r)I-l△r|≤协0<to_<tl和t独

轷㈩时饥AT eer“舶)肛‘警r时√>s到o， (4．18)

／ IX("u—P强|-1△丁≤eer孑t(s，￡)／‘Ix(7．)(，一P碡|_1△7-，t≤s≤岛·

则对于s≤t<。。，有Ixl(t)!≤ecIx(s)tee∥(t，s)。因为z(f)是(4．1)的一个有界解，

褊≤厂旧(刊q△r≤ee9∥化s)／‘h(刊-1缸，≥s+即．

m)l s配(／2 M丁)J-1△r)-1≤蚓如此e∥∽s)’t≥s+即．

eeer_二1(t，8)≥ee一7弓1(t一8)≥1，s≤t≤s+rc．
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这暗示

xl(t)l≤eCIx(s)1％，；-(t，s)，8 S t<。。·

类似的可证明，若对于固定的s≥t，且max{秽，s—rc)S t≤5，则对于1，≤t≤8，有

Ix2(t)l≤eCix(s)iee,云,(s，t)．

用X_1(8)f取代f，并且在(4．17)的第二个不等式中，令t1=∞，当t兰s时，则

IX(￡)(，一P)xq(8矧s rc(／∞I叉(r)x。(s)f|-1△r)q
≤rc(c一1i∈}一1／∞e厣(s，丁)△r)一1．

由∈的任意性，可推出

lX(t)(，一P)X-I(s)|S rc3C，t S s．

同理j可得

lx(￡)(，一P)X一1(s)f≤佗pce口(￡，s)。t≥8．

因此

ix(t)PX一1(s)I≤(1十rcp)ce口(t，s)。t≥8．

在(4．17)的第一个不等式中，令to=8，可求得

x(t)PX-1(s)I≤rcf9C[1一eeB(t，s)】-1，t>s．

因此，考虑下面两种情况：

(1)．若x=0：类似于文献[146]，可推出

IX(t)PX-1(s){≤(1-i-2rc口)C,t≥s．

(2)．若x>0，由(4．3)可求得

删刚酬鲕∥c¨去)警卜凇
于是

IX(t)Px一1(s)l≤—rc—C——(1了+——廖一x)，￡一s≥x．
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同时，对于t—s S)(，有

Ixit)PX一1(s){≤co+配p)eJ(￡，s)S c(i+rcfl)e卢(2—8)

≤0(1+rcfl)e触．

由此可求出

IX(t)Px一1(s)l≤max{!掣，c(1+佗圆P觑)，t≥s．
因此

f(1+2rc口)C若_X=0，
K仅’2 t max{丝掣，c(1+，-cp)e纸}若x>。．

那么对于t≥s，能够得到lX(t)PX一1(s)1≤K(x)．根据上面的讨论，可得

lX(t)PX一1(s)I≤eK(x)e。，二-(t，s)，t≥8≥秽，

I．X(￡)(J—P)X一1(s)I≤ercflCeor；,-(s，t)，s≥t 2
1，．

这说明(4．1)在Ⅱ+上满足指数型二分性．定理证毕．

定理4．7．假设A(t)是一致有界的．则(4．1)在Ⅱ+上满足指数型二分性的充要

条件是对于每个函数f∈M，(4．11)都至少有一个有界解．

证明．(必要性)若(4．1)在矿上满足指数型二分性，则由引理4．2可得

lz(t)l≤／]X(t)PX一1(口(丁))，(丁)I△7．+／ |x(￡)(，一P)x一1(盯(7-))，(7．)l△r

娲美耥+虬再赫．
因此，(4．12)是f4．n)的一个有界解。

(充分性)若时标是u周期的，则C c M且L C M．通过定理4．5和定理4．6，

可令Ql=Ot2=rcl且Kl=K2=e(rL+xllAII)使得(4．2)成立．定理证毕．

注4．2．若Ⅱ=R或者T=z，则定理4．5和定理4．7中，A(t)是一致有界的条

件能够被去掉．
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§4．4指数型二分性的粗糙度理论

为了研究时标动力学方程指数型二分性的粗糙度理论，我们首先考虑扰动的

线性时标动力学方程

z△(￡)=(A(t)+B(￡))z(￡)， (4．19)

其中A(t)+B(t)∈冗。考虑(4．1)在B(t)扰动下指数型二分性的粗糙度，即找到一

个恰当的条件使得(4．19)也具有指数型二分性．

定理4．8．假设A(t)是一致有界的且(4．1)在T上满足指数型二分性．则存在

文>0使得当|I酬<瓦时，(4．19)在T上满足指数型二分性．

证明．由定理4．4推知存在一个对称的，有界的，正则矩阵G(t)使得二次型

V(t，z)=XTa(t)z满足

V△(￡，z(t)))=XT0)【Ar(t)G(t)+(1+p(t)A丁(t))(G△(t)+G(盯(t))A@))3z(t)

≥Pi|z(t)12，

其中z(￡)是(4·1)的任意—个解·令s￡∈u=p
IG(t)l

s晚，stu∈冒p
lA(￡)|<P3，且选择＆>o使

得

2p25．(1+XP3)+XP25．2≤虿P1．

则对于(4．19)的任意解可(t)，可求得

Va(t；∥(t))=(影丁(t))△G(t)可@)+yT(盯(t))G△(t)y(t)+yT(口(t))G(盯(t))耋，△(f)

=可r(t)【(A(t)+B(t))丁G(t)

十(1+肛(t)(A(t)+B(f))丁)(G△(t)+G(莎(")(A(t)+口(t)))】y@)

=yT(￡)【A丁(￡)G(￡)+(1十弘(￡)A丁(￡))(G△(z)+G(仃(f))A(￡))

+BT(f)G(t)+弘(￡)B丁(t)G△@)+p@)Br@)G(盯(f))B(￡)

+tt(t)S丁(t)G(盯(t))以(t)+(1+肛(t)AT(f))G(盯(f))B(≠)3耋，(t)

=yT(t)【AT(t)G(t)+(1+肛(￡)∥(t))(G△(t)+G(叮(f))A(f))

+B丁(t)G(盯(t))(，+“(￡)A(t))+(J+p(t)A丁(t))G(盯(￡))B(￡)
。

+lt(t)Br(t)G(∥@))B(f)】3，(￡)

≥Pl ly(t)12一(2p2以(1+xp3)-I-)(艘霹)}∥@)12

≥妻p1}y(t)12．
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这说明(4．19)在T上满足指数型二分性．定理证毕．

下面，我们采用另外一种方法研究指数型二分性的粗糙度理论．为了获得一

些有用的引理，考虑非齐次线性时标动力学方程

xzl(t)=【A(t)+B(f)】z(f)+f(t) (4．20)

其中，A(t)，A(t)+B(t)∈冗，且f∈L．

引理4．4．假设(4．1)在T+上满足稽数型二分性?且若

圳(竽掣+等)<t， ㈤2，，

则对于每个f∈L(4．20)都有唯一的有界解．

证明．对于任意Y∈BC，定义映射丁为

(Ty)(t)=／X(t)PX-1(盯(7．))(B(丁)剪(r)十f(r))Ar
J一

，oo

一／ x(f)(J—p)x-1(盯(7-))(B(7-)g(7-)+，(7-))△丁．

显然，(Ty)(t)是连续的。并且，

I(Ty)(t)L≤IIBtltlvll(／IX(t)PX_1(盯(7．))|△7．

+／Ix(t)(s—P)x_1(盯(丁))I△7I)

+f IX(f)rx-1(州丁”||，(丁)1i7_+Z IXp)(I-P)X-1p一”|i以7-)|△丁

，t ，∞

剑BIIII剪II(K-t P'eal∽巾))△什垃Z∞‰㈧丁")△r)
，oo

+max(研。K2)／l，(刊△7_
Jd

=IIBII 113，II(虬小州丁腓一丁∽蚺鲍／∞(1+Oa2tt㈤‰fr，雌f)
，∞

+max(K1：拖)／I，(丁)I△r
J毋

刮BIIII圳(盟裂小‰∽必丁一等／∞锄‰：h㈣。
，00

+max(K1，虬)／Jf(r)IAT
J一剑BIIII∥II(掣÷堡or2]、·m郴hK2)．，r If(刮觚
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则T是BC到BC的一个映射．而且，对于任意Y1，y2∈BC，我们有

№一ry211<lIBII(掣+丝Or2)Ilyl-刚．
因此，T是一个压缩映射。通过压缩映像原理，存在唯一一个不动点绯)∈BC使

得y(￡)=(Ty)(0，这样3『(￡)是(4．20)唯一一个有界解．

类似于引理4．3的讨论，令(4．1)的所有有界解的初始值组成的空间为巩，显

然，巩是秽的一个子空间，令醍为c，1在R”中的补空间，这意味着R站=巩。醍。

引理4．5．如果(4．20)对于每个函数，∈L都有一个有界解．则存在一个正常数

r使得(4．20)有唯一的有界解y(t)满足y07)∈％且№}j≤rlI列L．

定理4．9．假设(4．1)在T+上满足指数型二分性且基本解矩阵满足x(o)=I．

若(4．21)成立，则(4．19)在T+上满足通常二分性，且相应的投影Q相似于投影

P．

证明．考虑一个矩阵函数z(t)∈BC，并且定义映射丁为

(TZ)(t)=x(t)P十／x(t)PX一1(矿(丁))B一)z一)△r

一／x(￡)(，一P)X一1(盯(7．))B(7．)z(7-)△7．．

由此可求出

㈣㈣㈨-+I|Bllll z||(掣+等)
和

HTZl一丁玩I；≤IIBII(兰掣+-等2)IIzl一历||，Zl,z2 E BC．

这说明了T：BC—BC是一个压缩映射，于是存在唯一一个不动点M(∞使得

K(￡)=X(t)P+／x(t)Px_1(矿(7．))B(7-)M(7-)△7_
，∞

-，毋
(4．22)，∞ 、一 ，

一／ x(f)(J—P)Xq pp))B(7-)'j(7．)△r．

易证M(t)是(4．19)的一个有界解．此外，也能得到

ll(t)P=x(t)P+／x(t)PX。(盯(7-))B(7I)K(7-)P△7I

一／ x(t)(，一P)X一1(盯(7-))口(7-)M(丁)P△7-．

87
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则M(￡)P也是丁的一个不动点，于是有M(￡)P=Yl(t)．现在令Q=M(秽)，可获得

QP=Q．设t=s，且在(4．22)的两边同时乘以x(t)PX-1(s)，则可得

x(t)Px一1(s)rl(s)=X(t)P-i-／X(t)PX一1(仃(7_))B(7．)Ij(7-)△f (4．23)

若在上面的等式中，令t=5=口，可得到尸Q=P．容易证明K(t)Q也是T的一

个不动点且使得YI(t)Q=H(￡)．设t=秽，则有Y1(秽)Q=M(t，)，即，Q2=Q。这意

味着Q是一个投影。由QP=Q和PQ=P可推知￡=I—P-4-Q是可逆的且满足

Q=LPL～。因此，投影Q相似于投影尸。

假设Y(t)是(4．19)的一个基本解矩阵满足Y(O)=I，则可推出M(t)=Y(t)Q，

于是有Q畔“】∈田。定义

鼢)={Y州(t)Q旷Y-I(州s),蒜≥■抛
类似于定理4．5的讨论．易获得

IY(。)Qy-1(s)；{r(1+x(1lAII+||B||))，t>s (4．24)
|Y(t)ff—Q)Y一1(s)l≤r(1+X(IIAI J"4-IIBII))，s<t

、 。

且Q(u)=田．同时，由连续性推知(4．24)在s=t也是成立的．定理证毕．

为了获得指数型二分性的粗糙度，我们需要下面的不等式估计．

引理4．6．假设饥在【to，。。)上是正的有界连续函数，并且满足

u(z)≤be071(￡，￡o)t正(芒0)+5b1／e&71(￡，r)u(r)Ar+5b2／ ee他(L t)u(r)Ar， (4．25)

其中b，b1，62，最7l，加都是正常数．若

刚(鲁+鲨掣)<¨t=l一嵩>。，＼'l 忱 ／ ，yl【l一片)

则

札(￡)s击u㈨e{(enl)(㈦}(￡，￡o)，f 2 to·

证明．假设当t一。。时，有u(￡)一0．定义

pl(t)=m．ax¨(7-)．
r∈h。oJ

易证I，1(t)是减函数．由此可推出存在t：≥f使得对于任意t≥to，有m(t)=口(ti)．

根据(4．25)：证得

，．￡： ，loo

乱(t；)≤beo，，(￡；，to)u(to)+5bl／ ee一1(t；．r)u(r)Ar+662／ eo忱(r，￡；)Ⅱ(丁J△7-．
'，to √f：
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这说明

州∞ beeT。瞄粕M¨螂，‘；‰m打如(丁)Ar+巧b2 f‰∽啪如m
：6ee，。(巧，￡。)u(￡。)+曲1厂‘e台，，(￡t1，7-)u(7-+66l／．q eel，∽1)At ．7_)u(7．)△丁=6ee，。(巧，￡o)u(￡o)+曲1／e台，，(￡‘，7-)u(7- +66l／“eel，∽．7_)u(7．)△丁

J如 Jt

+662／ ee'2(7-，t：)札p)△7-
d￡；

≤6e铆l(￡，to)u(to)+的l／eell(￡，r)u(r)Ar

故可得

撕m，(b·Z好‰
≤bee，1(t，to)钍(to)+

‘ (1_咖㈣外叫删 beeT，(t，刚札。o)彻-‘ee一灯)u(7-)缸
令幽(￡)=e1。(t，秽)札(￡)，上面的不等式可变为

州啦五b州¨+羔‘州r胁．
根据定理1．7，可得

≯1(￡)≤圭西1(t。)eh(1也))(“。)，
即，

让(f)≤击札(ue{(鲰㈣渺，∽．
注意到已经证明了当让(f)一0时，引理4．6成立．若uCt)没有这种性质，则我们能

够定义一个新的函数

t够(f)=u(t)eo口(￡，猡)，

其中0<p<他．由孔(t)的有界性能够得到对于t_。c：，有uz(t)一0。利用不等式

(4．25)，易得

rt

t正母(t)≤beI(e71)e(e口)池to)u口(to)+66l／eIce71)。(e口)烀r)uB(r)Ar
J#¨

+662／eI(e∞)9(8)}(丁，t)uZ(r)Ar．
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同理可证．若

铲6(禹+等字)<1

0声=I-硪‰刈，
则

．

u多(￡)≤志us(幻)e{(e(M。删拼(“。)，t≥缸

u(t)≤圭让(t。)e{(e'1)(㈦)(“。)·

Ⅱ@)≤bee，2(s，t)让0)+5bl／ ee々，(￡，7．)也(7-)△丁

，t

十662／5ee仰(Lt)牡(丁)△丁，s≥t≥t。，
。26

√如 (4． )

乱(t)≤圭u(s)e“咖M。)}(印)，s≥￡≥‰

⋯(鲁+墼掣、<t，02=1／ 一杂‰>。．＼7l 切 仇Li一圪J

证明．定义仡(f)=m．ax．珏(丁)．显然，p2(t)是一个增函数，且存在一个呓使得
r∈}to，tl

u(t；)≤6ee’2(s，呓)u(s) 2。7-)u(r)△7-+662 f ee他(7-，t；)u(7-)△7．u(t；)≤6ee’2(s，呓)u(s) 1／to eel，(嚣·7-)u(r)△丁+662√(：ee他(r，。；)u(r)△丁J ‘，屹

r8 卜

=bee-n(s，￡；)u(s)+662(eel2(7．，￡；)钍(7．)AT"+5b2d J￡：ee他(7．，坯)u(7．)△丁￡ t三

，．呸

+66l／e铆I(乐T)U(T)Ar
．，to

<be凯(sI￡)巾)+的2 Z5 e钸(丁’t)u㈩△丁

蝴)(幻ee．a(r,t；)Ar+bl小一露丁m)
<beer，2 cs，t，ucs，+艿6。Z8 eel：c丁，t，Ⅱc下，△丁+6(掣+与；)．



一．
壅!!堕董奎堂蔓圭兰垡堡塞●----____●-__-__--I_--_-_--●--______-I●_-●—_————————_-●-———__-—_———————————————————一

迸向得刽

(1一圪)札(t)≤(1一K)伪(￡)s bee能(s，￡)¨(异)十662／ ee,7。(1-，t)tl(丁)△丁

，8

Jt

令西2(￡)=ee蚀(t，秽)仳(t)，易证

屯(f)s五b也(s)e{忱(1一目。)炽t)，
即，

u(幻≤而b u(s)e{(e他㈣砖t)．

定理4．10．假设(4．1)在T+上满足指数型二分性且x(秽)=I．若

矿=IIBIl 丝!!!±竺!型上—K2(1+—oE2X)
OZl n2

ly(￡)9y一1(s)I≤石兰端e(e。，)(嵋)(f，s)，f≥s≥识 f4．27)Iy(￡)(，一Q)y一1(s)|≤℃舍兰端e(e口。){呓)(s，t)，s≥f≥t，， 、。

<。=I|口”(墨号掣)， 白=llBl|(竺鬻)，口；=1一IIBIl(渊)>。， 呓=·一l|B||(石虱享兰雨)>o．

证明．类似于定理4．9的讨论，能够得到一个映射Q相似于尸且M(￡)=Y(t)Q．

M(￡)=X(t)PX。(s)M(s)+／X(t)PX-1(盯(7-))B(丁)M(7．)△7-
√8 (4．28)

另一方面，设硷(t)=l’(t)(J—Q)使得y(t)=Y1(t)+l圣(￡)．根据常数变易公式得

K(t)=x(t)(，一Q)+／x(t)x-1(盯(7．))B(7-)蚝f7-)△r．
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x(t)(，一P)x一1(s)砼(s)=x(t)ff—Q)+／x(t)ff—P)X一1(盯(7-))B(7一)】乞(7-)△7．．
，8

‘，毋

r2(t)=x(￡)(J—P)x-1(s)蚝(s)+Z x(∞Px。p‘r’B(7-’1乏‘r’△r
(4．29)

一ft
8

x(￡)(f—P)x一1(盯(丁))B(丁)蚝(丁)△r．

‘’

对任意向量∈∈舻，根据(4．28)和(4．29)，对于t≥s≥秽，我们有

lⅥ(t)专l≤Klee。。(t，s)lK(s)专I+IlB8K1／eeQ，(t，口竹))卜气(下)引△下
I，口

，oo

+IIB||鲍／ eeQ。(矿(7．)，t)lM(7-)fl△r

≤硷ee口。(t，s)墨j(s)引+lIzllKl(1+otlX)／eeo，(t，r))lH(r)荨l△r
J仃

，oo

+IIB||如／ een：(r，t)lM(丁)引△丁，

同时，对于s之t≥1，，有

，￡

l】乞(￡)∈l≤K2ee口。(s，t)l蚝(s)fI十|[BIIKa／eea，(f，仃(7．))I硷(7-)∈}△7I
J仃

，占

+ltBiIK2／e。a。(盯(7-)，t)陉(7-)∈{△7．
‘，t

，t

s鲍‰：(s，t)IY,(s)∈|+IIBilKl(1+OlIx)上eeQt(2，r))IY2(r矧△7_
，善

÷li口||鲍／e。o。(L t)l硷(7．涎l△，．．

由引理(4．6)和引理(4．7)可得

m郴巧K1 e(en悯舳删螅￡≥s 2伊
(4．30)

l硷(t)引≤羔e(e02)(蚴(s，f)陬s)gl，s≥f≥移·
为了完成定理证明，根据定理4．I，我们仅需要证得Y(t)QY一1(t)是一致有界的．在
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(4．28)的两边同时乘以X(f)(J—P)x叫(t)，由(4．30)的第一个不等式司获得

Ix(o(z—P)X_1(t)M(t){|

=l-o。x(o(x—P)∥㈨丁))砷)M(丁)∈△叫
缃i(等)俐∈}／∞e(9㈦峨灯，f)ee—m必丁 (4．31)

洲|(筹)㈨∈{／∞e((觚"．))卵北啦r缃l(觜)俐泸<ll吲啦{．
同理可证，由(4．29)和(4．30)的第二个不等式可得

IX(t)PX～1(t)砼(f)fi

：{厂x(f)PX一1(仃(下))B(丁)硷(丁)f△丁l
{Jf，

--<IIBll(饕)俐fI小锄胂小幻‰池俐△r(4．32)洲I(糟)俐善I小锄咿跏啪口1)他丁归
s JjB JJ(垒乏辫)J砼(￡)fl=白J圪ft)∈|．

直接可证得

y(t)Ql一1(￡)一x(t)Px一1(t)=x(t)(，一P)X一1(t)Y(t)QY一1(￡)

一X(t)PX～(t)YCt)(I—Q)Y一1(￡)，

Y(t)QY一1@)一X(t)PX一1(t)=X(t)(j—P)X一1(t)一y(t)(，一Q)】7—1(t)．

因为在(4．31)和(4．32)中，∈是任意的，则

lY(t)Q17—1(￡)l≤<lIY(t)QY一1(f)l+@lYCt)(1一Q)Y一1(z)}

+|X(t)PX一1(圳，

|y(t)(，一Q)Y一1(￡)i≤(1ly(t)Ql～1【t)I+已117(t)(，一Q)Y一1(t)}

+lx(f)(j—P)X_1(吼

因此，

IY(t)QY一10)I+iy(￡)(，一Q)l～10)J≤2((IY(t)QY一1(t)}

+IYCt)(I—Q)】7—1(￡){)+K1+K2，

-

-

．
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即，

maX渺(∞一(吼IY(岬一Q)Y一1(伽≤酉K1+K2．
因此，(4．27)成立，定理证毕．

注4．3．在定理4．10中，(4．19)指数型二分性的指数率是随着时标的变化而变化

的，一旦时标取定，指数率则保持定值．

下面我们研究(4．1)和(4．20)解之间的关系。通过类似于文献[146]中命题2．2

的证明，可以推出下面的引理

引理4．8．若(4．1)在重+上满足二分性一旨数型二分性或者通常二分性，且

x(椤)=I，则存在一个具有投影乃的二分性纠旨数型二分性或者通常二分性◆使得

疡僻n】=％，其中％C黔是满足当t—CO,时，轨线就趋于零的(4．1)的解的初始

值组成的空间．

定理4．11．若(4．1)在虿+上满足通常二分性?且B(t)，f(t)∈L，则在(4．1)和

(4．20)的有界解之间存在一个一一映射使得当t—o。时，二者有界解之间的距离

趋于零．

证明．根据引理4．8，(4．1)有投影为R的通常二分性且满足尸。嘤n】=Uo，即对

予任意向量f∈鄹，当t_。。时，有ix(t)Po(I一0．选取一个足够大的tN∈耳+使

得

危=叫业掣，等)aBOCl OL2

㈩阻<，．’

。．，，”

对于v(t)∈BC，定义映射丁为

(Tv)(t)=／x(t)PoX-1(仃(7-))(B(7-)可(r)+f(r))AT
'，tⅣ

一／ x(￡)(，一Po)X一1(盯(7-))(B(7-)耖(7．)+f(r))AT．

重复引理4．4的讨论，可推得T：BC—BC且I]Tyl—T驰lI≤酬拶l一剪2¨假设x(t)

是(4．1)的任意一个解，我们考虑如下的系统

v(t)=z(t)+(珊)(t)． (4．33)

利用压缩映像原理可知(4．33)有唯一一个有界解剪(￡)．显然，有界解秒(t)是(4．20)

的一个解．另一方面，如果y(t)是(4．20)的一个有界解，那么x(t)=y(t)一(Ty)(t)

是(4．1)的一个有界解。这说明我们可以在(4．1)和(4．20)的有界解之间建立一个一
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一映射。此外，对于任意t>0，存在一个足够大的t。≥蜥使得

等f吲r)l(1y∽I+I／(rm眺e．
因此，

If丁!，)O)l≤Ix(t)Po／ 灭一1p(7．))【B(7-)可(丁)+，(7-)】△7-I+e<2e．
’，tN

这意味着当t—o。时，有剪(t)一x(t)一0．定理证毕．

在(4．20)中，令B(t)三0，则我们得到

推论4．1．假设(4．1)在T+上满足通常二分性，则非齐次时标动力学方程yA(t)=

A(t)y+f(t)至少有一个有界解且满足对于每个固定，∈L，当t一。。时，这个有

界解趋于零。
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§4．5指数型二分性存在的判别准则

为了研究高维时标动力学方程周期解存在性，现在我们给出线性时标动力学

方程指数型二分性存在的判别准则．为了利于下面的讨论，不失一般性，在定义

4．1中，令

K=max{K1，鲍}，Q=min{al，n2)．

§4．5．1判别准则I

现在利用行占优，列占优条件建立线性时标动力学方程(4．1)在T上满足指数

型二分性的充分条件。

定理4．12．若A(t)是一致有界的，并且存在6>0使得

陬出炉硝I％(t)l-知喀MI)捌硎味Ⅲ一2，⋯^㈣34，
则(4．1)在T上满足指数型二分性．

证明．由(4．34)能够看出对于i=1，2，⋯，咒，a“在匹上保持常号。不妨可以假

设存在一个整数1≤惫≤n使得

％㈦
1<i<后．

札≥i>七．

三(Izi(纠2)△=三(z彩)十《㈣)斧㈣=兰(吲"础)z㈣)z㈨
=zt(t)z争(￡)+丢p@)(z争(t))2
=ai{(t)Ixi(t)12+∑a巧(t蚓t)巧(t) (4．35)

+丢p@，(耋口玎cr，巧@，)2．
首先，我们将要证明lz(t)I在T上不存在局部极大值。如若不然，假设Iz(￡)l在

某个8∈T达到局部极大值。则对于某个1≤i≤n，令|z(s)f=陬(s)I，由(4．35)推
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得

卜托cs，一丢三iⅡ巧es，l一互1肛cs，(喜口巧cs，)
s l矗cs，+丢三ln玎rs，|+三pcs，(喜n巧cs

根据(4．34)，有

帅胪s扣删2)△

2卜圳2．
去(}戤(s)J2)△≥(26÷占2p(s))f戤(s)12>0． (4．36)
五

显然，这是一个矛盾。因此，瞰t)|在T上不存在局部极大值．

其次，对于任意给定的8∈T，我们将要出示对于所有t之s，t∈T，Iz(t)I是一

个严格增加函数的充要条件是存在某个i≤惫使得；z(s)I=Izds)1．实际上，若存在

一个io S k且8∈T使得I。(s)}=陬。(5)l，那么由(4．36)推得对于充分小的h且

8-4-h∈T，有{zto(s)l<lz幻(s+九)I，从而

lz(s)l=iz幻(s)I<{xio(s+^)l≤Ix(s+^)}．

若存在t1，t2∈T，t2>tl≥s使得lz(t1)l≥|z(f2)l，则可推得lz(￡)I在(s，t2)c T上有

局部极大值．这个矛盾说明了对于任意tl，t2∈T，t2>tl≥8，lz(t2)}>Iz(fl¨反之，

假设Iz(t)1是严格增加函数．则对于所有i≤k，s∈T，l。(圳≠恢(s)I，于是对于充分

小的h>0，8+h∈耳．可以找到一个io>南使得fx(s+^)i=陬。(s-4-h)i．类似上面

讨论，可求得

1

妻({zi。(s-4-h)12)△≤一(26+占2肛(s+h))Ixio(s+^)}2<0． (4．37)
‘

由(4．37)可知IXio(s+^)l<k。(s)I，从而有iz(s+^)l<|z(s)|．这显然是一个矛盾．

现在证明存在一个k维子空间H∈R“使得x(t)∈K是一个严格增加函数．令

x(t)是(4．1)的一个基本解矩阵，K是由一切向量∈=(6，＆，⋯，＆：0，⋯，⋯，o)r

所组成的惫维子空间．取一个序列{sm)C T使得sm_一。。(m一。C})。定义uk=

X-1(sm)vi：则％是舻的一个k维子空间．定义岛。，繇，⋯，虢为％的一个标准

正交基底．通过单位球的紧性，可得存在一个整数序列{m。}(m钉_+o。(口一+o。))

和正交单位向量∈1，∈2，⋯，f。使得当tf一+。。时，有＆。，_F(f=1，2，⋯，七)．xJ(t)

是(4．1)满足初始条件∥(秽)=∥的一个解：J=1，2，⋯，k，则z1(￡)，z2(≠)，⋯，矿(f)

是线性无关的．考虑(4．1)的任一非平凡解的线性组合

z(t)=alxl(t)+a2x2(t)+⋯+akX“(t)，ai∈R(i=1，2，⋯，而)，
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将证明|z(￡)|在．Ⅱ．上是严格增加函数．若z‰(￡)是(4．1)满足初值条件z。。(移)=

∑％《毛，(t)的一个解，则当u一+。。，对于任意t∈T，有zm。(t)一茁(t)．因为

Xmv(猡)∈％。。，所以可得Xmv(sm。)∈Ⅵ且对于t≥sm。，lXmv(f)f是一个严加增加

函数。对于tl，t2∈T且t2>tl，和充分大的t，，有|z仉(￡2)l>Jz‰(t1)|，进而得

iz(￡2)}2{z(￡1)i．因为tl，t2是任意的，可推知在．Ⅱ’上}z(￡)|是非减的。如果Iz(f)l在

可上不是严格增加函数，则存在tl<t2使得x(t1)=x(t2)，从而将能够找到一个区

间J c T使得M￡)I在j上是常值．因此，lz(￡)；有一个局部极大值，这是一个矛盾。

因此，}z(t)；在匹上是严格增加的。这意味着存在一个．j}：维子空间H使得x(t)∈Ⅵ

是一个严格增加函数． ．

若x(t)∈M是(4．1)的一个非平凡解，则存在一个i≤k使得对于7．∈T，有

lz(丁)l=陬(丁)1．若r是右散的，由(4．36)可知

(26+62p(7-))(1z(r)i2)=(25+62弘(7-))(1翰(7．)I)S(j彩(7．)21)△

‰(盯(丁))『2一旧(7-)12

2——■万厂一 (4-3s)≤塑学州丁炉)△．
若r是右稠的：则

(26+52肛(7-))(1z(丁){2)=(25+占2p(f))(1z{(r)1)≤(Izi(7．)2I)△

：。骧堕型掣h (4．39)^_0+ 、⋯。，

跏黑堕型掣．(|酬。)△．h—O+ n
“’～

由(4．38)和(4．39)可得

(26+占2p(7-))(iz(7-)12)≤(}z(f)|2)△， 竹∈T． (4．40)

从s到t积分(4．40)，有

lz(t)l≥es(t，s)|z(s)}，t 2 s．

对于x(t)∈R”／Ⅵ：类似可得

Iz(t)I≤ee6(t，s)lx(s)l，t≥s．

令

z(￡)=X(t)PX一1(s)zo，x(s)=X(s)．Px一1(s)。o，i>七
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和

z(t)=．x(t)(J—P)X一1(s)xo，x(8)=X(s)(j—P)x一1(s)zo，i≤k，

其中P是一个投影和X0是(4．1)的任意一个初始值．因为A(t)是一致有界的，所

以存在一个常数N1>0使得suplA(￡)|≤N1，从而得到

Ix(t)x-1(s)I≤eNl(t，s)，t≥5．

因此，根据定理4．2，(4．I)在虿上满足指数型二分性．定理证毕。

因为Ar(t)和A(t)具有相同的特征值，同理可证

定理4．13．若A(t)是一致有界的．且存在50>0使得

胁癣卜薹愀卜扣(娄愀，I)2狲撕㈣艇¨乩2，⋯^∽4·，
则(4．1)在卫上满足指数型二分性．

§4．5．2判别准贝Ij II

现在我们考虑另一种线性时标动力学方程

xa(t)=A(t，让(f))z(￡)， (4．42)

其中钆∈c(v．黔)，A(t，u(￡))∈冗是一个n x佗矩阵函数．

定理4．14．假设A(t!u)在T×S上是一致有界的，其中S c Rn是紧的。而且，

存在一个对称的，非奇异矩阵函数日(t)∈cb(T，鼢×“)满足

(i)存在一个正常数P使得l汀(￡)l≤矿；

(ii)矩阵H(t)的所有特征值九(t)都大于某个正常数叼，也就是说．队(t){≥即>

0，i=1，2，⋯，礼；

(iii)存在∥>0使得矩阵

N(t，扎)=A丁(t，u)H(t)+[1+U(t)A?(￡，u)]【日(f)△+H(cr(t))A(t：缸)1

的所有特征值N(t，U)都小于-[2vp+／]2p(￡)】．即，碍(t，乱)≤-[2∥p+v2u(t)】<

o(i=1，2，⋯，几)，

则(4．42)在T上满足指数型二分性，即存在一个投影P和正常数a，K使得

Ijk(t)PXu(s)|≤尺’89口(t，s)，t≥s； lj％(t)(，一P)咒(s)|≤Keea(s，t)，t≤8，

其中孔(幻是(4．42)的一个基本解矩阵且满足咒(拶)=I．
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=XT(￡)A丁(f，u)H(t)x(t)+XT(￡)【1+p(t)Ar(t，t1)】日△(f)。(t)

+z丁(￡)【l+p(f)A丁(￡，让)】圩(盯(f))A(t，钆)z(t)
(4．44)

y△e￡，z，≤了：：2p，，，土y2弘ct，，lzc，，12≤一羔竽Jyct，z川 。4．47，

=(吾e加∽，，
卜。u

●

●

、|

√
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从8到f积分(4．47)，对于￡≥s，得到

v(t，z㈤≤P詈申渺s)y(s，z(s))· (4·4s)

利用(4．43)，(4．46)和(4．48)，可证得

fz(t)lz≥学≥三鳘蔓墨三掣≥参e告e詈(z，s)}z(s)|。，t之s；
即

№){≤丽P ce彤s)⋯l，t≥s·
因此，

川I≤丽P ee心州s)I，s≥t·
通过类似的讨论，容易证得存在一个讫一k维子空间Q2∈R”使得对于z(t)∈Q2，

有
’j

㈨{s砺P ee彤圳z(s)l，t≥s，

其中Q1 0(-．42=R竹，Q1 NQ：=谚．

A(t，u)在TxS上是一致有界的，所以存在一个正常数人，2使得sup{A(t，t￡)j≤

Ⅳ2．因此，对于任意s∈T，可得I墨。(￡)嚣1(s)l≤eNu(t。s)．令

x(t)=X(t)PX一1(s)xo，z(s)=x(s)Px一1(s)xo，zo∈Q2

和

x(t)=x(t)(，一P)X一1(s)zo，z(s)=X(s)CX—P)x一1(s)zo，zo∈Q1，

其中P是一个投影，X,O是(4．42)的任意一个初始值．根据定理4．2，(4．42)在冒上

满足指数型二分性．定理证毕．
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§4．6高维时标动力学方程的周期解

现在，我们将利用指数型二分性讨论高维时标动力学方程的周期解存在性。为

了研究时标动力学方程的周期解问题，本节我们都假设时标T为u一周期的：即，

t∈T意味着￡士u∈T。考虑半线性和非线性时标动力学方程

z△=A(t)x+．厂(f，z) (4．49)

和

z△=A(t．z)z+f(t，z)． (4．50)

其中A(￡)，A(t，z(￡))∈冗是u周期函数，并且，∈C，d(V x Rn，础)也是u周期的．

根据文献溉的第八章，易知(4．49)和(4．50)的解在整个T上都存在．

在证明(4．49)和(4．50)周期解存在性以前，我们需要做一些必要的准备．

引理4．9．若x(t)是(4．1)的一个基本解矩阵，则x(t+叫)也是(4．1)的一个基

本解矩阵，而且，对于t，s∈T，有

X(。+u)Px-1(s+∽)=X(t)PX_1(sJ
(4．51)

x(t+u)(，一P)X一1(s+u)=x(t)(J—P)X一1(s)．
、 ’

证明．detX(t)≠0且X△(t)=A(￡)x(t)，能够推出

detX(t+u)≠0，x(t+u)△=A(t+u)x(￡+u)=A(t)X(t十u)，

于是x(t+u)也是(4．1)的一个基本解矩阵．由基本解矩阵的性质知存在一个扎维

常向量岛使得

x(t+u)=x0)Co，t∈T．

则

x(t+u)PX一1(s+。)=X(t)CoPC01X一1(．兮)=X(t)PX一1(s)

和

x(t+u)(j—P)X一1(s+u)=X(t)Co(I—P)C彳1X一1(s)=X【t)(j—P)X一1(s)．

引理4．10．假设(4．1)在T上满足指数型二分性，且g∈C，d(T)也是一个u周

期函数，则

，．￡ ，+∞

z(t)=／X(t)PX一1(盯(5))g(s)△s一／ x(t)(，一P)X一1(盯(s))夕(s)△s
t，--00 Jt

是方程xa(t)=A(t)x(t)+9(f)的一个u周期解．

●

●

，

．，
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证明．显然，z(￡)是z△(幻=A(t)x(t)+g(t)的一个解。因为9(￡)是u周期的，

由引理4．9知，对于任意t∈"ir：可求得

z(t+u)=／ x(t+w)PX一1(仃(s))夕(s)△s

一／．x@+u)(J—P)x一1(盯(s))9(s)△s

=／ x(t+w)PX一1(盯(s+u))9(s+u)△s

一／ 灭@+u)(，一P)X一1(仃(s+u))9(s+_)△s

=／ x(￡+w)PX一1(口(s)+u)9(s+u)△s

一／ x(￡+u)(，一P)X一1(仃(s)+u)9(s+w)As

，t ，十∞

=／x(t)px一1(盯(s))9(s)△s一／ 天(￡)(，一P)X一1(盯(8))夕(s)△s
'，一00 J￡

=z(￡)．

引理4．11．假设(4．42)在冒上满足指数型二分性，g(t)∈CrdfT)是u周期的?

则

zⅡ(t)=／rt j％(t)Pxil(仃(s))夕(s)△s一／x。(t)(，一P)j百1(盯(s))9(s)△s
，十∞

J一。o ‘，t

是方程r△(t)=A(t，u(￡))z(￡)+g(t)的一个u周期解．

类似于引理4．2的讨论，可知

弓l理4．12．对于任意t∈T，a>0，下面的不等式成立

丘‰他删△s<瓦嘉丽，Z懈‰㈣s)，啦$≤瓦者丽：
其中

：／tO+w(+肛(s)。，，：／F'O+wRz 1 )As R2
(1--,ii-弘(s)口)一·AsJd -0

．=／ (+肛(s)o一 ， =／ ( i弘(s)口)～ ．

I，

现在我们给出(4．49)和(4．50)周期解存在性定理。

定理4．15．假设(4．42)在'lr上满足指数型二分性。而且，存在M1>0使得

Ⅳf冗1+月2)

1一ee口(秽+。，秽)￡∈

则(4．．50)有一个u周期解．
f

sup lf(t，z)I≤尬，
p，移+_：，Ixl_<Mz
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证明．定义

B=t牡∈c(T)：u(t+u)=u(￡)，t∈|Ⅱ’，，Iul=sup lu(t)1．
tE丌

易证B是一个Banach空间。取

Bo={u∈B：叫≤M1)，

显然，岛是B的一个凸闭集。对于乱∈Bo，考虑下面的系统

z△(￡)=A(t，u(￡))z(t)+f(t，t‘(t))． (4．52)

因为(4．42)在霄上满足指数型二分性，根据引理4．11，(4．52)有一个u周期解z。(￡)

满足

，．￡ r+o。

z乱(t)=／ ％(t)PⅨi1(do))，(占，“(s))△s一／xdt)(z—P)义：1(盯(s))．厂fsj让(s))△s
J--00 ，t

由指数型二分性和引理4．12得

‰(￡)l≤／ IXu(t)PX；1(盯(s))，(s。u(s))I△s
．，一。c

，十∞

+／ lK(t)(，一P)靠1(盯(s))，(s，u(s))l△s
．，t

≤(￡编以州)△s+f,+∞Keea(懒雌s)螂划supI圳纵If(t,u)I
<

K(R1+R2)

1一ee口(秽+。，毋)te[e．

≤尬．

sup lf(t，u)
d+u1，tlull<M1

因此，我们能够定义一个映射丁：玩一玩为Tu(t)=Xu(t)。对于任意一个序列

．[‰(￡)，∈玩，重复上面的讨论，可推得{Tun(t)，是一致有界的。而且．我们有

fz衾(￡)f=}A(t，‰@))z。。(t)+f(t，‰(t))}

≤IA(t，‰(t))lIz‰(t)l+|f(t，‰(t))l f4．53)s(m≮黼)尬，
其中

N‘= sup lA(t：‰(￡))|．
t∈沁，秽+‘‘，】，0t‘nII<_Ma
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因此，{Tu住(￡))是等度连续的．通过Arzelh—Ascoli定理：序列{zu。(￡)】．中存在一个

一致收敛的子序列，不妨仍设为{Tu。(￡)】．．因为{z‰(￡))是连续，u周期的，则

{Tu作(f)}是一致收敛的，于是可推得丁(玩)在玩中是相对紧的。

现证T是连续的。假设{‰(t))∈Bo且‰(￡)一札(t)(扎一+。o)。因为t‰(t)是

连续，1．d周期的，从而"it。(￡)一致收敛于让(t)。由于zu。(t)是连续的，易证z。。(t)收

敛于z乱(t)，即，丁‰一丁t‘，这意味着丁是一个连续映射．因此，根据Schauder’s不

动点定理，T在B0中有一个不动点，这说明存在一个Uo∈Bo使得Tuo=铷．因此。

(4．50)有一个“周期解。定理证毕。

同理可证，

定理4．16．假设(4．1)在T上满足指数型二分性．而且，存在％>0使得

K(Rl+R2)

1一ee△(t，+u，t，)￡∈p

则(4．49)有一个。周期解．

sup If(t：z)l S％，
移+越．；。lS^如

注4．4．本章中，§4．4，§4．5和§4．6的主要结果发表在文献【97】中．
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第五章总结与展望

本文主要研究和讨论了时标动力学方程周期解。分为三个部分，重合度和时

标动力学方程周期解存在性，压缩映像原理和时标动力学方程周期解稳定性，以

及指数型二分性和高维时标动力学方程周期解存在性．

本文首先基于重合度理论，建立了一些时标动力学方程周期解存在的判别准

则，包括捕食者一食饵系统时标动力学方程，竞争系统时标动力学方程，单种群时标

动力学方程和带有反馈控制的时标动力学方程。讨论了具有BcddingtOn—DeAngelis

功能性反应(定理2．1)，Holling型功能性反应(定理2．2，2．3)，半比率依赖功能性反

应(定理2．4．2．5)的捕食者一食饵系统，带有偏差变元的一般n种群Gilpin-Ayala

竞争系统(定理2．6)，两类单种群系统(定理2．7，2．8，2．9，定理2．11，2．12)，带有反馈

控制的单种群系统(定理2．14，2．15，2．16，2．17)周期解存在性。这些时标动力学方程

不仅统一和扩展了微分方程与其两种不同的差分化(利用带有逐段常值的微分方

程的方法和在微分方程中直接将导数离散化的方法)得到的差分方程的周期解存

在性的研究，避免了重复讨论，而且还可以在更丰富的时闻尺度上探索客观事物。

其次，利用压缩映像原理，我们研究了一类半线性时标动力学方程周期解的渐近

稳定性(定理(3．5))，和这类方程解的一致有界性(定理3．2)，一致最终有界性(定

理3．3)，以及零解的渐近稳定性(定理3．4)。最后，我们通过指数型二分性讨论了

高维时标动力学方程周期解的存在性(定理4．15，4．16)．在这个过程中，我们给出

了线性时标动力学方程指数型二分性的定义(定义4．1)，并得到了指数型二分性存

在的充要条件(定理4．1，4．3)，也研究了Liapunov函数与指数型二分性之间的关系

(定理4．4)，以及非齐次线性时标方程的有晃解与其相应的齐次线性时标动力学方

程指数型二分性的关系(定理4．5，4．6，4．7)，其中着重讨论了指数型二分性中最重

要的粗糙度理论，获得了具有指数型二分性的线性系统在一定条件的扰动下得到

的线性系统仍具有指数型二分性的结论(定理4．8，4．9，4．10)。同时，建立了在行占

优(列占优)条件下线性动力学方程指数型二分性存在的判别准则(定理4．12，4．13，

4．14)．

本文对时标动力学方程的研究提出了一些新的想法，也得到了一些新的研究

成果．然而时标动力学方程还是一门年轻的学科，还有无数的工作需要我们用毕

生的精力去完成．虽然本文研究了时标动力学方程的周期解问题，然而，关于更加
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复杂的回复性问题，如概周期，伪概周期等都还没有讨论．本文也对线性时标动力

学方程的指数型二分性理论进行了系统的讨论。但是还有一些重要的结果没有被

研究，如利用指数型二分性探讨非自治时标动力学方程的拓扑等价性和结构稳定

性等。还有一个重要的问题是微分方程和差分方程之间具有显著的差异，如著名

的单种群Logistm方程的正解都是单调的，而它的差分化虫口方程则有可能出现混

沌．而到目前为止所有关于时标动力学方程的研究成果都是对微分方程和差分方

程相类似的结论进行统一和推广，并没有利用时标动力学方程去刻画二者之间的

差异性。一个挑战性的问题是：如何利用时标动力学方程去刻画微分方程与差分

方程之间的差异性．此外，时标动力学方程具有广阔的应用前景，在生物学，物理

学，经济学中都有潜在的应用价值，一个值得深思的问题是如何更好的利用时标

动力学方程去描述和探讨客观事物。特别是在生物学中，种群动力学i11，传染病问

题：1651，生物入侵问题【166，，矽等都与时间尺度有密切的关系，如何利用时标动力

学方程对于具有不同时间尺度的种群进行建模，讨论在生态系统中具有重要作用

的生态机制，如Alice效应【13'共位群内捕食116剐，中间捕食者释放效应【166·16引，

似然竞争f16r，，70j等在处于不同时间尺度时的生物框架是否会发生本质性变化，所

有的这些都要求在时标动力学方程基础上进行系统性的研究．
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