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摘 要

排序问题是一类经典的组合优化问题，从上世纪50年代至今受到了许多行

业的从业人员与理论研究者的密切关注。本文主要研究排序问题在供应链管理

中的应用。众所周知，供应链是由多个环节构成的，因此我们不能孤立地研究

排序问题，而要把排序问题与其它过程综合考虑。全文共分四章。

第一章主要介绍了供应链与排序问题的一些知识和概念，并且总结了近些

年来在综合考虑排序与运输的问题研究方面取得的一些成果。

第二章研究工件占用运输工具空间不同的综合考虑运输和排序的问题。在

这类问题中，工件在机器上完成加工后，需要由唯一的一辆运输工具运送到相

应的顾客处。运输工具的空间是有限的，每个工件占用运输工具的空间各不相

同。目标函数是极小化最后一个到达顾客的工件的到达时间。当机器环境是单

台机，所有工件的顾客相同时，我们设计了最坏情况界为3／2+E(E是任意正

常数)的渐近最优算法。当机器环境是两台平行机，所有工件的顾客相同时，

我们给出了了最坏情况界为5／3的近似算法。

第三章讨论了允许在两个加工工厂之间运送原材料或成品的排序问题。每

个工厂可以加工所有属于本身的工件，也可以把一些工件运送到另一个工厂去

加工。这样的运送需要一定的时间。若某个工厂需要另一家工厂加工一些工

件，根据工厂和工件的不同要求，有以下三种情形： (1)在工件加工之前，原

材料不需要运送，工件完成加工后，需要被运送回有需求的工厂； (2)在工件

加工之前，需要先运送原材料，工件完成加工后不需要被送回有需求的工厂；

(3)在工件加工之前，需要先运送原材料，工件完成加工后，需要被运送回

有需求的工厂。问题的目标函数都是极小化最后一个完工工件的完工时间。对

这三个问题，我们分别设计了最坏情况界为4／3，4／3和3／2的线性时间近似算

法，并且给出了动态规划算法。

第四章研究了带承诺到货时间的排序问题。在该问题中，企业根据顾客的

订单来加工产品，并把完成的订单交由第三方物流公司运送给顾客。每个订单

包含不同的产品数量，而且必须在顾客要求的时问之前送达。订单产生的运输

费用与其中的产品数量以及运输需要的时间有关。我们的目标是安排一个加工

订单的持序并为每个订单选择运输时间，使得所有订单都能在承诺的最迟到货

时间之前到达其顾客处，并且产生的总运输费用尽量地少。我们给出了此问题
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的最坏情况界为2的近似算法，并且证明了这个界是紧的。

关键词：排序问题，供应链管理，近似算法，最坏情况界，动态规划。
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Abstract

Scheduling problem，one of the classical combinatorial optimization problems，

has gained great attention from both manufacturers and academic researchers．This

thesis mainly concerns some scheduling problems in supply chain management．As

we all know,supply chain is composed of several steps，thus the integrated inveStiga·

tion of scheduling and other steps of supply chain is necessary．We considered some

scheduling problems with transportation．The thesis is split into four chapters．

We first introduce some related preliminary concepts of supply chain and schedul-

ing and then summarize recent research results of scheduling problems with transporta·

tion in chapter 1．

In chapter 2，we investigate scheduling problems with transportation，in which ev_

cry job needs to be delivered to its customer after production and the completion time

iS defined as the time when the iob arrives at its customer．There iS one vehicle嘶tll

limited capacity，and each job occupies different size in the vehicle during transporta-

tion．The goal is to minimize the maximum job completion time．When there is a

single machine for processing jobs and only one customer,we present a asymptotical

best possible polynomial-timeapproximation algorithm with worst case ratio of 3／2+e

(E_0)．When there are two parallel machines for processing jobs and only one CUS·

tomer,we propose a polynomial-time approximation algorithm with worst case ratio of

5／3．

In chapter 3，we consider scheduling problems with raw material and completed

product delivery between two different processing centers．Each processing center is

allowed to processjobs belonging to the other one，and in doing this，transportation cost

occurs．If a processing center processes jobs belonging to the other one，according to

different characteristics of the processing centers and jobs，three cases ale studied：(1)

Before processing，law material do not need to be transported to the other machine and

after processing，the completed jobs must be transported back to the original machine．

(2)Before processing，raw material must be transported to the other machine and after

processing，the completed jobs do not need to be transported back to the original ma-

chine．(3)Before processing，law material must be transported to the other machine

and after processing，the completed jobs must be transported back to the original ma-
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chine．The goal is to minimize the maximum job completion time．For the above three

problems，we present linear time approximation algorithms with worst case ratio of

4／3，4／3，and 3／2，respectively．Besides，an dynamic programming algorithm is given

for each problem．

In chapter 4，we mudy an integrated production and distribution scheduling prob—

lem with committed delivery dates．In this problem，the manufacturing company uses

a third-party logistics service provider for shipping the completed order with different

committed delivery dates to customers．The shipping cost of an order is relative to the

order size and the delivery time requeSted．The goal is to determine a production sched．

ule for accepted orders and a shipping time for delivering each completed order SO that

the total shipping cost is minimum subject to the constraint that all the orders are com．

pleted and delivered to their customers on or before the respective committed delivery

dates．For this strongly NP—hard problem，we propose a polynomial—time heuristic al·

gorithm and show that the worst—case performance ratio is bound by 2 and this bound

iS tight．

Key Words： Scheduling，Supply chain management，Approximation algorithm，
Worst—case analysis，Dynamic programming．
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第一章 绪论

1．1排序问题与供应链管理

排序(Scheduling)问题是组合优化中一类有着重要理论意义和广泛实际背

景的问题，其实质是研究如何在满足一定要求下，对需求完成任务的合理安排

以得到某种意义下的最优结果。排序理论与理论计算机科学和离散组合数学存

在着密切的联系，并广泛应用到生产计划调度，信息处理，物流管理，服务行

业等领域。近几十年来，排序问题得到了运筹学、工程学、管理学和计算机科

学界的极大关注，并且随着对经典问题研究的日趋深入，大量具有实际背景的

新问题不断涌现。自上世纪50年代人们开始研究排序问题至今，已有大量的排

序文献发表在国内外的学术期刊上，可以这样说，排序研究已经成为组合优化

领域最活跃的分支之一。

按照学术界多年来形成的惯例，我们把需要完成的任务称为工件(job)，

把完成任务需要的资源称为机器(machine)，我们希望找到一个可行的排序

(feasible schedule)，使得某个给定的目标函数达到最小(大)。这里可行一

般指在同一时刻，一台机器至多加工一个工件，一个工件也只在一台机器上加

工，并且该排序满足问题特定的约束要求。描述一个排序问题可以用一种所谓

“三参数表示法"(three．field representation)o／p／7【18】，其中01：，p，7分别

代表特定的机器环境、工件特征和最优准则。它们是排序问题的三个组成部

分。

机器环境用来描述机器的数量、不同机器之间的关系等与机器有关的

性质。常见的机器系统包括单台机(single machine)、平行机(parallel ma-

chines)、流水作业(flow shop)、有序作业(iob shop)和自由作业(open

shop)等。其中，平行机根据其性能的不同还可分为三类：同型平行机

(identical parallel machines)：系统中所有机器的功能、效率完全一样；同

类平行机(uniform parallel machines)：系统中机器有各自不同的加工速度，

但任意工件在不同机器上的加工时间有相同的比例关系；不同类平行机

(unrelated parallel machines)：系统中机器各不相同，工件在不同机器上的加

工时间比不全相同。在三参数表示法中，它们分别用P，Q，JR表示。

工件特征一般包括工件的加工时间(通常也称为工件长度)，工件的释放
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时间，工件相互之间的依赖关系，工件加工时是否允许中断以及中断恢复后再

加工时是否要受惩罚等等。根据排序者对工件信息的了解程度，又可将排序问

题分为离线(offline)、在线(online)和半在线(semi-online)等。如果排序

者在排序开始前就已经知道工件的全部信息，例如工件数、每个工件的加工时

间等，则称该问题是离线的。而如果工件的信息是随着排序过程逐个释放的，

即只有在位于某个工件前的全部工件均被安排完毕后，排序者才能知道该工件

的有关信息，而且工件一旦被安排就不能改变。这样的排序问题称为在线的。

但在实际问题中，大量的问题是介于两者之间的，即我们或者知道该问题的一

些整体信息，或者知道后续工件的部分信息。我们把这样的问题称为是半在线

的。

所谓最优准则，通俗地讲，也就是以什么为目标函数．如果记G为某个排

序问题的可行排序中工件以的完工时间，则称％戕=maX，q为该排序的工
件最大完工时间(makespan)，它即为某种最优准则下的目标函数，其最优准

则为：找一个可行排序，使得工件的最大完工时间％旺在所有的可行排序中取
得最小值，即最小化目标函数．文献中常见的其他目标函数还有(赋权)总完

工时间、最大延误时间、最大误工时间、最小误工个数等。有关排序问题的综

述，可参看【3；411。

企业从原材料和零部件采购，运输，加工制造，分销直至最终送到顾客手

中的这一过程被看成是一个环环相扣的链条，这就是供应链。供应链的概念是

从扩大的生产(extended production)概念发展来的，它将企业的生产活动进行

了前伸和后延。譬如日本丰田公司的精益协作方式就将供应商的活动视为生产

活动的有机组成部分而加以控制和协调，这就是向前延伸。后延是指将生产活

动延伸至产品的销售和服务阶段。因此，供应链就是通过计划、获得、存储、

分销、服务等这样一些活动而在顾客和供应商之间形成的一种衔接，从而使企

业能满足内外部顾客的要求。供应链对上游的供应者(供应活动)、中间的生

产者(制造活动)和运输商(储存活动)、以及下游的消费者(分销活动)同

样重视。因此，供应链管理就是对整个供应链系统进行计划、协调、操作、

控制和优化的各种活动和过程，其目标是要将顾客所需要的正确的产品(right

product)能够在正确的时间(right time)，按照正确的数量(right quantity)，正

确的质量(right quality)和正确的状态(right status)送到正确的地点(right place

)．即“6R’’，并使总成本最小。

在世界经济全球化的今天，供应链管理能力已经列为企业一类重要的战略
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竞争资源，尤其我国是个制造大国，从供应链管理的角度来考虑企业的经营活

动，形成这方面的核心能力，将对经济发展变得越来越重要。

产品的加工与运输是供应链中的关键两步，把这两步工作有机结合，综

合考虑将对节约成本，提高工作效率与客户满意度有明显的促进作用。已

经有许多学者从整体构建供应链架构的角度对综合考虑加工与运输过程作

了大量研究，这方面的文献综述有Bilgen和Ozkarahan[1]，Chen[5]，Erenguc

等【10】，Goetschalckx等【15】，Sarmiento和Nagi【45】，以及Thomas和Griffin

【48]。另外，最近几年来，有许多学者从具体的排序角度来综合研究产品的加

工和运输问题，目标是在考虑相关的效益，费用和顾客满意度的基础上，找到

关于加工与运输产品的最优排序。这类问题是对研究整体供应链构建的深入。

这类问题根据运输之后是否有后续加工可以分为两类，一类是成品的运输

(Integrated production and outbound distribution scheduling，IPODS[4】)，也就是

把产品运送到相应的顾客处，排序任务就结束了。另一类是原材料或半成品

的运输(Integrated production and inbounddistribution scheduling，IPIDS[4】)，也

就是在运输之后还需要加工工件。在关于IPODS的文献中，Hall和Potts[19】

【20]，Chen和Vairaktarakis[8]，Wang和Lee[49]，Pundoor和Chen[42]，Chen和

Pundoor[7]，Li和Ou[35]，Li和Vairaktarakis[36】等人研究了综合考虑运输费用

与顾客满意程度的问题。Herrmann和Lee[22】，Cheng等【9】，Ji等【24]考虑了

总库存成本与总运输费用相结合的问题。Lee和Chen[30]，Geismar等【14】，Li

等【37]，Li和Ou[34]，Wang和Cheng[50]，Pan等【40】研究了运输工具数量有

限的情形下最大化客户满意度的问题。Chen和Pundoor[6】考虑了工件带约束

的条件下，如何最小化运输费用。Garcia等【12】，Garcia和Lozano[1 l】，Stecke

和Zhao-[47】则研究了在保证运输及时性的基础上，最大化总效益的问题。Qi

【43】和【44】研究的问题中，一个工厂可以把顾客要求的工件交由另一家工

厂加工，在不同的工厂之间需要时间来运送工件。Chang和Lee[2]，Pan等

【40】研究了工件占用运输工具空间大小不同的问题，目标是最大化顾客的满

意度。关于IPIDS类问题的文献有Langston[27]，Hurink和Knust【23]，Lee和

Chen[30]，Lee和Strusevich【3 1]。

下面我们对以上提到的部分研究作更具体的介绍，还有一些文献研究的问

题在后面的章节中会涉及到。文献【8】研究了下面的问题：工件在机器上完成加

工后，要由开始位于机器处的容量限制相同的运输工具运送到各自的顾客处，

在这里，有足够多的运输工具可以在机器与顾客间以及不同的顾客间运送工
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件，所需的时间各不相同。运输工具每运送一趟，都会产生与该趟运送路线相

关的运输费用。问题的目标是极小化最后一个到达顾客的工件的到达时间与总

运输费用的凸和或者所有工件到达相应顾客的时间之和与总运输费用的凸和。

针对机器环境，顾客的数目以及目标函数不同的情形，作者讨论了计算复杂

性，给出了最优算法或者近似算法，并且进行了数值模拟。在文献【19】研究的

问题中，工件在供应商处完成第一步加工后，被送到工厂处进行第二步加工，

然后被运送到相应的顾客处。只有一个供应商，有多个工厂，机器加工环境都

是单台机器，运输工具的数目与容量没有限制，目标是极小化总完工时间，最

大延误时间或者(加权)总误工工件个数。作者讨论了问题的计算复杂性，给

出了动态规划算法。文献【24】的问题中，工件在单台机上完成加工后，被分批

送往顾客处。运输工具的数目与容量没有限制，每运送一批工件就会产生一笔

运输费用，工件完工时间定义为在机器上的完工时间。目标是极小化赋权工件

完工时间之和与总运输费用之和。作者讨论了问题的计算复杂性，对一些特殊

情形给出了动态规划算法或多项式时间最优算法。文献【30】研究了两类带运输

的排序问题，第一类问题(Type 1)中，机器系统是流水作业，所有工件必须

按相同序从在第一台机器到最后一台机器上完成每道工序。工件从一台机器到

下一台机器的运输工作由有限个有容量限制，开始时在第一台机器处的运输工

具来完成，不同的工件可以在同一批被运送，而运输工具在不同的机器间运送

需要的时间各不相同。目标是极小化在最后一台机器上的最大工件完工时间。

当运输工具数目，运输工具容量以及工件的一些性质各不相同时，作者讨论了

问题的计算复杂性，给出了动态规划算法。在第二类问题(Typc 2)中，工件

在机器上完成加工后，需要由有限个有容量限制，开始时在机器处的运输工具

运送到同一个顾客处，运输工具从机器到顾客与从顾客回到机器的时间不同。

目标是极小化最后一个到达顾客的工件的到达时间。当机器环境，运输工具数

目，运输工具容量各不相同时，作者讨论了问题的计算复杂性，给出了动态规

划算法。文献【34】研究了原材料与完工工件都需要运输的问题：在开工之初，

仅有的一个有容量限制的运输工具要把未加工的工件从仓库运送到一台单台机

上去加工，这辆运输工具还要把完成加工的工件运送回这个仓库。运输工具从

仓库到机器与从机器回到仓库的容量限制不同，而所需时间相同。问题的目标

是极小化最后一个到达仓库的完工工件的到达时间。作者讨论了问题的计算复

杂性，提出了一个多项式时间近似算法，并且进行了数值模拟。文献【37】研究

了如下的带运输排序问题：工件在单台机上完成加工后，需要由仅有的一台有
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容量限制的运输工具运送到各自的顾客处，机器与不同的顾客之间的运输时间

以及不同的顾客间的运输时间各不相同，工件的完工时间定义为其到达相应顾

客的时间，问题的目标是极小化工件总完工时间。进一步的，作者还讨论了运

输工具在顾客内部不能运输，即同一批的工件只能属于同一个顾客的情形。作

者讨论了问题的计算复杂性，给出了问题的动态规划算法，并对一些特殊情形

给出了最优算法。文献【39】考虑了带工件释放时间的问题。在每个工件的释放

时间之前，不能加工该工件。工件在单台机上完成加工后，要由唯一的一个运

输工具送到同一顾客处。每个工件占用运输工具的空间相同。目标是极小化最

后一个到达顾客的工件的到达时间。当工件的加工是可中断时，问题是多项式

时间可解的。当工件加工不可中断时，作者提出了一个近似算法，分析了最坏

情况界。文献【40】中，工件在两台流水作业机器上完成加工后，由仅有的一台

有容量限制的运输工具送到同一个顾客处，每个工件占用运输工具空间大小不

同，工件的完工时间定义为到达顾客的时间，目标是极小化工件总完工时间或

最大工件完工时间。作者讨论了问题的计算复杂性，对一些问题给出了多项式

时间的近似算法。文献[43]研究了这样一类问题：一个加工工厂可以自己加

工接收的订单中的工件，也可以把一些工件交由另一个工厂加工，并把完成的

工件送回原来的工厂。针对目的地相同的工件只可以一批运送或者一个一个地

运送以及目标函数不同的情形，作者给出了最优算法或者动态规划算法。文献

【50】研究了带机器维护时段的问题：机器并不总是可运作的，在某个需要维护

的时间段内不能加工任何工件。工件在机器上完成加工后，需要由唯一的有容

量限制的运输工具送到同一个顾客处，运输工具在机器与顾客间往返的时间相

同。问题的目标是极小化最后一个到达顾客的工件的到达时间。对机器环境是

单台机器和两台平行机的情形，作者分别给出了问题的多项式时间最优算法或

者近似算法。

1．2算法和计算复杂性

定义1．2．1：算法是指一步步求解问题的通用程序，它是解决问题的程序步骤的

一个清晰描述。确定性算法从前一步到后一步的运行由当前状态唯一确定。

定义1．2．2：对于一个排序问题7r，如果给定任意一个实例，，算法A总能找到

一个可行解仃，并且仃的目标值总等于最优解值，则称A为最优算法(Optimal

Algorithm)。
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将实例通过某种规则编码后输入计算机所用的字节数称为该实例的的输入

长度。通常，算法所用的时间是指算法中所含的加、减、乘、除、比较等基本

运算次数。而算法所用的时间与实例的输入长度有关。

定义1．2．3：算法的时间复杂性是指关于实例输入长度n的函数．厂(几)，用来表示

算法的时间需求，对每一个可能的输入长度，它是指在最坏情况下该算法解此

输入长度的实例时所需时间(基本运算步数)。即对于输入长度相同的所有实

例，把算法对这些实例的最坏情况作为时间复杂性的度量。

如果存在一个多项式函数p(佗)，使得算法的时间复杂性为D(p(钆))，那么

称该算法为多项式时间算法，否则称为指数时间算法。还有一类算法叫伪多项

式时间算法，它的时间复杂性是关于实例输入长度n和实例中最大数的二元多

项式函数。在二进制编码下，伪多项式时间算法并不是多项式时间算法，而是

指数时间算法。由此出发，可以导出计算复杂性理论的一系列重要概念和结论

【131。

计算复杂性理论兴起于二十世纪六十年代，和算法的设计与分析密切相

关。通过几十年来人们在计算复杂性方面的研究，现今P≠ⅣP的猜想己被基

本接受。在此前提下，所谓的NP—hard问题就不可能在多项式时间内找到最

优解。同时Ⅳ尸一hard问题中有一类更难的问题，称为强ⅣP—hard(Strongly

NP．hard)问题，这类问题甚至都不存在伪多项式时间最优算法【13】。从而，人

们在解决方法的有效性、精确性和时间可行性上寻求平衡。这样，一个自然的

想法就是放弃对最优解的寻找，而把研究的重点转向寻找能在较短时间(多项

式时间)内得到接近于最优解的可行解，称为近似解。

定义1．2．4：对于一个排序问题丌，如果给定任意一个实例，，算法4总能找到

一个可行解仃，那么就称A为7r的近似算法(Approximation Algorithm)。

LS(List Scheduling)算法【16】和LPT(Largest Processing Time)算法

【17】是经典平行机排序问题的近似算法。LS算法将工件按序安排在能使其最早

完工的机器上加工。三PT算法先把所有工件按加工时间的非增序排列，然后依

次将它们安排在能使其最早完工的机器上加工。

我们衡量近似算法的优劣可从两个方面来看，一是算法的时间复杂性，二

是算法得到的解值与最优解值的接近程度。
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定义1．2．5：如果7r是一个极小(大)化I',-J题，，是任意实例，设A是丌的一个

近似算法。用@(J)和C‘(，)分别表示算法A解实例，所得的目标函数值和实

例J的最优目标函数值。记肌(，)=黜(以(，)=￡拱)，则近似算法A的
最坏情况界(worst．case ratio)定义为

pA(Tr)=inf{p≥1 l以(，)≤P，vi}．

如果对问题丌，任何近似算法的最坏情况界都比∈大，则称∈是问题7r的

下界。

在不引起混淆的前提下，我们通常将上述定义中的o(，)、C+(』)和以(丌)
分别简记为以、C‘和阢。

定义1．2．6：如果某问题有一系列近似算法{AE)，对于任意给定的E>0，{A。)

是一个多项式时间算法，而且朋。≤1+E，则称它为多项式时间近似方案

(Polynomial Time Approximation Scheme)，简记为PTAS。进一步的，如果

{A。)的时间复杂性是关于输入长度以及：1的某个二元多项式，则称它为完全

多项式时间近似方案(Fully Polynomial Time Approximation Scheme)，简记为

FPr肖S。

对一个强ⅣP一难的问题7r，若存在两个变量的多项式g使得对于任何7r

的实例，，有

DP丁(，)<q(Length[1]，Max[I])，

其中，OPT(I)是实例J的最优解的目标函数值，Length[I】是实例，的输入长

度，Max[11是实例，中的最大数，那么不存在问题7r的FPTAS。

由于某些组合优化问题本身固有的难度以及最坏情况界估计需要很强的数

学基础和技巧，导致很多情况下无法证明某些算法的最坏情况界，而实际问题

又迫切需要给出一些方案来求解，在这样的前提下，我们给出了启发式算法的

概念。

定义1．2．7：启发式算法是一个基于直观或经验构造的算法．在可以接受的花费

(指计算时间、占用空间等)下给出待解决组合优化问题每一个实例的一个可

行解，该可行解与最优解的偏离程度不一定事先可以预计。
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评价启发式算法的性能主要分为两类，一是看算法占用的时间、空间等，

二是分析算法的效率。算法效率往往采用大规模的随机数据进行实验验证，从

平均的角度以及最坏的角度来进行衡量。

1．3动态规划

在组合优化领域中，有一类问题，由于它的特殊性，可将求解的过程分成

若干个互相联系的阶段，在它的每一阶段都需要作出决策，决策的选取不能任

意确定，它依赖于当前面临的状态，又影响以后的发展。当各个阶段决策确定

后，就组成一个决策序列，因而也就确定了整个求解的过程。这种把一个问题

看做是一个前后关联具有链状结构的多阶段过程就称为多阶段决策过程，这种

问题称为多阶段决策最优化问题。

动态规划是解决多阶段决策最优化问题的一种思想方法，阶段的确定是动

态规划算法的关键。我们首先介绍能用动态规划算法的求解的问题必须满足的

条件：最优化原理和无后效性。

定义1．3．1：最优化原理可这样阐述：一个最优化策略具有这样的性质，不论过

去状态和决策如何，对前面的决策所形成的状态而言，余下的诸决策必须构成

最优策略。简而言之，一个最优化策略的子策略总是最优的。

我们用一个简单的例子来说明最优化原理。在下图中，每个点代表一个城

市，两个城市之间的边上的数字代表两个城市之间的距离。我们想求出从城市

A到城市D的最短路。可以看到，从城市A到城市D的最短路一定要经过城

市B，而且这条路必定是从城市B到城市D的最短路。

B

图1．1 最短路的例子
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定义1．3．2：将各阶段按照一定的次序排列好之后，对于某个给定的阶段状态，

它以前各阶段的状态无法直接影响它未来的决策，而只能通过当前的这个状

态。换句话说，每个状态都是过去历史的一个完整总结。这就是无后向性，又

称为无后效性。

我们还用上面那个例子来说明。假设我们已经确定了从城市B到城市D的

最短路，那么这一步对我们找从城市A到城市B的最短路是没有任何影响的。

设计一个标准的动态规划算法，通常可按以下几个步骤进行：

1．划分阶段：按照问题的时间或空间特征，把问题分为若干个阶段，这若干

个阶段一定要是有序的或者是可排序的(即无后向性)。

2．选择状态：将问题发展到各个阶段时所处于的各种客观情况用不同的状态

表示出来，状态的选择要满足无后效性。

3．确定决策并写出状态转移方程：状态转移就是根据上一阶段的状态和决策

来导出本阶段的状态。如果我们确定了决策，状态转移方程也就写出来

了。但事实上，我们常常是反过来做，根据相邻两段的各状态之间的关系

来确定决策。

4．写出规划方程(包括边界条件)：一般说来，只要阶段、状态、决策和状

态转移确定了，这一步比较容易做到。

动态规划的相关知识见【38]。

1．4装箱问题与背包问题

在分析本文中的问题时，我们会应用到组合优化领域两个经典问题：装箱

问题(Bin packing)与背包问题(Knapsack)。

定义1．4．1：装箱问题假设有n个物品的集合{^，如，⋯，厶)，各个物品的尺寸

大小为Si。现提供若干个箱子，每个箱子的容量为c(c>sf)，试问应该如何

把物品放到箱子中，使得各个箱子中所装物品的尺寸总和不超过C并且所用的

箱子数尽可能的少。

关于装箱问题，已经能够证明，除非P=ⅣP，否则不存在最坏情况界

<；的多项式时间近似算法【13】。装箱问题的两个著名的算法是FF(First Fit)

与FFD(First Fit Decreasing)。
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算法FF

将物品一个一个装入箱子中，总是使得当前需装箱的物品装入尽早被使用

的箱子中。

算法FFD

1．将物品按照尺寸大小非增方式重新编号。

2．将物品按照从d,N大的编号装入箱子，总是使得当前需装箱的物品装入尽

早被使用的箱子中。

引理1．4．1：对装箱问题的实例，，记OPT(1)，FF(I)，FFD(I)分别为最优解，

由算法FF和FFD得到的解中用到的箱子数。我们有以下结论：

(1)(【33])FF(I)≤ioPT(耽

(2)(【51])FFD(I)≤苦DPT(，)+1。

引理1．4．2：不存在装箱问题的实例，使得OPT(I)=5并且FFD(I)=7。

证明：见文献【52]。

定义1．4．2：背包问题假设有仡个物品的集合{五，如，⋯，厶}，各个物品的尺寸

大小为勺，价值为％。现有一个背包，其容量为e(c>sj)，试问应该选取哪

些物品放入背包中，使得背包中所装物品的尺寸总和不超过C并且背包中物品

的价值总和尽可能的大。

下面我们列出背包问题的～个近似算法，其最坏情况界为2[261。

算法Ext—Greedy：

1．J=1；

s=0； s表示当前背包中物品序g尺寸之和

秽=0； 秒表示当前背包中物品的价值之和

2．若歹≤礼，s+s3≤C，

则巧=1； 把乃。放入背包中

否则，zj=0；
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3．若J=n，输出max{∑器，巧·％，m∞啦!吻)。停止。
否则，J=歹+1，进入第2步。

Lawler[28]给出了背包问题的F刀As，其时间复杂性为D(nlog(÷)+吉)。
另外，Kellerer和Pferschy【25】也提出了背包问题的FPTAS，其时间复杂性是

O(nrain{logn，log)+壶min{n。1 log÷)}。下面我们给出一个较为简单的背包

问题的FPTAS[26]，它的时间计算复杂性为O(n2·÷)。
算法Basic—FPTAS：

1．运行算法Ext—Greedy，记得到的解值为Z。

2．将{^，J2，⋯，厶)分成n／E个子集合M，i=1，2，⋯，譬一1，使得

批一．11izne≤功≤兰竽)．
3．对任意物品乃，歹=1，2，⋯，n，若歹∈M，则

iZe

功2 i，啦2 2‘

4．y(O)=o；y(q)=C+1，g=1，2，⋯，警；J=1。

5．q=2n。。

(5．1)若可(口一％)+勺<可(口)，则可(g)=y(g一啦)+勺。

(5．2)若q=sp3，进入第5．3步；否则，口=口一1。进入第5．1步。

(5．3)若歹=n，输出ZB∞珏F肌s=max{qly(q)≤C)．等。停止；否
则，J=J+1。进入第5步。

1．5论文概述

本文研究了若干个供应链管理中的排序问题。第二章研究工件占用运输工

具空间不同的综合考虑运输和排序的问题。工件在机器上完成加工后，需要由

唯一的一辆运输工具运送到相应的顾客处。运输工具的空间是有限的，而且每

个工件占用运输工具的空间各不相同。目标函数是极小化最后一个到达顾客的
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工件的到达时间。当机器环境是单台机，所有工件的顾客相同时，我们设计了

最坏情况界为3／2+e(E是任意正常数)的渐近最优算法。当机器环境是两台

平行机，我们给出了最坏情况界为5／3的近似算法。

第三章讨论了允许在两个加工工厂之间运送原材料或成品的排序问题。每

个工厂可以加工所有属于本身的工件，也可以把一些工件运送到另一个工厂去

加工。这样的运送需要一定的时间，所有目的地一样的工件被同一批运送。若

某个工厂需要另一家工厂加工一些工件，根据工厂和工件的不同要求，有以下

三种情形： (1)在工件加工之前，需要先运送原材料，工件完成加工后不需要

被送回有需求的工厂； (2)在工件加工之前，原材料不需要运送，工件完成加

工后，需要被运送回有需求的工厂； (3)在工件加工之前，需要先运送原材

料，工件完成加工后，需要被运送回有需求的工厂。问题的目标函数都是极小

化最后一个完工工件的完工时间。对这三个问题，我们分别设计了最坏情况界

为4／3，4／3和3／2的线性时间近似算法，并且给出了动态规划算法。

第四章研究了带承诺到货时间的排序问题。企业根据顾客的订单来加工产

品，并把完成的订单交由第三方物流公司运送给顾客。每个订单包含不同的产

品数量，而且必须在顾客要求的时间之前送达。订单产生的运输费用与其中的

产品数量以及运输需要的时间有关。我们的目标是安排一个加工订单的排序并

为每个订单选择运输时间，使得所有订单都能在承诺的最迟到货时间之前到达

其顾客处，并且产生的总运输费用尽量少。我们给出了此问题的最坏情况界为

2的近似算法，并且证明了这个界是紧的。
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第二章 工件占运输工具不同空间的带运输排序问题

2．1引言

本章主要研究了每个工件占用运输工具不同空间的带运输排序问题，具体

描述如下：制造工厂需要加工n个工件，N={^，以，⋯，厶)，然后把他们运

送到各自的顾客处。工件Jj(J=1，2，⋯，n)所需的加工时间为乃，加工过程是

不可中断的。在运输过程中，五占用运输工具的空间为si。在整个系统运作之

初，一辆运输工具会在制造工厂处等待运输完成加工的工件，其容量为Z，这

表示运输工具每次装的工件的总尺寸不能超过z。所有被运输工具在同一次运

送的工件称为一个批。运输工具从工厂到某一个顾客以及从这一顾客处再回到

工厂需要的时间是相同的。我们的目标是找到制造工厂如何加工工件以及运输

工具如何安排运输完工工件的方法，使得最后一个到达其顾客的工件的到达时

间尽可能的小。为了方便分析问题，我们把一个排序的最大完工时间定义为运

输工具运送完最后一批工件并且回到工厂的时间，记为％嚣。我们的目标就是
极小化％凹。

文献【2】研究了上述问题的三种情形：

问题l 1_D，k=1I钉=1，C=zl％越。

问题2 P2_D，k=llv=1，C=z1％越。

问题3 1一D，k=2Iv=l，C=zl％越。

在问题1中，”1一D，k=1”表示工件首先被单台机加工，然后被送到同

一顾客处。”V=1，C=Z”表示该问题中有一辆运输工具，其容量大小为Z．在

问题2中，机器环境为两台平行机，其余的约束条件和问题1一样。在问题3

中，有两个顾客在不同的地点，运输工具到不同顾客所需的时间不同，其余的

条件和问题1一样。

文献【2】对以上三个I'--J题分别给出了最坏情况界为5／3，2和2的多项式时

间近似算法。不难发现对前两个问题，除非P=ⅣP，否则不存在最坏情况界

比3／2好的多项式时间近似算法，这是因为当所有工件的)jn-r时间为0时，问

题1和问题2就等价于装箱问题，而除非P=ⅣP，否则装箱问题不存在最坏

情况界比3／2好的多项式时间近似算法【13】。He等【2l】对问题l进行了研究，

并且给出了最坏情况界为53／35的多项式时间近似算法，这与问题的下界3／2
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第二章工件占运输工具不同空间的带运输排序问题

已经非常接近。在本文中，我们给出了问题1的渐近最优算法，其最坏情况界

为；+E，其中e是可以任意趋近于。的正数。进一步的，我们还提出了I'口-J题2

的一个多项式时间近似算法，其最坏情况界是5／3。

在我们目前知道的相关文献中，只有【2】，【2l】和【40】研究了工件占用运输

工具空间不同的情形，这比工件占用运输工具空间相同的情形更为复杂，因为

在安排工件在机器上加工的同时还要考虑工件在运输工具上的安排，这包含装

箱问题作为其子问题。

2．2 1一D，七_--1Iv=1，C=zIGax的近似算法及其最坏情况界分析

我们假设运输工具从制造工厂到顾客和从顾客回到工厂的时间都是t，因

此来回一趟需要的时间就为T=2t。我们首先列出关于问题1_D，k=llv=

1，c=zlG馘的一些结论。

命题2．2．1：(【2】)存在问题1_D，k=1Iv=1，c=ZlCm缸的一个最优解满足以

下条件：

1．在完成加工所有工件之前，机器无空闲。

2．同一批工件的加工不会被其他的批中的工件分隔开。

3．机器可以按任意顺序加工同一批中的工件。

4．各批工件按其中工件加工时间之和的非减序在机器上被加工，并且运输工

具按此顺序运送各个批。

因此，我们接下来在满足上述性质的条件下寻找算法。

引理2．2．2：112])对任何满足命题2．2．1的解，若％缸>P+T，则P1<T并且
Cmax=P1+KT，其中P指所有工件N-r时间之和，Pl指第一批中工件总加工

时间，K代表工件被分成的批数。

基于以上结论，Chang和Lee【2】2给出了下面的多项式时间近似算法日l。

算法HI：

1．把工件占用运输工具的空间作为物品的尺寸，运输工具的容量作为箱子的

容量。(接下来，对工件集合运行算法FF和FFD时，与此类似。)对
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第二章工件占运输工具不同空间的带运输排序问题

工件集合运行算法FFD，装入同一个箱子中的工件形成一个批。记得到

的批数为61。

2．把第k批中的工件总加工时间记为Pk，k=l，2，⋯，bl。对这些批进行重

新排序，使得PI≤P2≤⋯≤Pb，，并记第k批为鼠。

3．从B1开始，依次)Ⅱn-r Bk中的工件，k=1，2，⋯，b1。同一批中的工件可

以按任意顺序加工。

4．一旦运输工具允许，就立即运送每一个已经在机器上完工但是未运送的

批。如果存在多个这样的批，优先运送下标较小的批。

Chang和Lee【2】2证明了算法H1的最坏情况界是5／3，而该问题的下界是

3／2。我们接下来会给出一类算法MHI(e)，其中(是可以趋近于。的任意正常

数，可以证明算法MHI(e)的最坏情况界为3／2+E。因此，算法MHI(E)是问

题1一D，k=llv=1，C=zlOm戤的渐近最优算法。另外，我们还可以看出，

文献【21】中的算法MHl正是算法MHI@o)。

下面我们给出算法MHI(E1的具体描述

算法MHl(E)：

1．运行算法日1，令得到的排序为盯1．其目标函数值为a。如果b1≠3，输

出口】，停止；否则，转2。

2．构造背包问题的实例如下：对每个工件Jj，歹=1，2，⋯，竹，其对应的

物品的尺寸大小为sj，价值为岛，背包的容量为z。令最坏情况界为

1—4E，其中E是逼近于0的任意正常数，运行背包问题的FPTAS。把

放入背包中的物品对应的工件集合记为Ⅳ1，并且对所有的工件进行重新

排序，使得』v1中的工件在最前面。

3．对重新排序后的工件集合运行算法FF，装入同一个箱子中的工件形成一

个批。记得到的批数为62。

4．把第七批中的工件总IJn：r_时间记为Pi，k=1，2，⋯，b2。对这些批进行重

新排序，使得碍≤冀≤⋯≤磁，并记第七批为磁。

5．从Bi开始，依次加工磁中的工件，k=1，2，⋯，b2。同一批中的工件可

以按任意顺序：bn-r_。
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6．一旦运输工具允许，就立即运送每一个已经在机器上完工但是未运送的

批。如果存在多个这样的批，优先运送下标较小的批。记此时得到的解为

仃2，其目标函数值是Q。

7．将仃l与cr2中目标函数值较小的作为输出。

注记2．2．1：在算法的第3步，算法FF把Ⅳl中的工件分配给同一个批。

下面我们用文献【2】中的一个实例来说明算法MHI(e)是如何运行的。

例2．2．1：运输工具来回一趟所需时间为T=3，其容量为名=7，sl=82=

3，83=84=85=86=2，Pl=P5=1，P2=P3=P4=6，P6=1+25，其中

6是一充分小的正数。取E=1／20，算法／～,／Hl(1／20)首先运行算法H1，我们

得到b1=3，Bl={^，如)，P1=1+6，B2={如，^，以)，B=1+26，B3=

{无}，Ps=1+2(f。T件的加工和运输安排如下：

我们得到C1=10+6。因为b1=3，／14Hl(e)继续运行第2步，可以得到

Ⅳl={以，以，J6}，b2=2，B；={以，以，五)，爿=35，B：={以，以，以)，以及
砭=3+25。工件的加工和运输安排如下：

'-7pA看到，G=6+55，并且算法MHI(1／20)输出min{Cl，C2)=6+55。

在分析算法lklHl(e)的最坏情况界时，我们用到一下这些记号：

b*t：装箱问题的最优算法将工件分成的批数。

b·=该问题的最优算法中将工件分成的批数。

P·：算法第2步中构造的背包问题实例的最优解值。

u=该问题的最优算法中开始运送第一批工件的时间。

伊=该问题的最优解值。

CMHI(e)：由算法MHl(e)得到的解值。
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引理2．2．3：C’=max{u+矿ZP+T)。

证明：由引理2．2．2可以得到此结论。 ■

由引理2．2．3我们知道，若CMHl(e)=P+T，则cMHI(e)=C·。因此，接

下来我们假设CMm(e)>P+T。

引理2．2．4：如果在最优解中工件被分成两批，则P—u≤P‘。

证明：每一批中的工件对应的物品的集合都构成背包问题实例的可行解，而

P一“是最优解中第二批工件的加工时间之和，因此P一让≤P‘。 ■

引理2．2．5：砭≥(1—4e)P’，其中砭是盯2(如果存在)中最后一批工件的总
加工时间。

证明：由注记2．2．1我们知道存在k，1≤k≤52，使得砭≥(1—4e)P+。因为

巧≤巧≤⋯≤砭，所以心≥砭≥(1～4E)P’。 _

引理2．2．6：如果b1≠3，则—cM万HI一(,O≤互3。

证明：若b1≠3，则算法MHI(e)只运行算法H1，因此CMm(‘)=C1，并且根

据前面的假设我们只需要考虑C1=P1+blT的情形。注意到此时有1'1<T。

若扩=1，即所有工件尺寸之和不超过z，则b1=1以及C1=C+=

P+丁。因此，我们下面只考虑b。≥2的情形。

若bl≤b’，由引理2．2．3可知

万C1≤筹<喾-1+争吉
】 3

<1+萨≤荟。

因此，我们接下来只研究b1>扩的情形。

情形l：C’=乱+6．T。

由引理2．2．3我们可知：u+6事T≥P十丁，即P≤u+(b+一1)T。注意到有

Pl≤岛≤⋯冬R，，因此B s善≤兰±％业，进一步的我们可以得到

～17一
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C1
一 P1+bl丁／半+61T

C· u+6卓T‘ t正+沪T

1乱+扩T+(晴一1)T
bl 锃+沪T

1 1 (62—1)T、 j ，

61。bl U+6．T

1 1 b2．——1

<瓦+～bl勺-‘

情形2：C‘=尸+T．

由引理2．2．3可得C’=P+T≥乱+扩T>扩T，所以

P>u+(b’一1)T>(b‘一1)z

由于Pl≤等，我们可以推出

C1．P1+61丁／鲁+6I丁一=：一＼一C· 尸+丁一P十T

1 P+T+(6}一1)T
61

1

b1

1

bI

1

61

● ‘

+

+

+

P七T

62—1 T

b1 P+T

62—1 T

b， 沪T

62—1 l

b】 6·’

综合以上两种情形，我们可以得到

岳=面‰<i1+i1·字． (2．t)

注意到在算法H1中，算法FFD把工件分成了b1批，由引理1．4．1可知

6l<苦”l≤争+1．
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第二章工件占运输工具不同空间的带运输排序问题

若b+=2，则bl≤百31。由bl>b+可知bl=3，这与假设bl≠3矛盾。

若扩=3，由式(2．2)可知bl≤警<5。注意到有b1>矿，因此b1=4，
结合式(2．I)可以得到象<；．

类似的，若b’=4，则b1=5并且籍<；。若b‘=5，由式(2．2)和引理

1．4．2可知bl=6，因此孓<{-若扩=6，则bl=7或8，因此孓<；(若
bl=7)或者岳<嚣(若bl=8)。

若b4≥7，由式(2．2),--／pA得到b’≥坐铲。把其代入式(2．1)，我If]．--I
以推出

万el<瓦1≮1掣=苦+署
11 20 1 3

<百+-6-‘否2互‘

引理2．2。7：若bl=3，则cM伊HI(‘)<；+E。

■

证明：与证明引理2．2．6类似，我们只需要考虑b‘≥2的情形。若C1=P 4-T

或者Q=P4-T，则由引理2．2．3可知CMHl(‘)=rain{C1，岛}=C’。因此，我

们假设C1>P+T并且Q>P+T，由引理2．2，2可知R<T且爿<T。

若b1≤b+，在引理2．2．5中我们已经证明了似ca．<；，所以下面我们假

设6l>扩。因此有b+=2。由引理1．4．1可以得到52≤；幸2=虿7，也就是

b2≤3。进一步的，如果b2≤b+，与引理2．2．6中类似的证明，我们可以得到

岳≤i。因此，下面我们假设b2>矿。注意到有b2≤3且矿=2，我们可以得

出b2=3。

由引理2．2．3可以知道C+=max{乱+2T,P+T，，下面分两种情形讨论：

情形l C+=U+2T．

此时有P≤缸+T。由引理2．2．4和2．2，5，我们知道彰芝(1—4e)(P一让)。

注意到有爿≤砭s巧以及P=爿4-巧+砭，我们可以推出

爿<生蔓<!二!!二型竺二堕：—4{P+(1—-4e)u1 —
2

—
2 2

<
4e(u+T)+(1—4e)u 4eT+U

2
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因此，

G
C·

爿+3T／堑弩坐+3T一塑笋+(2+2e)T
乱+2T二 U+2T u+2T

三+兰!!±!!三<兰+E．
2’ U+2T一2。。

情形2 C‘=P+T．

此时有P>缸+r。由引理2．2．4和2．2．5，我们知道巧≥(1—4e)(P—U)>

(1—4e)T。注意到有q≤爿≤《以及P=爿+巧+巧，我们可以推出

因此，

爿≤去(尸一巧)<三(P-(1—4妒)．

Q／
一＼
C·

一 雨P；：+3T<迎≮掣
丢(尸+T)+(2+2c)T

P+T

<丢+而(2+2e)T≤一32+E．<互+—≯j≯r茎一+6·

综合引理2．2．6和2，2．7，可以得到下面的结论：

定理2．2．8：下cMHI(e)≤；+E。

■

2．3 P2一D，k=1Iv=1，C=zl％ax的近似算法及其最坏情况界分

析

本节我们研究的问题与上一节的区别在于有两台平行机加工工件，该问题

记作P2一D，k=llv=1，C=zl瓯越。Chang和Lee【2】给出了以下算法H2：

算法H2：
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1．对工件集合运行算法FFD，装入同一个箱子中的工件形成一个批。记得

到的批数为泸2。

2．把第k批中的工件总加工时间记为Pk，k=1，2，⋯，∥2。对这些批进行

重新排序，使得P1≤P2≤⋯≤Pb．2，并记第k批为鼠。

3．从B1开始，把尻分配给第一台机器，依次把各批工件分配给当前负载

较小的那台机器(同一批中的工件分配给同一台机器)。同一批中的工件

可以按任意顺序加工。

4．一旦运输工具允许，就立即运送每一个已经在机器上完工但是未运送的

批。如果存在多个这样的批，优先运送下标较小的批。

记算法H2得到的排序为o-H2，其目标函数值为Cm，以及机器的完工时

间为C(M)。文献【2】证明了算法H2的最坏情况界是2。仔细研究算法H2，

我们可以发现其有两个关键缺陷导致了C胞与最优解目标函数值之间的差距。

其一，算法H2在对工件进行分批时调用算法FFD，没有把工件的另一个重要

因素一加工时间考虑进去。这可能导致开始运送第一批工件的时间比在最优解

中的迟很多，延长了运输工具在机器处的等待时间。因此，我们提出算法4，

通过运行背包问题的FP丁AS使得运输工具尽早的开始运输在机器上完工的工

件。其二，算法H2把同一批中的工件分配给同一台机器，没有考虑到这样会

使一台机器上有未加工的工件的同时，另一台机器反而可能空闲。所以，我们

提出算法B，把排序盯m中最后一批工件分为两部分，使得它们相对较为平均

的分配给两台机器。

接下来，我们首先给出算法A和B的具体描述，然后提出对问题P2一

D，k=1I口=1，C=zlCm戤的改进算法MH2，必要时算法MH2会调用算法4

或召作为子过程。

算法么：

1．构造背包问题的实例如下：对每个工件Jj，歹=1，2，⋯，佗，其对应的物

品的尺寸大小为sj，价值为乃，背包的容量为z。令e=1／5，运行背包

问题的最坏情况界为1一E的FPTAS。把放入背包中的物品对应的工件

集合记为Ⅳl，并且对所有的工件进行重新排序，使得M中的工件在最前

面。

一2l一



第二章工件占运输工具不同空间的带运输排序问题

2．对工件集合运行算法FF，装入同一个箱子中的工件形成一个批。记得到

的批数为石。

3．把第k批中的工件总加工时间记为Pk，k=1，2，⋯，云。对这些批进行重

新排序，使得P1≤1'2≤⋯≤R，并记第k批工件为仇。

4．从B1开始，把B1分配给第一台机器，依次把各批工件分批给当前负载

较小的那台机器(同一批中的工件分配给同一台机器)。同一批中的工件

可以按任意顺序加工。

5．一旦运输工具允许，就立即运送每一个已经在机器上完工但是未运送的

批。如果存在多个这样的批，优先运送下标较小的批。

记算法A得到的排序为万，其目标函数值为虿，以及机器的完工时间为

C(M)。

注记2．3．1：在算法4的第2步，Ⅳ1中的工件被装入同一批中。

算法B：

令盯H2中的最后一个批为BbHz，Bbn2中的工件为{巩。，五：：⋯，五。)，并且

Pi。≤P{：≤⋯≤Pi。。如果c(M)≤3P或者Pi。≥；P，B输出的排序-j就是
口日2。否则，召输出新的排序孑如下：

1．令1是最大的正整数，满足1≤l≤m并且∑凳fPij>罢。记B8=
{正。，厶川⋯，正。)为跏。的一个子批。

2．采用与仃H2中一样的方式加工和运输玩Hz之前的各个批中的工件。把

Bb"z＼B8中的工件分配给仃H2中BbHz所在的机器，把JE78中的工件分配

给另一台机器。仍然把Bbuz＼伊与伊中的工件一起运送。

记排序孑的目标函数值为否，机器的完工时间为石两。
下面我们列出对问题P2一D，k=1]v=1，c=ZlCm缸的改进算法MH2．

算法MH2：

1．运行算法H2．

2．若bm≠3且CH2≠C(M)+T，输出Cm，停止。
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3．若C日2=C(M)+T，运行算法13。输出C，停止。

4．若bH2=3且cⅣ2≠C(M)+T，运行算法A。输出min{CH2,虿)，停止。

在给出一些实例之前，我们先列出本节以下部分用到的一些记号。

算法 日2 4 B 最优

得到的捧序 o-H2 仃 盯 算法

一

工件被分成的批数 bH． b bS2 b’
～

目标函数值 cH2 C C C事

机器完工时间 C(M) C(M) C(M) C(M)‘

开始运送第一批工件的时问 Z Z U

——

第二批工件的总加工时间 秒 可 口

另外，记由算法MH2得到的排序的目标函数值为CMm。P，T，62以及

P的定义与上一节中的相同。把第一台机器记为M1，第二台机器记为M2。

例2．3．1：我们考虑文献【2】中的一个例子。令T=6，Z=2，81=82=83=

84=1，Pl=P2=6以及P3=P4=1。算法MH2首先运行算法日2，得到

∥2=2，B1={以，以，，B2=(J3，以)，最=26以及B=2。工件的加工和运

输安排如下：

,--IpAf4N C(M)=2，CH2=C(M)+T=2+6。因为C日2=C(M)+T，算法

MH2进入第3步，运行算法召，我们得到B8={五)．在排序孑中，工件的加

工和运输安排如下：

M1

M2

，’’、一， ～，’’、／
因此C(M)=1+26，C=C(M)+T=1+36．
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第二章工件占运输工具不同空间的带运输排序问题

不难看出，C+=1+26，弋CM厂H2=岳≤i而警一2(6_o)，这是因为在
H2中，算法将岛中的工件都由M2加工，而肼1的完工时间相对较早。

例2．3．2：T=2，z=7，81=82=3，83=s4=s5=86=2，P1=P3=

1，P2=P4=P5=6以及P6=2。算法MH2首先运行算法H2，可以得

到bz2=3，B1={^，如)，B2={以，五，以)，玩={Jd，尸l=1+6，P2=

1+26，t"3=2。在排序6H2中，工件的加工和运输安排如下：

M1

M2

可以看到C(M)=3+6，C日2=只+3T=7+6。因为bZ2=3且

C舵≠C(M)+T，算法MH2进入第4步，运行算法一4，可以得到5=

2，一B1={如，J4，以)，一B2={以，J3，五)，鬲=36以及一P2=4。在排序万中，工
件的加工和运输安排如下：

M1

M2

我们得到丽=4，一C=丽+T=6。算法MH2输出min{Cz2，虿)=
6。不难发现，最优解中工件的加工和运输安排如下：

A，1

M2

所以，C‘=4+26，1cM广H2≤i而譬_；@一o)。这是因为在H2中，算法
在工件进行分批时，只考虑NT：F．件的尺寸，忽略了另一个重要因素一Ion：r_时

间。MH2运行了背包I；-J题的FPTAS，同时考虑了工件的尺寸与加工时间。

引理2．3．1：(【2】)(1)尸≤2C(M)’。

(2)若C(M)等于M1的完工时间，则b舰是奇数；若C(M)等于M2的完

工时间，则6H2是偶数。
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(3)在排序盯日2中，若(i)存在一个批Bk，k≥3，在M1上完成加工，并

且一加工完就被运送走，则R≥2T；或者(ii)存在一个批Bq，q≥4，在M2

上完成加工，并且一加工完就被运送走，则局≥2T。

引理2．3．2：(【2】)C‘≥maX{c(M)++￡U+扩T)。

引理2．3．3：(【2】)c仃2=max{C(M)+T,P—e(M)+2Z z+∥2E可+(泸2-I)T}。

接下来，我们分别分析算法MH2执行不同的步骤时得到的解的性质。

引理2．3．4：当b日2≠3且CH2≠C(M)+T时，如果CH2=z+泸2T或者

C日2=Y+(泸2—1)T，则百cHr2≤i5。

证明：因为所有的批都是按照各批中的工件总加工时间R的非减顺序排列的，

所以z≤南≤南c(M)’，Y≤萨阿P=i≤南c(M)’·
若札+b*T≥C(M)’+T，则C(M)+≤U+(b’一1)T，因此z≤

生长象业，Y≤2(u+肛(b'-lUT)．。故我们有

和

z+bH2T ／丛型铲+∥2T
乱+扩丁

二
牡+铲F

2．(bH2一南)T
一泸2

1

∞+铲T

， 2。矿2一胆2
<面+—百里

Y+(bH2一I)T
t‘+6幸T

塾筘半2+(bH2—1)T，—1万亡。广十L 一
＼‘—————————————————’————。——————————————一
一 U+6幸T

2．(∥2—1一南)T
·=。’‘—1’‘。’。。‘一’t．。。‘。。。。。。’‘。。‘。。。’’。。—’—‘。’。‘’。。’。。一

bm一1。 u+沪T

， 2．b舰一1一蕊2《7一．1．．．．．．．．．．，．．．，．．．．．．二二．．．．二
若"It+b*T<C(M)’十7，则我们有

z+泸2T

C(M)’+T



第二章工件占运输工具不同空间的带运输排序问题

和

和

<面2+—(b i再-A行一)T
，2 I泸2一萨2<面+—f，

秒+(∥2—1)丁 ，普舅筹+(6H2—1)T
C(^，)，+T

—
C(M)t+T

，2。(bH2—1一南)T<萨F1+——i干萨产
2<而+

综合上面的不等式，我们可以得到

bH2—1一护啊2

z+bH2T ． z十矿2T
C+ 。max{C(M)’+EU+铲T)

<面2+宁bH2 2

(2．3)

(2．4)

注意到算法H2调用FFD对工件进行分批，因此∥2≤·1¨1 b。*+1≤导扩+1。

若bH2=1，则C日2=C(M)+T，这与假设CH2≠C(M)+T矛盾。

若∥2=2，则b’≥2。由于Y+(bH2—1)T=C(M)+T，我们只需要考虑

cH2：z+扩2T的情形。根据式(2．3)可以推出丁x+bH2T<i。
若bH2=4，则b+≥3，由式(2．3)可以得到

z+bH2T l 4一。1 5

—万一<互+亍2—3，
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由式(2．4)可以得到

掣<兰+孚=萼．
若∥2=5，则b+≥4，由式(2．3)可以得到

由式(2．4)可以得到

z+矿2T 2 5一； 31—F<亏+_产2丽，

丁y+(bH2-1)T<丢+竿=芸．
若bH2=6，则6幸≥5，由式(2．3)可以得到

由式(2．4)可以得到

若泸2≥7，则有

和

定义

和

可以得到

z+泸2T 1 6一； 22—F<j+1产2而，

学<詈+孚：罢．
z+6啪T，2．11∥2一面2—矿<面十百百畸

Y+(∥2—1)T，2．11泸2—1一南
C， 、泸2—1。9 bH2—1

m，：三+苦鲁

出)：兰+苦孚．

八垆一≯2一百11象等
一27—



不难证明，(7)=蒜<i5，且当z之7时，，’(z)<0；9(6)：丽241<j5，且当
z三6时，97(z)<0。

因此，可以推出当垆2≥7时，x+伊bn2T<l以及—y+1(bH广2-I)T<i5。 -

注记2．3．2：注意到万与仃Ⅳ2的区别仅仅在于各个批所装的工件不同，因此引理
2．3．1，2．3．3和2．3．4中的结论对万也成立。

引理2·3·5：若∥2≠3@R C月2=P—c(M)+2T，则万CH2<j5。

证明：情形1 C(M)等于M1的完工时间。

由引理2．3．1(2)可以知道∥2是奇数，且∥2≥3，因此bH2≥5。由引理

2．3·1(3)我们可以推出P>忍Hz一】≥2T，因此丁<iP。所以

一cH2<P-=C(M：)+2T．<竺二至P±兰三C‘一 c(M)++T 二P。ii-

=，+南<≥
情形2 C(M)等于M2的完工时间。

由引理2．3．1(2)可以知道b打2是偶数，且∥2≥2。

如果护2=2，则C日2=x+2T，由引理2．3．4可以得到丁cH2≤j5。
若∥2≥4，由引理2．3．1(3)可得P>By,z—l≥2T，因此丁<iP。所以

万CH2≤飞P-Cj而(M)丁+2T≤≮P警C· 一 c(肘)幸十r 二。雩jF
=，+南<；

■

总结引理2·3．3，2．3．4和2．3．5，我们可以知道，如果b月2≠3并且CH2≠

C(M)+T，则_cM虿-H2=icH-2≤i5。
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第二章工件占运输工具不同空间的带运输排序问题

引理2．3．6：如果(i)CⅣ2=C(M)+T Jt c(M)s 3P，或者(iO CⅣ2=c(M)+T

B．p‰≥iP，则下CH2≤j5。

证明：注意到此时有可CH2≤器。
如果C(M)≤3尸，则

如果Pi。≥{P，则c(M)’之；P，因此

警≤券：1+晶<耋．万s≯而．1+争备<j’

引理2．3．7：若算法召得到新的排序孑，则有

(1)C(M)≤3P，

(2)否：z+护zT或者D：孑石而+T。

●

证明：(1)注意到只有当C(M)>iP且P‰<iP时，算法B才得到新的
排序孑。若pi。≥罢，则B8={以。)并且百P≤Pi。<；P。若Pi。<百P，则

B8={厶，厶+h⋯，五。)并且百P≤∑凳z Pi，=∑凳l+1％+鼽。<百P+百P<；P。所
以，在排序仃m中加工BbHz的机器的新的负载小于C(M)一罢s P—P。=；P，

而此时另一台机器的负载为P—C(M)+a。p≤百P+；P=嚣P。所以我们可以

得到C(M)≤max{⋯23-尸，：尸)=3尸。

(2)若∥2：1，显然有D=C(M)+T。当6H2=2时，如果运输工具运送

完B】并回到机器的时间比C(M)大，则C=z+2T，不然有C=C(M)+T。

当bn2≥3时，不失一般性，我们假设C(M)等于M1的完工时间，把运

输工具运送完玩圩。一】并回到机器的时间记为F。不难证明F必定等于下面四个

值之一：z+(bu2—1)T，可+(护2—2)T，P—C(M)+T或者C(M)一鼬。+汀。

如果F=z+(bu2一I)T，显然有C=z+bu2T或者C=C(M)+T。对

其他情形，我们将证明F<百P≤C(M)，因此有C=C(M)+T。

一29一
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第二章工件占运输工具不同空间的带运输排序问题

如果F=Y+(垆2—2)T，则第二批工件一旦在机器上完成加工就被运送

走，因此Y≥z+T>T。注意到C(M)>2P且B≤P2≤⋯≤鼬z，我们可
以得到

．可≤竿<毒=茄可，
因此

F=Y+(∥2—2)T<(6Ⅳ2—1)y<百1-"<丢．

若F=P—C(M)+T，则B碍：一1中的工件一旦在机器上完工就被运送

走，由引理1／．J1．1(3)和C(M)>2尸可知

因此

2T<_Pb～。<P卅㈣<詈，

F=P—c(M)+T<詈+西P<虿P．
若F=C(M)一RH：+2T，则Bb"：一2中的工件一旦在机器上完工就被运送

走，由引理2．3．1(3)和C(M)>2P可知

因此

2T<_Pb嚣：一2≤最E。一，<P—c(Af)<詈，

F=C(M)一RHz+2T S P—C(M)+2T
P P P

<百+百<虿‘

一30一



第二章工件占运输工具不同空间的带运输排序问题

M1

M2

引理2．3．8：如果C日2=C(M)+T，则苦≤§5。

+丁

■

证明：若排序孑就是盯们，则C(M)≤；P或者Pi。≥。3t,，由引理2．3．6我们已
经知道吕=警s；。

若孑是一个新的排序，则由引理23．7(2)我们知道C=z+矿2T或者

C=C(M)+T。若C=C(M)+T，由于C(M)≤2P，与引理2．3．6中类似
的可以证明导≤；。若C=X+∥2T，则矿2≥2。若护2≠3，引理2．3．4

已经证明了岳=下x+bH2T≤；。若bH2=3，则C(M)等于M1的完工时间，且
扩≥2。因为C(M)>2P，那么z<百P，所以

可x+3T<节-P+3T：学
罢+等 ；T 1 4s嚣+渤<虿+j
5

= 一．
3

引理2．3．9：如果b’=2且5=3(如果存在)，则虿≤{c(必)‘+2"ll,。

●

证明：由注记2．3．1和背包问题的F咫As，我们得到万≥}P’>；P≥§2"。
显然可见，存在一个最优解，使得机器首先加工第一批中的工件，因此

P≤2u+移，所以再≥；(P一2链)。注意到虿≤歹≤瓦，所以

虿≤学≤掣
=丢P+；珏≤击c(M)’+；乱．

引理2．3．10：如果b’=2且虿≠丽+T(如果存在)，则吾≤j5。
一3l一
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证明：由引理1．4．1(1)和注记2．3．1，我们知道石≤3。若云=2，由于一C≠

丽十丁：可+T，则虿=虿+2T=P一丽+2丁。由引理2．3．4和注记
2．3．2，我们可以推出品<昱。

若5：3，因为虿≠丽+T，则虿=虿+3丁或者可+2T=P一虿(M)+
2T。当虿=y+2T时，由式(2．4)和注记2．3．2可以得到苦<；。当虿=虿+3T
时，由引理2．3．9，我们知道面≤；c(M)。+i2乱。根据引理2．3．2，可以得到
C’≥max{C(M)‘+Z饥+2T}。

若乱+2T≥C(M)++T，则

因此，

因此

虿 <
●——

●——

C

C·

虿+3T U+iT+3T—u+—2T<—蔷矿
1+品≤耋．+高于≤言。

若U+2T<C(AZ)++T，则

虿≤三c(M)++三乱<三c(M)++弓2(c(M)+一T)
=c(竹一言z

—C
．

虿+3T c(M)’一；T+3丁
C· 二C(M)·+T、 C(M)t+T

昙T 5

<1+嚣面<一3‘

引理2．3．1 1：若bH2=3且CⅣ2≠C(M)+T，则1CM厂H2≤吾5。

一32一
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证明：注意到当∥2=3时，P—C(M)+2T=秒+27"。若C日2≠C(M)+T，

则C片2=z+3T或者C日2=秒+2T。

情形l扩≥3。

由式(2．3)和(2．4)，我们可以推出

和

因此，可cMH2≤譬≤i5。
情形2 6l=2。

z+3T，2 3一； 5

1厂≤一3十一3<一3C·
～ ’ ‘

警≤1+莩<詈．

若CH2=秒+2T，则可+2T≥z+3T，因此可≥z+T>T。注意到有

可≤iP，则丁<iP。因此，

警≤警≤茹斋C· 一 C·一C’(M)+T

≤知+2T⋯南
3

<
丐·

若CⅣ2=z+3丁且T≤iP，则由z≤iP，我们得到

竺竺<竺<
C· 一 C+一

≤{雨
昙+3r

< 皇．
一 3

z+3丁

伊(M)
2

2

j+

+r

i丁
导+T

若CH2=z+3T且T>言P，我们考虑由算法A得到的排序万。如果
虿=研而+丁，则

CM啪，一C 虿(丽)+T百5万=—i≯C· 一 C· C·
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≤辫⋯南
，． iP 5<1+赢<13

若虿≠丽+T，由引理2．3．10，我们可以推出弋cMrH2≤苦1≤吾5。 一

定理2．3．12：1CM厂H2≤i且这个界是紧的。

证明：由引理2．3．4，2．3．5，2．3．8和2．3．I I，我们得到弋cM厂H2 S i5。为了证明这个

界是紧的，我们考虑如下实例：T=6，z=7，sl=82=83=84=3，s5=

86=87=88=2，89=I，p1=p4=p8=6，p2=P3=6，p5=船=p7=2和

Po=26。运行算法MH2，得到bH2=4，因此算法MH2输出C日2并且

BI={以】，，B2={以，五，乃)，玩={以，以)，B4={^，J2，Jo)，

．Pl=6，马=6，忍=6+正只=6+36，

排序盯H2中工件的加工和运输安排如下：

M1

M2

可以看到CM蹴=30。然而，在最优解中，工件被分成如下三个批，B；11

{也，以，以)，彩={五，五，以)以及骘={五，由，以)。工件的加工和运输安排如
下：

M1

M2

我们可以看到C’=18+26。因此弋cM厂H2=面3雨0_；(6一o)。 -
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第三章 在加工工厂运送原材料或成品的带运输排序问题

3．1引言

在本章综合考虑的运输与排序的问题中，运输工具可以在不同的加工中

心之间运送原材料或成品。这类问题在实际生活中有较多的应用，例如，顾

客将汽车送到一家修理工厂进行维修或保养，这家修理工厂可能接到很多这

样的工作，而另一家修理工厂的工作量却比较少。这种情况下，工作量多的

工厂可以把一部分汽车送到比较空闲的修理工厂去进行维护。在维护完成之

后，汽车可能必须被送回原来的修理工厂，也有可能被留在当前的修理工厂

等待顾客来提取。另外，在制造行业，同一家公司的不同加工工厂收到的订

单数量可能会相差很大，为了尽快完成工作，可以让收到订单数量较少的工

厂多加工一些产品，然后送到收到订单数量较多的工厂去。当然，原材料或

成品在加工工厂之间的运输需要的一定的时间。文献【43】对这类问题也做了

一些研究，问题的具体描述如下：有两个加工工厂M1和M2，每个加工工厂

尬需要加工％个工件Z={五l，Z2⋯，五n。)，i=1，2。所有的工件在零时刻

已经到达加工工厂，其加工过程是不可中断的。工件正j可以在必被加工，

也可以在尥，后≠t，被加工，这样就需要在尬与Mk之间运输工件，假设
所有目的地一样的工件被同一批运走，我们主要研究三类模型：在第一类模

型中，若工件Zf被Mk，k≠i，加工，在加工之前不需要运送原材料，在加

工完成之后，需要把Z{送回尬，其完工时间定义为回到尬的时间；在第

二类模型中，若工件五j被慨，k≠i，加工，在加工之前，需要把五，先运
送到Mk，其完工时间定义为在慨的完工时间；而在第三类模型中，若工件

五j被尥，无≠i，加工，在加工之前，需要把五j先运送到％，在完成加工
后，还要把五f送回舰，其完工时间定义为回到尬的时间。当然，对以上三

个问题，如果工件五f被必加工，其完工时间就定义为在矩的完工时间。

我们的目标都是极小化最大完工时间(makespan)。我们把第一类模型记作

P2ltrans—completedl％口￡，第二类模型记作P21trans—unprocessedlCm凹，
第三类模型记作P21trans—two waylCmd2。

在定义记号时，我们用．，作为工件的标号，i和后作为机器的标号。当{和

七同时出现时，我们总认为七≠i。为了具体定义问题，我们需要如下记号：
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PO=工件如的加工时间。(如在M1和M2的加工时间都是Pij。)

只=Z中所有工件的加工时间之和，只=∑凳1Po。

￡12(下12)=把未完工(已完工)工件从M1运送到到M2需要的时间。

￡2l(死1)=把未完工(已完工)工件从M2运送到到M1需要的时间。

％(％)=最优解中由尬(％)加工的万(_)中的工件的集合。

z；。(z：2)=$。(Sh)中所有工件的加工时间之和。

C‘=最优解中工件的最大完工时间。

ao=工件五f皆由尬加工的排序，ao中不存在工件的运送。

Co=ao中工件的最大完工时间。

o(A1=由算法A得到的排序。

C^=排序a(A】的目标函数值。

不失一般性，我们假设Pl≤1'2，P2n2=max{j：1州2．．，n2l P2i。

由于两台平行机排序是我们研究的问题的特殊情形，因此，本章中的问题

都是ⅣP-难的。本章的第二节中，我们对每个模型都给出了一个线性时间的近

似算法并且分析了其最坏情况界。在第三节，我们对第三个模型分别给出了动

态规划算法，在此算法基础之上，可以得到前两个问题的动态规划算法。在第

四节，我们讨论了将两台机器的运作综合考虑带来的益处。

3．2近似算法及其最坏情况界分析

在本节中，我们对以上三个问题分别提出线性时间的近似算法。在我们的

算法中，需要调用下面这个算法作为子过程：

算法C：

构造装箱问题的实例如下：对每个工件如f，J=1，2，⋯，佗2，其对应的物

品的尺寸为阳，，箱子的容量为忍／2。对这个实例运行算法FF，令得到的解中

所装物品的总尺寸最大的箱子为B1，B1中物品对应的工件的集合为＆1，&1

中所有工件的加工时间之和为z21。

注记3．2．1：算法e得到的解中至多用三个箱子。不然，如果用了四个以上的箱

子，那么所有物品的尺寸之和超过恳，这与实例的构造矛盾。因此，我们得出

譬≤锄≤譬。
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3．2．1 P2[trans—completed[‰
在这个问题中，若工件如被％加工，则在加工完成之后，如需要被送

回脱。

引理3．2．1：若$1(％)≠D，则问题P21trans—completed[C．讥z有一个最优解，
使得MI(M2)首先加工$，(s乏)中的工件，然后加工五＼％(万＼岛。)中的工
件。

由此引理我们知道，当z；l>0(罡1≠D)且X+12>0(％≠D)时，

C’=max{x；1+丁12，z；1+只一z；2，z：2+丁21，z：2+B—X2‘1)．

注记3．2．2：若z；1(z：2)=0，则上式中第一(三)项为0。

引理3．2．2：在最优解中，如果没有工件在M1与M2之间被运送，则C’=恳；

如果有工件在M1与M2之间被运送，则C+≥maX{丘笋，皿护，P2n：)。

证明：第一个结论由最≤岛显然可见。

要是有工件在M1与M2之间被运送，由于Pl≤岛，则必定有瓦中的工

件在M1加工，然后被运送回M2。因此，X2‘1>0，由引理3．2．1和注记3．2．2

可以推出矿≥max{x；1+丁12，易一z；1)。所以

舱堕堕掣=半．
C4≥且也2 以及C+≥p轨：由平行机排序的性质显然可见。 _

算法AI：

1．若maX{P1，n2)≥{岛，则输出Q，停止。

2．若max{P1，712)<{P2且P2n。≥；恳，则

(2．1)尬加工以n。。

(2．2)尬首先加工瓦＼{也n：)中的工件，然后加工万中的工件。
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(2．3)在时刻∑翟i1 P2j把Z＼{Y2．：)的工件运送到^如。

记得到的排序记为盯ll，其目标函数值为al。将印与盯1l中目标函数值

较小的那个作为输出。停止。

3．若max{P1，丁12)<{尼且p2n：<{岛，则

(3．1)运行算法C。

(3．2)尬加工瓦＼昆1中的工件。

(3．3)舰首先加工岛l中的工件，然后加工五中的工件。

(3．4)在时刻z21把岛1中的工件运送到M2。

记得到的排序记为口12，其目标函数值为C12。将印与盯12中目标函数值

较小的那个作为输出。停止。

定理3．2．3：丁CAl≤{且这个界是紧的。

证明：如果最优解中没有运送任何工件，则C‘=马=Co≥Cm。下面我们假

设最优解中存在工件运送，由引理3．2．2，我们知道

c’≥max{半,P2n2,TTl2+P2，l
=max{p蛳百P2+互1 max{P1，乃2”

若max{Pl，T12)≥{恳，则

下面假设max{P1，n2)<{恳。

若p2n：≥{B，则

=Cn=maⅨ{P2一P2n2+n2，P2一p加2+P1，P2n2)

≤max{‰，iP2+max{P1，n2”

一38一

而



第三章在加工工厂运送原材料或成品的带运输排序问题

⋯萄P2+五ma而x{P1,T,2}冬～4max{P]T12} 3
(3．1)

譬+； ，

。 ”一7

以及耽n：≤C4，我们可以得到下cAl=参≤虿4。
若耽n2<P22，则C^1=a2=m3-x{x2l+T12，X21+B，B—z21)。由注记

3．2．1，我们知道P32≤X21≤譬。因此，G2≤max{譬+IIlaX{T12，日)，；局)。由
式(3．1)以及

我们知道万cAl=分≤i4。
综合以上，我们可以推出万CAI≤j4。
为了证明这个界是紧的，考虑如下实例：一Jl=(^t)，瓦=

{以1，如，以3)，Pn=p23=1／2，耽1=p22=1／4，z12=￡12=∈≤互1。运行
算法A1，工件的加工和运输安排如下： ．

M1

M2

可以看到C41=1。而最优解中工件的加工和运输安排如下：

M1

M2

可以看到C’=j3。所以，当∈≤{时，万cAl=；。

3．2．2 P2ltrans—unprocessedI％凹

■

在这个问题中，若Z中有工件被地加工，则它们首先要被一起运送到
慨，在慨上完成加工后，不需要被运回尬。

注意到若Pl≤t2。或者易≤t12，这个问题就相当于带不同机器准备时间

的平行机排序问题，Lee[29]已经对该问题作了充分研究。因此接下来我们假设
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Pl>t2l且岛>t12。

引理3．2．4：若$l≠谚(s恐≠D)，则问题P21trans—unprocessed]G一有一个最
优解，使得MI(M2)首先加工百＼S知(瓦＼$。)中的工件，然后加工$1(S扎)

中的工件。

由此引理，我们知道，当z；1>0($1≠0)且z：2>0(sh≠D)时，

C4=max{t21+X‘21，Pl—z：2+z；1，￡12+z：2，马一z；l+z：2)．

注记3．2．3：若z；。(z：2)=0，则上式中第一(三)项为o。

引理3．2．5：在最优解中，如果没有工件在M1与M2之间被运送，则Ct=B；

如果有工件在M1与M2之间被运送，则C’≥maX{丑笋，妣2，P2n：】-。
证明：第一个结论由Pl≤P2显然可见。

要是有工件在M1与M2之间被运送，由于PI≤马，则必定有瓦中的工

件在M1加工，然后被运送到M2。因此，z刍>0，由弓{理3．2．4和注记3．23

可以推出C‘≥max{z；1+t21，P2一X‘21}。所以

c’≥堕坐掣=半．
C’≥生2也以及C’≥p2n：由平行机排序的性质显然可见。

算法A2：

1．若max{P1，t21)≥；马，输出Oro，停止。

2．若max{p,，t21)<{B且P2n：≥；B，则

■

(2．1)M从零时刻开始加工万中的工件。

(2．2)^如加工以n。。

(2．3)在零时刻把瓦＼{厶：)中的工件运送到M，舰从时刻maX{只，亡。，)
开始加工这些工件。

记得到的排序为0"21，其目标函数值为Ql。将ao与dr2l中目标函数值较

小的那个作为输出。停止。
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3．若max{P1，￡21)<；马且鼢：<{岛，则

(3．1)运行算法C。

(3．2)M从零时刻开始加工五中的工件。

(3．3)尥加工瓦＼岛1中工件。

(3．4)在零时刻把岛l中的工件运送到M，尬从时刻max{B，t21}开始加
工这些工件。

记得到的排序为0"22，其目标函数值为％。将％与0"22中目标函数值较
小的那个作为输出。停止。

定理3．2．6：万cA2≤≥且这个界是紧的。

证明：如果最优解中没有运送任何工件，则C‘=岛=Co≥C触。下面我们假

设最优解中存在工件运送，由引理3．2．5，我们知道

c+≥max{半腧半)=m岫2蚴譬q1⋯㈨p场”
若max{P1，t21)≥；P2，则Cm=G=岛。

若maX{P1，亡21)<{岛-目．P2n。≥§马，则

Cm=Ql max{P2一P2t12+max{Pl，t21}，P2竹2)

max{p：蚴譬+叫即2m．
由与定理3．2．3类似地可以证明警≤否4。

若maX{Pl，t21)<j岛-且．P2rt2<豆1p,2，则

Cm=岛2=max{x2l+max{P,，￡21)，岛一z21)

≤max{譬+max{幼，P1)，詈马)．

由与定理3．2．3类似地可以证明万CA2≤虿4。
综合以上各种情形，我们可以证明万CA2≤i4。为了证明这个界是紧的，考

虑如下实例：万={以1)，瓦={以l，如2，如3)，Pll=P23=1／2，p2l=P22=

1／4，芒12=z21=e≤j1。运行算法A2，工件的加工和运输安排如下：
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M1

M2

可以看到CA2=1。而在最优解中，工件的加工和运输安排如下：

M1

M2

i i

我们可以看到C+=i3，并且当E≤{时，万CA2=§4。 一

3．2．3 P21trans—two wayl％∞

在这个问题中，若Z中有工件被Mk加工，则它们首先要被一起运送到

Mk，在地上完成加工后，还需要被一起运回舰。

引理3．2．7：当X2‘1>0且z：2>0时，C+≥m觚{旦笋，P2n2，t21+z；l+T12，t12+
z：2+Tm，Pi—z：2+z；l，岛一z；l+z：2)。

注记3．2．4：若z；1(z：2)=0，则上式中第三(四)项为0。

引理3．2．8：在最优解中，如果没有工件在M1与1112之间被运送，则C‘=B；

如果有工件在M1与M2之间被运送，则C+≥maX{且笋，p2．。，P22+{(￡21+
n2))。

证明：第一个结论由B≤P2可以推出。若有工件在M1与M2之间被运送，

因为局≤P2，则必定有瓦中的工件在M1加工，然后被运送到21／／2。因

此，是1≠O以及X2。1>0，所以

C’≥max{tin+乃2+X2‘l，P2一z；1)

>(!!!±2兰±兰；12±!堡二兰i1 2
—

2

t21+丁12+．岛

C’≥pl+。P2以及C4≥P2n。由平行机排序的性质显然可见。
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算法A3：

1．若R≥{P2，或者t21+T12≥{P2，输出Cro，停止。

2．若P1<{马，亡21+712<{P2且p2n。≥{P2，则

(2．1)M2加工厶：。

(2．2)在零时刻把瓦＼{厶：)中的工件运送到尬。

(2．3)若t21≤丁12，让M在时间段【0，t21】内空闲。尬从时刻t21开始加
工瓦＼{厶。)中的工件，然后加工_了l中的工件。若t21>7"12，则尥
从零时刻开始加工百中的工件，然后从时刻max{P1，tm)开始加工

五＼{厶：)中的工件。

(2，4)一旦帆完成加工-2＼{厶：}中的工件，就把这些工件运送回M2。

记得到的排序为6r31，其目标函数值为岛l。将印与tx3。中目标函数值较

小的那个作为输出。停．JE。

3．若只<{马，t21+死2<{马且鼢：<喜马，则

(3．1)运行算法C。

(3．2)％加工瓦＼岛1中的工件。

(3．3)在零时刻把&l中的工件运送到舰。

(3．4)若t21≤n2，让尬在时间段【0，tm】内空闲。尬从时刻亡21开始加工
岛1中的工件．然后加工万中的工件。若t2l>r12，则M从零时刻

开始加工万中的工件，然后从时刻max{P1，t21)开始加工岛1中的

工件。

(3．5)一旦尬完成加工岛1中的工件，就把这些工件运送回M2。

记得到的排序为ar32，其目标函数值为岛2。将go与0r32中目标函数值较

小的那个作为输出。停止。

定理3．2．9：虿CA3≤i且这个界是紧的。

证明：若最优解中没有运送任何工件，则C’=恳≥CA3。因此，下面我们假

设最优解中存在工件运送。由引理3．2．8，我们知道俨≥maX{旦乎，p2n：，旦2+
；(芒21+712))。
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若t'1≥ j岛，则

若t21+丁12≥；B，则

万cA3=万Co=毒≤兰2．C·Ct半一‘

下面我们假设最<{恳且t2l+丁12<；B。

若p2，12≥互1 p,2，则当t21≤712时G1=max{t21+P2一P2n2+P1，t21+岛一

P2竹2+n2，P2n2)；当t21>n2时Gl=max{P2-p2．2+max(P1，t21}+1'12，p2n2)。

因此，C3,≤max{；P2+max{t21-I-丁12，只+{(z2l-I-丁12))，P2n：】．。
因为有

{岛+B+≥(t21-I-n2)
maX{且专＆，譬+；(t21十丁12))

譬+{(t21+7"12)
三
2

3
——

2

￡2l+"7-12)+立2

蒜2 ≤l+躲(t21 4-旦十；(￡2l+n2)
-二

1。譬+； n2)
4 3

≤
§<互，

以及p2n：≤c+，我们可以推出下cA3=争≤j4。

． 只十面
2

(3．2)

(3．3)

P2n2<譬，则当t21 s丁12时，G2=max{t91+x21+P1，t21．}-X21-}-T12，恳一

X21)；当t21>712时，岛2=ma,x{x21-4-712+max{P1，t21}，恳一z21)。结合注记

3．2．1，我们可以得到伤2≤max{孚+max{P1+；(t21+n2)，t21+丁12)，丑3 1。由

式(3．2)和(3．3)以及

我们可以得到CcA_A。=争s j3。

综合以上各种情形，我们可以推出虿cA3≤；。
虑如下实例：万={Jl·，J12}，瓦={以·，如，如)，

一44一
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2，P23=3+E，t12=￡21=n2=丁21=1。运行算法A3，工件的加工和运输安

排如下：

M1

M2

我们可以看到，cA3=6。而最优解中，工件的加工和运输安排如下：

M1

M2

我们看到C‘=4+e，并且当f一0时，下CA3一善。

3．3 P21trans—two叫。可I％口z的动态规划算法

■

文献【46】应用了添加构造(adding structure)的方法给出了一系列排序问题

的FP丁AS。在这里，我们也利用这个方法提出问题P2[trans—two waylGm

的动态规划最优算法，并且将此算法简化后可以得到P21trans—completed[Gm

与P2[trans—unprocessedIa撇的动态规划算法。

我们把万和万中的工件一起排序，记为{^，如，⋯，厶)，它们的加工时

间为{p1，P2，⋯，‰)。假设^∈瓦，并且所有的参数都是整数。

不难发现，存在P2 Jtrans—two way[％nz的一个最优解，使得舰0=l，2)
加工的工件按加工顺序可以分成三组{疡1 7鼠2，鼠3)，每组中的工件被连续加

工。鼠l和B3中的工件来自i，而晟2中的工件来自瓦，k≠i。若鼠2≠D，

则尬在时刻t触之前不能加工鼠2中的工件，而且在鼠1中至多有一个工件的

完工时间大于或等于t兢，否则，至少存在鼠1中的一个工件，其开工时间在玩

之后，我们可以把这个工件放到鼠3中，而这样并不会增加目标函数值。

我们下面提出一个动态规划算法DPT，它可以求出问题P21trans—

two wayl％衄的最优解。在算法D刀的第k步，生成一个六维向量的集合
K，1≤k≤n，其中的向量陋1，三2，己3，L4，L5，L6】对应由前k个工件组成的部

分可行解的目标函数值，前三个分量代表{JE711’B，2，B13)中工件的完工时间，

而后三个分量分别代表{B21，B22，B23)中工件的完工时间。我们还构造一个向
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量集X，在算法的第k步，会对X中的每个向量进行更新。X中每个向量

Ⅸ·，托，托，五，瓜，拖】代表一个前k+-r件的部分排序：前三个变量分别代表

{Ull，B12，B13}中工件的集合，后三个变量分别代表{岛1，B22，B23}中工件的集
合。在算法的最后，会输出近似解的目标函数值以及相应的排序。

算法DPT：

1·k=1，K={【o，0，0，Pl，0，ol，[o，0，o，0，0，Pl+t21】，【o，Pl+t12+

丁21，o，0，0，ol}，X={【彩，a，乃，{1，，乃，o}1，

[g，g，彩，g，g，{l孔[历，(1}，g，乃，g，历】)o

2·k=k+1，K=0，对K—l中的每个向量【o，b，c，d，e，门，假设其对应于

[x1，x2，恐，墨，拖，甄】∈X，令

z口：{o， {口协弛-)或{口协>锄，6=0}，
【a+Pk一￡2l，a+m>t21'b≠0

’

z昌：{o， {。协妯1)或{。协>场，e=0}，
【o+Pk—t2l， a+p老>t21’c≠0

7

弘b嚣‰塞c#O。0，
一{≯沁)+时场’嚣一段嚣
她：{o， {d协<t12)或{d协>札，e=0}，

【d+Pk—t12，d+m>t12，e≠0
’

蜘0’协呐2，臻要裟”洲12扣0}，

昴=b飘蒜／#o。0，
——46—．
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一<≯妇)+时m’：》c=段嚣
若以∈万，

(i)若a<t21，把陋+Pk，b+z口，c+z昌，d，e，f】放入圪，把Ⅸ1 u

{七)，恐，x3，x4，X5，风1放入x。

(ii)把[a，b，c+z刍，d，e，，】放入K，把Ⅸ，，托，．‰u{尼)，咒，拖：拖】放入
X o

(iii)把【Q，b，C，d，e+XE，f+XF】放入K，把[义1，托，托，批，恐U{后)，凰】
放入X。

若Jk∈万，

(i)若d<t12，把【a，b，C，d+pk，e+YE，f-l-y1F]放入K，把Ⅸ1，恐，托，咒u
{尼)，X5，X6】放入x。

(ii)把【a，b，C，d，e，f+诈】放入K，把Ⅸl，恐，咒，托，墨，％u{忌)】放入
X。

(iii)把【a，b+yB，c+驰，d，e，f】放入K，把Ⅸ1，x2 U{后)，凡，x4，X5，x6】
放入X。

将Ⅸ1，x2，咒，咒，咒，拖】从x中除去。

3．若b=0且a<t2l，

若e=0且d<t12，

则重置C=C—t21+a。

则重置f=f—t12+d。

输出K中的向量【a，6，C，d，e，，】以及对应的X中的向量，使得

max{n，6，c，d，e，，，2
z，忽．ra，in：JtZl Z3 Z4，Z5娜1∈％max{zl，勿，勿，盈，锡：名)·石 ，名2， ， ， ，z6t∈‰

因为K中所有向量的各个分量都是界于0与L全只+B-4-max{t12+

T21，芒2-+乃2)之间的整数，所以K中所含的向量的个数不超过O(L6)。．-IPA看

出算法DPT的时间计算复杂性与∑翟1 IvkI成正比，因此，D刀在伪多项式
时间O(nL6)内可以得到最优解。

注记3．3．1：对问题P2[trans—completedIC．眦，有t12=t2l=0，并且对K中

任意向量[a，b，c，d，e，卅，有a=d=0。在算法DPT的第2步，令t12=t21=0和

a=d=0，我们只需要定义如下四个变量：z刍，XE，YB，剪刍。另外，以∈万

．—47．．
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或Jk∈万时的步骤(i)不会运行。

对问题P21trans—unprocessedIG撇，有T12=死l=0，且对K中任意

向量【a，b，c，d，e，卅，有C=f=0。但是，仅仅令算法DPT中T12=T21=0

和C：厂：o不可行，因为若有五(_)中的工件被尬(M2)加工，无论
“a<亡21弛<t12)’’与否，这个工件被加入到B11(B21)中。在算法DPT的第

2步，我们需要定义如下四个变量：XB，XE，YB，YE。

一隆⋯‰兰茗簪x鼍叶，
f max{d，t12}+Pk，e=0． I max{a，t21}+Pk，b=0

船5
1％ e≠o

m 2

1 m 6≠o’

舻隆呐。，三蓁圣警嚣碧．
以∈万或以∈五时的步骤(ii)不运行，而无论“a<t21@<t12)一与

否，Jk∈万(以∈一J2)的步骤(i)都要运行。另外，步骤(iii)中不需要对“C"或

“，’’重置。

不难发现，P21trans—completedlC,,眦和P2ltrans—unprocessed[Gm的

动态规划的计算复杂性都是O(nL4)。

3．4综合考虑不同加工中心运作的益处

在这一节，我们来讨论问题P2ltrans—two waylGm中在两台机器之间运

送工件有什么好处。

记C(t12，￡21，712，吃1)是运输时间为{t12，t2l，n2，仡I)的实例的目标函数的最

小值。显然可见，c(t12，t21，T12，吃1)S Co，因为每个机器只加工原本属于自己

的工件是可行的。我们用下面的式子来定义综合考虑两台机器运作带来的益
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处：

S(t12,t21,T12,T21)；1一业等趔．
在最坏情况下，有工件运输的排序与原来的排序目标函数值相

同，接下来，我们来研究综合考虑两台机器运作的益处的上界零=

maxtl2如。m彻S(t,2，t21，712，乃1)。可以看到，运输时间的减少不会增加目标

函数值，因此，当t12=t2l=乃2=仡1=0时，综合考虑两台机器运作的益处

达到最大。这个结论可以用下面这个引理表示。

引理3．4．1：否=s(o，0，0，o)。

对一个给定的工件集合，我们要把带工件运输的排序的目标函数值与无工

件运输的排序的目标函数值作比较，而后者的最大值通常在所有工件都来自同

一台机器时达到。

定理3．4．2：综合考虑两台机器运作的益处最多可达50％，并且这个界是紧的。

证明：由引理3．4．1，我们知道对任意的工件集合，当t12=t21=n2=T2l=0

时，带运输的排序的益处最大。另一方面，当万u五中所有工件都属于同一台

机器，即万=D或五=0时，Co达到最大值。因此，Co=Pl+p2+⋯+‰，

而带运输的排序的目标函数值≥Pl+122妄'"-J-pn·=C20。所以，

琴=s(。，。，。，。)=1一半≤1一互1=5。％．
为了证明这个界是紧的，我们考虑如下实例：

万={L711，以2>，瓦=O，P11=p12=1，t12=t21=乃2=见l=0．

综合考虑两台机器的运作时，每个机器加工一个工件。

从以上分析我们可以看到，综合考虑两台机器的运作对优化整个系统的运

行大有益处。直观看来，这样会使一台机器加工原本不属于本身的工件，那么

整个系统的目标函数值的降低是否一定要以某台机器的目标函数值的增加为代

价呢?下面这个例子说明了整个系统的优化未必要增加其中的机器上工件的完
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工时间。

^={^l，以2，J13，山4)，J2={J21，如2，J23)，Pll=p12=p13=P14=1，

P2x=1，P22=P23=4，￡12=t2x=T12 2记1=1．

若两台机器之间没有工件运输，万中工件的完工时间为4，万中工件的完

工时间为9。在下面这个排序中，我们综合考虑两台机器的运作，可以看到万

中工件的完工时间为3，五中工件的完工时间为8，这两个值比在先前的排序中

都要好。

M1

M2
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第四章 带承诺到货时间的极小化运输费用的排序问题

4．1引言

在现代制造行业中，许多企业都根据顾客的订单来生产(make to order)，

这样既可以减少库存成本，也可以根据外部需求的变化及时调整企业的生产。

根据顾客的订单来生产一般都需要在规定的时间内完成加工，然后运送给顾

客，通常运输工作由第三方物流(third．party logistics，以下记作3PL)公司来

承担，例如FedEx或者UPS。3PL公司会根据运送的时间例如，一天、两天或

三天，提供不同的运输模式(为方便叙述，本文中的运输模式等同于运输时

间)，而运输费用与运送时间成反比，与送货量成正比。生产企业为了达到

顾客对订单的及时性要求，可以采用两种发货方式：承诺发货时间(committo

ship)和承诺到货时间(commit to delivery)。承诺发货时间指生产企业接到订

单时承诺在某一时间之前把货物从企业发送出去，交由3PL公司来运送，而顾

客在发出订单时，必须自己选择运送模式以及付给3PL公司运送的费用。承诺

到货时间指企业接到订单时会承诺在某一时间之前把货物送到顾客处。这种发

货方式下，生产企业选择各个订单的运送模式以及付给3PL公司运送费用。

采用承诺发货时间的企业只需要安排好企业内部的生产调度，不用去安排

由顾客自己选择的运送过程。而采用承诺到货时间的企业必须同时考虑生产与

运送问题，如果一个订单的任务提前完成了，则可以选择较长的运送时间来降

低运送成本，若一个订单的完成时间与承诺的时间较为接近，则必须采用较快

的运输模式以满足顾客的要求。

本章中，我们研究根据订单生产的企业在承诺到货时间的模式下如何安排

工件的加工与运输问题。在开动一条加工线之初，企业收到了来自不同顾客的

订单，每个订单要求一定数量的同一产品，并且都有各自的承诺到货时间。企

业要首先完成／JUT_这些订单然后把它们交给3PL公司运送给顾客。我们假设

3PL公司对一个订单索取的费用与订单中产品的数量成线性递增关系，与运送

需要的时间成线性递减关系。3PL公司会在每天的固定时刻，例如下午三点，

来提取在当天完成加工的订单。我们要做的工作是安排一个生产产品的排序并

且给每个订单安排一种运输模式，使得所有订单都在各自的承诺时间之前运送

到顾客处，而且付给3PL公司的运送费用尽量的少。
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参考以前的研究带运输问题的排序的文章，除了文献【49】和【47]，大多数

文章都假设对完成加工的产品只有一种运输模式，不论其完工时间是早或者

晚，而这一因素在本章的问题中是很关键的。Wang和Lee【49】研究了两个带两

种运输模式的问题。第一个问题与本章的类似，除了(1)只有两种运输模式，

而我们的问题没有这个限制条件。 (2)一个订单完成加工后立即被运送走，而

在本章的问题中，3PL公司只在每天的一个固定时刻来提取完成加工的工件。

若有订单在这个时刻之前完成了加工，就必须等一段时间才能被运送走。Wang

和Lee证明了此问题至少是Ⅳ尸一难的，同时对其中一类特殊情形给出了伪多

项式时间动态规划算法。文献【49】中的第二个问题是极小化加权总误工时间

和总运输费用。因为经典的单台机极小化加权总误工时间问题是强ⅣP一难的

【32]，所以这个问题是强ⅣP一难的。他们对这个问题给出了一个分支定界算

法。

文献【47】中研究了与本章类似的问题，只是每个订单的运送费用与订单中

产品的数量成线性递增关系，而与运送时间成凸减关系。他们研究了两种情

形，第一种情形允许订单的部分运送，这表示一个订单中的产品可以作为多个

小订单的组合，在不同的时间分开运送。例如，某个顾客定了十台电脑，生产

线在安排时，有三台电脑在第一天完工，而另外的七台在第二天完工，那么

3PL公司在第一天可以先提走那三台，剩下的七台第二天再提走。这种情形可

以很简单的在多项式时间内求到最优解：按照承诺到货时间的不减顺序加工订

单中的产品，3PL公司在每天固定的时刻把已经完成加工的产品(可以是一个

订单的部分产品)运送出去。文献【47】中的第二类情形不允许订单的部分运

送，这表示一个订单只有当其中所有产品都完成了加工才可以运送出去。在上

面那个例子中，在第一天完工的三台电脑必须等到第二天其余的电脑组装完了

一起运送出去。Stecke和Zhao[47】证明了这类情形是强NP-难的，并给出了

一个启发式算法。

在本章，我们考虑的问题不允许订单的部分运送，每个订单的运送费用与

订单中产品的数量成正比，与运送时间成线性递减关系，这是文献【47】中第二

类情形的一个特殊问题。从文献【47】证明强ⅣP一难的过程可以看出，本章的

问题也是强ⅣP一难的。

在本章的第二节，我们给出问题的具体描述。在第三节，我们提出一个多

项式时间近似算法，并且分析其最坏情况界。
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4．2问题的具体描述

在开启一条计划生产m天的生产线之初，企业接受了竹个订单N=

{Ol，02⋯．，0n)。N中每个订单pi包含Qt个产品，O{的承诺到货时间为di。

与文献【47】类似，我们假设所有产品的重量和加工时间都一样，这在电脑制造

行业是很普遍的，因为不同的电脑的区别在于其中的配件的不同，而把不同的

配件组装成型号不同的电脑需要的时间是一样的，其重量也相同。生产线每天

能生产c个产品，我们假设对i=1，2，⋯，n，O{≤C并且∑：l Q>c。

一个3PL公司在每天生产结束后来提取完工的订单，把它们运送给顾客。

加工企业给每个订单选择运送时间，并付给3PL公司相应的运送费用。运送时

间可以是l天，2天，⋯⋯，直至m天。若订单的运送天数是z，则其运送费

用为G(z，Q{)=Qi(Q—pz)，其中Q>0，∥>0，并且满足

Ot一卢(也一1)>0，i=1，2，⋯，孔． (4．1)

这个不等式代表即使运送时间最长(第一天就完成了加工，运送时间为(也一1)

天)，运输费用最小，其费用最起码是大于零的。

为了方便描述问题，我们定义最迟完工时间毋=d{一l，i=1，2，⋯，n，

这代表即使用最快的运输模式(运输时间为一天)，订单Q必须在这一天完成

加工。为了保证可行解(所有订单在最迟完工时间之前完成加工)的存在，我

们假设

∑岛≤c·歹，J=1川2一，m． (4．2)

iE{il田<_j)

注意到每个订单的运输费用与运输时间成线性递减关系，企业自然会在一

个订单完成加工的那一天就把它由3PL公司发送出去，也就是说若订单仍在

第t{天完成加工，则企业给Di选择的运输模式为％=df—ti天。

在本文中，我们不允许订单的部分运送，即订单D{必须等其中所有产品都

完成了加工才可以一起运送给顾客。目标是找到一个加工排序使得每个订单能

在最迟加工时间之前完成加工并且产生的运输费用尽量的少。
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我们将定义问题时用到的记号总结如下：

O{=订单i，i=1，2，⋯，n。

N=所有订单的集合；N={0l，02⋯．，0n)。

C=生产线每天能够加工的产品数。

Q{=订单仇中的产品数量。

m=生产线计划加工的天数。

di=订单q的承诺到货时间，di S m+1。

tt=订单q的发货时间，ti≤di一1；这也是订单Di中最后一个产品在生

产线上的完工时间。

ri=订单q地运送模式(运送时间)；ri=di—ti。

G(ri，Qt)=订单Dt的运送费用；G(ri，Q{)=Q(Q—pn)=Ql陋一卢(也一

岛)】。

4．3近似算法及其最坏情况界分析

我们首先给出一些定义和记号。称一个排序为EDD序列，如果订单按照承

诺到货时间的非减序排列。称一个排序为EDD．LPT序列，如果订单按照承诺到

货时间的非减序排列，而且如果不同的订单有相同的承诺到货时间，则把它们

按照订单中包含产品数量的非增序排列。

我们的算法及其最坏情况界分析建立在以下两个排序的基础上。第一个排

序记为cro，印允许订单的部分运送，订单的加工和运输安排如下： (1)将订

单按照EDD—LPT排序并按照此序加工； (2)把完成加工的订单(包括部分完

成的订单)在3PL公司来提货时运送出去。第二个排序记作盯1，除了不允许订

单的部分运送，每个订单中的产品必须一起运送，其余的与印一样。

其他的一些符号定义如下：

Ⅳ1=最迟加工时间为第一天的订单的集合。

N2=最迟加工时间为第二天的订单的集合。

G=排序cro产生的总运输费用。

C1=排序盯l产生的总运输费用。

C·=问题最优解中产生的总运输费用。

k：(k一1)c<∑：l Qt≤kc,2 5 k≤m。
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在捧序盯1中，假设对歹=1，2，⋯，尼一1，订单oi被分成两部分

(q。，D知)，其中ojl(oj2)在第歹((J+1))天完成加工。(D；-，oj2)中包含产
品的数量为(q，，Q，12)，o；的承诺到货时间为四。注意到(q，，q。)可能不存
在，这种情形下，我们定义q。=q2=0。

为了分析问题以及我们的算法，还需要下面这些结论。

引理4．3．1：[47】如果所有订单都满足式(4．2)，则任何EDD序列(不要求

EDD-LPT)都是可行解。

引理4．3．2：【47】允许订单部分运送的EDD序列(不要求EDD-LPT)的总运输

费用是我们研究的问题的最优解值的下界。

引理4．3．3：在排序盯1中，若Q—pd}<0，则所有排在O}之后的订单的承诺到

货时间都是d}。

证明：假设不然，存在一个订单q，满足dj 2 di+1，且在0i之后加工。如果

把订单q放在第一天加工，其单位运输费用为Q—p(奶一1)≤Q—pd{<0，

这与式(4．1)矛盾。注意到盯l是EDD序列，因此所有排在0i之后的订单的

承诺到货时间都是d{。 -

为了方便叙述，我们记Ⅳ3={oiIdi≤d{一1>，并且如果2c<∑：1 Q<

3c，记Ⅳ4={oEIdi=d；}＼{D；，o；)。可以看到Ⅳ1∈Ⅳ3，并且在排序口1

中，Ⅳ3中的订单都在Di之前在第一天完成加工。

下面我们给出算法MEDD

算法MEDD

1．生成排序盯，。若下面的条件之一满足：

(1)Q—pd}之0，

(2)Q；l≤∑OiEⅣ3 Qi，

(3)∑：1 Qf≥3c，

(4)2c<∑：1 Qt<3c且Q{1≤(C—Q51)+(∑：1 Q{一2c)，

(5)C<∑：l Q≤2c且Q{1 S∑：1 Qi—c十∑D；∈Ⅳ3 Q，

则输出盯1和其总运输费用G，停止。
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2．若2c<∑：1 Q<3c且Q11>(c一姚1)+(∑墨l Q一2c)，则按如下方式

调整盯。：把安排在0i和01之间的订单和安排在01之后的订单放在o{

之前加工。记此排序为盯2，其总运输费用为岛。在眈中，订单0{与0{

仍被分割，设0i(o；)被分割成(o}1，o乞)((D；。，D乞))，其中包含的产品

的数量为(Q；。，Q；2)((Q；，，Q；2))。分以下三种情形考虑：

(1)若Q；1≤max{∑O,EⅣ3 Qi，Q2—2+∑：l Q一2c)，输出{0"2，G)，停

止。

(2)若Q}1>max{∑oi∈Ⅳ3 Qi，Q；2+∑：1 Qf一2c)且∑q∈Ⅳl Qi+Q}+

Q5+∑O,6』v2酝≤2c，则选以下两个排序中总运输费用较小的那个为输
出：

与

7rl=(Nl，oi，021，Ⅳ2，N＼{Ⅳ1 uⅣ2 u O：u D5))，

丌2=(Ⅳl，D；，oi，Ⅳ2，Ⅳ＼{Ⅳ1 uⅣ2 U O}U D!))．

(3)若Q；1>max{Eo。∈Ⅳ3 Qi，Q；2+∑：1 Q{一2c)且∑Di∈Ⅳl Qf+Q；+

Q!+∑D。∈Ⅳ2酝>2c，则选以下两个排序中总运输费用较小的那个为输
出：

与

丌3=(NI，o；，Ⅳ2，N＼{Ⅳl uⅣ2 U Oi U 021)，D；)，

7r4=(N1，Di，Ⅳ2，N＼{Ⅳ1 uⅣ2 u O；u 021t，o；)．

对情形(2)和(3)，记得到的排序为吼，总运输费用为G。

3．若c<∑：1 Qt≤2c且Q1—1>∑：1 G—c+∑n∈肫Qi，记盯1中安排在

D÷之后的订单的集合为Ⅳ5。按如下方式调整盯1：把Ⅳ5中的订单移到0i

之前。记得到的排序为a4，总运输费用为a。在(74中，订单oi仍被分

割，假设其被分割成(D}。，o}2)，其中所包含的产品数量为(纠。，纠2)。考

虑如下两种情形：

(1)若以下条件之一满足(a)Q{l≤∑：1 Qi—c+∑q∈胁Q，或者(b)
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Q{l>∑：1 Q—c+ZO；EN3 Q且∑Dt∈Ⅳ3＼Ⅳl Qi+∑o。∈Ⅳ5 Q{<Q{2，输出

{cr4，a)，停止。

(2)若创1>∑：1 Q—c+∑o；∈Ⅳ3 Q且∑q∈Ⅳ3＼jv。Q+∑o；∈Ⅳ5 Q≥

Q；2，按如下方式调整a4：把(Ⅳ3＼Ⅳ1)u N5中的订单都移到最后加工。

记得到的排序为仃5，总运输费用为侠。输出{cr5，G)，停止。

我们把从算法MEDD得到的排序记为仃MEDD，其总运输费用为CMEDD。

引理4．3．4：若算法MEDD的输出是{O-1，G)，则．q_gc_r,。mz≤2。

证明：在排序盯1中，我们用Cost(no—split)表示所有未被分割的订单(订单中

的产品在同一天完成2n-r)产生的运输费用。显然可见，

和

co=Cost(no—split)+Qil【Q—Z(d：一1)】+Q1一：lQ—p(d；一2)】+⋯

+Qi一1．1[Q—p(d：一。一(七一1))】+Q：一。，2[口一∥(d：一1一后)】， (4．3)

G=Cost(no—split)+(Q111-I-Qi2)【Q—p(d{一2)】+⋯

+(Q：一，。。+Q：一。，。)[Q—Z(4一l一尼)】． (4．4)

所以，Q—Co=p(Qil+Q5l+⋯+Q：一1．1)。

下面我们根据算法第一步的各种情形讨论：

(1)若n—pdi≥0，则由式(4．1)我们知道口一卢(d：一h)>p，h=1，2，⋯，七一1，

再结合式(4．3)，可以得出

G>p(Qi，+Q5，+⋯+Q：一，，1)

=C1一G．

因此，C1≤2岛≤2C+。
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(2)若Q11≤∑o‘∈Ⅳ3 Qi，则由N3的定义和式(4．1)，可知

Cost(no-split)≥∑Qi[a—Z(di一1)】
OiENa

≥(∑Qt)fQ—p(d；一2)】
OiENa

>∥(∑Qt)
Dl∈Na

≥pQ；，．

由式(4．1)，我们知道Q—p(砝一h)>p，h=2⋯．，k一1。这表明

G>Cost(no—split)+p(Q!l+⋯+Qi一1．1)

>p(Qil+Q；l十⋯+Q：一1．1)

=C1一Co．

因此，C1≤2Co≤2C+。

(3)若∑：l Qi≥3c，则在排序Oo中，第三天完成加工的产品总量为C。由式

(4．1)我们知道第三天运送的单位产品的费用至少为2∥。因此在(70中，第三天

完成加工的产品的总运送费用至少为2印。由式(4．3)，我们可以推出

岛>Qt，卢+2cp+Z(Q11+⋯+Q{一1．1)

>Z(Q11+Q；1+⋯+Q{一1．1)

=C1一o．

因此，C1≤2Co≤2C+。

(4)若2c<∑：，Qi<3c且Q；l≤(c—Q51)+(∑銎l Qi一2c)。由式(4．1)我们知

道，在第二天之后运送的单位产品的费用至少为p，再根据式(4．3)可以得到

岛>p(∑Qt—c)
f=1

=p(c—Q；，+∑Qt一2c)+pQ；。

一58—



第四章带承诺到货时间的极小化运输费用的排序问题

≥∥(Q；。+Q；1)

=C1一Co．

因此，C1≤2Co≤2C+。

(5)若c<∑：1 Q≤2c且Q{1≤∑：1 Q—c+∑o。∈Ⅳ3 Ql。由N3的定义我们

知道，在O"0中，Ⅳ3中单位产品的运输费用至少为p。同样，在(70中，第二天

运送的单位产品的费用至少为p。因此，

Co≥p(∑酝)+p(∑Qt—c)
OtEN3 {=1

=p(∑Qt—c+∑Qt)
i=1 O{EN3

≥pQi。=q一岛

因此，C1≤2Co≤2C+。

综合以上的讨论，我们知道若算法MEDD的输出是{盯l，C1)，则

学≤2。 -

引理4．3．5：若输出是{盯2，Q)，则学≤2。
证明：当输出是{口2，Q)时，以下四个条件成立：(C1)Q—pdi<0，(C2)

2c<∑：1 Qi<3c，(C3)Qil>(C—Q；。)+(∑：1 Qt一2c)，(c4)Q；1≤

max(∑OiE盹Qf，Q艺+∑：l Qi一2c}。

在排序仃1中，我们用△1，△2和△3分别表示排在0}之前的，在Di和o!

之间的，在D{后面的订单的集合。排序cr2可以表示为(△1，△2，△3，o}，D!)。

由条件(c3)可知，在排序盯2中，0；和D3仍被分割。由条件(C1)和引理4．3．3

我们知道，or2是可行的且是一个EDD序列。记而为与0"2一样的加工序列，

但是允许订单的部分运送，巧为而的总运输费用。由引理4．3．2我们得到

一6"o≤C‘。

根据条件(C4)，我们分下面两种情形考虑。

情形(i)若Q；1≤∑o。∈Ns Qt，由与引理4．3．4的第二种情形类似的证明(凹丁在
证明中没有用到)，我们可以推出

Q一岛≤岛，
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所以Q≤2Voo≤2C+。

情形(ii)若Q2—1≤Q；2+∑：1 Qi一2c，由与引理4．3．4的第四种情形类似的证明

(LPT在证明中没有用到)，我们可以推出

Q一6'o≤6'o，

所以岛≤2Co≤2C‘。

综合以上讨论，我们知道若算法的输出是{仃2，Q)，则学≤2。 -

引理4．3．6：若算法的输出是{cr3，G)，则学=岳≤2。
证明：当算法的输出是{0"3，G)时，下面四个条件成立：(C1)a—pd{<0，(C2)

2c<∑：1 Qi<3c，(c3)Q；1>(c—Q!1)+(∑：1 Qf一2c)，(c4)Q2—1>

max{∑o。∈讹Q{，Q}2+∑：1 Q{一2c)。

由这四个条件，我们可以得到以下结论：

1．在排序口l中，排在o{之后的订单的承诺到货时间为di。这由条件(c1)

与引理4．3．3可得。

2．Qi>；c且0}是承诺到货时间为d；的订单中包含产品数量最多的。
我们用反证法来证明。由条件(C2)和(C4)，我们知道

Q；2<Q；。， (4．5)

因此，
1

Q；2<去Q；． (4．6)

现在假设Q{≤；c，则Q；2<lc且Q；。=c—Q}2>；c>Qi，这与
Q{≥Q5矛盾(因为口1是EDD·LPT序列)。因此Q{>j2c。由式(4．6)以

及Q{2<Q；2可知，Q12<{Q；，所以Q}l>；Qi>{C。这表明在第一天
不可能有产品数量大于；c的订单完成加工。因此，0i是承诺到货时间为
d；的订单中包含产品数量最多的。

3．Q；1>；c。否则，Q；l≤{c，由式(4．5)可知，Q}1>Q}2=c—Q；1≥ilc
且Qi=Q；。+Q}2>c，这与Qi≤c矛盾。
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4．在观中，Ⅳ4中所有的订单都在第三天完成加工。否则，若存在oj∈N4

在第二天完成加工，则Dj被排在0}与01之间，因此aj=di且

由于盯1是EDD-LPT序列和上面已经得到的第三个结论，我们知道

Oj≥Q5>Q；l>Iv。因为Q51≥Q；l，由上面得到的第三个结论可

知Q翕>IV。因此Q，+姚1>c，这与第二天完成加工的产品数为c矛

盾。若存在oj∈地在第一天完成加工，由于or】是EDD．凹丁序列，则

Oj≥OI。根据已经得到的第二个结论，可知O；>百2c且011>ilc。因此

Qj+oI，>c，这与第一天完成加工的产品数为c矛盾。

5．ZOi∈Ⅳ3 Qt<；。否则，∑q∈Ⅳ3 Oi≥l，则OIl=c一∑Dt∈胁Oi≤§≤

∑Dt∈胁Oi，则输出是{O"1，C1)而不是{％，G)。

从以上分析我们知道口1(印)的顺序为(Ⅳ3，D{，01，Ⅳ4)，并且Ⅳ3包含了

Ⅳ1与Ⅳ2中的所有订单。因为第二(三)天运送的单位产品的费用至少为

口(2／3)，我们可以得到

岛>／3c+2／3∑钆
O,EN4

不难发现算法第二步中，丌1，7F2，丌3，"If4都是可行的，由Ⅳ1与Ⅳ2的定义可

知，M中的订单必须在第一天完成加工，而Ⅳ2中的订单必须在第二天完成加

工。我们可以发现在排序0"3中由订单0i与05产生的费用是在满足可行性的基

础上产生的最小费用。另外，若我们把丌3(7r4)中的03(o{)移到％之前，D!

(D；)仍然在第三天才能完成加工。因此，

所以G<2C+。

伤一C’≤2p(∑Ot+∑酝)
q∈Ⅳ3＼Ⅳl OtEN,t

引理4．3．7：若输出是{吼，a)，则学≤2。
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证明：当输出是{吼，a)时，下面两个条件成立：(C1)c<∑墨1 Qi≤2c，(c2)

Q{l>∑：1 Qi—c+∑q∈Ⅳ3 Qi。我们用A表示在O"1中安排在N3和O；2_fBq的

订单的集合，那么orl=(N3，A，ol，Ⅳ5)。若A≠D，由于盯1是EDD．LPT序列，

我们知道dJ=d}且对Oj∈A，有劬≥QI。0"4可以表示为(Ⅳ3，△，N5，Di)。

显然可见，o'4是可行的。

当Q{1≤∑：1 Qi—c+∑OiEⅣ3 Qf时，我们知道

a—G=fl[QI。一∑驯 (4．7)
OiENs

由式(4．7)，Co>p【∑OiENa Qi+(∑：，Q—c)l以及Q41=Q{。一∑OiEN5 Q{，我

们可以得到a—Co≤Co，因此a≤2G≤2C+。

当Q'Il>∑：l Qi—c+∑晚∈Ⅳ3 Q{且∑q∈Ⅳ3＼Ⅳ。Qt+∑OiEⅣ5 Qi<Q{2时，

我们可以证明cr4是最优解。由条件(c2)可知，在吼中，订单o}是唯一被分

割的订单，且其在第二天完成加工。由于对oj∈A有Qj≥Q{，因此任何有△

中的订单在第二天完成加工的可行解的总运输费用都不会少于Q。下面我们考

虑△中订单都在第一天完成加工的任意排序丌。Ⅳ1中的订单必须在第一天完成

加工。因为∑OiEN3＼Ⅳ。Qi+∑OiEN5 Qt<硝2，即使(N3＼Ⅳ1)uⅣ5中所有订单

都在第二天完成加工，0j仍然在第二天完成加工，因此7r的总运输费用至少为

a，所以cr4是最优解。 ●

引理4．3．8：若输出是{cr5，G)，则学≤2。
证明：当输出是{0"5，G)时，以下两个条件成立：(c1)Q4l>∑：1 Qi—C+

∑q∈Ⅳ3 Qi，(c2)∑q∈胁＼M Ql+∑Dt∈Ⅳ5Q≥Q12·沿用引理4．3．7中A的定

义，我们知道or5=(Ⅳ1，A，oi，(Na＼Ⅳ1)uⅣ5)。不难发现，cr5是可行的。由条

件(C2)我们知道在排序cr5中，订单Oi未被分割，在第一天就完成了加工。因

此，

G>p·∑q+p·∑Qi

且

所以G<2Co≤26'+。

G一岛<p·∑Qt．
o，∈Jv3＼Ⅳ1
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定理4．3．9：呼≤2，且这个界是紧的。
证明：学≤2由引理4．3．4至4．3．8可以很容易推出。

为了证明这个界是紧的，考虑如下实例：企业每天可以生产C个产品，Tt=

4，Q1=4，Q2=Q3=Q4=C一1，dl=5，d2=d3=d4=6，单位产品运送

时间为z天的运输费用为(5p q-刀)一pz，其中刁_o+。运行算法MEDD，订

单被安排如下：

可以看到，CMEDD=4[(5Z+77)一4纠+C一1)[(5p+叩)一4fl+(5fl+卵)一

3p+(5∥+叩)一2例=(6c一2)Z4-(3c4-1)y。不难发现，在最优解中，订单被安
排如下：

因此，C‘=(c一1)【(5p+町)一5p+(5p+77)一4卢+(5p+叩)一3p】+4【(5p+叩)一纠=

(3c+13),8+(3c+1)77。所以，学=面{6c玎-2琊)fl+可(3两c+1)，1_2，c_+oo且
叩_0+。
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