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例题详解!

!!!!!

!!
例题详解

第一单元!集合与常用逻辑用语

第!讲!集合及其运算

例!!!解答"若!"!#$!则!"%!"
&!$#’!#’"!"!#$!(!"%!不合题意"
若!""!#!#$!则!")或!"%$"
当!")时!#"$$!!!’%&
当!"%$时!!$#’!#’"!!

(!"%$不合题意!!")适合"
若!"!$#’!#’!则!"%!或!"%$"
由上面结论可知!此时没有!符合题意"
(满足条件的!值为)"
例!变式题!%!!!解析"根据集合中元素的确定性!我
们不难得到两集合的元素是相同的!这样需要列方程组分
类讨论!显然复杂又繁琐"这时若能发现)这个特殊元素和

$
!
中的!不为)的隐含信息!就能得到如下解法’

由已知得$
!")
及!")!所以$")!于是!$"!!即!"!或

!"%!!又根据集合中元素的互异性!"!应舍去!因而!"
%!!故!$)!!#$$)!!""%!#$)!!"%!"

例"!*!!解析"对于集合%’&"+’#!+
!’##&对于集合

(’&"’)%$+ "’
")%!##!
+

!)##&对于集合*’&"’+#!+
!

+##"
由于’")%!##!和’+#!都表示被’除余!的数!
而+’#!表示被+除余!的数!所以%$("*!故选*"
例"变式题!,!!解析"由,"&#"&$#&%!!&","&#得

&$%!")!&"-!!%"$%!!!%"

-","&#"&$#&%!" &#" #!$
$

%./%%
.
/
!

故(" - -%%$ %./ !故%$("

例$!!解答"由&$%’&#$")得&"!或&"$!故集合#
"$!!$%"
"!#&#&."$$%!

($#.!代入.中的方程!
得!$#/!#’")!

(!"%!或!"%’"
当!"%!时!."$&’&$%/")%"$%$!$%!满足条件&
当!"%’时!."$&’&$%/&#/")%"$$%!满足条件"
综上!!的值为%!或%’"

"$#对于集合.!

!"/"!#!#$%/"!$%.#"0"!#’#"
&#(."#!(.)#"

!当!*)!即!*%’时!."+!满足条件&

"当!")!即!"%’时!."$$%!满足条件&

#当!,)!即!,%’时!."#"$!!$%才能满足条件!
则由根与系数的关系得

!#$"%$"!#!#!

!1$"!$%.$ !
即
!"%.$

!

!$"2
-
.

/ !
矛盾"

综上!!的取值范围是!0%’"
"’#&#&"1/.#"#!

(#)1/.!(#&."+"
!若."+!则!*)2!*%’!适合&

"若."+!则!"%’时!."$$%!#&."$$%!不合题意&

!,%’!此时需!3.!且$3."
将$代入.的方程得!"%!或!"%’"舍去#&

将!代入.的方程得!$#$!%$")2! 槡"%!- ’"

(!"%!且!" 槡%!- ’"

综上!!的取值范围是!*%’或%’*!* 槡%!% ’或%!%

槡’*!*%!或%!*!* 槡%!# ’或!, 槡%!# ’"
例%!!!$!!解析"0)"$!!$!’!/%!所以0)"$!!$!’!/%的
所有偶子集为$$%!$/%!$!!$%!$!!/%!$$!’%!$$!/%!$’!/%!
$!!$!’%!$!!$!/%!$$!’!/%!$!!’!/%!$!!$!’!/%"
(0) 的所有偶子集的容量之和为$#/#$#/#+#0#!$#
+#0#$/#!$#$/"!!$"
例%变式题!,!!解析"取&")##时!

-"$!1")1$1")#$#")!

-"’!1")1’1")#’#")$ !
即1")"取&"!##时!

-"$!1"!1$1"!#$#"+!

-"’!1"!1’1"!#’#"!$$ !
即1"+或!$"
故#4."$)!+!!$%!从而所有元素之和为)#+#!$"!0"

第"讲!命题#量词#基本逻辑联结词

例!!!解答""!#+52’!既是素数又是方程&$#$&%’")
的根"假命题"

+62’!是素数或是方程&$#$&%’")的根"真命题"

7+’!不是素数"真命题"
"$#+52’平行四边形的对角线相等且互相垂直"假命题"

+62’平行四边形的对角线相等或互相垂直"假命题"
7+’有些平行四边形的对角线不相等"真命题
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%����

DownLoa方程dCodde o的两实根符号相同且绝对值相
等�假命题�

nLoa方程dCodde o的两实根符号相同或绝对值相等�
假命题�

Lna方程dCodde o的两实根符号不相同�真命题�
例"�!解答"n真a! �Cdooo�o�

o��do或��o�

o真ad�o�o
�o��deC�

由an或oa是真命题�an且oa是假命题得nao两命题一真
一假�
当n真o假时���deCw
当n假o真时�do���o�
综上��的取值范围为Ddo�deCw�Ddo�ow�
例"变式题�!解答"nao���e�
函数n ooD�dCddo�w的定义域为 &等价于Ld�&�

�dCddo��o�

所以
��o�

! edo�C�ow �
解得��eC

�即oa��eC�

如果nLo为真命题�nLo为假命题�则n真o假或n 假

o真�

o
o���e�

��
�
�

�
e
C
或
��o或��e�

��eC
�
�

�
�
解得o���eC

或��e�

例$�!解答"DewLna存在一个末位数字是o的整数不能
被o整除�假命题�
DCwLoaLdo�o�dCo�o�真命题�
DowLoa任意一个三角形的内角和不大于eooo�真命题�
DowLoa每一个梯形的对角线都不互相平分�真命题�
例$变式题�!解答"由题意得nadC�ddo�C�

oe�d�o�

oLnad�e或d�o�

oadde�d�doe�

oLoad�dde或d�doe�
又dLn是Lo充分而不必要条件�

o
dde�e�

doe�ow �oC�d�o�

第$讲�充分条件#必要条件与命题的四种形式

例!�!解答"Dew逆命题a全等三角形的面积相等�真命题�
否命题a面积不相等的两个三角形不是全等三角形�真
命题�
逆否命题a两个不全等的三角形的面积不相等�假命题�
DCw逆命题a若方程dCoCdoo o有实根�则o�e�真命题�
否命题a若o�e�则方程dCoCdoo o无实根�真命题�
逆否命题a若方程dCoCdoo o无实根�则有o�e�真
命题�
Dow逆命题a若实数d�n全为零�则dConC o�真命题�
否命题a若dConC�o�则实数d�n不全为零�真命题�
逆否命题a若实数dan不全为零�则dConC�o�真命题�
Dow逆命题a若� o或� o�则�� o�真命题�

否命题a若���o�则��o且��o�真命题�
逆否命题a若��o且��o�则���o�真命题�
例"�!解答"Dew在L�no 中�显然有L��LnLno

��o�

on是o的充要条件�
DCwd原命题的逆否命题成立�即d C且n o�don o�

on是o的充分不必要条件�
Dow取� eCoo�n ooo�则n�ao�
又取� ooo�n eCoo�则o�an�

on是o的既不充分又不必要条件�
Dowdnad e且n C�oad e或n C�

on是o的充分不必要条件�
例"变式题�Dew��C�DCwo�!解析"Dew�dde��C的解
集是 � d�de�d�w wo ��dde��� 的解集是 n  
d�ed��d�eow w� �由于��n�可得��C�
DCw由已知有n�o�o�o�o�o�o�o�由此得o�o且o�o�!
正确�#不正确wn�o�"不正确w$等价于n�o�正确wo�o
且o�o�%不正确�选o�
例$�!解答"命题aLn是Lo的必要不充分条件a的等价
命题即逆否命题为an是o的充分不必要条件�

naedddeo �C�dC�ddeo de�C

�de�ddeo �o�dC�d�eo�

oadCdCdoeddC�o

�addDeddwaaddDeodwa�o�!
dn是o的充分不必要条件�

o不等式 edddeo �C的解集是dCdCdoeddC�oDd�

ow的解集的真子集�
又dd�o�o不等式!的解集为wd�edd�d�eodw�

o
edd�dC�

eod�eow �
且两个不等式不能同时取等号�

od�o�
o实数d的取值范围是ao�oow�

例$变式题�!解答"由CdCdodoe�o得eC�d�e�

由dCdDC�oewdo�D�oew�o�得��d��oe�
dn是o的充分不必要条件�

on�o�o�an�o e
C
�a ae �a���oea�

o
��eC

�

�oe�e
�
�

� �
且不同时取等号�oo���eC

�

o�的取值范围是 o�a aeC �

例%�!解答"必要性a

d�o� e�o�o�de o�

o�oo�oo��d�Cd�C

 D�o�wD�Cd��o�CwdD�Cd��o�Cw

 D�o�dewD�Cd��o�Cw o�
充分性
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例题详解!

$!!!!

&!’#$’#!$%!$%$$")!
即"!#$%!#"!$%!$#$$#")!
又!$")!(!")且$")!

(!$%!$#$$" !%$" #$
$

#’/$
$,)!

(!#$%!")!即!#$"!"
综上可知!当!$")时!!#$"!的充要条件是!’#$’#!$
%!$%$$")"
例%变式题!!解答"!&$#$&%!")"!")#没有负根=

!*)或

!%)!

%$!,)
!=!*%!或%!0!*)=!*)!

%!
! ,

-

.

/ )

故!&$#$&%!")至少有一负根的充要条件是!,)"

第二单元!函数与导数

第%讲!函数的概念与表示方法

例!!!#$!!解析"!令""#"!!则,"!#"#","!##
""#!故!是真命题!
同理!$令""7!#")!则,"7!#"7,"!#!故$是真命题"
#&,"!#"%!!则有,""#"%"!

,""!##"#"%""!##"#""."%!###."%"#"","!##

#,""#!是线性变换!故#是真命题"
"由,"!#"!##!则有,""#""##!

&#是单位向量!#"’!故"是假命题"
例!变式题!*!!解析"根据函数的定义’(集合% 中的任
一元素!在对应关系,作用下!在集合( 中都有唯一元素与
之对应")由此逐一进行判断"
对于图"9#’% 中属于"!!$-的元素!在( 中没有象!不符合
定义&
对于图":#’符合% 到( 的函数关系&
对于图";#’% 中有一部分的元素的象不属于集合(!因此
它不表示% 到( 的函数关系&
对于图"<#’其象不唯一!因此也不表示 % 到( 的函数
关系"
由上分析可知!应选*"

例"!!解答""!#由

!%&,)
’&#!,)

$&"7&#&
-

.

/ $

"7###!得%!’*&*!
!

且&"&/
!所以函数的定义域为 %!’

!&" #/ ( &
/
!" #! "

"$#由
!*&*$
!*%&*$ $

"$,%!,)#得!
!*&*$
%$*&*%$ !

"$,%!,

)#!即!*&*%!!所以定义域为 !!%" #! "
例"变式题!!解答""!#由函数解析式有意义!得

&$%.&#+%)
&%!")
&# & ,
-
.

/ )
2

&%’或&0$
&"!
&,
-
.

/ )
2)*&*!或!*&0$或

&%’!
故函数的定义域是 )!" #! ( !!" -$ ( ’!#3, #"
"$#令4"&%!!因为,"&%!#的定义域为 !!, -$ !
所以)040!!故)0&$0!"
(’&’0!!得%!0&0!"
所求定义域为,%!!!-"

例$!!解答""!#-"/% %"&%!#$槡 #/"

&)0%"&%!#$#/0/!

()0 %"&%!#$槡 #/0$!

($0/% %"&%!#$槡 #/0/!

(所给函数的值域为,$!/-&

"$#令 !%$槡 &"4"4%)#!则&"!%4
$

$
!

(-"!%4
$

$ #4"%!$
"4%!#$#!!当4"!时!-=9>"!!

(所给函数的值域为"%3!!-"
例$变式题!!解答""!#-"&$%$&#.""&%!#$#/!
所以二次函数的图象开口向上!对称轴为直线&"!"

!当&#,%!!)-时!函数在,%!!)-上单调递减!故所求值
域为,.!0-&

"当&#,%$!$-时!函数在&"!时取得最小值/!在

&"%$时!取得最大值!’!故所求值域为,/!!’-"

"$#"换元法#令4" !%$槡 &"4%)#!则&"!%4
$

$ "

(-"%4$#4#!"% 4%" #!$
$

#./
!4#,)!#3#"

&!$#
,)!#3#!

(当4"!$
!即&"’0

时!-=9>"./
&无最小值!

故所求值域是 %3!" -./ "

例%!!解答""!#当&0)时!8"&#"&$%)!
故, 8"&, -#","&$#""&$#$"&/"
"$#法一’令!%?@A&"4!则4#,)!$-!
则?@A&"!%4"
(,"!%?@A&#","4#";B?$&"!%?@A$&"
"!%"!%4#$"%4$#$4!

(,"&#"%&$#$&")0&0$#"
法二’&,"!%?@A&#";B?$&"!%?@A$&"%"!%?@A&#$#
$"!%?@A&#!

(,"&#"%&$#$&")0&0$#"

例(!7!!解析"方法一’函数,"&#"
$&")0&0$#!

&#$"$*&0/#!

!)%&"&,/#
-
.

/ "
由于函数在区间 )!, -$ 上单调递增&在区间 $!" -/ 单调递
增!在点&"$处两段的函数值相等!故函数在区间 )!, -/ 上
单调递增!函数在区间"/!#3#单调递减!又在点&"/处
两段上的函数值相等!故&"/是函数的最大值点!故函数
的最大值是,"/#"+"答案7"
方法二’画出-"$&!-"&#$!-"!)%&的图象!如图所示
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全品高考复习方案 新课标$人教�版!数学%理科& 全品高考网：www.c a n p o i n t.c%n

%!!!!

根据函数DownLoad ewowdeo een nw 的意义o函数Down
的图象是上面三个函数图象位于最下方的图象组成的o观
察图象可知o当e0w0eoDownLewn当e*w0e时oDownL
wden当w,e时oDownL eew�Down的最大值在wLe时
取得为eo故选e�

第(讲!函数的单调性与最值

例!!!解答"设任意的w owe#neodeno且w *weo

则’wLweew ,eo

’DLDoweneDow n

Lo wee槡 d e�weneo we 槡 d e�w n

Lo wee槡 d e we 槡 d ne�oweew n

L weeewe 
wee槡 d d we 槡 d 

e�oweew n

Loweew n
wedw 

wee槡 d d we 槡 d 
eo n� �

ee0w *weo

e w dwe
wee槡 d d we 槡 d 

* �

又�% o

eoweew n
wedw 

wee槡 d d we 槡 d 
eo n� *e�

所以’D*eo
所以函数Down在区间neoden上是单调减函数�

例!变式题!!解答"设w ,we,槡�o
则!wLw ewe,eo

!DLDow neDowenL w d�wo n
 
e wed�wo n

e
Low ewenn

 e �
w wo n

e
Low ewenn

w wee�
w wo n

e
o

当w ,we,槡�时o
w ewe,eow we,eow we,�o
所以!DLDow neDowen,e�

所以函数DownLwd�w
o�,en在 槡�odeo n上是增函数�

例"!!解答"由题意可知oDowndDoweenLDoweeewn�
又eLeDoenLDoendDoenLDoeno
于是不等式DowndDoween0e可化为

Doweeewn0Doen�
因为函数在oeoden上为增函数o

所以不等式可转化为

weeew0eo

w,eo

wee,e
-
.

/ o
解得e*w0e�

所以w的取值范围是oeoen�
例$!!解答"函数DLedee�eoweeewden的定义域为
oeeo n(oeoden�
令DLweeewdeoDLedee�eDo
显然DLedee�eD在oeoden上是单调递减的o而DLweeew
de在oeeo nooeoden上分别是单调递减和单调递增
的o根据复合函数的单调性的规则可知n
函数DLedee�eoweeewden的单调递增区间为 eeoo n o单
调递减区间为 eodeo n�
例$变式题!e
例%!!解答"o neDoe nLeoe�e�d Leo即�L�d �
又对任意实数w均有Down%e成立oe!L�eee�0e恒成
立o即o�e ne0e恒成立oe�L o�Le�
oen由o n可知DownLwedewd o

eDownLwedoeeDnwd �
eDown在w#neeoen时是单调函数o

eneeoen> eeoDeeo ne
或neeoen> Dee

e
oden n�

ee0Deee
或Dee
e 0eeo

即实数D的取值范围为oeeoeen(neoden�

例(!!解答"o neD;�DD 槡L eoe ewDoadeeeL
槡e
e
o得wD

Le�

eD0eoeew0e
oew% �又ew0eoe 0w0e�

eD关于w的函数关系式为DLew
o 0w0en�

!!oeneDeLwedDeeewDedoeeeLwedeweee
o

eDL wedewe槡 eeo 0w0en�

oen令DownLwdew
o易证Down在 eoo ne 上为减函数o在

eoden n为增函数�

e 0w0eoe 0we0eoe当weLeo即w 槡L e时owedewe
取

得最小值eo此时D取得最小值槡en

当weL 或weLeo即wL 或wLe时owedewe
取得最大值

eo此时D取得最大值槡e�

例(变式题!!解答"设DL�wd�wed 
o去分母得Dwee�wdD

e�Leo
当DLe显然在函数值域 e on ne 内n
当D"e时ow#&oe!L�eeeDoDe�n%eo
即eDeee�De�e0e的解集为 D e 0D0n ne �
因而方程eDeee�De�eLe的两个根分别为e 和e�

由韦达定理知o�Le deLeoe�
e

eLe ee�

e�Leo�Le或�Leeo�Le�

第)讲!函数的奇偶性

例!!!解答"o n函数定义域为&
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例题详解!

&!!!!

,"%&#" !+%&槡 #!#$%&

$%&

"$& !
!+&槡 #!#!

"$&. !#!+槡 &

/& #!

" !+&槡 #!#$&

$& ","&#!

(,"&#为偶函数&

"另解#先化简’,"&#" !+&#!
/槡 & #!" /&#/%槡 &#!!

显然,"&#为偶函数&

"$#&
!%&$%)
&$%!%$ )

2&$"!!

(函数的定义域为&"-!!

(,"&#"4B5$!")"&"-!#!即,"&#的图象由两个点

#"%!!)#与."!!)#组成!这两点既关于-轴对称!又关于
原点对称!(,"&#既是奇函数!又是偶函数&
"’#&&$0!$!!,)"

(
%!0&0!
’&#!’"$ !

2函数的定义域为,%!!)#(")!!-!

(’&#!’,)!(,"&#" !$%&槡 $

&
!

(当!,)时!,"&#为奇函数"
例"!!解答"需要分三种情况讨论’

!设&,)!(%&*)!

(, "%&#"4A" !#槡 & # 槡&#"4A !
&槡 #!%槡&

"%4A" &槡 #!%槡&#"%,"&#&
"设&*)!(%&,)!

(,"%&#"4A" %&槡 #!% %槡 &#"4A !
!%槡 &# %槡 &

"%4A" !%槡 &# %槡 &#"%,"&#&

#当&")时!,"&#")!也满足,"%&#"%,"&#&
由!*"*#知!对&#&有,"%&#"%,"&#!

(,"&#为奇函数"
例$!!解答""!#证明’显然,"&#的定义域是&!它关于原点
对称"
在,"&#-#","&##,"-#中!令-"%&!
得,")#","&##,"%&#!
令&"-")!得,")#",")##,")#!

(,")#")!(,"&##,"%&#")!
即,"%&#"%,"&#!

(,"&#是奇函数"
"$#解’由,"%’#"!!,"&#-#","&##,"-#及,"&#是奇
函数!
得,"!$#"$,"+#"/,"’#"%/,"%’#"%/!"

例%!!解答"设&# %!!, -) !由,"&#!#" !
,"&#
得,"&#

$#","&#!所以函数,"&#的周期为$"因为&#/# ’!, -/ !
所以,"&#/#"4B5’"&#/#","&#!即当&# %!!, -) 时!

,"&#"4B5’"&#/#","&#为偶函数!当&# )!, -! !%&#
%!!, -) !所以,"%&#","&#"4B5’ /%" #& !综上可知!所
求解析式为’

,"&#"
4B5’"&#/#!&# %!!, -) !

4B5’"/%&#"&# )!" -$ !
例(!!解答"&函数-","&#"&")#是奇函数!且当&#
")!#3#时!是增函数!

(当&#"%3!)#时!-也是增函数!
且,"%!#"%,"!#")"

(不等式, & &%" #, -!
$ *)可以转化为

, & &%" #, -!
$ *,"!#或, & &%" #, -!

$ *,"%!#!即

)*& &%" #!$ *!!或& &%" #!$ *%!"!

解!可得!$*&*
槡!# !2
/
或 槡!% !2

/ *&*)&

解"可得+"
(原不等式的解集为

& !
$*&*

槡!# !2
/
或 槡!% !2

/ *&*$ %) "

例(变式题!!解答"由函数-","&#在&上是偶函数!
当&#"%3!)#是增函数可知!-","&#在&#")!#3#上
递减"

&$!$#!#!"$!#" #!/
$

#20,)
!

’!$%$!#!"’!%" #!’
$

#$’,)
!

且,"$!$#!#!#*,"’!$%$!#!#!

($!$#!#!,’!$%$!#!!
即!$%’!*)!解得)*!*’"

第’讲!一次函数和二次函数

例!!!解答""!#由题意!得
!%’’")!

$’%!")$ !

(
’"!’

!

’"!$

-

.

/
!
(’"!’"

"$#函数为一次函数!只需且必须$’%!")!即’"!$
且’

#&"

"’#据题意!$’%!*)!(’*!$"

"/#由方程组
-""$’%!#&#!%’’!

-"&#!$ !
得"$’%$#-".’%$"?#"
&$’%$")"否则?式不成立#"

(-".’%$$’%$
!令.’%$
$’%$")

!得’"$."

例!变式题!!解答"方法一’当&,)时!原方程化为!&#
!"&!
即"!%!#&"%!
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全品高考复习方案 新课标$人教�版�数学%理科& 全品高考网：www.c a n p o i n t.c%n

%����

解得Do  
 dL

o

令  
 dLCodLe L����

当Deo时o原方程化为LDo odDo

即oLo oDod o解得Dod  
 oLL

令d  
 oLeodLCd L

综上所述o原方程有两个不同的实根o则d eLe L
方法二o用图象法o设DoDooLDo oDoDoo�D�L
问题转化为DoDo的图象与DoDo的图象有两个不同的交点
时确定L的取值范围L
dDoDoo�D�的图象如图所示o函数DoLDo 表示过定点
ooo oo斜率为L的直线L

由图象可知d eLe L
例"�!解答"DoDooDoooLDodooDoLoooddLoL
当dLe o即LCd 时o函数在区间o ooo上为增函数o故
此时最小值为Do oooLoo
当 CdLCoo即doCLCd 时o函数的最小值为DodLo

odLoodo
当dLCoo即Ledo时o函数在区间o ooo上为减函数o此
时最小值为DoooooLooL
综上可知o当Ledo时o最小值为oLooo当doCLCd 
时o最小值为dLoodo当LCd 时o最小值为oLooL
例"变式题�!解答"DoDoodDoooLDo dLodoDdLoo

oLodLo o

doCDC o

do o当oCLC 时oDoDoooooDoLooLodLo o

dLodLo ooo解得Lo 槡 o o
o L

doCLC odLo 槡 o o
o
舍去o

ooo当LC 时oDoDoooooDo ooLooC 成立o
odo当Leo时oDoDoooooDoooo dLod dLooo

dLod eo成立L
综上可得Lod 或LooL

例$�!解析"由D ddooo oD oD ddodo oD 知o函数Do
DoDo的图象的对称轴是直线Doddo

o且D do odo oooo所

以设DoDooL Doo odo
o

ooooL�ooL设方程L Doo odo
o

o

oooo的两个根为D oDoo则 D dDo oo doo槡Loo
o

dLodoo

DoDoodoDod oDoooL

例$变式题�!解答"o o由D�oddooo时DoDoCooD�
odooddo�oooooo时oDoDoeo知oddoo是方程LDoo
oLdooDdLdLLoo的两根o且Leoo

故
ddooodLdoL

o

ddooodLdLLL

C

C

C
o
得LoddoLooL

dDoDooddDoddDo oL
ooo由Leo知二次函数DoLDooLDoD的图象开口向下o
要使ddDoooDoDCo的解集为&o只需!Coo

即ooo oDCoodDCdoo o
o

d当DCdoo o
时oLDooLDoDCo的解集为&L

例%�!解答"o o条件说明抛物线DoDooDoooDDooDo
 与D轴的交点分别在区间od ooo和o ooo内o画出示意
图o得

DoooooDo eoo

Dod oooCoo

Do oooDooeoo

DoooooDooC

C

C

C o

d

Ded o
o

D�&o

Ded o
o

DCdoo

C

C

C o

ddooeDed
 
oL

ooo据抛物线与D轴交点落在区间ooo o
内o列不等式组

DoooCoo

Do oCoo

!�oo

oedDe

C

C

C  

d

DCd o
o

DCd o
o

D� 槡 o o或DC 槡 d oo

d eDeo

C

C

C L

dd oeDC 槡 d oL

例(�!解答"由DoDooDoDoDoDoL

当 oCDCoo 时oD oDoo D
oo oooo dDdo

  oo od o

d  oD
o od o ooooood L

d当Do o时oDoDo在区间oooooo上取最大值ooood L

当ooeDC oo时oDoDoo dDoo oooo dDdo
  oo od o

 
o D
o od oo ododL

DoDo在oooo ooo上单调递减o且D取整数o

d当Doo 时oDoDo在区间oooo ooo上取最大值ooodo L

dDoDo在区间ooo ooo上取最大值为ooood
o

即销售额的最大值为oooo
d
元
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例题详解!

’!!!!

第*讲!指数与指数函数

例!!!解答""!#")")$2#%
!
’ % %" #!+

%$

#$.+)"2. %

’%’’%!#"%."..#)%!)" 槡$% ’#%!

",")"’#’-%
!
’%"%!#%$"+%!#%$#"//#

’
/%’%!#!% !)

槡$% ’

" ’" #!)
%!

%’+#/’%!’#!%
!)" 槡$# ’#
/%’

"!)’%
!
’ 槡 槡#$8%$)%!) ’"!$%!) ’&

"$#原式" !
!
’"!%0$#

!
$
’#$

’

槡!$#/$
$
’
C!

!
’%$$

!
’

!
!
’

.!
!
’

" !
!
’"!%0$#

!
$
’#$

’

槡!$#/$
$
’
. !

!
’

!
!
’%$$

!
’
.!

!
’

"!
"!%0$#
!%0$ "!"

例"!"!#7!"$#D!!解析""!#函数,"&#"$%’&’"

" #!$
’&’

!作图易知,"&#0;"!$2&#
"%3!%!-(

,!!#3#!故在"%3!%!-上,;"&#是单调递增的!选7"
"$#函数有意义!需使E&%E%&")!其定义域为$&’&")%!排

除7!,"又因为-"E
&#E%&

E&%E%&"
E$&#!
E$&%!"!#

$
E$&%!

!所以当&

,)时函数为减函数!故选D"
例$!!解答""!#奇函数"

"$#证明’,"&#"!)
&%!)%&

!)&#!)%&"
!)$&%!
!)$&#!"!%

$
!)$&#!"

令&$,&!!则,"&$#%,"&!#

" !% $
!)$&$" ##! % !% $

!)$&!" ##!

"$1 !)$&$%!)$&!
"!)$&$#!#"!)$&!#!#"

&!)& 为增函数!

(当&$,&!时!!)$&$%!)$&!,)"
又&!)$&!#!,)!!)$&$#!,)!
故当&$,&!时!,"&$#%,"&!#,)!
所以,"&#是增函数"
"’#值域为"%!!!#"
例%!!解答""!#因为,"&#是&上的奇函数!

所以,")#")!即%!#$$#! ")
!解得$"!"

从而有,"&#"%$
&#!

$&#!#!"

又由,"!#"%,"%!#知%$#!/#! "%
%!$#!

!#!
!

解得!"$"

"$#法一’由"!#知,"&#"%$
&#!

$&#!#$"%
!
$#

!
$&#!

!

由上式易知,"&#在&上为减函数!又因,"&#是奇函数!从
而不等式,"4$%$4##,"$4$%7#*)
等价于,"4$%$4#*%,"$4$%7#","%$4$#7#"

因,"&#是&上的减函数!
由上式推得4$%$4,%$4$#7"
即对一切4#&!有’4$%$4%7,)!从而!"/#!$7*)!

解得7*%!’"

法二’由"!#知,"&#"%$
&#!

$&#!#$
!

又由题设条件得%$
4$%$4#!

$4
$%$4#!#$

#%$
$4$%7#!

$$4
$%7#!#$

*)!

即"$$4
$%7#!#$#"%$4

$%$4#!##"$4
$%$4#!#$#"%$$4

$ %7#!#

*)!
整理得$’4

$%$4%7,!!因底数$,!!故’4$%$4%7,)!
上式对一切4#&均成立!从而判别式!"/#!$7*)!

解得7*%!’"

第+讲!对数与对数函数

例!!"!#%’$!
"$#!$/!

"’#!#$$%!

!解析""!#原式"4B5$ 槡2
/槡0
#4B5$!$%4B5$槡/$%4B5$$

"4B5$ 槡21!$
槡 槡/01 /$1$

"4B5$ !
槡$ $
"4B5$$%

’
$"%’$"

"$#&’*$#4B5$’*/!(,"$#4B5$’#","’#4B5$’#!且’#
4B5$’,/!

(,"$#4B5$’#","’#4B5$’#

"" #!$
’#4B5$’

"!01" #!$
4B5$’

"!01" #!$
4B5!
$

!
’

"!01
!
’"

!
$/"

"’#由!0$".!得$"4B5!0.!又4B5!08"!!

(4B5!08#4B5!0."4B5!0/."!#$"

(4B5’+/."
4B5!0/.
4B5!0’+

" !#$
!#4B5!0$

" !#$
$%4B5!08

"!#$$%!"

例"!*!!解析"易得-"!
’

&
!在,!!$!-上单调递减!所以-

# !$
$
!!, -$ !故

!$
$%!

!,
-
.

/ !
2!%$"

例"变式题!$$%!!解析"由已知得-"!
9

&
!单调递减!所

以当 &#,!!$!-时!-# !9%!
$
!!9, -%! "所以

!9%!
$ %!

!9%!0!
-
.

/ $

2

9%$#4B5!$

90$ ’
!因为有且只有一个常数9符合题意!所以$#

4B5!$"’!解得!"$!所以!的取值的集合为$$%"
例$!"!#,!"$#D!!解析""!#由已知结合对数函数图象
和指数函数图象得到%!*!*)!)*9*!!而$"4B5!$’*
%!!因此选,"
"$#由图易得!,!!()*!%!*!&取特殊点&")2%!*-

"4B5!$*)2%!"4B5! !!*4B5!$*4B5!!")
!()*!%!*
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%LLLL

Dow

例nLo解答adCode od
!dde oddCw

令C dCeodedoo dC o
dd" #C o o

dd" #C d

oo!

 ddCdoCodd ddCd" #od
d

oddw

又CLd!eLd!Code od
!

doddC deLd
!即CDod

!ddDCDodw

d当C od
时!C的最大值为dd

&

当C od
时!C的最小值为ow

因此!函数dddod"dCeode
doo#的最大值是dddodo d!最小

值是dddod
d
dw

例nL"o#
Cdo!CDo!

ddC!CL$ o
L"d#dLo解析a"o#由e Coo"C

Dd#!得C edo"eDo#&由e dC"CLd#!得C dde"eL
o#w

因此函数e 
Coo!CDd!

dC!CL$ d
的反函数是e 

Cdo!CDo!

ddC!CLo$ w

"d#由函数e C"Cdo#的图象与函数e dd槡Coo的图象

关于直线e C对称!可知e C"Cdo#与e dd槡Coo互为

反函数w由e dd槡CooDdd槡C edoD槡C dedoDC 
ddedd!所以e ddCddDe C"Cdo# ddCdd!故C"C# ddC!

d选dw
例n变式题LC"C# dCooLo解析ade Cdo"C#的图象
过点"d!d#!

de C"C#的图象过点"d!d#w
dd �dde!de do!dC"C# �Coow
又de C"C#的图象过点"o!d#!

dd �oo!d� d!dC"C# dCoow

第�n讲L幂函数与函数的图象

例�L"o#dL"d#"dd!dd#L"d!od#Lo解析a"o#观察
四种幂函数的图象!并结合该函数的性质!确定选项 d
正确w

"d#方程的根显然CLd!原方程等价于Cdo� dC
!原方程

的实根是曲线e Cdo�与曲线e dC
的交点的横坐标&而

曲线e Cdo�是由曲线e Cd 向上或向下平移L�L个单位

而得到的w若交点 Ce!dC" #
e
"e o!d!/!e#均在直线e C的

同侧!因直线e C与e dC
交点为"dd!dd#!"d!d#!所以

结合图象可得’

�Dd
Cdo�Ddd
CL
D
D

D dd

或

�Dd
Cdo�Dd
CD
D
D

D d

D�L"dd!dd#L"d!od#w
例�Lo解答a"o#设所求幂函数为e C$!则由已知可得!

当C d
d

槡d时!e ddd d!
所以!d d

d

槡" #d $!

解得$ dd
!

从而e C
d
dw

"d#当高脚杯上沿面的半径等于ddd时!曲面部分的高度

为e d
d
dDdwd"dd#!

此时高脚杯的高度为dwdod odwd"dd#!
所以高脚杯的高度不应小于odwdddw

例�Lo解答a"o#e ddddC
作出其关于e

DDDDDDDDDDDD
轴对称部分

e ddddLCL!图象如图"d#&

"d#e ddddC DDDDDDD
右移一个单位

e dddd"Cdo#
把C

DDDDDDDDDDDDDDDD
轴下方部分对称地翻折到上方

e Ldddd"Cdo#L!图象如
图"d#&

"d#e ddCCoo doo
d
Coo

!

e dC
左移一个单位!

DDDDDDDDDDDDDD
下移一个单位

e d
Coodo

!图象如图

"d#&

"d#e 槡C DDDDDDD
左移三个单位

e C槡 od
关于e

DDDDDDD
轴对称

e 

dd槡 C DDDDDDD
上移两个单位

e do dd槡 C!图象如图"d#w

例nL "o#d L "d#dL o解 析a "o#e  dddddC

d&dDCD
&" #d 是偶函数!可排除 d*d!由 dddCDoD

dddddCDd排除d!选dw
"d#由图可知!当质点C"C!e#在两个封闭曲线上运动时!投
影点e"C!d#的速度先由正到d*到负数!再到d!到正!故d
错误&质点C"C!e#在终点的速度是由大到小接近d!故d错
误&质点C"C!e#在开始时沿直线运动!故投影点e"C!d#的
速度为常数!因此d是错误的!故选dw

例nL"o#dLo解析aC"d# we d
!

dw dwC"o# o!d �
ooe o

!d� eoo

D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
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D
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D
D
D
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D
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D
D
D
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例题详解!

*!!!!

由图象看出&,)时!,"&#,)!即&,)时!有 !&&$#9,)
!(!

,)"

又,"&#" !

&#9&

!当&,)时!要使,"&#在&"!时取最大

值!!需&#9&%$槡9
!

当且仅当&"槡9"!时!(9"!"此时应有,"&#"!$"!
!(!

"$"
"$#!解答"!连接##>*..>*55>!

则,"!#"0;#.>5"0梯形##>5>5%0;##>.>%0;55>.>"
!
$
"#>##

5>5#"!$
"槡!# !槡#$#!

8"!#"0;#>.5>"
!
$#>5>

..>.".>." !槡#!"

","!#*8"!#"证明’,"!#%8"!#"!$
"槡!# !槡#$%

$ !槡#!#

"!$
," !槡#$% !槡#!#%" !槡#!%槡!#-

"!$
!

!槡#$# !槡#!
% !
!槡#!#槡" #! *)!

(,"!#*8"!#"

第!!讲!函数与方程

例!!"!#,!"$#!,!!!解析""!#由题得,>"&#"!’%
!
&

"&%’’&
!令,>"&#,)!得&,’&令,>"&#*)!得)*&*’&

,>"&#")!得&"’!故知函数,"&#在区间")!’#上为减函
数!在区间"’!#3#为增函数!在点&"’处有极小值!%

4A’*)"又,"!#"!’
!,"E#"E’%!*)

!, !" #E "!’E#!,)
!

故选择,"
"$#设函数-"!&"!,)!且!"!#和函数-"&#!!则函数

,"&#"!&%&%!"!,)且!"!#有两个零点!就是函数-"
!&"!,)!且!"!#与函数-"&#!有两个交点"由图象可知
当)*!*!时!两函数只有一个交点!不符合&当!,!时!因
为函数-"!&"!,!#的图象过点")!!#!所以一定有两个交
点"所以实数!的取值范围是!,!"
例!变式题!!解答"设,"&#"’&$

%.&#!!则,"&#为开口向上的抛
物线"如图所示#"
&,"&#") 的两根分别在区间
"%$!)#!"!!’#内"

(

,"%$#,)!

,")#*)!

,"!#*)!

,"’#,)

-

.

/ !

即

’1"%$#$%.1"%$##!,)!

!*)!

’%.#!*)!

’18%.1’#!,)

-

.

/ "
解得%!$*!*)"
所以!的取值范围是%!$*!*)"
例"!"!#,!"$#"%$!%!#!!解析""!#设$’&’"4%!!则
方程/’&’%$’&’#$"7的实根转化为二次方程4$%/4%7")
在,!!#3#上的根的个数问题"由图象知方程4$%/4%7")
不可能存在两个相等的实根!!从而原方程根的个数不可能
是!"
"$#令,"&#"$&’%&$%/&#$!

&,"%’#"%./%8#!$#$"%/8*)!

,"%$#"%!+%/#0#$"%!)*)!

,"%!#"%$%!#/#$"’,)!

,")#")%)%)#$"$,)!

,"!#"$%!%/#$"%!*)!

,"$#"!+%/%0#$"+,)"
根据,"%$#.,"%!#*)!,")#.,"!#*)!

,"!#.,"$#*)!
可知,"&#的零点分别在区间"%$!%!#!")!!#!"!!$#内"
又因为方程是一个一元三次方程!所以它最多有三个根!
所以原方程的最小根在区间"%$!%!#内"
例$!!解答"8"&#在&"%!取最小值!

(8"%!#"!%$#9"’%!!(9"’!

(,"&#"8
"&#
& "&#’&#$"

又-","&#%7&""!%7#&#’&#$")
!

得"!%7#&$#$&#’")" "?#

当7"!时!方程"?#有一解&"%’$
!

函数-","&#%7&有一零点&"%’$
&

当7"!时!方程"?#有二解=!"/%/’"!%7#,)"

若’,)!7,!%!’
!

函数-","&#%7&有两个零点

&"%$- /%/’"!%7槡 #
$"!%7# "!- !%’"!%7槡 #

7%!
&

若’*)!7*!%!’
!函数-","&#%7&有两个零点

&"%$- /%/’"!%7槡 #
$"!%7# "!- !%’"!%7槡 #

7%!
&

当7"!时!方程"?#有一解=!"/%/’"!%7#")!

7"!%!’"

函数-","&#%7&有一零点&" !
7%!"

综上!当7"!时!函数-","&#%7&有一零点&"%’$
&

当7,!%!’
"’,)#或7*!%!’

"’*)#时
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%D!!!

函数odnLoadCo有两个零点ode edoLedC槡 a
Cde

a

当Cdedeo
时�函数odnLoadCo有一零点od eCdeddo�

例%!a�’�*da!!解析"法一L图象法aa令nCLoadd�od
e
odd

�再将之转化为CLoaddd�o与CLoadeo
存在交点�

当�dd不符合题意a当�,d时�如图L a�数形结合可得�两
曲线显然没有交点�当�*d时�如图L a�此时正好有一个
交点�故有�*d�应填Ld �da或a�’�*da�

法二L分离变量法aa上述也可等价于方程d�odeodd
在

Ld�d a内有解�显然可得�dd edod#
Ld �da�

第!"讲!函数的应用

例!!!解答"Lea证明a当o% 时�nLodeadnLoa

d d� 
LoddaLod a

�

而当o% 时�函数odLoddaLod a单调递增�
且LoddaLod a,d�故nLodeadnLoa单调递减�
d当o% 时�掌握程度的增长量nLodeadnLoa总是
下降�

Lda由题意可知d�ede   �
�dddd�  

�

整理得 �
�ddd 

d�d �

解得�d  d�d 

 d�d de
ad@dd�  ddedd�edd#Lede�ed a�由此

可知�该学科是乙学科�

例!变式题!!解答"Lea由题意得

e
ed�add �dd� 

�

e
ed�add �dd� 
-

.

/
�
整理

得
�add �de�

�add �de 
-
.

/
�
解得�d ��dd� �

所以a学习曲线a的关系式为nLoad e
ed addd� o

aedd �

Lda设从第o个单位时间起的d个单位时间内的平均学习
效率为%�则

%d

e
ed addd� Loddad

e
ed addd� o

Loddado

d ddd� o
Leddaddd� oaLed addd� oa�

令Cdddd� o�则%d
C

LeddCaLed Ca

d e
e
Cd Cdd

0 e
槡 ddd

�

当且仅当e
Cd C

�即Cd槡d 
时�%最大�

将Cd槡d 
代入Cdddd� o�得odd�

所以在从第d个单位时间起的d个单位时间内的平均学习
效率最高�
例"!!解答"Lea如图所示�由题意知�oCoo�oodd dd
dod�

od odd
C

 dddod
Ld*o*dda�

其中当o 槡ded d时�odd�dd �代入上式解得Cd �
所以o表示成o的函数为

od odd
 

 dddod
Ld*o*dda�

Ldao d  
od d

 
 dddod

�oC d d  
od d

  Lddoa
L dddodad

de o
 d L dddodad

odL dddodad �

令oCdd得e o d L dddodad�解得oddedd�

do 槡d ed�

当d*o* 槡 ed时�e o * L dddodad�即oC*d�所以函数
为单调减函数�

当 槡 ed*o*dd时�e o , L dddodad�即oC,d�所以函
数为单调增函数�

即当o 槡d ed时�函数od odd
 

 dddod
Ld*o*dda有最

小值�

所以当o点到城� 的距离为 槡 ed  时�建在此处的垃圾
处理厂对城�和城o 的总影响度最小�

例"变式题!!解答"Lea据题意�得

od

d Ldoddd oded aLod a� *o* �

e  ddo
od 

Lod a� 0o* �

a ddedLod aaLod a�o%

-

.

/  

d
d Ldoddd oddd dod d a� *o* �

dLdddoa� 0o* �

dedodde dodd d�o% 
-
.

/ �
Lda由Lea得a当 *o* 时�odd Ldoddd oddd dod
 d a�

oCddd Loddedod daddd LoddaLod a�
当 *o*d时�oC,d�odnLoa为增函数a
当d*o* 时�oC*d�odnLoa为减函数a

d当odd时�nLoa最大dnLoa极大dnLdade  a
当 0o* 时�oddLdddoa#Le d�e daa
当o% 时�oddedLod addedd
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例题详解!

!!!!!

(当&"8时!-最大"!+)"
综上知!当实际销售价为+元时!总利润最大!为!8.元"
例$!!解答""!#由图表可得

*"
!)%&!&#,!!!)-

&%!)!&#,!!!$)$ -!&#,
?!

=" !))%"&%!)#槡 $!&#,!!$)-!&#,?!

(-"!))=*"!)) "&%!)#$,!))%"&%!)#$槡 -!&#,!!

$)-!&#,?"
"$# & "& % !)#$ ,!)) % "& % !)#$ - 0
&" #%!) $#!))% &" #%!) $" #$

$

"$.))!

当且仅当"&%!)#$"!))%"&%!)#$!即& 槡"!)-. $时!-
有最大值"

&&#,?!(取&"’或!2时!-=9> 槡"2)) .!@/888"元#!
此时!*"2"元+件#"
答’第’天或第!2天销售收入最高!此时应将单价*定为2
元+件为好"

第!$讲!导数及其运算

例!!!解答""!#原式"$.4@=
’&A)

,"&)#$’&#%,"&)#
$’& "

$,>"&)#"

"$#原式"$.4@=
?A)

,"&)#?#%,"&)%?#
$? "$,>"&)#"

例!变式题!*!!解析"根据导数定义!分子中&) 的增量
应与分母相同!故选*"
例"!!解答""!#->""!&#>#"&’#>"!&4A!#’&$"

"$#&-"&’#!#!&$
!(->"’&$%$&’"

"’#->"
"&$#>?@A&%&$"?@A&#>

?@A$& "$&?@A&%&
$;B?&

?@A$& "

"/#->""&#!#>4A"&#!##"&#!#,4A"&#!#->

"4A"&#!##"&#!# !
&" ##! "4A"&#!##!"

例"变式题!!解答""!#&-"槡&. !
槡&
%槡&# !

槡&
%!"

%&
!
$#&%

!
$!

(->"%!$&
%!$%!$&

%’$" %!
$槡&

!#!" #& "

"$#&-"&%?@A&$;B?
&
$"&%

!
$?@A&

!

(->" &%!$?@A" #&>"&>%!$"?@A&#>"!%!$;B?&"
"’#&-"E4A&.4B5!&"&.4B5!&!

(->""&.4B5!&#>"4B5!&#&"4B5!&#>"4B5!&#!4A!"

"/#&-"E&H9A&"E& ?@A&;B?" #& !

(->"E& ?@A&;B?" #& #E& ?@A&;B?" #&>"E
&?@A&
;B?& #E

& ;B?$&#?@A$&
;B?$" #&

"E
&"?@A$&#$#
$;B?$& "

例$! !解答" "!#->" ,4A" &$槡 #!#->" !
&$槡 #!

.

" &$槡 #!#>" !
&$槡 #!

1 !
$ &$槡 #!

"&$#!#>

" $&
$" &$槡 #!#$

" &
&$#!"

"$#&-";B?$"&$%&#"!#;B?
"$&$%$&#
$ "

!
$#
;B?"$&$%$&#

$
!

(-> " !
$#
;B?"$&$%$&#, -$ > " % "$&$ % $&#> .

!
$?@A

"$&$%$&#""!%$&#?@A"$&$%$&#"

"’#->""E%$&#>?@A’&%&" #’ #E%$& ?@A’&%&" #, -’ >

""%$&#>E%$&?@A’&%&" #’ #

’&%&" #’ >E%$&;B?’&%&" #’
"%$E%$&?@A’&%&" #’ #’E%$&;B?’&%&" #’ "

例$变式题!!解答""!#由题意可知球的体积为A"4#"
/
’&B

’"4#!则9"A>"4#"/&B$"4#B>"4#!

由此可得 9
B"4#B>"4#"/&B

"4#!

而球的表面积为0"4#"/&B$"4#!
所以C表"0>"4#""/&B$"4##>"0&B"4#B>"4#!

即C表"0&B"4#B>"4#"$1/&B"4#B>"4#" $9B"4#
!故选,"

"$#由 题 意 可 知 球 的 体 积 为 A "4#" /
’ &B

’ "4#

"/’&
,4B5/"/4#/#-’!

A>"4#"/&,4B5/"/4#/#-$,4B5/"/4#/#->

"/&,4B5/"/4#/#-$ /
4

/4#/

"/
4#!&,4B5/"/4#/#-$

/4#/ "

A>"!#"/
$&,4B5/0-$

/#/ "8&$
!即球的体积的增长速度为8&

$"

例%!!解答""!#把&"!代入5的方程!求得-"%/"
(切点为"!!%/#"又->"!$&’%+&$%!0&"
(切线斜率为7"!$%+%!0"%!$"
(切线方程为-#/"%!$"&%!#"
即-"%!$&#0"

"$#由
-"’&/%$&’%8&$#/!

-"%!$&#0$ "
得’&/%$&’%8&$#!$&%/")!
即"&%!#$"&#$#"’&%$#")!

(&"!或&"%$或&"$’
!

代入-"’&/%$&’%8&$#/!分别求得-"%/!’$!)!即公共

点为"!!%/#"切点#!"%$!’$#!$’
!" #)

8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8 "



全品高考复习方案 新课标$人教%版!数学%理科& 全品高考网：www.c a n p o i n t.c%n

%D!!!

o除切点外d还有两个交点 LCdeCodCe
d oo "

例% 变 式 题 ! !解 答"  �o,> &o� L�
CL& �C!&

�C!&
CLo!&��
&LC

d

o7�,> �o�C!L�d由切点坐标为 �d!od

oD的方程为-L!� C!L�o &L�od即 C!L�o&L-�
 �L!o�o"
LD与圆 &��oC�-C��相离d

o由点到直线的距离公式得’
 �LC!o� �L!o’
 C!L�oC槡 ��

,�d

注意到!,od解得!, 槡o� o
o
或o*!* 槡oL o

o "

 Co令,> &o�od则 L�CL&�C!&�o
d

有C!&CLo!&���od!�o! C!L�od

当o*!0�C
时d!0odoC!&CLo!&��%od

,> &o0od则, &o在ood�o内是减函数d故, &o最大值�, oo

�ooCo

当!,�C
时d方程C!&CLo!&���o有两个实根d

&���L �L�C槡 !*�*&C��� �L�C槡 !"

显然d&�#ood�od列表有o

& o  od&�o &�  &�d�o �

,> &o L o �

, &o ooC D 极小值 E !

故o若�
C*!*ooC

d则, &o的最大值为, oo�ooCo

若!%ooCd则, &o的最大值为, �o�!"

综上可知o, &oooo�
ooCdo*!*ooCd

!d!%ooCo "

第!%讲!导数的应用

例!!!解答", &o的定义域是 od�ood,> &o���C&CL

!
&�

&CL!&�C
&C "

设8 &o�&CL!&�Cd二次方程8 &o�o的判别式!�!C

Lo"

!当!�!CLo*od即o*!* 槡C C时d对一切&,o都有
,> &o,od此时, &o在 od�oo上是增函数"

"当!�!CLo�od即! 槡�C C时d仅对& 槡� C有,> &o�od
对其余的&,o都有,> &o,od此时, &o在 od�oo上也
是增函数"

#当!�!CLo,od即!, 槡C C时d

方程8 &o�o有两个不同的实根&��!L !C槡 Lo
C

d

&C�!� !C槡 Lo
C

d且o*&�*&C"

当&变化时d,> &oo, &o变化情况如下表o

&  od&�o &�  &�d&Co &C  &Cd�oo

,> &o � o L o �

, &o单调递增 极大值 单调递减 极小值 单调递增

此时d, &o在 od!L !C槡 Lo oC
d!� !C槡 Lo

C
d�o o上是增

函数d在 !L !C槡 Lo
C

d!� !C槡 Lo oC
上是减函数"

综上所述d当o*!0 槡C C时d, &o在 od�oo上是增函数o

当 ! , 槡C C 时d,  & o 在 od!L !C槡 Lo oC
d

!� !C槡 Lo
C

d�o o上 是 增 函 数d  在 !L !C槡 Lo
C

d

!� !C槡 LooC
上是减函数"

例!变式题!!o!!解析",> &o� &Leo>o&� &Leoo
 o&o>� &LCoo&d令,> &o,od解得&,Cd故选o"
例!变式题"! L�d��o!!解析",> &o�e&CLeo&Lee
�e &L��o &��od由 &L��o &��o*o解得L�*&*
��"亦可填写闭区间或半开半闭区间"
例"!!解答" �o,> &o� ��7&oo7&d,> oo��d, oo�od
曲线-�, &o在点 od, ooo处的切线方程为-�&"

 Co由,> &o� ��7&oo7&�od得&�L�7
 7"ood

若7,od则当&# LodL� o7 时d,> &o*od函数, &o单
调递减d

当&# L�7
d�o o时d,> &o,od函数, &o单调递增o

若7*od则当&# LodL� o7 时d,> &o,od函数, &o单
调递增d

当&# L�7
d�o o时d,> &o*od函数, &o单调递减"

综上所述d当7,o时d, &o在 LodL� o7 上为减函数d在
L�7

d�o o上为增函数o
当 7*o 时d, &o在 LodL� o7 上 为 增 函 数d在
L�7

d�o o上为减函数"
 eo由 Co知d若7,od则当且仅当L�70L�

d

即70�时d函数, &o在 L�d�o内单调递增o

若7*od则当且仅当L�7%�
d

即7%L�时d函数, &o在 L�d�o内单调递增d
综上可知d函数, &o在 L�d�o内单调递增时d7的取值范
围是oL�doo( od�o"
例"变式题!!解答" �oL,> &o�e&C�C!&��d令e&C�
C!&���od!�o!CL�C
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例题详解!

!$!!!

当 槡% ’*!*槡’时!!*)!,>"&#,)恒成立!则,"&#在&上
是增函数&

当! 槡"- ’时!!")!方程,>"&#")有两相等的实根&)"

F槡’’
!

对于&,&)或&*&)都有,>"&#,)!则,"&#在&上是增函
数&

当!,槡’或!* 槡% ’时!!,)!由,>"&#")!

解得&!"%!% !$槡 %’
’

!&$"%!# !$槡 %’
’

!且&!*&$"

当&变化时!,>"&#*,"&#变化情况如下表’

& !%3"&!# &! !&!"&$# &$ !&$"#3#

,>!&# # ) % ) #

,!&# 单调递增 极大值 单调递减 极小值 单调递增

由表可知!

,"&#在 %3!%!% !$槡 %’" #’
!%!# !$槡 %’

’
!#3" #

上是 增 函 数!在 %!% !$槡 %’
’

!%!# !$槡 %’" #’
上 是 减

函数"

综上所述!当 槡% ’0!0槡’时!,"&#在&上是增函数&

当!,槡’或!* 槡% ’时!,"&#在 %3!%!% !$槡 %’" #’
!

%!# !$槡 %’
’

!#3" #上是增函数!
在 %!% !$槡 %’

’
!%!# !$槡 %’" #’

上是减函数"

"$#因为,"&#在区间 %$’
!%" #!’ 内是减函数!所以,>"&#

0)在区间 %$’
!%" #!’ 内恒成立!则’&$#$!&#!0)在

区间 %$’
!%" #!’ 内恒成立"

令8"&#"’&$#$!&#!!只需
8 %" #$’ 0)!

8 %" #!’ 0
-

.

/ )
2
!%2/

!

!%$
-
.

/ !
得

!%$!
所以!的取值范围为,$!#3#"
例$!!解答""!#当’"%’时!8"&#"&’%$&$%$!
令8>"&#"’&$%/&")!

解得&!")!&$"/’"

当&变化时!8>"&#*8"&#的变化情况如下表’

& %! "%!!)# ) )!" #/’ /
’

/
’
!" #’$ ’

$

8>"&# # ) % ) #

8"&# %. E
极大值

%$
D

极小值

%0+$2
E %$.0

由表可知当&"%!时!8"&#取得最小值%.&当&")时!

8"&#取得最大值%$"

"$#因为8"&#"&’%$&$#&%$#!’’&
!令8>"&#"’&$%

/&#!#!’’")"

当函数有极值时!则!%)!方程’&$%/&#!#!’’")
有实

数解!
由!"/"!%’#%)!得’0!"

!当’"!时!8>"&#")有实数根&"$’
!在&"$’

左右两

侧均有8>"&#,)!故函数8"&#无极值&

"当’*!时!8>"&#")有两个不等实数根&!"!’
"$%

!%槡 ’#!&$"!’
"$# !%槡 ’#!

当&变化时8>"&#*8"&#的变化情况如下表’

& "%3!&!# &! "&!!&$# &$ "&$!#3#

8>"&# # ) % ) #

8"&# E 极大值 D 极小值 E

所以在’#"%3!!#时!函数8"&#有极值&
综上!8"&#有极值时’的范围为"%3!!#"

当&" !’
"$% !%槡 ’#时!8"&#有 极 大 值&当 &"

!
’
"$# !%槡 ’#时!8"&#有极小值"

例%! !解答" "!#,>"&#"!% !
"&#$#$

!由题意!得

,"$#"’!

,>"$#")$ !
于是

$!# !
$#$"’

!

!% !
"$#$#$")

-

.

/ "

解得
!"!!

$$"%!或
!"8/

!

$"%0’

-

.

/ "

因为!!$##!故,"&#"&# !
&%!"

"$#对于函数8"&#"&#!&
"&")#!由于8"%&#"%&#

!
%&"% &#!" #& "%8"&#!

可知函数8"&#"&#!&
是奇函数!其图象是以原点为中心

的中心对称图形"

而函数,"&#可化为,"&#"&%!# !
&%!#!"

故把函数8"&#的图象向右平移!个单位!向上平移!个单
位!即可得到函数,"&#的图象!
所以函数-","&#的图象是以点"!!!#为中心的中心对称
图形"

"’#设曲线上任意一点为 &)!&)# !
&)" #%! "

由,>"&)#"!% !
"&)%!#$

知!过此点的切线方程为-
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8
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%D!!!

owCooCa 
oCo e  o  

"oCo #, -w "oooC#�
令 oe 得 oe

oCa 
oCo 

!切 线 与 直 线 oe 的 交 点

为  !oCa oC" #o �

令oeo得oewoCo !切线与直线oeo的交点为"woCo !

woCo #�
直线oe 与直线oeo的交点为" ! #�

从而所围三角形的面积为 
w
oCa 
oCo o ’

woCo o ’e

 
w

w
oCo ’woCow’ew�

所以所围三角形的面积为定值w�
例(!!解答"" #!当时C*o0 C!o"o#e"oowa

 CooCC#.C
 
CoaCC*CC!

化简!得owo CoaCC,C!解得o*C或o, C!又C*o0 C!
故C*o*C�

"当 C*o0 w时!o"o#eC"oo C#"oooC #aCC*CC!化
简!得"oo C#"oooC #*C!

解得 C*o*C o
!又 C*o0 w!故 C*o0 w!综上得!

C*o*C!或 C*o0 w�
故知枯水期为 月!w月!o月!C月!  月! w月共C个月�
"w#由" #知!o"o#的最大值只能在"C! C#内达到�

由oo"o#eC
 
Co o Co

waowo" #aC eo CC
 
Co"oaw#"ooC#!

令oo"o#eC!解得oeC"oeow舍去#�
当o变化时!oo"o#与o"o#的变化情况如下表’

o "C!C# C "C! C#

oo"o# a C o

o"o# E 极大值 D

由上表!o"o#在oeC时取得最大值o"C#eCCwaCCe
 CC�ow"亿立方米#�
故知一年内该水库的最大蓄水量是 CC�ow亿立方米�
例(变式题!!证明"设o"o#e" ao#oo ooo!
当oe 时!" ao#oe aoo�
当o%w!o#,?时oo"o#eo" ao#oo ooeo," ao#oo o
 -!令oo"o#eC得oeC!
当ow*o*C时!oo"o#*C!o"o#在"ow!C-上为减函数&
当o,C时!oo"o#,C!o"o#在,C!aC#上为增函数&

o当o,ow时!o"o#%o"C#eC�
o" ao#o% aoo�
综上可知" ao#o% aoo�

第!(讲!定积分与微积分基本定理

例!!!解答"" #函数oewowo o
的一个原函数是

oewoo
ooCCo!所以G

w

 
wowo " #o Coe w

oo
ooCC" #o w

 

e CooCCwo
w
oe
 C
ooCCw�

"w#函数oeCCCooCCCwo的一个原函数是oeoCCCoa wCCCwo
!

所以G
&
o

C
"CCCooCCCwo#Coe oCCCoa wCCCw" #o

&
o

C

e o wo" # C o o a" # w eo C�

"o#G
w

 
’oowo’CoeG

o
w

 ’oowo’CoaG
w

o
w
’oowo’Co

eG
o
w

 
"oowo#CoaG

w

o
w

"wooo#Coe"oooow#’
o
w

 
a"owooo#’

w

o
w

e w�

"C#G
&
w

o&w
CCCwoCoeG

&
w

o&w

 aCCCwo
w Co

e o
wa

 
CCCCw" #o ’

&
w

o&w
e&w�

例!变式题!" #槡oo!
"w#$�’C*�0C%

!解析"" #G
 

C
o"o#CoeG

 

C
"�owao#Coe o�o

oaoo’
 

C
e

�
oaoe�o

w
Cao!

ooCe槡oo�

"w#由G
�

C
"wooC#Coe"owoCo#’

�

C
e�woC�0C!显然�"C!

故解集为$�’C*�0C%�

例"!!解答"由定积分的几何意义知!G
w

C
Coo槡 wCo的值

就是函数oe Coo槡 w在,C!w-上的图象与o轴围成图形的

面积!而oe Coo槡 w在,C!w-上的图象是圆owaoweC的 C

部分!所以其面积为 
C
.&.wwe&!故G

w

C
Coo槡 wCoe&�

例$!owo!
!解析"由方程组 o

ewo!

oeowoo$ !
解得o eo !ow

eo!故所求图形面积为 oeG
o

o 
"wooow ao#Coe

owo oo
oao" #o ’

o

o 
eowo�

例$变式题! Co!
!解析"由方程组

oe wo
w!

oeoaow

-

.

/
!
解得o e

o !oweo!故所求图形的面积为

oeG
o

o 
oaowo

 
wo" #w Coe

 
wo

waowoo
 
Co" #o ’

o

o 
e Co�

例%!!解答"o"o#e

wo!"C0o0 #

w!" 0o0o#

 
ooa 

!"o0o0C
-

.

/
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例题详解!

!&!!!

由变速直线运动的路程公式!可得6"G
+

!
$

C"4#<4

"G
!

!
$
$4<4#G

’

!
$<4#G

+

’

!
’4" ##!<4

"4$’
!

!
$
#$4’

’

!
# !
+4

$#" #4 +

’
"/8/

"=#"

所以物体在!
$?(+?
间的运动路程是/8

/="

例%变式题!!解答"设以&表示弹簧伸长的厘米数!:"&#
表示加在弹簧上的力!则依题意!使弹簧伸长.;=!需力!))
I"即!))".7!7"$)!于是现在需计算由&")到&"!.所

做的 功 F "G
!.

)
$)&<& "!)&$ ’

!.

)
"$$.)"I .;=#

"$$"."J#"

第三单元!三角函数

第!)讲!任意角的概念与弧度制

例!!!解答"&$是第二象限角!

($7&#&$*$*$7&#&
"7###!!

%$7&%&*%$*%$7&%&$
"7###!

即%$是第三象限角"

由!得7&#&/*
$
$*7&#

&
$
"7###!

当7为偶数时!$$
的终边在第一象限&

当7为奇数时!$$
的终边在第三象限"

即$
$
的终边在第一或第三象限"

例!变式题!!!解答"&$是第三象限角!

(!0)6#7.’+)6*$*$2)6#7.’+)6"7###!
"!#&$7.’+)6#’+)6*$$*$7.’+)6#./)6"7###!

("$7#!#.’+)6*$$*"$7#!#.’+)6#!0)6!

($$是第一或第二象限的角或终边落在-轴非负半轴上"
同理由!0)6#7.’+)6*$*$2)6#7.’+)6"7###得!

+)6#7.!$)6*$’*8)6#7
.!$)6"

!当7"’’"’###时!可得

+)6#’.’+)6*$’*8)6#’
.’+)6"’###"

故$
’
的终边在第一象限"

"当7"’’#!"’###时!可得

!0)6#’.’+)6*$’*$!)6#’
.’+)6"’###"

故$
’
的终边在第三象限"

#当7"’’#$"’###时!可得

’))6#’.’+)6*$’*’’)6#’
.’+)6"’###"

故$
’
的终边在第四象限"

综上可知!$
’
是第一*第三或第四象限的角"

例!变式题"!!解答""!#因为!0)6"&!所以有$!"

%.2)6"%.2)!0)&"%
!8
+&"%$1$&#

.&
+"

同理有$$"2.)6"$.+&"$1$&#
&
+"

故$!是第二象限角!$$是第一象限角"

"$#因&"!0)6!所以&!"
’
.&"

’
.1!0)6"!)06"

设’"7.’+)6#&!"7###!由%2$)60’*)6!
所以%2$)607.’+)6#!)06*)6!
所以7"%$或7"%!!
则在%2$)6()6间与&!有相同终边的角是%+!$6和%$.$6"

同理&$"%
2
’1!0)6"%/$)6

!且在%2$)6()6间与&$有相

同终边的角是%+)6"
例"!!解答"设弧长为D!弓形面积为0弓"

"!#由已知$"+)6"&’
!B"!)";=#!

(D"!)&’
";=#!0弓"0扇%0;G#.

"!$1
!)&
’ 1!)%

!
$1!)

$1?@A&’

".) &
’%
槡’" #$ ";=$#"

"$#令0#.的长为D!则D"/%$B!

&0扇形"!$DB
!(!$

"/%$B#B"!!

(B"!!D"$"

设<#G.的弧度数为$!则$"DB"
$
!"$"

过G作GHC#.于H!
则#."$#H"$B?@A!"$?@A!"
所以扇形的中心角为$弧度!弦#.的长为$?@A!"
例"变式题!!解答"扇形周长9"$B#D"$B#$B"

(B" 9
$#$

!

(0扇"!$$
.B$"!$$

. 9
$#" #$

$

"9
$

$
. $
/#/$#$$

"9
$

$
. !

/#/$#$
09

$

!+"

当且仅当$$"/!即$"$"弧度#时!扇形面积最大!最大值

为9
$

!+"

例$!!解答"&角$的终边在直线’&#/-")上!

(在角$的终边上任取一点*"/4!%’4#"4")#!
则&"/4!-"%’4!

3" &$#-槡 $" "/4#$#"%’4#槡 $".4 "
当4,)时!3".4
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%D!!!

ownL ad 
Cod
ed  C

o
e
!enoL �d 

ed
ed 

e
e
!

nenL a� 
Cod
ed  C

o
e
&

当d*o时!d Ced!ownL ad 
Cod
Ced 

o
e
!

enoL �d 
ed
Ced C

e
e
!

nenL a� 
Cod
ed  C

o
e�!

综上可知!d,o时!ownL Coe
!enoL ee

!nenL Coe
&

d*o时!ownL oe
!enoL Cee

!nenL Coe�

例%!!解答""�#作直线a 槡o 
交

单位圆于�*a两点!连接d�*da!
则d�与da 围成的区域"如图所示
阴影部分#即为角L的终边的范围!
故满足条件的角L的集合为

L d& &o0L0 d& 
 
o&
!d#$ %# �

" #作直线� C� 
交单位圆于d*d

两点!连接dd*dd!则dd与dd 围
成的区域"图中阴影部分#即为角L
终边的范围�故满足条件的角L的集
合为

L d&  o&0L0 d& 
e
o&
!d# %#$ �

第!-讲!任意角的三角函数

例!!!解答"C�"L# 

ownL.enoL.
own CL o&" # 
eno CL o&" # 
CenoL

 
ownL.enoL.CenoLCownL

CenoL  CenoL!

o� Co�&" #o  Ceno Co�&" #o  Ceno C�o&C&" #o  

Ceno C&" #o  C� �

例!变式题!!解答""�#原式 own"oooe ooe#eno"oooeC

ooe# own"C eoooe ooe#eno"C eoooe ooe#

 ownooeenoooe ownooeenoooe

 槡o e
槡o
  

�
 e

�
  

o
e 

�
e ��

" #原式 �C own"�eoe  oe#eno"�eoeC oe槡 #

槡 �C own oeeno oe

 "eno oeCown oe#槡  

 eno oeCown oe�
例"!!解答"由条件ownL.enoL*o!ownL.nenL*o!知L是

第二象限角!则L
 
是第一或第三象限角�

原式 
�CownL" # 

 

�Cown L槡  

 
� ownL" # 

 

�Cown L槡  

 
�CownL  � own

L
 

�Cown L槡  

  

enoL 

 

 

enoL 

L
 " #是第一象限角 !

C  

enoL 

L
 " #是第三象限角

-

.

/
�

例$!!解答"方法一’"�#联立方程’

own� eno� �e
!!!!!

own � eno � ��!!!
-
.

/ "

由!得own� �eCeno�
!将其代入"!整理得

 eeno �Ceeno�C�  o�

CC& *�*o
!o

own� Coe

eno� 
-

.

/
e
e

!

oown�Ceno� Cee�

" # �
eno �Cown � 

�

" #ee
 

C C" #oe
  
 e
e�

方法二’"�#Cown� eno� �e
!

o"own� eno�#  " #�e
 

!

即�  own�eno� � e
!

o own�eno� C e e�

o"own�Ceno�#  own �C own�eno� eno �

 �C own�eno� �  e e 
ee
 e�!!!!

又CC& *�*o
!oown�*o!eno�,o!

oown�Ceno�*o�!!!"

由!"可知!own�Ceno� Cee�

" # �
eno �Cown � 

�
"eno�Cown�#"eno� own�# 

�
e
ee

�
e

  ee�

例%!!解答"由已知nen"C&CL# C 可得!nenL  �

"�#原式  nenLCoenenLCe 
 e Co
ee Ce C��

" # own
 LCoeno L

eown LCeeno L
  nen

 LCo
enen LCe

  e 
 Co

ee  Ce 
e
e
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例题详解!

!’!!!

"’#&?@A$$#;B?$$"!!

(/?@A$$%’?@A$;B?$%.;B?$$

"/?@A
$$%’?@A$;B?$%.;B?$$
?@A$$#;B?$$

"/H9A
$$%’H9A$%.
H9A$$#!

"/1/%’1$%./#! "!"

例%变式题!!解答"由已知得;B?"’#7&#")!

(H9A"’#7&#"%$"7###!即H9A’"%$"

"!#/?@A’%$;B?’.;B?’#’?@A’"
/H9A’%$
.#’H9A’"!)"

"$#!/?@A
$’# $.;B?

$’"

!
/?@A

$’#$.;B?
$’

?@A$’#;B?$’
"

!
/H9A

$’#$.
H9A$’#!

"2$."

第!*讲!三角函数的图象与性质

例!!!解答""!#要使函数有意义!
必须使?@A";B?&#,)"
&%!0;B?&0!!

()*;B?&0!"
方法一’利用余弦函数的简图所示得知定义域为

& %&$#$7&*&*
&
$#$7&

!7# %#$ "

方法二’利用单位圆中的余弦线

G%!依题意知)*G%0!!

(G% 只能在&轴的正半轴上!

(其定义域为

& %&$#$7&*&*
&
$#$7&

!7#$ %# "

"$#要使函数有意义!必须使?@A&%;B?&%)"
方法一’利用图象"在同一坐标系中画出,)!$&-上-"?@A&
和-";B?&的图象!如图所示"

在,)!$&-内!满足?@A&";B?&的&为&/
!.&
/
!再结合正弦*余

弦函数的周期是$&!

所以定义域为 & &
/#$7&0&0

.&
/#$7&

!7#$ %# "

方法二’利用三角函数线!
如图所示!%( 为正弦线!G% 为余
弦线!
要使?@A&%;B?&!即%(%G%!

则&
/0&0

.&
/
"在,)!$&-内#"

(定义域为

& &
/#$7&0&0

.&
/#$7&

!7# %$ # "

方法三’?@A&%;B?& 槡" $?@A&%&" #/ %)!

将&%&/
视为一个整体!由正弦函数-"?@A&的图象和性质

可知$7&0&%&/0&#$7&
!

解得$7&#&/0&0
.&
/#$7&

!7##"

所以定义域为 & $7&#&/0&0
.&
/#$7&

!7# %$ # "

例!变式题!!解答"由函数 槡!% $;B? &
$%" #& %)!得

?@A&0槡$$
!利用单位圆或三角函数的图象!易得所求函数的

定义域是

& $7&%.&/0&0$7&#
&
/
!7#$ %# "

当?@A&";B? &
$%" #& "槡$$

时!-=@A")&

当?@A&";B? &
$%" #& "%!时!-=9> 槡槡" !# $"

所以函数的值域为,)! 槡槡!# $-"
例"!!解答""!#-"2%/?@A&;B?&#/;B?$&%/;B?/&
"2%$?@A$&#/;B?$& !%;B?$" #&
"2%$?@A$&#/;B?$&?@A$&
"2%$?@A$&#?@A$$&
" !%?@A$" #& $#+"
令@"?@A$&!则@#,%!!!-"
由于函数1" @" #%! $#+在 %!!, -! 中的最大值为1=9>"
" #%!%! $#+"!)!
最小值为1=@A " #" !%! $#+"+!
故当?@A$&"%!时!-取得最大值!)!当?@A$&"!时!-取
得最小值+"

"$#令?@A&%;B?&"4!则?@A&;B?&"!%4
$

$
!

(-"

!%4$
$
4#!"

!%4
$ "

又&#")!&#!则4 槡" $?@A&%&" #/ #"%!!槡$-!

(-# 槡!% $
$
!, #! "

例$!!解答""!#&,"&#"?@A&$ 槡# ’!%$?@A$&" #/
"?@A&$ 槡# ’;B?&$"$?@A

&
$#

&" #’ "

(,"&#的最小正周期J"$&!
$

"/&"

当?@A &$#
&" #’ "%!时!,"&#取得最小值%$&

当?@A &$#
&" #’ "!时!,"&#取得最大值$"

"$#由"!#知,"&#"$?@A &$#
&" #’ "

又8"&#", &#&" #’

8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8

!
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%D!!!

ownLoa Cod e
 La&n o a&o o 

a Cod L
 a

&n o a odCL �

 wn Loa odC  Ln o a odCL aw
nLo�

o函数wnLo是偶函数�

例 %! !解 答" 方 法 一oLa Cod &
o n oL 化 成 L a

  CodL &n oo �

 LaCodwnw#&o的递增o递减区间分别为

 L& & 
� L&a&o o nL##o�

 L&a& 
� L&a &o o nL##o�

o函数La  CodL &n oo 的递增o递减区间分别由下面的
不等式确定o

 L&a& 0L 
&
o0 L&a

 &
 
nL##o�

即 L&a &o0L0 L&a
o&
o
nL##oo

 L& & 0L 
&
o0 L&a

&
 
nL##o�

即 L& &o0L0 L&a
 &
o
nL##o�

o函数La Cod &
o n oL 的单调递减区间o单调递增区间分

别为  L& &o
� L&a &o oo nL## oo� L&a &o� L&ao&oo nL

##o�

方法二oLa Cod &
o n oL 可看作是由La Codw与wa&o 

L复合而成的�

又 wa&o L
为减函数�

o由 L& & 0w0 L&a
&
 
nL##o�

得  L& &o0L0  L&a
 &
o
nL##o�

即 L& &o0L0 L&a
 &
o
nL##o�

所以  L& &o
� L&a &o oo nL##o为La Cod &

o n oL 的递减
区间�

由 L&a& 0w0 L&a
 &
 
nL##o�

即 L&a& 0
&
o L0 L&a

 &
 
nL##o�

得  L& o&o0L0  L& 
&
o
nL##o�

即 L& o&o0L0 L& 
&
o
nL##o�

所以  L& o&o
� L& &o oo nL##o为La Cod &

o n oL 的递增
区间�

综上可知�La Cod &
o n oL 的递增区间为  L& o&oo �

 L& &oo nL##oo递减区间为  L& &o
� L&a &o oo nL#

#o�

例%变式题!!解答"neo方法一o令wa&   L
�LaCodw�

由 L& & 0  La
&
 0 L&a

&
 
nL##o�

得 L& o&o0  L0 L&a
&
o
nL##o�

 L& &e 0L0 L&a
o&
e 
nL##o�

即L& &e 0L0L&a
o&
e 
nL##o�

o原函数的单调递减区间为 L& &e 
�L&ao&o oe nL##o�

方法二o由已知函数La Cod L &n o �欲求函数的单调

递减区间�只需求LaCod L &n o 的单调递增区间�
由 L& & 0 L 

&
 0 L&a

&
 
nL##o�

解得L& &e 0L0L&a
o&
e 
nL##o�

o原函数的单调递减区间为 L& &e 
�L&ao&o oe nL##o�

n oLa dod &
o 

Ln oo
a  dod L

o 
&n oo �

owa &
( ao&�

oLa dod &
o 

Ln oo 的周期为o&�
由L& & *

L
o 

&
o*L&a

&
 
�

得oL& o& *L*oL&a
o&
 
nL##o�

所以La dod Lo 
&n oo 的单调增区间是

oL& o& 
�oL&ao&n o nL##o�

oLa dod &
o 

Ln oo 的单调递减区间是
oL& o& 

�oL&ao&n o nL##o�

第!+讲!函数$.%/01%!&2"&的图象与性质

例!!!解答"neoLa Cod La&n o 的振幅�a �周期wa
 &
 a&

�初相)a
&
 �

n o令wa La& 
�则La Cod La&n o a Codw�

列表�并描点画出图象

8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8

o



例题详解!

!*!!!

& %&+
&
!$

&
’

2&
!$

.&
+

K ) &
$ & ’&

$ $&

-"?@AK ) ! ) %! )

-"$?@A $&#&" #’ ) $ ) %$ )

"’#方法一’把-"?@A&的图象上所有的点向左平移&’
个单

位!得到-"?@A&#&" #’ 的图象!再把-"?@A&#&" #’ 的图
象上的点的横坐标变为原来的!

$
"纵坐标不变#!得到-"

?@A$&#&" #’ 的图象!最后把-"?@A$&#&" #’ 上所有点的
纵坐标变为原来的$倍"横坐标不变#!即可得到-"

$?@A$&#&" #’ 的图象"
方法二’将-"?@A&的图象上每一点的横坐标&变为原来的

!
$
!纵坐标不变!得到-"?@A$&的图象&

再将 -"?@A$& 的图象向左平移 &+
个单位得到 -"

?@A$&#&" #+ "?@A$&#&" #’ 的图象&
再将-"?@A$&#&" #’ 的图象上每一点的横坐标保持不变!
纵坐标变为原来的$倍!得到-"$?@A$&#&" #’ 的图象"
例"!!解答"方法一’以( 为第一个零点!则#*)!(,)"

则# 槡"% ’!J"$.&+%
&" #’ "&!

(("$!此时解析式为- 槡"% ’?@A"$&#)#"

(点( %&+
!" #) !(%&+1$#)")

!()"
&
’
!

(所求解析式为- 槡"% ’?@A$&#&" #’ "!!!

方法二’由图象知# 槡" ’!

以% &
’
!" #) 为第一个零点!* .&+!" #) 为第二个零点"

列方程组
(.&’#)")

!

(..&+#)"&
-

.

/
!
解之得

("$!

)"%
$&
’

-
.

/ "

(所求解析式为- 槡" ’?@A$&%$&" #’ "!!"

例"变式题!8&!)!
!解析"由图可知!J".&$

!(("/.
!把

"$&!!#代入-"?@A /
.&#" #) 有!"?@A 0

.&#" #) !()

"8&!)"

例$!!解答""!#,"&# 槡"’?@A"(&#)#%;B?"(&#)#

"$ 槡’
$?@A

"(&#)#%
!
$;B?

"(&#), -#
"$?@A(&#)%

&" #+ "

因为,"&#为偶函数!所以对&#&!,"%&#","&#恒成立!

因此?@A %(&#)%
&" #+ "?@A(&#)%

&" #+ "

即%?@A(&;B?)%
&" #+ #;B?(&?@A)%

&" #+ "

?@A(&;B?)%
&" #+ #;B?(&?@A)%

&" #+ !

整理得?@A(&;B?)%
&" #+ ")"

因为(,)!且&#&!所以;B?)%
&" #+ ")"

又因为)*)*&!故)%
&
+"

&
$"

所以,"&#"$?@A(&#&" #$ "$;B?(&"

由题意得$&
("$

.&
$
!所以("$!故,"&#"$;B?$&"

因此, &" #0 "$;B?&/ 槡"$"

"$#将,"&#的图象向右平移&+
个单位后!得到,&%&" #+ 的图

象!再将所得图象横坐标伸长到原来的/倍!纵坐标不变!得到

, &
/%

&" #+ 的图象"
所 以 8 "&#" , &

/%
&" #+ " $;B? $ &/%

&" #, -+ "

$;B? &$%
&" #’ "

当$7&0&$%
&
’0$7&#&

"7###!即/7&#$&’0&0/7&#
0&
’
"7

###时!8"&#单调递减!因此8"&#的单调递减区间为

/7&#$&’
!/7&#0&, -’ "7###"

例$变式题!!解答""!#,"&#"#?@A(&#.;B?(&

" #$#.槡 $?@A"(&#)#!

由J"$&("$
知("&"

又因为,"&#最大值为$!所以,"&#"$?@A"&&#)#"

由&"!’
时!,"&#=9>"$!得?@A &

’#" #) "!!

故可取)"
&
+
!(,"&#"$?@A&&#&" #+ "

"$#令&&#&+"7&#
&
$
"7###得对称轴方程为

&"7#!’
!由对称轴满足$!

/07#
!
’0
$’
/
"7###!

即.8
!$070

+.
!$
且7##!得7"."

故在 $!
/
!$’, -/ 上,"&#只有一条对称轴&".#!’"!+’!

8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
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%D!!!

称轴方程为oweLoa

例d!C解答ode 由题意可知awLo�owLo�owo�

o(wwo&
�

则odo wLoLLL w
o&owd  ) wLoa

又wodo weo�oLLL)wwe�故可取)ww
&
w
�

oodo wLoLLL w
o&ow

&d  w wLoa

oodwooL wLL�即在wooLLLL时点o 距离地面的高度为

LLLa

dw 由de 知odo wLoLLL w
o&ow

&d  w wLo

wLowLoLLLwo&oa

oodo wodowe wodoww 

wLowLoLLL wo&owLowLoLLL
w
o&

dowe wLow

LoLLLwo&
doww !

 weLowLoLLLwo&owLLL
w
o&ow

w
od  & dwLLL wo&ow

L
o   &
weLowLo LLLw&oow wd   e

w LLLw&oow
槡o
wLLL

w&o
o w

wd  ew LLLw&oow w槡od  w LLLw&o  o
weLoa
故不论o为何值�odo wodowe wodoww 是定值a

第�d讲!两角和与差的正弦o余弦和正切

例�!C解答ode 由LLL$weL
�o*$*&w

�

得LLL$w ewLLLw槡 $w ewd  eL槡
w

w 槡L o
L
�

oLLL$wLLL$LLL$w
槡L o
L LLe 槡wL o�

于是LLLw$w wLLL$
ewLLLw$

w 槡wLL o
ewd槡L o w

ww 槡L o
LLa

dw 由o*&*$*
&
w
�得o*$w&*

&
wa

又wLLLd$w& w
eo
eL
�

oLLLd$w& w ewLLLwd$w&槡  w ew eod  eL槡
w

w 槡o o
eLa

由&w$wd$w& 得

LLL&wLLL $wd$w&  wLLL$LLLd$w& wLLL$LLLd$w& 

weLL
eo
eLw

槡L o
L L 槡o o

eLw
e
w
�

又o*&*
&
w
�

所以&w
&
oa

例�变式题!C解答owLLL$ 槡wL o�且$为锐角�

oLLL$LLL$ 槡wL o�即LLL$ 槡wL oLLL$a

又wLLLw$wLLLw$we�

oLLL$w 槡L o
L
�LLL$weLa

wo*$�&*
&
w
�oo*$w&*&�

oLLLd$w& w ewLLLwd$w&槡  w 槡L o
eLa

而&wd$w& w$�

oLLL&wLLL d$w& w$ 

wLLLd$w& LLL$wLLLd$w& LLL$

w weed  eL LeLw
槡L o
eLL

槡L o
L wewa

例�!C解答o证明 
dewLLLw$  dwLLLw$we  LLL$w

LLLw$wwe

wwLLLw$ dwLLLw$ 
LLL$w

LLLw$wwe

wLLLw$ LLLw$ LLL$

wewLLLw$
 LLLw$

weLLLLL$
�

o原等式成立a

例�!w!C解析o 槡LLLLoLLLLeoLw oLLLeoLLLLLoLwwLLLLoL

wLLLLoLLLLeoLLLLLoL w槡oLLLeoLLLLLoLLLLLoL wwLLLLoL

w 槡LLLwoLLLLeoLw oLLLeoLLLLwoL
LLLwoL wwLLLLoL

wLLLwoL
d 槡LLLeoLw oLLLeoL 
LLLwoL wwLLLLoL

wwLLLwoL
dLLLeoLLLLooLwLLLeoLLLLooL 

LLLwoL wwLLLLoL

wwLLLwoLLLLLoLwwLLLwoLLLLLoLLLLwoL

wwLLLwoLLLLwoL
wwa

例d!C解答ode wo&w*$*w&
�oo&L*

$
w*&

�

o原式w
wLLLw$wwwLLL

$
wLLL

$d  w LLL$wwLLL
$d  w

wdewLLL$槡  

w
wLLL$w LLL$wwLLL

$d  w LLL$wwLLL
$d  w

wLLL$w

ww LLL$wwLLL
$d  w LLL$wwLLL

$d  

8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8 w



例题详解!

#!!!!

";B?$$$%?@A
$$
$";B?$"

"$#原式"
$;B?$’$%$?@A

’
$;B?

’
$

$?@A$’$%$?@A
’
$;B?

’
$

#

$?@A$’$%$?@A
’
$;B?

’
$

$;B?$’$%$?@A
’
$;B?

’
$

"
$;B?’$ ;B?’$%?@A

’" #$
$?@A’$ ?@A’$%;B?

’" #$
#

$?@A’$ ?@A’$%;B?
’" #$

$;B?’$ ;B?’$%?@A
’" #$

" %
;B?’$

?@A’$

%
?@A’$

;B?’$

"

%
;B?$’$#?@A

$’
$

?@A’$;B?
’
$

"% $?@A’"

例(!!解答"解法一’

原式"!%;B?/)6$ #!#;B?!))6$ #?@A$)6.;B?.)6

"!%!$
";B?/)6%;B?!))6##!$

,?@A2)6#?@A"%’)6#-

"!%!$1
"%$#?@A2)6?@A"%’)6##!$?@A2)6%

!
/

"!%!$?@A2)6#
!
$?@A2)6%

!
/

"’/"

解法二’原式""?@A$)6#;B?.)6#$%?@A$)6;B?.)6

""?@A$)6#?@A/)6#$%!$
"?@A2)6%?@A’)6#

""$?@A’)6;B?!)6#$%!$?@A2)6#
!
/

";B?$!)6%!$;B?$)6#
!
/

"!#;B?$)6$ %!$;B?$)6#
!
/

"!$#
!
$;B?$)6%

!
$;B?$)6#

!
/

"’/"

例(变式题!!解答"-"?@A& ?@A&%?@A&#&" #, -’

"?@A&.$;B?&#&" #+ ?@A %&" #+
"%?@A&;B?&#&" #+
"%!$ ?@A$&#&" #+ #?@A %&" #, -+

"%!$?@A$&#
&" #+ #!/"

&?@A$&#&" #+ #,%!!!-!

(当?@A$&#&" #+ "%!!即&"7&%&’
!7##时!-=9>"’/

&

当?@A$&#&" #+ "!!即&"7&#&+
!7##!-=@A"%!/"

第"!讲!三角函数的求值#化简与证明

例!!!解答""!#由H9A$# !
H9A$"%

!)
’
得

’H9A$$#!)H9A$#’")!即H9A$"%’或H9A$"%!’
!

又’&
/*$*&

!所以H9A$"%!’
为所求"

"$#
.?@A$$$#0?@A

$
$;B?

$
$#!!;B?

$$
$%0

槡$?@A$%&" #$
"
.!%;B?$$ #/?@A$#!!!#;B?$$ %0

槡% $;B?$

".%.;B?$#0?@A$#!!#!!;B?$%!+
槡%$ $;B?$

"0?@A$#+;B?$
槡%$ $;B?$

"0H9A$#+
槡%$ $

"% 槡. $
+ "

例!变式题!!解答""!#因为?@A$$#;B?
$
$"

槡$ ’
’
!

所以!#$?@A$$;B?
$
$"

/
’
!所以?@A$"!’"

因为$# &
$
!" #& !

所以;B?$"% !%?@A$槡 $"% !%槡 !
8"%

槡$ $
’ "

"$#因为$# &
$
!" #& !&# )!&" #$ !

所以$#&#
&
$
!’&" #$ "

又?@A"$#&#"%
’
.
!

得;B?"$#&#"%
/
."

?@A&"?@A,"$#&#%$-

"?@A"$#&#.;B?$%;B?"$#&#.?@A$

" %" #’. 1 % 槡$ $" #’
% %" #/. 1!’

" 槡+ $#/
!. "

例"!!解答"由H9A"$%&#"
!
$
!得H9A$"$%&#"

/
’
!

又H9A&"%
!
2
!

所以H9A"$$%&#"H9A,$"$%&##&-"!"

由H9A&"%
!
2,%

槡’
’
!&#")!&#知

.&
+*&*&"

由H9A$"H9A,"$%&##&-"
!
’*
槡’
’
!$#")!&#!

知)*$*&+"($$%&# %&!%&" #$
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8
8
8
8
8
8
8
8
8
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%%!!!

DowaLoa
dC
od

例e! 解答 方法一’复角A单角!从(角)入手d

原式ooooow.ooooLoooo
ow.ooooLa

�
o
."ooooowa�#."oooooL

a�#

ooooow.ooooLoooo
ow.ooooLa

�
o
"ooooow.ooooLaoooo

owa

oooooLo�#

ooooow.ooooLaooo
ow.ooooLoooo

owoooooLa
�
o

ooooow.ooooLoooo
ow.ooooLoooo

o
La
�
o

oooooLoooo
o
La
�
oo�a

�
oo

�
od

方法二’从(名)入手!异名化同名d

原式ooooow.ooooLo"�aooo
ow#.ooooLa

�
ooooow

.ooooL

oooooLaooo
ow"ooooLaooo

o
L#a

�
ooooow

.ooooL

oooooLaooo
ow.ooooLa

�
ooooow

.ooooL

oooooLaooooL. oooowo�ooooo" #w
o�oooooLo aooooL. oooowo�o

"�aooooow, -#
o�oooooLo a�oooooLo

�
od

方法三’从(幂)入手!利用降幂公式先降次d

原式 o�aoooowo
.�aooooL

o o�ooooowo
.�oooooL

o a

�
ooooow

.ooooL

o�o
"�ooooow.ooooLaoooowaooooL#o

�
o
"�ooooow.

ooooLooooowoooooL#a
�
o
.oooow.ooooLo

�
od

方法四’从(形)入手!利用配方法!先对二次项配方d
原式o"ooow.oooLaooow.oooL#

oooooow.oooL.ooow.

oooLa
�
ooooow

.ooooL

ooooo"woL#o
�
ooooow

.ooooLa
�
ooooow

.ooooL

ooooo"woL#a
�
o
.ooo"owooL#

ooooo"woL#a
�
o
.,ooooo"woL#a�-o

�
od

例e变式题! 解答 "�#d"d#ooood. �aoood
�oooo槡 dooood

.

�aoood
�oooo槡 d!

ooood.
"�aoood#o

oooo槡 d ooood.
"�aoood#o

oooo槡 d

ooood.�aoood’oood’ooood
�aoood
’oood’d

ad# C!�oC" -�o
!D oood oaoood!oood oaoood!

Dd"d#ooood.�aooodaooodooood
.�aoood
aoood

oooodoooodao

槡o oooodoC" #o aod

"o#由C*d0�oC�o
!得DC
o*do

C
o0
DC
dd

aoood在 DCo
!dC" -o 上为减函数!在 dCo!DC" -d 上为增函数!

又oooDCd*ooo
DC
o
!

D当d# C!�oC" -o 时!ooodCo0ooodoC" #o *oooDCo
!

即a�0ooodoC" #o *a槡oo
!

槡Da oao0槡oooodoC" #o ao*ad!

故d"d#的值域为 槡a oao!, #ad d

例e! 解答 adCo*w*oC
!DdCo*

w
o*Cd

左边o
ooooowoooooo

w
oooo

w" #o ooowoaooo
w" #o

o"�oooow槡 #

o
oooowo ooowooooo

w" #o ooowoaooo
w" #o

oooowo

oa ooowooooo
w" #o ooowoaooo

w" #o
ooooowoaooo

ow
o

oooowd

右边o�a
ooowo

ooowo

.oooowo
.ooowo

o�aooooowooooowd

D左边o右边!

D
"�oooowoooow#. ooowoaooo

w" #o
oooooo槡 w

o�aooo w
o
.

ooowd!

第��讲!解三角形

例�! 解答 "�#a d
ooodo

d
oood

!Dooododooodd o�DoooDDo
槡D D

o槡oo
!

ad*d!Dd*doDDo!

DdooDo!do�oDoa"dod#ooDod

D�odooodooodo
�DooooDo
ooooDoo

�Do槡 槡Do o
o

槡o
o

oD"槡do�#d

DdooDo!dooDo!�oD"槡do�#
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例题详解!

#$!!!

"$#& !
?@A#"

$
?@A.

!(?@A."$?@A#! "+?@A’)6
槡$ ’
"槡’$

!

&$,!!(.,#"’)6!

(."+)6或."!$)6"

当."+)6时!5"8)6!9"!?@A5?@A#"
槡$ ’?@A8)6
?@A’)6 槡"/ ’&

当."!$)6时!5"’)6!9"!?@A5?@A#"
槡$ ’?@A’)6
?@A’)6 槡"$ ’"

(."+)6!5"8)6!9 槡"/ ’或."!$)6!5"’)6!9 槡"$ ’"

"’#&;B?#"$
$#9$%!$

$$9

"
" 槡+#$ ’#$#"槡/ ’#$%"槡$ +#$

$1" 槡+#$ ’# 槡1/ ’
"槡’$

!

(#"’)6"

又&;B?."!
$#9$%$$

$!9

"
"槡$ +#$#"槡/ ’#$%" 槡+#$ ’#$

槡 槡$1$ +1/ ’
"%槡 槡+% $

/ *)!

(."!).6!

(5"!0)6%#%."/.6"
(#"’)6!."!).6!5"/.6"
例"!!解答""!#&$$#9$%!$#$9")!

(;B?#"$
$#9$%!$
$$9 "%$9$$9"%

!
$
!

又&##")!&#!(#"!$)6"

"$#由! 槡" ’!得$$#9$"’%$9"
又&$$#9$%$$9"当且仅当9"$时取等号#!

(’%$9%$$9"当且仅当9"$时取等号#"
即当且仅当9"$"!时!$9取得最大值为!"

"’#由正弦定理得!!?@A#"
$
?@A."

9
?@A5"$B

!

(!?@A
"’)6%5#
$%9 "$B?@A#?@A

"’)6%5#
$B?@A.%$B?@A5

"?@A#?@A
"’)6%5#

?@A.%?@A5

"

槡’
$
!
$;B?5%

槡’
$?@A" #5

?@A"+)6%5#%?@A5

"

槡’
/;B?5%

’
/?@A5

槡’
$;B?5%

’
$?@A5

"!$"

例$!!解答"方法一’已知等式可化为

!$,?@A"#%.#%?@A"##.#-

"$$,%?@A"##.#%?@A"#%.#-!

($!$;B?#?@A."$$$;B?.?@A#"
由正弦定理可知!上式可化为

?@A$#;B?#?@A."?@A$.;B?.?@A#!

(?@A#?@A."?@A#;B?#%?@A.;B?.#")!

(?@A$#"?@A$.!由)*$#!$.*$&!
得$#"$.或$#"&%$.!

即#".或#"&$%.
!

(;#.5为等腰或直角三角形"
方法二’同方法一可得$!$;B?#?@A."$$$?@A#;B?."
由正*余弦定理!可得

!$$$
$#9$%!$

$$9 "$$!!
$#9$%$$

$!9
!

(!$"$$#9$%!$#"$$"!$#9$%$$#!
即"!$%$$#"!$#$$%9$#")!

(!"$或!$#$$"9$!(;#.5为等腰或直角三角形"
例$变式题 ! 解’"!#& ABB#.. ABB#5"9$;B?#!ABB.#. ABB.5
"9!;B?.!
又& ABB#.. ABB#5" ABB.#. ABB.5"7!
($9;B?#"!9;B?.!

(?@A.;B?#"?@A#;B?.!
即?@A#;B?.%?@A.;B?#")!

(?@A"#%.#")"
&%&*#%.*&!

(#".!

(;#.5为等腰三角形"
"$#由"!#知!"$!

( ABB#.. ABB#5"$9;B?#"$9.$
$#9$%!$
$$9 "9

$

$"

&9 槡" $!
(7"!"
例%!!解答"方案一’!需要测量的数据有’#点到%!(
点的俯角$!*&!!.点到%!( 的俯角$$*&$&#!.的距离L
"如图所示#"

"第一步’计算#%"由正弦定理#%"
L?@A$$

?@A"$!#$$#
&

第二步’计算#("由正弦定理#(" L?@A&$
?@A"&$%&!#

&

第三步’计算%("由余弦定理%("

#%$##($%$#%1#(;B?"$!%&!槡 #"!
方案二’!需要测量的数据有’

#点到%!( 点的俯角$!!&!&.点到%!( 点的俯角$$!&$&

#!.的距离L"如图所示#"

"第一步’计算.%"由正弦定理.%"
L?@A$!

?@A"$!#$$#
&

第二步’计算.("由正弦定理.(" L?@A&!
?@A"&$%&!#

&

第三步’计算%("由余弦定理%("

.%$#.($#$.%1.(;B?"&$#$$槡 #"
例%变式题!!解答"在;.5I 中!<5.I"!0)6%!.6%
’)6"!’.6!

由正弦定理得 .5
?@A<.I5"

5I
?@A<5.I
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全品高考复习方案 新课标$人教�版!数学%理科& 全品高考网：www.c a n p o i n t.c%n

%D!!!

所以ownod dCode dC�ode 槡n�dn�

在CC;�ow中!�onowCeC<�wo 槡n�d n. 槡CeCdden�d d
"米#!

答’塔高 槡�d d米�
例(!!解答"由已知条件得!�onn!�w 槡n on�!<o�w
n�nde!

oown �onn�wnnn�o.�w.eC <槡 o�w

槡 槡槡 槡n dndnn onn onnn d�

在;�ow中! �o
 dC<�won

ow
 dC<o�w

!解得 dC<�won槡nn
!

o<�wondde!oow为水平线�
设经过时间o小时后!缉私船追上走私船!

则在;oww中!own�do!ww 槡n�d oo!<wown�nde!

ow
 dC<owwn

ww
 dC<wow

!

o dC<owwnow dC<wowww n�do dC�nde
槡�d oo

n�n�

由<oww为锐角知<owwnode!

o缉私船沿北偏西dde的方向能最快追上走私船�

第四单元!数列

第"$讲!数列的概念及其表示方法

例!!!解答""�#解法一’观察可得��nn�n��
解法二’考虑数列$��n�n��%!有

�nn��nn!�on�nnd!�dn�ond!/!

��n��n�nn�n��
将这�n�个式子累加!得

��n��nnnnnnnon/nn�n�nn�nn�
o��n��nn�nnn�nn�nnnn�n��
当�n�时!此式仍成立!
故所求通项公式为��nn�n��
"n#数列的项!有的是分数!有的是整数!可将数列的各项都

统一成分数再观察’�
n
!d
n
!e
n
!�d
n
!nd
n
!/!可得通项公式’��

n�
n

n�

"o#这是一个分数数列!其分子构成偶数数列!而分母可分
解成�do!odd!ddd!dde!ed��!/!每一项都是两个相
邻奇数的乘积!各项符号可用"n�#�n�表示!则所求数列的

通项公式��n"n�#�n� n�
"n�n�#"n�n�#�

"d#��n
d"�为奇数#�
�"�为偶数#$ �

又dn�nn
�
n
!�n�nn

�
n
!

o也可以写为’��n�n
"n�#�

n �

若考虑到三角函数的特征!此数列的通项公式也可以写为’

��n dCn
"�n�#&
n
或��n�neC �&n

"�#,?#�

"d#将数列变形为’de
"�dn�#!de

"�dnn�#!de
"�don�#!

d
e
"�ddn�#!/!o��nde

"�d�n�#�

例!变式题!d!
例"!!解答""�#��no�nn�!
当�%n时!��no�no�n�nd�nd�
由于��也适合此等式!所以��nd�nd�
"n#��no�n�!
当�%n时!

��no�no�n�nn.o�n��

经检验!��不符合上式!o��n
�!�n�!

n.o�n�!�%n$ �

例$!!解答""�#解法一’n��n�n��n�n�
!��n�n�n��nnn

��两式作差得��n��n�n�n
"��n�n��nn#�

o$��n��n�%是以�nn��n�n
为首项!公比为on�n

的等比

数列�

o��n��n�n�n
." #�n

�nn

n �n�n�
!

��n"��n��n�#n"��n�n��nn#n/n"�nn��#n��

n �n�n�n
�
n�nnn

/n�nn�

n
�n" #�n

�

�n�n

nn�n�n" #� nnn �n�n��

解法二’由解法一知!��n��n�n �n�n�
! !

又��n�n��n�n�
! "

由!"消去��n�!得��nnn �n�n��

解法三’n��n�n��n�n��
令��n�n�n

"��n�n�#!

则�nnn�

o��nnn�n
"��n�nn#�

o$��nn%是首项��nnnn�!公比为�n
的等比数列�

o��nnnn" #�n
�n�

!即��nnn �n�n��

"n#当�n�时!��nd��n�!o��nn�d�

n��ndo�n�!o��n�ndo�n�n�!

o��n�n��nd��n�!即��n�nn�d���

数列$��%成等比数列!其首项��nn�d
!

公比是onn�d
!

o��n n" #�d
�
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8 �



例题详解!

#&!!!

例$变式题!!解答"&当)%$时!!)"0)%0)%!!

(0)%0)%!#$0)0)%!")!

即!
0)%

!
0)%!"$

!

(数列 !
0$ %
)
是公差为$的等差数列"

又0!"!!"!$
!(!0!"$

!

(!0)"$#
")%!#.$"$)!(0)"!$)"

(当)%$时!!)"%$0)0)%!"%$.!$)
. !
$")%!#

"% !
$)")%!#

!

(!)"

!
$
")"!#!

% !
$)")%!#

")%$#
-

.

/ "

例%! !解答" &!) " ")#!# 8" #!)
)

!(!)#! " ")#

$# 8" #!)
)#!

!

(!)#! %!) " ")#$# 8" #!)
)#!

% ")#!# 8" #!)
)

"

8" #!)
)0%)
!) "

当)*0时有’ 8" #!)
)0%)
!) ,)

!

(!)#!,!)!此时数列递增&

当)"0时有’ 8" #!)
)0%)
!) ")

!(!8"!0&

当),0时有’ 8" #!)
)0%)
!) *)

!(!)#!*!)!此时数列递减"

所以当)"0或)"8时!!0"!8!这两项都是数列$!)%中的
最大项"
例%变式题!7!!解析"&!!"$!!$"8!(!’"0!!/"$!

!."+!!+"$!!2"$!!0"/!!8"0!!!)"$!/!从第三项开始
呈周期性变化!且周期为+!所以有!$))8"!+1’’/#."!."+!
故选7"

第"%讲!等差数列

例!!!解答""!#解法一’设首项为!!!公差为L!依条件得

’’"!!#!/L!

!.’"!!#//L$ !
解方程组得

!!"%$’!

L"/$ "
(!+!"%$’#"+!%!#1/"$!2"

解法二’由L"!)%!’)%’
!得L"!/.%!!./.%!."

!.’%’’
’) "/!

由!)"!’#")%’#L!
得!+!"!/.#!+L"!.’#!+1/"$!2"

"$#&!+"!)!0.".!(
!!#.L"!)!

.!!#!)L".$ "
解方程组得!!"%.!L"’!

(!0"!+#$L"!)#$1’"!+!00"01
"!!#!0#
$ "//"

"’#设数列的前三项分别为!%L!!!!#L!依题意有’

"!%L##!#"!#L#"!$!
"!%L#.!."!#L#"/0$ "

(
!"/!

!"!$%L$#"/0$ !
(
!"/!

L"-$$ "

&L,)!(L"$!!%L"$!

(首项为$!(!!"$"
例"!!解答""!#由已知得

$$$)"!)#!)#!! !
!$)#!"$$).$$)#!" "
&!),)!$),)!

(!)#!"$)$)#!! #
!)"$)%!$)" $
将#$代入!得’

$$$)"$)%!$)#$)$)#!!

($$)"$)%!#$)#!"
($$)%是等差数列"
"$#由!得$$$!"!!#!$!

(!$"$$$!%!!"’"
又!)#!"$)$)#!!

($$"
!$
$!"

槡’ $
$ "

($$)%的公差L"$$%$!"槡$$
!

($)"$!#")%!#L

槡" $#")%!#.槡$$

"槡$$
")#!#"

(!)"$)%!$)"槡$$)
.槡$
$
")#!#"!$)

")#!#"

例$!!解答"由条件08"0!$可得

8!!#810$ L"!$!!#
!$1!!
$ L!即L"%!!)!!"

由!!*)知L,)!即数列$!)%为递增数列"
考虑常用方法!可找转折项或利用二次函数求解"

方法一’由
!)"!!#")%!#L0)!

!)#!"!!#)L%$ )
得
!%!!)

")%!#%)!

!%!!))0
-

.

/ )

解得!)0)0!!"(当)为!)或!!时!0)取最小值!

(该数列前!)项或前!!项的和最小"
方法二’&08"0!$!

(!!)#!!!#!!$"’!!!")!

(!!!")"
又&!!*)!(公差L,)!
从而前!)项或前!!项和最小"
方法三’&08"0!$!

(0)的图象所在抛物线的对称轴为&"8#!$$ "!)".!

又)#,?!!!*)!($!)%的前!)项或前!!项和最小"

方法四’由0)")!!#)
")%!#
$ L"L$)

$# !!%L" #$ )
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%D!!!

结合ode  oa 
得

Cod e doa" # .odd d 
doa" # .o

dea dooe
d " #d

d

doo ooa 
"a *o#!

由二次函数性质可知odd dd oao
时!Co 最小a

但o#,?!故od o或  时!Co 取得最小值a
即该数列前 o项或  项的和最小a
例%!o!!解析"方法一’将Cadeo!Cdad oo代入Cod

oa do
"oe #
d o!得

aa da
"ae #
d odeo!!!!!

daa dda
"dae #
d od ooa

-

.

/ "

解得odooad
!a d oad

do
ad
!

eCeadeaa dea
"eae #
d odd oa

方法二’由Ceadeaa dea
"eae #
d odea a d

"eae #o, -d
知!

要求Cea只需求a a d
"eae #o, -d

!将方法一中"e!得aa 

da
"eae #
d odoo!

eCeadd oa
方法三’由等差数列$ao%的前o项和公式知!Co 是关于o的
二次函数!即Codaoddoo"a*o是常数#a
将Cadeo!Cdad oo代入!得

aaddoadeo!

a"da#ddo.da$ d oo
2
addoad

!

od oa

-

.

/
!

eCeada."ea#ddo.eadd oa
方法四’根据等差数列性质知Ca!CdaeCa!CeaeCda也成等
差数列!从而有d"CdaeCa#dCad"CeaeCda#!

eCeade"CdaeCa#dd oa

方法五’eCodoa do
"oe #
d o!

eCooda d
"oe #oda

e Co$ %o 是首项为a !公差为od的等差数列a
edCdada d

Ca
ad

Cea
eaa

eCeadd oa
方法六’令ad 得C deo!Cdd oo!得a deo!a dad
d oo!

ea deo!addooa
eaedood"ooeeo#d  oa
eCeda daddaedd oa

第"(讲!等比数列

例!!!解答"" #解法一’设等比数列$ao%的公比为C!则

C"o!add
ae
Cd

d
C
!aodaeCddC!

edCddCd
do
ea

解得C d e
!Cddea

!当Cd e
时!a d o!

eaod oo" # e
oe 

d oeoe ddoe
eeo&

"当Cde时!a ddo
!

eaoddooe
oe ddoeoeea

综上所述!aoddoeeeo或aoddoeoeea

解法二’由aedd!得adaodo!又addaoddoe
!

则ad!ao为方程adedoeadodo
的两根!

解得
addde

!

ao
-
.

/ do
或
addo!

aodde
-
.

/ a

!当addde
时!Cde!aodae.Coeeddoeoee&

"当addo时!Cd e
!aoddoeeeoa

eaoddoeoee或aoddoeeeoa
"d#解法一’设等比数列首项为a !公比为C!
若Cd !则CedCo"dCo!
故C" a

则Ced
a " eCe#
 eC

!Cod
a " eCo#
 eC

!Cod
a " eCo#
 eC

!

由题知CedCoddCo!

ea 
" eCe#
 eC da 

" eCo#
 eC ddoa 

" eCo#
 eC a

化简得dCoeCee do!解得Ced "舍去#或Cede da

eCede d
!即Cde

e

槡o
da

解法二’令Ceda !CoeCedad!CoeCodae!

eCedCodCedCedadddCedad!

dCodd"Codae#dd"Cedaddae#a
又CedCoddCo!edCedaddd"Cedaddae#!

即adddaedo!eCed
ae
ad
de d

!eCde
e

槡o
da

例"!!解答"" #added
!aedeod

!aodooa

"d#由于aodadoed!o#,?!
当o%d时!

aodadoedda"doe #d ed

d dadoe d
"doe #ed

d d
,adoeded"doed#-d"doe #ed

d d
,ad"oe #ed-d daoe 
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8 a



例题详解!

#’!!!

又$!"!$%$"%!$
!且易知$)")!

(数列$$)%为等比数列"

($)"%!$
." #!$

)%!

"%" #!$
)

"

"’#&!$)"$)#$!

(J)"!$#!/#/#!$)
""$!#$$#/#$)#$)#

"%

!
$ !%" #!$, -)
!%!$

#$)"!$)#$)%!"

例"变式题!!解答""!#由题意可得,>"&#"$&"
所以曲线-","&#在点"&)!,"&)##处的切线方程是

-%,"&)#",>"&)#"&%&)#!

即-%"&$)%/#"$&)"&%&)#"
令-")!得%"&$)%/#"$&)"&)#!%&)#!

即&$)#/"$&)&)#!"显然&)")!

(&)#!"
&$)#/
$&) "

"$#由&)#!"
&$)#/
$&)

!知&)#!#$"
&$)#/
$&) #$"

"&)#$#$

$&)
!

同理&)#!%$"
"&)%$#$

$&) "

故!)#!"45
&)#!#$
&)#!%$"$45

&)#$
&)%$"$!)

!即!)#!"$!)"

又!!"45
&!#$
&!%$"45’

!

所以!数列$!)%是首项为45’!公比为$的等比数列"
故!)"$)%!!!"$)%!45’"

即45
&)#$
&)%$"$

)%!45’"

从而&)#$
&)%$"’

$)%!!

所以&)"$
"’$

)%!

#!#

’$
)%!
%!

"

例$!"!#7!"$#*!!解析""!#由!."!/"!$
.2’"$.

2’!解得2"!$"

数列$!)!)#!%仍是等比数列!其首项是!!!$"0!公比为!/"

所以!!!!$#!$!’#/#!)!)#!"
0!%" #!/, -)
!%!/

"

’$
’
"!%/%)#"

"$#解法一’&!2.!!$"!0.!!!"!8.!!)".!

(!0.!8.!!).!!!"$."
解法二’由已知得!!2+.!!2!!"!!$2!2".!

(!0.!8.!!).!!!"!!22.!!20.!!28.!!2!)"!!/2’/"
"!!2!2#$"$."
例%!!解答""!#由题意!得

!!$"!!!#L!"!!

!$’"!!’.2""!!!#$L!#2"’/
!

!’$
!!$"2

$"!/
!

!<M,)"<!M"!!$!/!)

-

.

/ #!

解得

!!!"!$
!

L!"!$
!

2"!$

-

.

/ "

"$#!))"!!)2)%!",!!!#")%!#L!-2)%!")." #!$
)

(0)"!!!#!$$#/#!))

"!$#$
." #!$

$

#/#)." #!$
)

!

!
$0)" " #!$

$

#$. " #!$
’

#/#")%!#" #!$
)

#).

" #!$
)#!

! "

由!%"!得!$0)"
!
$#" #!$

$

#" #!$
’

#/#" #!$
)

%

)." #!$
)#!

!

(0)"$%")#$#!$)"

例%变式题!!解答""!#由!!"$!!!$"$$得
!"$!

!#$"!$$ !
解得!"$")或!"$"$!

&!!$#,?!(!"$"$!从而!)"$)!$)"$)"
"$#由"!#得!!"$!!’"+!(!!!!’!!)!!!)$!/!!)7!/构成以

$为首项!’为公比的等比数列!即!)7"$.’
7#!"

又!)7"$)7!故$)7"$.’
7#!!()7"’7#!"

第")讲!数列求和

例!!!解答""!#令)"!!则0!"$!!#!%’%$"!!!

(!!"/!
又0)"$!)#)$%’)%$! !
则0)#!"$!)#!#")#!#$%’")#!#%$" "
由"%!得!!)#!"$!)#!%$!)#$)%$!
即!)#!"$!)%$)#$!

(!)#!%$")#!#"$"!)%$)#!即
!)#!%$")#!#
!)%$) "$"

(数列 !)%$$ %) 为等比数列"
"$#由"!#知!)%$)"$)!(!)"$)#$)!

($)""$)#$)#;B?)&"
$)#$)!)为偶数!

%"$)#$)#!)为奇数$ "
*$)"$!#$$#$’#/#$$)
""$!#$’#$.#/#$$)%!##"$$#$/#/#$$)#

"%$"$#$1!##"$’#$1’##/#,$$)%!#$"$)%!#-%#
,"$$#$1$##"$/#$1/##/#"$$)#$1$)#-

"%,"$#$’#$.#/#$$)%!##$"!#’#.#/#$)%!#-

#,"$$#$/#/#$$)##$"$#/#/#$)#-

,"% $"!%/)#
!%/ #$1)

"!#$)%!#-$ ,# $$"!%/)#
!%/ #$1

)"$#$)#-$

"$’
"/)%!##$)
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%D!!!

例o!w解答nL adCo e Ce
e
Ce

e
Ce

e
Ce

aeCe C

o e eeeeeee
aeLCe a

C oCe e d

因为dCe edCoCeee eCe e o e
�

所以数列adCa是首项为 �公差为 e
的等差数列d

Lea因为dCo  
dCeeadCo

e
LCe aLCeeaoe

 
Ce e

 
CL aee

�

所以数列 da aC 的前C项和为CCoeL ee ee ee ee e
e ee

ae Ce
 
Ceee

 
Ce e

 
C aee

oe  
ee

 
ee

 
Ceee

 
CL aee oeee

eCe e
LCeeaLCeead

例o变式题!w解答nL aeCCeodC CCeL a e �dCoCCeCCe 

LC%ea�

eCCeoLCCeCCe aCCeL a e �

即eCCe CCoCCe eCC� !
由题意CCe aCC"e�

!式两边同除以CCe aCC�得 CCe
 
CCe oe

�

e数列  
Ca a
C
是首项为 

C o
 
d o 

�公差为e的等差数列d

e CCo ee
LCe aoeCe �eCCo  

eCe d

Lea又dCo
CC
eCe o

 
LeCe aLeCe a

o e
 

eCe e
 

eCL ae 
�

eCCod edeeaedC

o e  eL a e e  
eeL a e eae  

eCe e
 

eCL aa ae 

o e  e  
eCL ae o C

eCe d

例o!w解答nL a因为 CLdaeCL edaoedeeede e

eL edaee
eL edae oe

�

所以设CoC  L aeeee eC eL aeeee eaeC eeeeL aeeee
� !

CoC eeeeL aeeee eC eeeeL aeeee eaeC  L aeeee
� "

!e"得a

eCo C  L aeeee eC
eeeeL aa aeeee ae C eL aeeee eC

eeeeL aaeeee ea

a
e

C eeeeL aeeee eC
 L aaeeee

oeeeeeeoeeee�所以Coee ed
Lea由dCe oCLdCa两边同减去 �得

dCe e o
edCee
edCe 

e odCe edCe 
�

所以  
dCe e 

oedCe dCe 
oe
LdCe ae 
dCe 

oee  
dCe 

�

所以  
dCe e e

 
dCe oe

�  
dCa ae 
是以e为公差�以  

d e o

 为首项的等差数列�

所以  
dCe o e

LCe aeeoeCe 2dCo e  
eCe 

o eC
eCe d

例o!w解答nL a由题意知�dCoL a e
C

LC#o?a�

edCoeeee edCee�d oeeee ed eeo �

edCe edCoeeee edCe eeeee edCoeeee e
dCe 
dC oeeee

 
eCoed

e数列adCa是首项d o �公差Coe的等差数列d

Lea由L a知�dCoL a e
C

�dCoeCeeLC#o?ad

eCCoLeCeeaeL a e
C

LC#o?a�

eCCo e eeeeL a e
e

eeeL a e
e

eaeLeCeeae

L a e
Ce 

eLeCeeaeL a e
C

�

于是 
eCCo eL a e

e

eeeL a e
e

eeeL a e
e

eaeLeC

eeaeL a e
C

eLeCeeaeL a e
Ce 

�

两式相减得e
eCCo

 
e aee L a e

e

eL a e
e

eaeL a e aC e
LeCeeaeL a e

Ce 

o ee
LeCeeaeL a e

Ce 

d

eCCoeee
 eCee
e eL a e

Ce 

LC#o?ad

例o变式题!w解析nL ado 时�CCo eeeaeC

oC
LCe a
e d

Lead" 时�CCo de
e
dee

e
dee

aeCdC
� !

 
dCCo

 
dee

e
dee

aeCe dC e
C
dCe 

� "

由!e"得  e L ad CCo de
 
dee

 
dee

ae dCe
C
dCe 

o

 
d  e dL aC
 e d

e CdCe 
�eCCod

LdCe aeCLde a
dCLde ae d

综上所述�CCo

CLCe a
e !Ldo a�

dLdCe aeCLde a
dCLde ae !Ld" a

-

.

/ d

第五单元!不等式

第oo讲!不等式的概念与性质

例�!w解答n设购买d 型汽车和C 型汽车分别为d 辆a

C辆�
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例题详解!

#*!!!

/)&#8)-0!)))!

&%.!

-%+!

&!-#,?

-

.

/ !

即

/&#8-0!))!

&%.!

-%+!

&!-#,?

-

.

/ "

例!变式题!

/
2#

/
27*!

!

/
2#

/
27#

/
27$%

-

.

/ !
!!解析"敲击$次进入木

板的部分为/
2#

/
21

!
7*!

&敲击’次全部进入木板!则

/
2#

/
27#

/
27$%!

!

(不等式组为

/
2#

/
27*!

!

/
2#

/
27#

/
27$%!

-

.

/ "

例"!!解答""!#解法一’
"&$#-$#"&%-#%"&$%-$#"&#-#

""&%-#,&$#-$%"&#-#$-

"%$&-"&%-#!

&&*-*)!

(&-,)!&%-*)!(%$&-"&%-#,)!

("&$#-$#"&%-#,"&$%-$#"&#-#"
解法二’&&*-*)!

(&%-*)!&$,-$!&#-*)!&-,)"
("&$#-$#"&%-#*)!"&$%-$#"&#-#*)!

()*
"&$#-$#"&%-#
"&$%-$#"&#-#

" &$#-$

&$#-$#$&-*
!!

("&$#-$#"&%-#,"&$%-$#"&#-#"
"$#&!!$!9#&#!

(!)!$)!9),)!

而!
)#$)

9) " !" #9
)

# $" #9
)

"

&!$#$$"9$!则 !" #9
$

# $" #9
$

"!!

()*!9*!
!)*$9*!"

&)#,!),$!

( !" #9
)

* !" #9
$

!$" #9
)

* $" #9
$

!

(!
)#$)

9) " !" #9
)

# $" #9
)

*!
$#$$

9$ "!!

(!)#$)*9)"
例"变式题!!解答""!#&$#-$#!%$"&#-%!#

"&$%$&#!#-$%$-#$
""&%!#$#"-%!#$#!,)!

(&$#-$#!,$"&#-%!#"

"$#由!%!!"
"!%!#"!#!#

! "

当!"-!时!!"!!
&

当%!*!*)或!,!时!!,!!
&

当!*%!或)*!*!时!!*!!"

例$!*!!解析"方法!’!,$推不出!%9,$%L&但!%9
,$%L2!,$#9%L,$!所以(!,$)是(!%9,$%L)的必
要而不充分条件"故选*"
方法$’令!"$!$"!!9"’!L"%.!则!%9"%!*$%L"
!%"%.#"+&由!%9,$%L可得!!,$#"9%L#!因为9,
L!则9%L,)!所以!,$"故(!,$)是(!%9,$%L)的必要
而不充分条件"选*"
例$变式题!*!!解析"由不等式的性质易知 D*7*,不
正确&对于*’不等式!*$*)同乘以!得!!$,!$&不等式

!*$*)同乘以$得!!$,$$!所以!$,!$,$$"选*"
例%!!解答"解法一’设,"%$#"’,"%!##),"!#"’*)
为待定系数#!则/!%$$"’"!%$##)"!#$#!
即/!%$$""’#)#!#")%’#$!

于是得
’#)"/!

)%’"%$$ !
解得

’"’!

)"!$ "
(,"%$#"’,"%!##,"!#"
又&!0,"%!#0$!$0,"!#0/!

(.0’,"%!##,"!#0!)!故.0,"%$#0!)"
解法二’

由
,"%!#"!%$!

,"!#"!#$$ !
得
!"!$

,,"%!##,"!#-!

$"!$
,,"!#%,"%!#-

-

.

/ "

(,"%$#"/!%$$"’,"%!##,"!#"
又&!0,"%!#0$!$0,"!#0/!

(.0’,"%!##,"!#0!)!故.0,"%$#0!)"

解法三’由
!0!%$0$!

$0!#$0$ /
确定的平面区域如图所示"

当,"%$#"/!%$$过点# ’
$
!" #!$ 时!

取得最小值/1’$%$1
!
$".

&

当,"%$#"/!%$$过点."’!!#时!
取得最大值/1’%$1!"!)"
(.0,"%$#0!)"

例(!!解答"证法一’& N
!%9%

N
$%L"

N"$%L%!#9#
"!%9#"$%L#

"N
"$%!#9%L#
"!%9#"$%L#

!

&!,$,)!9*L*)!

($%!*)!9%L*)!($%!#9%L*)!
又&!,)!9*)!(!%9,)!
同理$%L,)!("!%9#"$%L#,)"

&N*)!(N
"$%!#9%L#
"!%9#"$%L#,)

!即 N
!%9,

N
$%L
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8
8
8
8
8
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%D   

证法二oCndneadCoddoe
       �o�o �e

a�dCo�ddoea �
�dCn

�
�dd

            dn
a
a

ae
a d
�dCo

d
�dd�

第"*讲 一元二次不等式的解法

例! !解答"���d!�e�dee�edne�

d方程����e��d�e没有实数�
二次函数������e��d的图象开口向上�与�轴没有交
点�����e��doe恒成立�
所以不等式����e��doe的解集为&�
���原不等式可化为d�����deoe�

d!��eeoe�

d方程d�����de�e的两根为d��ed
�

结合二次函数��d�����de的图象可知原不等式的解集

为 � d�o�o� �ed �

�d�原不等式可化为���dd�deoe�
d!��dd��dee�e�de��eeoe�

d方程���dd�de�e的两根分别为

d
ed

槡ee
e
�d
e�

槡ee
e
�

d结合二次函数�����dd�de知原不等式的解集

为 � d
ed

槡ee
e o�ode�

槡ee� �e
�

例" !解答"���解法一o要求���d��d�ne恒成立�
当��e时������d�ne�显然成立�
当� e时�应有�ne�!����e�ne�
解得den�ne�
综上��的取值范围是den�oe�
解法二o����ne对于一切实数�恒成立a���d��d�n
e恒成立�

!当��e时������d�ne�显然成立�

"当�oe时����d��d�ne恒成立a��o�
�d�对于

一切实数�恒成立�

d��d�� �d� ���
�

d�e d
�
e
�

d此时��o�
�d�对于一切实数�不恒成立�

#当�ne时����d��d�ne恒成立a��n�
�d�对于

一切实数�恒成立�

d��d�� �d� ���
�

d�e d
�
e
�

d��nd
�
e
�解得den�ne�

综上可知��的取值范围是den�oe�
���将����nd��e变换成关于�的不等式

����d����dene�
则命题等价于� d��o o� 时�

�� �� �� ��d�� ��� dene恒成立�
d��d���oe�d����在od���o上单调递增�

d只要���������d����dene�
即��d�d�ne�

dd�n�n��
例"变式题 �ode !解析"解法一o设����������
�e�则由二次函数的图象及一元二次方程������e�e
的根的分布知�

����oe�

����oe� �
即
��eoe�

���eoe� �
解得�ode�
解法二o当� �����时�不等式������ene恒成立

a�nd�
�de
�

�当� �����时恒成立

a�nd ��e� �� �当� �����时恒成立�

令�����d ��e� �� �� ������

则����eee������de�

d�ode�
例$ !解答"原不等式变形为���d����d��ne�
又d�oe�

d �d�� �� ��d��ne�

d当�o�时�解集为��n�n�
�

当���时�解集为n�

当en�n�时�解为�n�n���

综上�当en�n�时�不等式的解集为 � �n�n�� �� �

当���时�不等式的解集为n�

当�o�时�不等式的解集为 � �
�n�n� �� �

例$变式题 !解答"���原不等式等价于���d�������

oe�

!当�oe时����d�������oea �d�� �� �����oe�且

�
�od�

�

d�nd�或�o���

"当�ne时����d�������oea �d�� �� �����ne�

�e�当��od�
�即�nd�时�d�n�n��

�

�ee�当���d�
�即��d�时�原不等式无解�

�eee�当��nd�
�即d�n�ne时���n�nd��

#当��e时����d�������oea���ne�

d�nd��
综 上 可 知�当 � o e 时�原 不 等 式 的 解 集

为 � �nd�或�o�� ��
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例题详解!

$!!!!

当!*%!时!原不等式的解集为 & %!*&*!$ %! &

当%!*!*)时!原不等式的解集为 & !
!*&*$ %%! &

当!"%!时!原不等式无解&
当!")时!原不等式的解集为$&’&*%!%"

"$#当&"%!时!不等式!&%!&#!,)=
%!$%!
%!#!,)

!

即!
$#!
!%!,)"

&!$#!,)!

(!%!,)!即!,!"
例%!!解答""!#由题意得
"!))%&#.’)))."!#$&F#%!))1’)))!
即&$%.)&0)!解得)0&0.)!
又&&,)!()*&0.)"
"$#设这!))万农民的人均年收入为-元!

则-"
"!))%&#.’)))."!#$&F##’)))!&

!))

"%+)&
$#’)))"!#!#&#’)))))

!))

"%’.
,&%$."!#!#-$#’)))#’2."!#!#$")*&0.)#"

"@#当)*$."!#!#0.)!即)*!0!!&"$."!#!#时!-
最大&
"@@#当$."!#!#,.)!即!,!时!函数-在")!.)-单调递
增!(当&".)时!-取最大值"
答’在)*!0!时!安排$."!#!#万人进入企业工作&在!,
!时!安排.)万人进入企业工作!才能使这!))万人的人均
年收入最大"

第"+讲!均值不等式

例!!!解答""!#方法一’由已知条件45&#45-"!!可得

&-"!)"

则$
&#

.
-"

$-#.&
!) %$ !)&槡 -

!) "$"

( $
&#

." #- =@A
"$"

当且仅当$-".&!即&"$!-".时等号成立"

方法二’由45&#45-"!!可得-"!)&"

&$&#
.
-"

$
&#

&
$%$

!

( $
&#

." #- =@A
"$"

当且仅当$
&"

.
-
!即&"$!-".时等号成立"

"$#&&,)!

(,"&#"!$&#’&%$
!$
&
.’槡 &"!$!

等号成立的条件是!$
&"’&

!即&"$"

(,"&#的最小值是!$"
"’#&&*’!

(&%’*)!

(’%&,)!

(,"&#" /
&%’#&

" /
&%’#

"&%’##’

"% /
’%&#

"’%&, -##’
0%$ /

’%&
."’%&槡 ##’"%!!

当且仅当 /
’%&"

"’%&#!即&"!时!等号成立"

故,"&#的最大值为%!"
"/#令?@A$&#!"4!则4#,!!$-!

故8"4#"4#.4"

任取4!!4$#,!!$-!且4!*4$!则

8"4!#%8"4$#""4!%4$#% .
4$%

.
4" #
!

""4!%4$#%
."4!%4$#
4!4$

""4!%4$#!% .4!4" #
$

""4!%4$#.
4!4$%.
4!4$ "

&4!!4$#,!!$-!4!*4$!

(4!%4$*)!4!4$%.*)!

故8"4!#%8"4$#,)!(8"4!#,8"4$#!

(8"4#在,!!$-上是减函数!

(8"4#=@A"8"$#"$#.$"
8
$
!

等号成立的条件是?@A$&#!"$!即?@A&"-!"

(&"7&#&$
"7###时!,"&#有最小值8$"

例!变式题!*!!解析"因为’!.’$"’!所以!#$"!!!!

#!$"
"!#$# !!#

!" #$ "$#$! #
!
$ %$#$

$
!
.!槡 $ "

/!当且仅当$!"
!
$
即!"$"!$

时(")成立!故选择*"

例"!!解答"要证 !$#!!槡 $ 槡% $%!#!!%$
!

只要证 !$#!!槡 $#$%!#
!
! 槡# $"

&!,)!故只要证 !$#!!槡 $" ##$
$

% !#!! 槡" ## $
$

!

即!$#!!$#/ !$#!!槡 $#/%!$#$#
!
!$#

槡$ $!#!" #! #$!

从而只要证明$ !$#!!槡 $%槡$!#
!" #! !

只要证/!$#!!" #$ %$!$#$#!!" #$
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%Dddd

即oonLooao
d而该不等式显然成立d

故原不等式成立C
例o变式题de解答 oCdCdC是互不相等的正数d且CnC
nCLLd

oLCoLL
LoC
C LCnCC ao C槡C

C
d !

L
CoLL

CnC
C ao C槡C

C
d "

L
CoLL

CnC
C ao槡CCC C #

又ooaCaLdoLCaL
d同理L

CaL
dL
CaLC

将!"#三式相乘d得

L
Cd doL L

Cd doL L
Cd doL aoC

例ode解答 dLd设该厂应隔CdCdond天购买一次饲料d
平均每天支付的总费用为CLC
o饲料的保管与其他费用每天比前一天少

oooooCooLod元dd

oC天饲料的保管与其他费用共是

odCoLdnodCoodndnoLoCoooCd元dC

从而有CLLLC
doCoooCnooodnooooLCo

LoooC noCnoooaoLoC

当且仅当ooo
C LoC

d即CLLo时dCL有最小值C

即每隔Lo天购买一次饲料才能使平均每天支付的总费用
最少C
dod若厂家利用此优惠条件d则至少oo天购买一次饲料d设
该厂利用此优惠条件d每隔C天dCaood购买一次饲料d平
均每天支付的总费用为Cod

则CoLLC
doCoooCnooodnooooLCoooCoo

LoooC noCnooo
dCaoodC

oCCoLooooCo no
d

o当Caoo时dCCoaod即函数Co在doodnod上是增函数d

o当CLoo时dCo取得最小值为oooC
而oooaoLod

o该厂可以考虑利用此优惠条件C

第oo讲d简单的线性规划问题

例�de解答 dLd不等式CoCnoao表示直线CoCnoL
o上及右下方的点的集合C
CnCao表示直线CnCLo上及右上方的点的集合d

Cao表示直线CLo上及左方的点的集合C

所以不等式组

CoCnoaod

CnCaod

Ca
a
a

a o

表示的平面区域如图所示C

结合图中可行域得Cd ooo
dd do dCddoododC

dod由图形及不等式组知
oCaCaCnod

ooaCao且Cdod d
当CLo时dooaCaod有Lo个整点d
当CLo时dooaCaod有Lo个整点d
当CLL时doLaCaod有o个整点d
当CLo时doaCaod有o个整点d
当CLoL时dLaCaod有o个整点d
当CLoo时doaCaod有o个整点d

o平面区域内的整点共有

ononononLonLoLood个dC
例�变式题dode解析 如图所示d图中阴影部分所在圆
心角所对弧长即为所求C

易知图中两直线的斜率分别是L
o
doLo

d

所以圆心角$即为两直线的所成夹角d

所以ooo$L

L
oo od dLo

LnLo
d od dLo

LLd

所以$L&o
d而圆的半径是od所以弧长是&o

d故选oC

例ode解答 原不等式组表示的平面区域如图所示d其中

CdodLddCdoLdooddCdoododC

dLd设CLoCooCd则CLooC

oCo
d作一组斜率为o

o
的平

行线d由图可知d当它经过C
点时dC值最小d当它经过C
点时dC值最大C
CoooLoodoodooooLoLod

CoooLoodoLdooodoodLLoC
dod设CLConCod则C就是点dCdCd与原点距离的平方d由
图可知dC点到原点的距离最大d而当dCdCd在原点时d距离
为oC
oCoooLdoLdondoodoLoodCoooLoC
例o变式题dode解析 不等式表示的平面区域如图所示
阴影部分d当直线oCnCCLCdoaodCaod过直线CoC
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例题详解!

$$!!!

")与直线’&%-%+")的交点"/!+#时!目标函数1"!&
#$-"!,)!$,)#取得最大值!$!即/!#+$"!$!即$!#’$

"+!而 $! #
’
$ "

$
!#

’" #$ $!#’$
+ "!’+ #

$
!#

!" #$ %

!’
+#$"

$.
+
!故选D"

例$!%+!!解析"作出可行域"如图所示#!可得直线-"
&与直线$&#-#7")的交点使目标函数1"&#’-取得
最大值!

由
-"&!

$&#-#7$ ")
得
&"%7’

!

-"%7’

-

.

/ "

所以代入1"&#’-得!

%7’#’1 %7" #’ "0!

解得7"%+"
例$变式题!"!!#3#!!解析"
"!!’#是直线&%-#$")与直线&#-%/")的交点!作出
线性约束条件所表示的平面区域"如图所示#!显然只有目
标函数的斜率!比直线&%-#$")的斜率大时!目标函数
在"!!’#点才取得最大值!即!,!"

例%!!解答"设第一化工厂每天处理工业废水&万立方

米!需满足
$%&
.))0)"$F

!

)0&0$
-
.

/ "
设第二化工厂每天处理工业废水-万立方米!需满足

)"0"$%&##"!"/%-#
2)) 0)"$F!

)0-0!"/
-
.

/ "
两个化工厂每天处理工业废水总的费用为

!)))&#0))-元"问题即为在约束条件

$%&
.))0)"$F

!

)"0"$%&##"!"/%-#
2)) 0)"$F

)0&0$
)0-0!"

-

.

/ /

下

求目标函数1"$))".&#/-#的最小值"

线性约束条件可化为

&%!!

/&#.-%0!

)0&0$!

)0-0!"/

-

.

/ !
作出其表示的平面区域"如图所示#!可知当目标函数过图

中点# !!" #/. 时!目标函数取最小值"

即第一化工厂每天处理工业废水!万立方米!第二化工厂
每天处理工业废水)"0万立方米!才能使这两个工厂总的
工业废水处理费用最小"

第$!讲!不等式的综合应用

例!!!解答""!#,>"&#"
"$&%!#>"&$#$#%"$&%!#"&$#$#>

"&$#$#$

"%$
"&$%!&%$#
"&$#$#$ "

&函数,"&#在区间,%!!!-上是增函数!

(,>"&#%)在区间,%!!!-上恒成立!
即有&$%!&%$0)在区间,%!!!-上恒成立"
构造函数8"&#"&$%!&%$!

(满足题意的充要条件是
8"!#0)!

8"%!#0$ )
2
!%!%$0)!

!#!%$0$ )
2

%!0!0!!

(所求的集合#",%!!!-"

"$#由题意知$&%!&$#$"
!
&
!得&$%!&%$")"

&!"!$#0,)!(方程恒有两个不等的实根为&!*&$!由根
与系数的关系有’

&!#&$"!!

&!&$$ "%$
2’&!%&$’" "&!#&$#$%/&!&槡 $" !$槡 #0"

&!##!即!#,%!!!-!(’&!%&$’" !$槡 #00’"
要使不等式’$#4’#!%’&!%&$’对任意!## 及4#
,%!!!-恒成立!当且仅当’$#4’#!%’对任意的4#
,%!!!-恒成立"构造函数)"4#"’

$ #4’%$"’4#
"’$%$#%)对任意的4#,%!!!-恒成立的充要条件是

)"!#%)!

)"%!#%
$ )

2
’#’$%$%)!

%’#’$%$%$ )
2’%$或’0%$"

故存在实数’满足题意且$’’’%$或’0%$%为所求

8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8

"



全品高考复习方案 新课标n人教�版�数学n理科n 全品高考网：www.c a n p o i n t.c%n

%D���

例o�w解答n设Lo 的长为a米daCode

 ooLo�
oo
LL

e LL�  aaoo
e

 o矩形LLoo�LodLL� a
o

aoo�

d�d由o矩形LLooC o得 a
o

aooC o
e

 aCoe  aoo oa�  C e即d ao ddao dC e

 o�a�  
或aC e

即Lo 长的取值范围是 oed d  �d e� d�

dod令o� a
o

aoo
e则oo� a

daoodo ao
daoodo � a

dao d
daoodo �

 当a�d e deoo� e

 函数o� a
o

aoo
在d e d上单调递减e

 当a� 时eo� a
o

aoo
取得最大值e

即do矩形LLood   �o d平方米d�
此时Lo� 米eLL� 米�
例o�w解答n由题意可知该直线存在斜率e设方程为oo�
�oda�oddoC de由方程知e直线在a 轴上的截距为

o��ooo
e在o轴上的截距为��ooe得L o��ooo

ed d e

od e��ood�

依题意得
o��ooo � e

��ooC 
C
C

C e
解得oC �

 o��o
d�oL�d�oo�

��o
d ��oo

o
d���oo���o

dd��ood
o

o

��o  o��od d� ��o
do o� d� �

d�d成立的条件是oC 且 o��o
e即o��o

e

 o   � e此时odaooo� � �
例o变式题�w解答nd�d解法一d显然直线斜率存在�
设直线o的方程为doo��odaooddo� de

令o� e得点L oo�o
ed d d令a� e得点od e�oood�

 �oL�d�oo�� �
ood d�� d � oo槡 d�  � oo��od d槡 o

� e当且仅当oo��oo
e即o�o�时取等号e

 所求直线o的方程为oo��o�daoode即a�oo � �

解法二d设Ld�e deod eLdd�C eLC de则o的方程为a��

o
L��

e由于o过点oe

 o��
�
L��

eCCCoL�d�ooeo�deCCCoo�dooeLo�d�

 CCCoLd CCCoo��CCCoL�d�CCCoo�d   �   e
 �CCCoL�d�CCCoo��o CCCoLd CCCoo

�odd�ood dood�do�d dLo�dd

�o��Lo 

�do��Ld o��
�d dL o 

�oL��
o�
L

�o L
��

�d dL
� �

L
dL槡 �� 

e

此时��L� e o的方程为a�oo � �

dod解法一d设直线o的方程为a��
o
L��

d�C eLC de

 o�oe o��
�
L��

e

 �L�oL���o o槡�Le
 �L� �
由题设知�oL�d�oo���L� e当且仅当��oLe
即�� eL�o时取等号�

所以所求直线o的方程为a �
o
o��

e即a�ooo � �

解法二d如图所示e设CoLo�$e$�  e&d do e

则�oL��o� �
   $

e�oo����o   $�

则�oL�d�oo�� � �
   $�    $

� �o �
   $

d    槡 $� e

当且仅当 �
   $�    $

e即   $��o
时等号成立e

则o的斜率o�o�o�

所以o的方程为oo��o�o
daoode即a�ooo � �

例o�w解答nd�d设污水处理池的宽为a米e则长为� oa
米e

则总造价odad�    oa�o � od da �o   oa�   � o

�

��o  a��o   �  a ��o   

��o  a��  d da ��o   

��o   o ad�  槡 a ��o   �     
d元de

当且仅当a��  a
daC de

即a�� 时取等号
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例题详解!

$&!!!

(当长为!+"$米!宽为!)米时!总造价最低!最低总造价为

’000)元"

"$#由限制条件知
)*&0!+!

)*!+$& 0!+
-
.

/
!

(!)!00&0!+"

设8"&#"&#!))& !)!00&0" #!+ "

&8"&#在 !)!0
!, -!+ 上是增函数!

(当&"!)!0
时 此时!+$

&" #"!+ !8"&#有最小值!

即,"&#有最小值"

!$8+1 !)!0#
0))" #0! #!$8+)"’000$"元#"

(当长为!+米!宽为!)!0
米时!总造价最低!最低总造价

为’000$元"
例%变式题!!解答""!#设矩形的另一边长为!=!
则-"/.&#!0)"&%$##!0).$!"$$.&#’+)!%’+)!

由已知&!"’+)!得!"’+)&
!

所以-"$$.&#’+)
$

& %’+)"&,)#"

"$#&&,)!($$.&#’+)
$

& %$ $$.1’+)槡 $"!)0))!

(-"$$.&#’+)
$

& %’+)%!)//)!

当且仅当$$.&"’+)
$

&
时!等号成立"

即当&"$/=时!修建围墙的总费用最小!最小总费用是

!)//)元"

第六单元!平面向量

第$"讲!向量的线性运算

例!!!解答""!#不正确!零向量方向任意&"$#不正确!只
能说明模相等!还有方向&"’#不正确!单位向量的模为!!方
向很多&"/#不正确!有向线段是向量的一种表示形式&
".#正确&"+#正确!向量相等有传递性&"2#不正确!因若""
’!则对不共线的向量!!’也有!K’!’K’&"0#不正确!如图

ABB#." ABB5I!ABB.5" ABBI#&"8#不正确!当!K"!

且方向相反时!即使’!’"’"’!也不能得到!""&
例"!D!!解析"& ABB#I" ABBI.!( ABB#I# ABB.O" ABBI.# ABB.O"
ABBIO" ABB:5!得 ABB#I# ABB.O# ABB5:"’!或 ABB#I# ABB.O# ABB5:" ABB#I#
ABBI:# ABB5:" ABB#:# ABB5:"’!故选D"
例"变式题!*!!解析"因为 ABB.5# ABB.#"$ ABB.*!所以点*
为线段#5的中点!所以应该选*"
例$!!解答""!#证明’& ABB#."!#"!ABB.5"$!#0"!
ABB5I"’"!%"#!

( ABB.I" ABB.5# ABB5I"$!#0"#’"!%"#
"$!#0"#’!%’"
"."!#"#". ABB#."
( ABB#.*ABB.I共线!
又&它们有公共点.!

(#*.*I三点共线"
"$#&7!#"与!#7"共线!

(存在实数"!使7!#""""!#7"#!
即7!#"""!#"7""
("7%"#!"""7%!#""
&!*"是不共线的两个非零向量!

(7%"""7%!")!(7$%!")"
(7"-!"

例$变式题!!解答"设 ABBG#"!!ABBG."4"!ABBG5"!’
"!#"#!

( ABB#5" ABBG5% ABBG#"%$’!#
!
’"
!

ABB#." ABBG.% ABBG#"4"%!"
要使#*.*5三点共线!
只需 ABB#5"" ABB#.!

即%$’!#
!
’"""4"%"!

!

(有
%$’"%"

!

!
’""4
-

.

/
!

(
""$’

!

4"!$

-

.

/ "

(当4"!$
时!三向量终点在同一直线上"

例%!*!!解析"由向量加法的平行四边形法则!知!*"可
构成菱形的两条相邻边!且!*"起点处的对角线长等于菱
形的边长!故选择*"
例%变式题!!解答"充分性!由 ABB*5" ABB’*## ABB)*.!’#)
"!!得
ABB*## ABB#5" ABB’*##)"ABB*## ABB#.#
""’#)#ABB*## ABB)#." ABB*## ABB)#.!
( ABB#5" ABB)#."
(#*.*5三点共线"
必要性’由 #*.*5 三点共线知!存在常数"!使得 ABB#5"
" ABB#.!
即 ABB#*# ABB*5"""ABB#*# ABB*.#!
ABB*5"""%!#ABB#*#" ABB*.""!%"#ABB*##" ABB*.!
取’"!%"!)""!’#)"!!
ABB*5" ABB’*## ABB)*."

第$$讲!平面向量基本定理及向量坐标运算

例!!!解答"作I:C#.!交#.延长线于:!设#."#5

"!2.5"IO 槡" $!&<IO."+)6!(.I"槡+$
!

由<I.:"/.6!解得I:".:"槡+$1
槡$
$"
槡’
$
!

故&"!#槡’$
!-"槡’$
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%D���

例o变式题�w解答n证明L设  aadCode aadCode

则  aadCo�o
e aadCo  aadCeo�o

�
o
e aadCo  aadCeo  aaL LdC

o�o
 aadCo�o

 aadCo�o
 aadde

由题设知  aadCo  aaddeooo
 aaddo�o

 aadCo�o
 aadCe

o  aaddooodo
o
od�

由于ded是平面dCC的基向量e所以 aadd是唯一的一个向量e即
�dCC所在平面内只有唯一的一点d使得C与d重合�
例o�o�w解析ndodoeoe�odoee由�odo�o及向量的
性质可知o正确�
例o变式题�o�w解析nodoeoe�eedoe�eoee

odo"doeoo"e�oo"ee

o�do"d�o eoo"eooe�oo"e槡 o

o o"oe eoo
o

o槡 o
o
e

故当"oooo
时e�do"d�取得最小值 槡o oo

e选o�

例o�o�w解析n方法一L因为doe�e�eedoeoedee所以d
odoeoedo�eeodoodoeoeodooee由于dod与odood
平行e得oedo�eooeodooeooe解得doo�
方法二L因为dod与odood平行e则存在实数"e使dodo
"eodoodee即eo"o�edoeo"o�ede根据向量共线的条件
知e向量d与d共线e故doo�
例o变式题�w解答n方法一L设  aaCdo  aaCCCoCeoeoeoeoCe
oCee则
 aaddo  aaCdo  aaCdoeoCeoCeoeoeoeoeoCooeoCe�
 aadCoeoeoeoeoeoeoeooeoe�
由  aadde aadC共线的充要条件知eoCooeooooCoeooeooe

解得Cooo�

o  aaCdoeoCeoCeoeoeoe�od点坐标为eoeoe�
方法二L设dededee则  aaCdoededee aaCCoeoeoe�
o  aaCde aaCC共线eoodoodoo� !
又  aaCdoedooedooee aaCdoeoeooee
且向量  aaCdL aaCd共线�
oooedooeooeoodeoo� "
解!"组成的方程组e得dooedooe

o点d的坐标为eoeoe�
例o�w解答ne�e因为dade所以oooo’oooo’ooooo’e

于是oooo’oooo’e故ooo’o�o�

eoe由�d�o�d�知eoooo’oeooo’ooooo’eoooe
所以�oooooo’oooooo’oo�
从而oooooo’ooe�ooooo’eooe即oooo’ooooo’oo�e

于是oooo’o&e eo oo槡oo�

又由o�’�&知e&o�o’o
&
o�
o&
o
e

所以o’o&oo
o&
o
e或o’o&oo

o&
o�

因此’o&o
e或’oo&o�

例o变式题�w解答ne�e aaCdo  aaCdo  aaCdCoe�ooCeoooCee

若d在d轴上e只需oooCooeoCoooo
e若d在d轴上e

只需 �ooCooeoCo o �o
e若 d 在 第 二 象 限e只

需
�ooC�oe

oooC�oe e

oooo�C�o
�
o�

eoeo  aaCdoe�eoee aadCoeoooCeoooCee若CdCd为平行四
边形e
则  aaCdo  aadCe

由于
oooCo�e

oooCe oo
无解e故四边形CdCd 不能构成平行四

边形�

第oo讲�平面向量的数量积

例o�w解答ne�e错e应为零向量eeoe对eeoe错e数量积运
算不满足L消去律Leeoe错e当d与dod垂直时也成立eeoe
错e数量积不满足结合律eeoe对�
例o 变式题 �o� w解析n 假设d 与d 的夹角为’e

!dLd!o LdLLLdLL ! oooLdedL! oLdLL
LdLL!oooeoooo’e!oLdLLLdLLooo’e即为以de

d为邻边的平行四边形的面积e故选o�

例o�e�eo�eoeo�w解析ne�edLd 槡ooo oo槡oooo�

eoe由已知�d�ooe�dood�oodooodLdoodoooooooo

�oooooooooo�o�o�dood� 槡oo o�
例o变式题�e�eo�eoeo�w解析ne�e由已知  aaddoo  aadd
知ed为�dCC的重心e根据向量的加法e aadCo  aadCoo  aadde
则  aaddLe aadCo  aadCeoo  aaddL  aaddoo� aadd��  aadd�oooooooo
o
oo

�
oo�o

o
o�

eoedooodo�odooood�dooooe�oooooooeoooe

所以�do� 槡oo oe选o�
例o�o�w解析n因为由条件得dLdodoooe所以dLdo
oodoooe设ded夹角为$e则dLdo�d�L�d�ooo$o�ooo

ooo$e所以ooo$o�o
e所以$o&o�

例o变式题�o�w解析n由关于d的方程doo�d�dodLd
oo有实根e得�d�ooodLd�oe而dLdo�d��d�ooo’e

oooo’�

�
o�d�

o

�
o�d�

o
o�o

eo’� &
o
eL L& �

例o�w解答ne�e证明LodLd 槡o oo�oo
eo�eo槡oooo

e

odad�
eoeodadeodLdooe

oLdoeCoooedLLeoCdoCd
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例题详解!

$’!!!

"%7!$#,4%7"4$%’#-!."#4"4$%’#"$")"
&’!’"$!’"’"!!!C""

(%71/#4"4$%’#")!即7"!/
"4’%’4#"4")#"

"’#由"$#和,"4#"!/
"4’%’4#得

,>"4#"!/
"’4$%’#!令,>"4#,)得4,!或4*%!!

令,>"4#*)得%!*4*!且4")"
(函数7","4#的单调递增区间为"!!#3#和"%3!%!#"
单调递减区间为"%!!)#和")!!#"
例%变式题!!7!!解析"由’ABBG#’"’ABBG.’"’ABBG5’知!G为
;#.5的外心&由 ABB(## ABB(.# ABB(5"’知!( 为;#.5的重
心&& ABB*#. ABB*." ABB*.. ABB*5!("ABB*#% ABB*5#. ABB*.")!( ABB5#.
ABB*.")!( ABB5#C ABB*.!(.*C#5!
同理!#*C.5!(*为;#.5的垂心!选7"
例%变式题"!,!!解析"不妨设’""’!)#!则!#’"
"!#’!$#)#!!#"""’!%!#!对于"’#!#K"!则有%’"!
#’#"$"$#)#&又’C"!#"#!则有’’%)")!则有’"

%28
!)"%2’"

第七单元!立体几何

第$(讲!空间几何体的三视图和直观图

例!!!解答"三视图如图所示’

例"!7!!解析"该空间几何体由一圆柱和一正四棱锥组
成!圆柱的底面半径为!!高为$!体积为$&&四棱锥的底面

边长为槡$!高为槡’!所以体积为!’1
"槡$#$ 槡1 ’" 槡$ ’

’ "所以

该几何体的体积为$&# 槡$ ’
’ "

例"变式题!槡’!!解析"由三视图可知!该几何体为横放
的三棱柱!底面是底边为$!高为!的三角形!棱柱的高为’"

(由已知可得!$1$1! 槡1’"’ ’!(! 槡" ’"

例$!槡+!+!
!解析"如图"!#*"$#所示的为实际图形和直

观图"

由图"$#可知#."#>.>"!!G>5>"!$G5"
槡’
/
!在图"$#中

作5>*>C#>.>于*>点!则有5>*>"槡$$G>5>"
槡+
0"

(0;#>.>5>"
!
$’#>.>’’5>*>’"

!
$1!1

槡+
0"
槡+
!+"

例$变式题!!解答"直观图中!三角形的底边为!!高为

槡’
$
!(平面图中!三角形的底边为!!高为槡+!(平面图中三

角形的面积为!
$ 槡1!1 +"槡+$"

例%!!解答""!#侧视图同正视图!如图所示"

"$#该安全标识墩的体积为

A"A*%O:PH#A#.5I%O:PH

"!’1/)
$1+)#/)$1$)"’$)))#’$)))"+/)))";=’#"

第$)讲!空间几何体的表面积与体积

例!!!"#$!!解析"由多面体的定义可知!"#均正
确!而$棱台是由棱锥所截而得!所以$也正确"
例!变式题!!"!!解析"注意到过球心的条件!易判断

#$不合题意!!"正确"
例"!$)&!!解析"在;#.5中!#."#5"$!<.#5"

!$)6!得角."’)6!在;#.5中由正弦定理得 #5?@A’)6"$3
!可

得;#.5外接圆半径3"$!设此圆圆心为G>!球心为G!在

KH;G.G>中!GG>"!!易得球半径B 槡" .!故此球的表面积
为/&B$"$)&"
例"变式题!7!!解析"由三视图可知!该几何体由一个
半球和一个圆柱组成!球半径为!!圆柱的高和底面半径均

为!!故该几何体的体积为!$1
/
’1&1!

’#&1!$1!"

.
’&"

例$! 槡. $!!解析"把面#!5!.沿.5! 展开与;5.5! 在
同一个平面上!连#!5!如图所示
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%D���

o we oadCode aCdo a � 

槡a ad
owe� �oadCode� �aCd

ow  �e�a�oCo�
在�  �e�中d利用余弦定理

e� aae� a�a  a�aa  �d

e� �dddw  �e�aCC�

oe� 槡aCad即 eaee�的最小值为 槡Ca�
例$变式题�!解答"如图所示d将正方
体六个面展开d从图中 到  d两点之间
线段最短d而且依次经过棱oo�do� �d

 � �d � d e上的中点d所求的最小值

为 槡o a�
例%�!解答"如图ddd所示d取等边三角形三边的中点ed

od d连接eodo d ed原三角形三条中位线d得�eo d以
中位线为折线折起三角形d使三角形三顶点重合d则得侧棱
长与底面边长都等于�的三棱锥oaeo d如图ddd所示dd
作o w平面eo d则易证点 是�eo 的重心d连接  
并延长交eo 于 d则 是eo 的中点d连接o �

ddd
���

ddd

o 是�eo 的重心d

o  aao  a
a
oC
槡o
aC�a

槡o
o
d

在dd�o  中do a�do a o aa  槡 aa �a槡 �
oa
槡C
o
d

o 三棱锥oaeo a �oo�eo Co a
�
o C

�
a  CeoCo 

a�CC
槡o
aC�C

槡C
oa
槡a
�a�

第$-讲�平面的基本性质

例!�$�!解析"由基本性质a知d不共线的三点才能确
定一个平面d所以知命题!"均错d"中有可能出现两平面
只有一条公共线d当这三个公共点共线时d�#空间两两相
交的三条直线有三个交点或一个交点d若为三个交点d则这
三线共面d若只有一个交点d则可能确定一个平面或三个平
面�%中平行四边形及梯形由基本性质a可得必为平面图
形d而四边形有可能是空间四边形d如图所示�

)如图所示四边形e  o  中de  a  o ao  a ed但
它不是平行四边形d所以)也错�正确的命题只有$�

例"�!解答"由已知eo的延长线交平面$于点ed根据基
本性质od平面eo 与面$必有交线d设为 �
oe�直线eod

oe�面eo �
又oeo�面$aed

oe�面$d

oe是面eo 与面$的公共点�
o面eo �面$a d

oe� �同理 � d � d

oed d 三点共线�
例$�!解答"o d 分别是eode 的中点d

o  wo d  a�ao 
d

又o 
  a

  
  aa

d

o  wo d  a�oo 
d

o四边形    是梯形d设两腰  d  相交于点 �
o  w平面eo d  w平面e  d

o �平面eo d且 �平面e  d
又平面eo �平面e  ae d

o �e do直线  d  de 相交于一点 �
例%�!解答"已知d直线�ded d d�与e相交d�� aede
� aod如图所示d�
求证d直线�ded d 共面�
证明do�与e相交d

o直线�de确定一平面$�
又o�� aedoe���
又o�w平面$doe�平面$�
同理o�平面$�
又oe�直线 do�直线 d

o直线 w平面$�
同理得直线 w平面$d
即�ded d 四条直线共面�
例(�o�!解析"连接oe�d因为e� �与o 平行且相等d

所以  �woe�d因此we o 就是所求异面直线所成的

角�在� oe� 中d易知  o 槡a aeode� aeode�oa

槡Ceod故由余弦定理求得dddwe o a 槡o �C
�C �

例(变式题!�C�!解析"连接o d因为 ede 为棱eo
与e 的中点d所以eewo d所以w o � 为所求的角d

设正方体的棱长为 �d在直角三角形  o � 中d
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例题详解!

$*!!!

;B?<I.I!"槡+’"

例(变式题"!!解答"假设 %O 与.( 共面!则平面

%.O( 交平面I5O: 于O(!由已知!I5K%.!所以I5
K平面%.O(!所以I5KO(!这与( 为I: 中点矛盾!所
以假设不成立!所以%O与.( 是异面直线"

第$*讲!空间中的平行关系

例!!!解答"证法一’在直四棱柱#.5I%#!.!5!I! 中!

取#!.!的中点:!!连接#!I!5!:!!5:!"
因为#."$5I!且#.K5I!
所以5IL#!:!!#!:!5I为平行四边形!
所以5:!K#!I"
又因为O*O!分别是棱#I*##!的中点!
所以OO!K#!I!
所以5:!KOO!!又因为:!5>平面:55!!
所以直线OO!K平面:55!"

证法二’由已知!II!K55!!所以II!K平面:55!"
又#.K5I!#."$5I!所以I5L#:!
所以四边形#:5I是平行四边形!所以#IK:5!
所以#IK平面:55!"
又#I&II!"I!所以平面#!#II!K平面:55!"
因为OO!>平面#!#II!!
所以OO!K平面:55!"
例!变式题!!解答""!#俯视图如图所示"

"$#所求多面体的体积A"A长方体%A正三棱锥"/1/1+%
!
’1

!
$" #1$1$ 1$"$0/’

";=’#"

"’#如图所示!在长方体#.5I%#>.>5>I>中!连接#I>!则

#I>K.5>"

因为O!P分别为##>!#>I>的中点!
所以#I>KOP!从而OPK.5>!
又OP>平面O:P!.5>M平面O:P!
所以.5>K平面O:P"

例"!!解答"&*%L%#".=L=#".L0!

(%=K*.!(%=K平面*.5"
连接#( 并延长交.5于O!连接*O"
&#IK.5!(O(L(#".(
L(I".L0!

(O(L(#"*%L%#!

( %( K *O!( %( K 平
面*.5"
&%(&%="%!*O&*."*!

%(>平面%(=!%=>平面%(=!

(平面%(=K平面*.5"
例"变式题!!解答""!#如图所示!连接*P!**P$**P’并
延长分别与边 #.*.5*#5 交于点I*O*:!连接 IO*

O:*:I"
则有*P!L*I"$L’!

*P$L*O"$L’!

(P!P$KIO"
又P!P$不在平面#.5内!

(P!P$K平面#.5"
同理P$P’K平面#.5"
又&P!P$&P$P’"P$!

(平面P!P$P’K平面#.5"

"$#由"!#知*P!*I"
*P$
*O"

$
’
!(P!P$"$’IO"

又IO"!$#5
!(P!P$"!’#5"

同理P$P’"!’#.
!P!P’"!’.5"

(;P!P$P’N;5#.!
其相似比为!L’!

(0;P!P$P’ L0;#.5"!L8"

第$+讲!空间中的垂直关系

例!!!解答""!#取#.中点O!连接0O!IO"
在KH;#.5中!I*O分别为#5*#.的中点!
故IOK.5!且IOC#.!

&0#"0.!

(;0#.为等腰三角形!

(0OC#."
&IOC#.!0O&IO"O!

(#.C面0IO"
而0I>面0IO!

(#.C0I"
在;0#5 中!0#"05!I 为

#5的中点!

(0IC#5"
又&0IC#.!#5&#."#!

(0IC平面#.5"
"$#若#.".5!则.IC#5"
由"!#可知!0IC面#.5!
而.I>面#.5
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oodLodd
Code o�d!oodL平面o od
例!变式题�!解答"设eo所在平面为$!由已知条件知

  L$!而oo在$内!所以  Lood
因为点o是圆周上不同于 !o的任意一点! o 是eo的
直径!
所以eoo 是直角!即ooL od
又因为  与 o是e  o所在平面内的两条相交直线!
所以ooL平面  o!故ooL dd
又 dL o! oeoo�o!
所以 dL平面 ood
例"�!解答""�#C四边形 ood是正方形!o oLodd
C dL底面 ood!

o dL o!o oL平面 do!

o平面 doL平面 dod
"�#设 o交od 于点o!连接odd
由"�#知 oL平面 do于o!

oe do为 d 与平面 do 所的角d
Co!d分别为do* o的中点!

oodL d!od��� d
!

又C dL底面 ood!

oodL底面 ood!odL od

在ooe od中!od��� d�
槡�
� o� o

!

oe do�ooo!即  d 与平面 do 所成的角的大小
为oood
例$�!解答""�#在e od 中!C o��! d�o!ed o
�ooo!

ood�  o�� d��� o. doooe槡 d o 槡�� C!

o o��od�� d�!

o oLdod
又C平面dodL平面 od!
平面dode平面 od�od! oe平面 od!

o oL平面dod!

Cdde平面dod!

o oLddd
"�#由"�#知! oL o!odL o!
从而odLod!即ddLodd

在ooedod中!Cdo 槡�� C!dd�do� o��!

ooedod�
�
�do

.dd 槡�� Cd

又C oL平面dod!ode平面dod!

o oLod!

Cod�oo� d�o!

ooe od�
�
� o

.od�od

CddLod!平面dodL平面 od!

oddL平面 od!而 de平面 od!

oddL d!

ooe dd�
�
� d

.dd�od

综上所述!三棱锥d� od的侧面积o 槡�o�� Cd
例$变式题�!解答""�#C oL平面ood!

o oLod!

CodLoo且 oeoo�o!

oodL平面 ood

又C d o�
 o
 d�"

"oe"e�#!

o不论"为何值!恒有doLod!

odoL平面 oo!Cdoe平面odo!

o不论"为何值恒有平面odoL平面 ood
"�#由"�#知!odLdo!又平面odoL平面 od!

oodL平面 od!oodL od
Coo�od��!eood�ooo!e do�ooo!

ood 槡� �! o 槡 槡� �oooooo� o!

o o�  o��oo槡 � 槡� o!

由 o�� d. o得 d�o
槡o
!o"� d o�

o
o
!

故当"�oo
时!平面odoL平面 odd

例%�!解答""�#C  L底面 oo!

o  Lood
又eoo �ooo!o oLood
oooL平面  od
"�#Cd为 o 的中点!ddLoo!

odd���oo
!

又由"�#知!ooL平面  o!

oddL平面  o!垂足为点dd
oed d是 d 与平面  o所成的角!

C  L底面 oo!

o  L o!又  � o!

oe o 为等腰直角三角形!

o d�槡�� o
!

Ce oo�ooo!

ooo��� od

o在ooe dd中!oooed d�dd d�
oo
� d�

槡�
o
!

o d与平面  o所成的角的正弦值是槡�od

"C#CddLoo!又由"�#知!ooL平面  o!

oddL平面  o!
又C de平面  o! de平面  o!

oddL d!ddL d!

oe d 为二面角 �dd� 的平面角!

o在棱  o 上存在一点d!使得  dL o!这时e d 
�ooo!
故存在点d使得二面角 �dd� 是直二面角
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例题详解!

%!!!!

例%变式题!!解答""!#&#.5I%#!.!5!I! 为直四
棱柱!

(I!IC平面#.5I!

(.5CI!I"
&#.K5I!#.C#I!

(四边形#.5I为直角梯形!
又&#."#I"!!5I"$!
可知.5CI."
&I!I&I."I!
(.5C平面I!I."
"$#取I5中点O!连接.O!I!O"
&I.".5!

(.OC5I"
&#.5I%#!.!5!I!为直四棱柱!

(平面#.5IC平面I!I55!!

(.OC平面I!I55!!

(I!O为I!.在平面I!I55!上的射影!

(<.I!O为所求角"
在KH;I!.O中!.O"!!I!O 槡" .!

H9A<.I!O".OI!O"
槡.
."

(所求角的正切值为槡.."

第%’讲!空间向量及运算

例!!!解答" ABBGP" ABBG%# ABB%P" ABBG%#$’
ABB%(

"!$
ABBG##$’

"ABBG(% ABBG%#

"!$
ABBG##$’

!
$
"ABBG.# ABBG5#%!$

ABB, -G#

"!$
ABBG##!’

"ABBG.# ABBG5#%!’
ABBG#

"!+
ABBG##!’

ABBG.#!’
ABBG5!

( ABBGP"!+
ABBG##!’

ABBG.#!’
ABBG5"

例!变式题!!解答"& ABB#:" ABB#5# ABB5:" ABB#5#!$5I
ABB
!

""ABB#I# ABB#.##!$
"##ABB !% ABB#.#

" ABB#I#!$
ABB#.#!$##

ABB
!!

(&"!$
!-"!$

!(&%-")"

例"!!解答""!#设点I"&!-!1#!
ABBI.""%&!!%-!%1#!ABB#5""%!!)!$#!ABBI5""%&!%-!
$%1#!ABB#.""%!!!!)#!
由已知可得 ABBI.K ABB#5!ABBI5K ABB#.!

即

%&
%!"

%1
$
!

%&
%!"

%-
!
!

!%-")!

$%1

-

.

/ ")

2

&"%!!

-"!!

1
-
.

/ "$
2I"%!!!!$#"

"$#& ABB#I""&%!!-!1#!ABB.5"")!%!!$#!
又&I.C#5!I5C#.!且#I".5!

( ABBI.C ABB#5!ABBI5C ABB#.!且’ABB#I’"’ABB.5’"

(
&%$1")!

&%-")!

&" #%! $#-$#1$
-
.

/ ".
2

&" 槡/#/ !)
8

!

-" 槡/#/ !)
8

!

1" 槡$#$ !)

-

.

/ 8

或

&" 槡/%/ !)
8

!

-" 槡/%/ !)
8

!

1" 槡$%$ !)
8

-

.

/ "

(I 槡/#/ !)
8

! 槡/#/ !)
8

! 槡$#$ !)" #8
或

I 槡/%/ !)
8

! 槡/%/ !)
8

! 槡$%$ !)" #8
"

例"变式题!!解答""!#&&与!共线!故可设&"7!!
由!.&"%!0得

!.7!"7’!’$"7"槡/#!#/#$"87"%!0!
故7"%$"
(&"%$!""%/!$!%/#"
"$#设*"&!-!1#!则 ABB#*""&%$!-#!!1%$#!
ABB#.""$!+!%’#!ABB#5""%/!’!!#!

("&%$!-#!!1%$#"!$
,"$!+!%’#%"%/!’!!#-

"!$
"+!’!%/#" ’!’$

!" #%$ !

(

&%$"’!

-#!"’$
!

1%$"%$

-

.

/ !

解得

&".!

-"!$
!

1")

-

.

/ "

(*点坐标为 .!!$
!" #) "

"’#!!."""’!.!%/#."$!!!0#

"’1$#.1!%/10"%$!"

"&’!’" ’$#.$#"%/#槡 $ 槡" .)!

’"’" $$#!$#0槡 $ 槡" +8"

(;B?2!!"3" !
."

’!’’"’"
%$!

槡.).槡+8
"% 槡2 !’0

$’) "

#取1轴上的单位向量)"")!)!!#!!#""".!+!/#"

依题意
""!##"#.)")!
""!##"#."!#"#".’
$ !

即
"’"#$#!."##!%/"#0##.")!)!!#")!
"’"#$#!."##!%/"#0##.".!+!/#".’
$ !

故
%/"#0#")!

$8"#/0#".’
$ !

解得
""!!

#"
!
$

-
.

/ "

例$!!解答""!#依题意得.")!!!)#!("!!)!!#!

(’ABB.(’" "!%)#$#")%!#$#"!%)#槡 $ 槡" ’
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%D!!!

aodLoaoeCeode aCeoeCde aCeCeCde oaCeoeode

o LABB ooaoeooeode  ABB ooaCeoeode

o LABB od  ABB oooe’ LABB o’ 槡o Ce’  ABB o’ 槡o C�

oCCCd LABB oe  ABB odo
 LABB od  ABB o

’ LABB o’’  ABB o’
o槡oCoC �

aodo oaCeCeodeL o
o
eo
o
ea do e

oLoABB oaooeoeoode oABBLo o
o
eo
o
ea dC e

oLoABB d oABBLoCe
oLo C oL�

第%!讲!空间向量解决线面位置关系

例!!!解答"由平面L   C平面L   eL CL e得

L C平面L   e以L 为坐标原点e射线L 为L 轴正半
轴e射线L 为L轴正半轴e射线L 为 轴正半轴e建立如
图所示的直角坐标系LoLL �
设L o�e  oLe  o e则

 a�eCeCde a�eLeCde a�eCe de

 aCeoLeCde aCeCeo de
ABB  oaCeLeo deABB  oaCeoLe
oo de

故 ABB  ooo
ABB  e从而由点 3  e

得  K  e
故 d d d 四点共面�
例!变式题!!解答"如图所示eo e 分别为L eL 的
中点e

o  Loo  
e同理  Loo  

eo  L  �

从而四边形    为平行四边形e故其对
角线  e  相交于一点 e且 为它们
的中点e连接 Le  �只要能证明向量 ABB L
oo ABB  就可以说明Le e 三点共线且 
为L 的中点�事实上eABB Lo ABB  o ABB LeABB  
o ABB  o ABB  e而 为  的中点e

o ABB  o ABB  o’e LLoo  
e  Loo  

e

o ABB Looo
ABB  eABB  ooo

ABB  �

o ABB Lo ABB  o ABB  o ABB  o ABB Lo ABB  o’ooo
ABB  ooo

ABB  o’�

o ABB Loo ABB  eoL 经过 点e且 为L 的中点�
o命题得证�
例"!!解答"如图所示e连接 Le以 为坐标原点e分别以

  d  d L所在直线为L 轴eL轴e 轴e建立空间直角坐
标系 oLL e
则 aCeCeCdeLaCeoCeCde aCe

CeCde aCeCeCdeLaCeCeCde

 aCeoCeode aCeCeode
由题意得e aCeCeCde

o ABB  oaCeCeCdeABB  oaCeoCe

ode
设平面   的法向量为)oaLeLe de

则
)d ABB  oCe

)d ABB  oCd e

即
CLoCe

oCLoo oCd �
取LoCeLooe oC得平面   的法向量为)oaCeoeCd�
o ABB  oaoCeCeoodeo)d ABB  oCe
又直线  不在平面   内e

o  K平面   �
例"变式题!!解答"以点 为原点e Le  e  所在直线
为坐标轴e建立空间直角坐标系e

则 aCeCeCde aCe�eCdeLa槡o�eCeCde

 槡o�
o
eooo�

ea dC e aCeCe�de a槡o�eCe�de

oLLM平面   e

oLLK平面   = ABBLL与 ABB  dABB  共面e
也等价于存在实数LdLe使 ABBLL
o ABBL  o ABBL  �
设 ABB Lo ABB   e

o ABB  oa 槡o o�eCeCde

o ABB Loa 槡o o� eCeCde
o ABBLL o ABBL o ABB L o

a 槡o o� eCe�d�!

又 ABB  o 槡o
o�
eooo�

eoa d� eABB  oaCe�eo�de

从而 要 使 得 a 槡o o� eCe�do L aCe�eo�do

L 槡o
o�
eooo�

eoa d� 成立e

需

槡o o� o槡oo�L
e

CoL�ooo�L
e

�oo�Lo�L

-

.

/ e

解得 ooo
e

o当 Lo槡oo�
时eLLK平面   �

例$!!解答"如图所示e以 为原点建立空间直角坐标系

 oLL e
设L o�eL o e
则La�eCeCde a�e�eCde aCe�eCde aCeCeCdeLaCeCe d�
证法一do ABBL oao�e�eCdeABB LoaCeCe deABB  oa�e�eCde
o ABBL d ABB LoCeABBL d ABB  oCe
oL C LeL C  e

oL C平面L  e
又L >面L  e

o平面L  C平面L  �
证法二do点 在L 上e可设 ABBL 
o" ABBL e
o a"�e"�eaoo"d de

o ABBL oaa"ood�e"�eaoo"d 
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例题详解!

%$!!!

ABB5O"""!!""%!#!!"!%"#?#"
设平面#O5的法向量为)""&!-!1#!
则). ABB#O")!). ABB5O")!

(可取)" !!!!
"$"%!#!
""%!#" #? !

又 ABB#5""%!!!!)#是平面*I.的法向量!
). ABB#5")!
(平面#O5C平面*I."
例$变式题!!解答"取I为原点!I#*I5*II!为&轴*-
轴*1轴建立空间直角坐标系!取正方体棱长为$!则#"$!)!

)#*#!"$!)!$#*I!")!)!$#*O"$!$!!#*:")!!!)#"
"!#证明’& ABBI#.I!ABB:""$!)!)#.")!!!%$#")!
(#ICI!:"
"$#& ABB#O.I!ABB:"")!$!!#.")!!!%$#")!
(#OCI!:!即#O与I!:所成角为8)6"
"’#证明’& ABBIO.I!ABB:""$!$!!#.")!!!%$#")!
(IOCI!:"
又&#OCI!:!(I!:C面#OI"
&I!:>面#!I!:!

(面#OIC面#!I!:"

第%"讲!空间角与距离的求法

例!!!解答"作#*C5I 于点*!如图所示!分别以#.!

#*!#G所在直线为&!-!1轴建立坐标系!

则有#")!)!)#!."!!)!)#!* )!槡$$
!" #) !I %槡$$

!槡$
$
!" #) !

G")!)!$#!%")!)!!#!( !%槡$/
!槡$
/
!" #) "

"!#ABB%(" !%槡$/
!槡$
/
!" #%! !ABBG*" )!槡$$

!" #%$ !

ABBGI" %槡$$
!槡$
$
!" #%$ !

设平面G5I的法向量为)""&!-!1#!
则). ABBG*")!). ABBGI")!

即

槡$
$-%$1")

!

%槡$$&#
槡$
$-%$1")

-

.

/ "

取1 槡" $!解得)"")!/!槡$#"

& ABB%(.)" !%槡$/
!槡$
/
!" #%! .")!/!槡$#")!

(%(K平面G5I"
"$#设#.与%I 所成的角为’"

& ABB#.""!!)!)#!ABB%I" %槡$$
!槡$
$
!" #%! !

(;B?’"
ABB#.. ABB%I
ABB#. . ABB%I "!$

!

(’"&’
!

(#.与%I 所成角的大小为&’"

例!变式题!!解答"& ABB5I$"’ABB5I’$!

(’ABB5I’" ABB5I槡 $" "ABB5## ABB#.# ABB.I#槡 $"
ABB5#$#ABB#.$#ABB.I$#$ABB5#.ABB.I#$ABB5#.ABB#.#$ABB#..ABB槡 .I

" +$#/$#0$#$1+10.槡 槡;B?!$)6"$ !2!

故5I 槡"$ !2"

由 ;B?2ABB#.!ABB5I3"
ABB#..ABB5I

’ABB#.’.’ABB5I’
"
ABB#."ABB5##ABB#.#ABB.I#
’ABB#.’.’ABB5I’

"

"ABB#.#$

’ABB#.’.’ABB5I’
"’
ABB#.’

’ABB5I’
" 槡$ !2
!2

!

(#.与5I 所成角的余弦值为 槡$ !2
!2 "

例"!!解答""!#由正三棱柱#.5%#!.!5!的性质知##!
C平面#.5"又IO>平面#.5!所以IOC##!"
而IOC#!O!##!&#!O"#!!
所以IOC平面#55!#!"
又IO>平面#!IO!
故平面#!IOC平面#55!#!"
"$#如图所示!设G是#5 的中点!以G为原点建立空间直
角坐标系!则相关各点的坐标分别

是#"$!)!)#!#!"$!)!槡2#!I"%!!

槡’!)#!O"%!!)!)#"
易知#!ABBI""%’!槡’! 槡% 2#!ABBIO"
")! 槡% ’!)#!ABB#I""%’!槡’!)#"
设)""&!-!1#是平面#!IO的一
个法向量!则

). ABBIO 槡"% ’-")!

).#!ABBI"%’& 槡# ’- 槡% 21")
-
.

/ "

解得&"%槡2’1
!-")"

故可取)""槡2!)!%’#"

于是;B?2)!ABB#I3" ). ABB#I
’)’.’ABB#I’

" 槡%’ 2
槡/1$ ’
"%槡$!0 "

由此即知!直线#I和平面#!IO所成角的正弦值为槡$!0 "

例"变式题!!解答"设正方体棱长为!!以 ABBI#!ABBI5!IIABB !

为单位正交基底!建立如图所示坐标系I%&-1!则各点的

坐标 分 别 为 I ")!)!)#!.! !!!!" #! !O )!!/
!" #! !

: !
$
!!!" #) !

所以I.ABB !""!!!!!#!ABBO:" !
$
!’
/
!" #%! !

因为I.ABB !为平面I!#5的法向量
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%%���

DownLodee Codee onC Lodee Co dee o
�Lodee C��dee o�

C

CCCCCCC
C
CCCCC

槡CC C
CC

C
CC槡 CC

C槡CCCC �

所以直线 o 与平面LC�o所成角

的正弦值为槡CC
CC �

例$�!解答"如图所示o建立空间直角坐标系o则�oCoCo

CooooCoCoCoo�CoCoCoCoooCoCoCoCoooCoCoCoCoo设�o的
中点为�o

Co�e�ooo�eooCo

Co�e平面�CoCoo

即 deeo�CoCoCoCo是平面�CoCo的一个
法向量�
设平面�CoCo的一个法向量是)Co�o

�oooo

C�Cdeeo C oCCoCoCCoo�Codee C C
oCCoCoCoo�
C)o�Codee CCCC�CCo)o�Codee CCCC�CC�CCoCCo
令oCCo解得�CCo�CCo

C)CoCoCoCo�
设法向量)与 deeo�夹角为)o二面角oCC�CoCoC 的大小为
’o显然’为锐角o

CDow’C�Dow)�C
�)o deeo��
�)�� deeo��

CCC
o

解得’C&C�

C二面角oCC�CoCoC的大小为&C�

例%�!解答"如图所示o过L 作L e�oo垂足为 o过o
作ooe�oo垂足为o�

C�o 槡CC Co�LCCo

CL Coo 槡C Co oCCo
又二面角LC�oCo为CCCo

L e�ooooe�oo
则ndeeL odeeoonCCCCCo
C deeLoC deeL C dee oC deeooo
C�deeLo�CCodeeL C dee oC deeoooCC�deeL �CC�dee o�CC�deeoo�CC
C deeL o dee oCC dee oo deeooCC deeL o deeoo

槡 槡CCCCCCCCC CC CoDowCCCCCCo

C�deeLo� 槡C C�

例%变式题�!解答"如图所示o因为��oLCCCCo

所以 dee�oo deeoLCC�同理odeeo�o dee�oCC�
因为�o与oL 成CCC角o
所以ndeeo�odeeoLnCCCC或CCCC�
因为 deeoLC deeo�C dee�oC deeoLo
所以oLdee CCo�dee CC�odee CCoLdee CCC deeo�o dee�oCC deeo�o deeoLC
C dee�oo deeoLCo�dee CC�odee CCoLdee CCC deeo�o deeoLCCCCCCC

CCDowndeeo�odeeoLnC
Condeeo�odeeoLnCCCCoo

Condeeo�odeeoLnCCCCCoo �

所以�deeoL�CC或槡Co

即ooL间的距离为C或槡C�
例(�!解答"oCo依题设知o�o是所作球面的直径o
则��e�o�
又因为��e平面�ooLo
则��eoLo又oLe�Lo
所以oLe平面��Lo
则oLe���
又o��oLCoo
所以��e平面�oLo
所以平面�o�e平面�oL�
oCo如图所示o建立空间直角坐
标系o则�oCoCoCoo�oCoCoCoo

ooCoCoCooooCoCoCooLoCoCo

Coo�oCoCoCo�
设平面�o� 的一个法向量)C

o�o�oooo

由)e dee�oo)e dee��可得
C�CC�CCo

C�CCoCCo �
令oCCo则)CoCoCCoCo�
设所求角为$o因为 deeoLCoCCoCoCoo

则www$C
deeoLo)

�deeoL��)� C槡CC
o

所以所求角的正弦值的大小为槡C
C�

oCo由条件可得o��e�o�
在oo���o中o��CC��o�oo

所以��CCC
o

则�oC�oC��CCCC
o�o
�oC

C
C
o

所以所求距离等于点�到平面�o� 距离的CC
o

设点�到平面�o� 距离为oo

则oC
dee��o)
�)� C 槡C C

C
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�
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例题详解!

%&!!!

所以所求距离为.
8?"

槡!) +
$2 "

第八单元!解析几何

第%$讲!直线的方程

例!!!%!!解析"两平行线间的距离为L"’’%!’
槡!#!

"

槡$!易知直线’与D!的夹角为’)6!直线D!的倾斜角为/.6!
所以直线’的倾斜角等于’)6#/.6"2.6或/.6%’)6"!.6"
例!变式题!!解答"如图所示!直线D的倾斜角从直线*#
的倾斜角$逐渐增大!到直线*.的倾斜角&"

由7*#"H9A$" $%
"%’#

%!%"%+#"!
!($"/.6"

由7*."H9A&"
$%"%$#
%!%’ "%!

!(&"!’.6"

(D的倾斜角的取值范围是 &
/
!’&, -/ "

例"!!解答""!#设直线的倾斜角为$!则?@A$"’.
!(;B?$

"-/.
!直线的斜率7"H9A$"-’/

!又直线在-轴上的截

距为%.!由斜截式得直线方程为-"-’/&%."

"$#由已知设直线-"’&的倾斜角为$!则所求直线的倾斜角为

$$!&H9A$"’!(H9A$$"%’/"
又直线经过"%!!%’#!因此所求

直线方程为-#’"%’/
"&#!#!即’&#/-#!.")"

"’#由直线D与&!-轴正半轴相交知斜率7*)"

设D’-%!"7"&%$#!则# $%!7
!" #) !.")!!%$7#!

(0"!$
"!%$7#$%!" #7 "!$ /# %/7#!%" #, -7 %/!

当且仅当%/7" !%7
!即7"%!$

时等号成立"

故D’-%!"%!$
"&%$#!即&#$-%/")"

例"变式题!!解答""!#当纵横截距都为零时!设所求的

直线方程为-"7&!将点#"%.!$#代入!得7"%$.
!直线

方程为$&#.-")&

当纵横截距均不为零时!设所求的方程为&
$!#

-
! "!

!将点

#"%.!$#代入!解得!"%!$
!直线方程为&#$-#!")"

"$#设直线D$ 的倾斜角为$!则H9A$"’/
!则H9A$$"

!
’
!

H9A$$"$/2
!所求直线D!方程为’&%’-#!)")!D’的方程为

$/&%2-%!.)")"
例$!**7!!解析"因为点")!$#到% 中每条直线的距离

L" !
;B?$’#?@A$槡 ’

"!"

即% 为圆5’&$#"-%$#$"!的全体切线组成的集合!从而

% 中存在两条平行直线!所以D错误&
又因为")!$#点不在任何直线上!所以*正确&
对任意)%’!存在正)边形使其内切圆为圆5!故7正确&

% 中直线能组成两个大小不同的正三角形#.5 和#O:!
故,错误!
故命题中正确的序号是*!7"

第%%讲!两条直线的位置关系

例!!!解答"当!")时!#"$!)#!."$!$#!5")!!#!I"!!

!#"
此时7#.不存在!而75I")!(D!CD$"
当!"%!时!

#")!)#!."$!$#!5")!)#!I"!!!#"
7#."75I"!!
又都过原点")!)#!(D!与D$重合"
当!")!且!"%!时!

7#." $%)
$%"$!#$#"%

!
!
!

75I"!%
"!#!#
!%) "%!"

若D!KD$!则7#."75I!

即%!!"%!
!得!"!或!"%!"舍#&

若D!CD$!则7#..75I"%!!

即 %!" #! 1"%!#"%!!!不存在"

综上知!当!"!时!D!KD$&当!")时!D!CD$"
例!变式题!!解答"设所求直线与D!!D$ 分别交于两点%!

(!因为(在直线D$’$&#-%0")上!故可设("4!0%$4#!因为
点#是线段%(的中点!由中点坐标公式可得%"%4!$4%+#!
因为点%在直线D!’&%’-#!)")上!
所以%4%’"$4%+##!)")!解得4"/!
所以%"%/!$#!("/!)#!
所求直线方程为&#/-%/")"
例"!!解答"方法一’若直线D的斜率不存在!则直线D的
方程为&"’!此时与D!!D$ 的交点分别为 #>"’!%/#和

.>"’!%8#"截得的线段#>.>的长’#>.>’"’%/#8’"."符
合题意"
若直线D的斜率存在!则设直线D的方程为

-"7"&%’##!"

解方程组
-"7"&%’##!!

-#&#!")$ !
得# ’7%$7#!

!!%/7
7" ##! "

解方程组
-"7"&%’##!!

-#&#+")$ !
得. ’7%27#!

!!%87
7" ##! "

由’#.’".
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全品高考复习方案 新课标$人教�版!数学%理科& 全品高考网：www.c a n p o i n t.c%n

%D!!!

CwoL
woao

Cwod
we  oa

L

o aoCw
woao

dwoa
we  oa

L

aCL�

解得waC�即所求的直线方程为�aa�
综上可知�所求直线w的方程为�aC或�aa�
方法二 由题意�直线wa�wL之间的距离为

wa’aoC’
槡L

a 槡C L
L �

且直线w被平行直线wa�wL所截得的线段��的长为C�
设直线w与直线wa的夹角为’�

则ddd’a

C
L槡L
C a槡LL

�故’aCCd�

由直线wa �o�oaaC的倾斜角为aCCd�知直线w的倾斜角
为Cd或dCd�
又由直线w过点�eC�a �
故直线w的方程为�aC或�aa�
方法三 设直线w与wa wL分别相交于

�e�a��a ��e�L��L �
则�ao�aoaaC��Lo�LoCaC�
两式相减�得e�ao�L oe�ao�L aC�!!!!
又e�ao�L Loe�ao�L LaLC� "

联立!"可得
�ao�LaC�

�ao�L aC
或
�ao�LaC�

�ao�LaC �
由上可知�直线w的倾斜角分别为Cd或dCd�
故所求的直线方程为�aC或�aa�
例"变式题!!解答"当wC�轴�w与� �的距离之比为

adC�与题干矛盾�
故可设直线w的方程为�oCawe�oL �
即w�o�oLwoCaC�
C�eC�oL 到直线w的距离

waa’Cwo
eoL oLwoC’
wL槡 oa

a’woC’
wL槡 oa

�

�eoa�C 到直线w的距离

wLa’owoCoLwoC’
wL槡 oa

a’Cwoaa’
wL槡 oa

�

owadwLaadL�

C ’woC’’Cwoaa’a
a
L
�CwLoaCwoadaC�

解得waaoa�wLaoad�
C所求直线w的方程为

�o�oCaC和ad�o�oLdaC�
例$!!解答"ea 证明 原方程整理得e�oL�oC �oL�o

�oCaC�

由
�oL�oCaC�

L�o� oCaC
解得

�aoa�

�aoL �
所以不论�为何值�直线必过点定点�eoa�oL �
eL 设直线wa的方程为�awe�oa oLew*C �

令�aC��awoLow
�令�aC��awoL�

所以�;a
a
L
woL
ow

 ’woL’aaL owo CowoC %aL
eC

oC aC�

当且仅当owa Cow
�即waoL时成立�即waoL时�

三角形面积最小�此时直线wa的方程为L�o�oCaC�
例%!!解答"ea 设�we��� �再由已知

�oL
�oa

 L
Caoa

�

LC�oaL oCC�oLL oaaC
-

.

/
�
解得

�aoCCaC
�

�aCaC

-

.

/
�

C�w oCCaC
�Ce  aC �

eL 在直线�上取一点�如 �eL�C �则 �eL�C 关于直线w
的对称点必在�w上�
设对称点为�we��� �则

LC �oLe  L oCC �oCe  L oaaC�

�oC
�oLC

L
Caoa

-

.

/
�

解�w C
aC
�CCe  aC �

设�与w的交点为��则由
L�oC�oaaC�

C�oL�oCaC �
得�eC�C �又o�w经过点�eC�C �

C由两点式得直线方程为d�oCC�oaCLaC�
eC 在w L�oC�oaaC上任取两点�
如�ea�a ��eC�C �则��� 关于点�eoa�oL 的对称点

�w��w均在直线ww上�
易得�weoC�oC ��weoC�od �
再由两点式可得ww的方程为L�oC�odaC�

第%(讲!圆的方程

例!!d!!解析"方法一 设圆心坐标为eC�� �则由题意知

eCoa Loe�oL槡  aa�解得�aL�故圆的方程为�Loe�o
L Laa�方法二 由作图根据点ea�L 到圆心的距离为a易知
圆心为eC�L �故圆的方程为�Loe�oL Laa�
例!变式题!!解答"ea 设所求圆的方程为

�Lo�Low�ow�owaC�则由题意有

owoCwowoLCaC�

oLwoLwowoCaC�

CwoCwowoCCaC
-
.

/ �
解得

waoC�

waoL�

waoLC
-
.

/ �
故所求圆的方程为�Lo�LoC�oL�oLCaC�
eL 如图所示�由于圆�在两坐标轴上所截弦长相等�
即�waww�
所以它们的一半也相等�
即��aww�
又��aw��

Cdd;���Odd;ww��

C��aw��
设�e��� �则’�’a’�’�!
又圆�过点�ea�L 和weoL�C �

C圆心在�w的垂直平分线上�

即在�oCLaC�oe  aL 上�化简得�aC�oC�
C�aC�oC�

8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8

"



例题详解!

%’!!!

由!知!"-$!代入"得
!"%!!

$"!$ !
或
!"%$!

$"%$$ "

(3 槡" .或3"."
故所求圆的方程为"&#!#$#"-%!#$".或
"&#$#’#"-#$#$"$.!
即&$#-$#$&%$-%’")或&$#-$#/&#/-%!2")"
例"!D!!解析"设圆上任一点为="6!4#!*= 的中点为

#"&!-#!则
&"/#6$

!

-"%$#4$

-

.

/
!
解得

6"$&%/!

4"$-#$$ !
代入圆方程!得

"$&%/#$#"$-#$#$"/!整理!得"&%$#$#"-#!#$"!"
例"变式题!!解答""!#令&")!得抛物线与-轴交点是
")!$#&
令,"&#"&$#$&#$")!由题意$")且!,)!解得$*!!
且$")"
"$#设所求圆的一般方程为&$#-$#I&#O-#:")!
令-")!得&$#I&#:")!这与&$#$&#$")是同一个方
程!故I"$!:"$"
令&")!得-$#O-#:")!此方程有一个根为$!代入得出

O""$"!"
所以圆5的方程为&$#-$#$&%"$#!#-#$")"
"’#圆5必过定点!证明如下’
假设圆5过定点"&)!-)#!"&)!-)不依赖于$#将该点的坐标
代入圆5的方程!
并变形为&$)#-$)#$&)%-)#$"!%-)#")"!
为使!式对所有满足$*!"$")#的$都成立!必须有!%-)
")!结合!式得

&$)#-$)#$&)%-)")!解得
&)")!

-)"!$ !
或
&)"%$!

-)"!$ !
经检验知!点")!!#!"%$!!#均在圆5上!因此圆5过定点"
例$!!解答""!#原方程化为"&%$#$#-$"’!表示以点

"$!)#为圆心!以槡’为半径的圆!设-&"7
!即-"7&!当直线

-"7&与圆相切时!斜率7取最大值和最小值!此时’$7%)’
7$槡 #!

槡" ’!解之得7 槡"- ’!故-&
的最大值为槡’!最小值为 槡% ’"

"$#设-%&"$!即-"&#$!当-"&#$与圆相切时!纵截

距$取得最大值和最小值!此时’$%)#$’
槡$

槡" ’!即$"%$

槡- +"故-%&的最大值为 槡%$# +!最小值为 槡%$% +"
"’#&$#-$表示圆上点与原点距离的平方!由平面几何知识
和它在原点与圆心连线与圆的两个交点处取得最大值和最

小值!又圆心到原点的距离为$!

故"&$#-$#=9>"" 槡$# ’#$ 槡"2#/ ’!

"&$#-$#=@A"" 槡$% ’#$ 槡"2%/ ’"
例$变式题!!解答""!#圆心5"%$!)#到直线’&#/-#
!$")的距离为

L"’’1
"%$##/1)#!$’

’$#/槡 $
"+.

!

(*点到直线’&#/-#!$")的距离的最大值为

L#3"+.#!"
!!
.
!最小值为L%3"+.%!"

!
."

"$#设4"&%$-!
则直线&%$-%4")与圆"&#$#$#-"!有公共点"

(’%$%4’
!$#$槡 $

0!! 槡(% .%$040槡.%$!

(4=9> 槡" .%$!4=@A 槡"%$% ."

"’#设7"-%$&%!
!

则直线7&%-%7#$")与圆"&#$#$#-$"!有公共点"

(’%’7#$’
7$槡 #!

0!!

( 槡’% ’
/ 070 槡’# ’

/ "

(7=9>" 槡’# ’
/
!7=@A" 槡’% ’

/ "

第%)讲!直线与圆#圆与圆的位置关系

例!!!解答""!#设直线D的方程为’-"7"&%/#!
即7&%-%/7")!
由垂径定理!得’圆心5!到直线的D距离

L" /% 槡$ ’" #$槡
$

"!!

结合点到直线距离公式!得’%’7%!%/7’
7$槡 #!

"!!

化简得$/7$#27")!解得7")或者7"%2$/"

所以直线D的方程为-")或-"%2$/
"&%/#!

即-")或2&#$/-%$0")"
"$#设点*坐标为"’!)#!直线D!*D$的方程分别为’

-%)"7"&%’#!-%)"%!7
"&%’#!

即’7&%-#)%7’")!%!7&%-#)#
!
7’")"

因为直线D!被圆5!截得的弦长与直线D$被圆5$截得的弦
长相等!两圆半径相等!
由垂径定理得’圆心5! 到直线D! 与5$ 到直线D$ 的距离
相等"

故有!’%’7%!#)%7’’
7$槡 #!

"
%/7%.#)#

!
7’

!
7$槡#!

!

化简得"$%’%)#7"’%)%’!或
"’%)#0#7"’#)%."
因为关于7的方程有无穷多解!所以有

$%’%)")!

’%)%’")$ !
或
’%)#0")!

’#)%.")$ "

解之得点*坐标为 %’$
!!’" #$ 或 .

$
!%" #!$ "

例!变式题!*!!解析"由已知!得0*%0+"0,%0-!第

+!*部分的面积是定值!所以0*%0+为定值!即0,%0
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%D!!!

为定值o当直线oa绕着圆心L 移动时o只可能有一个位置
符合题意o即直线oa只有一条o故选dC
例o!d解答e � �切线在o轴oo轴上的截距的绝对值相
等o�切线的斜率是d�C设切线的方程为o�o�o或o�
�o�oo由点到直线的距离公式解得切线的方程为 o�o�
���oo�o����oo�o�d��oo�o����C
 � 将圆的方程化成标准式 o�� �� o�� ���o圆心L

 ��o� o半径a 槡� �o�切线oo 与Lo 垂直o�’oo’��
’oL’��’Lo’�o又�’oo’�’oL’o坐标代入化简得�o��
do�����C’oo’最小时’oL’最小o而’oL’最小即L点到

点o 所在的直线�o��do�����的距离o即 槡� d��C
从而得方

程组
o���o���d��

o

�o��do�����
-
.

/ o
解 得 满 足 条 件 的 点 o 坐 标

为 ����
o  �d C

例o变式题!d!d解析e可得圆方程是 o�� �� o�d �

�do切线长为L 槡 槡� �d�d�� do解直角三角形的线段oL

的长为L���d 槡 槡� dd d
d �dC

例o!�!d解析e由已知o两个圆的方程作差可以得到相交

弦的直线方程为o���
o利用圆心 �o� 到直线的距离L�

�
�
槡�
为 ��� 槡� 槡 ���o解得���C

例o变式题!d解答e方法一 

解方程组
o��o���o���o��d��o

o��o���o��o�d�� C
得交点坐标分别为 �o� o �do� o
设所求圆心坐标为

 �o�� o则有

��� ���� 槡 ��  ��d ���槡 ��ao

解得����oa 槡� ��C
因此所求圆的方程为 o�� �� o�� ����C
方法二 同方法一得已知两圆的交点坐标为
 �o� o �do� C
设所求圆的方程为o��o��Lo�Lo�L��o

则有

d��L�L��o

�d�dL�L��o

�L�� �L  � ��
-

.

/
o
解得

L�do

L��do

L�d
-
.

/ o

因此所求圆的方程为o��o��do�do�d��C
方法三 设所求圆的方程为

o��o���o���o��d�" o��o���o��o�d ��C
即 ��" o�� ��" o�� �"�� o� �"��� o�d"��d
��o
因为这个圆的圆心在直线o�o��上o

� �"�� � �"��� ��o�"���o

�圆的方程为o��o��do�do�d��C

例o!d解答e � 解法一 如图所示ooa 槡�d �oL 是oa
中点o

LLCoaooL 槡�� �ooL�do
在dd;oLL中o可得LL��o
设所求直线的斜率为Lo
则直线的方程为o�d�Loo
即Lo�o�d��C
由 点 L 到 直 线 oa 的 距 离 为

’��L�d�d’
L�� �� 槡 �

��o

得L��d
o

又当直线L的斜率不存在时o也满足题意o

此时方程为o��C当L��d
时o直线L的方程为

�o�do�����C
�所求直线的方程为o��或�o�do�����C
解法二o设所求直线的斜率为Lo
则直线的方程为o�Lo�do

联立直线与圆的方程
o�Lo�do

o��o��do���o��d�� o
消去oo得 ��L� o�� d��L o�����o!

设方程!的两根为o�oo�o由韦达定理得
o��o���L�d��L�

o"

o�o��� ����L�
o

-

.

/ #

由弦长公式得 ��L槡 �’o��o�’�

 ��L�   o��o� ��do�o�槡  槡�d �C

将" #代入o解得L��d
o此时直线方程为

�o�do�����C
又L不存在时也满足题意o此时直线方程为o��C
�所求直线的方程o��或�o�do�����C
 � 设过o点的圆L的弦的中点为L ooo o
则LLCoLo
即 ABBLL ABBoL��C
 o��oo�d   ooo�d ��C
化简得所求轨迹方程为o��o���o���o�����C

第oo讲!椭圆

例�!
L�
ddd’�

� L�
ddd’�0

��!d解析e如图所示o依题意o

’oL�’�’oL�’0��2
L�
ddd’�

� L�ddd’�0
��C

例�变式题!�!d解析e依题意o
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8
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例题详解!

%*!!!

’*:!’#’*:$’"$!!

’*:!’.’*:$’"!0!

’*:!’$#’*:$’$"/9$
-
.

/ !

可得/9$#’+"/!$!即!$%9$"8!

故有$"’"

例"!!解答""!#若焦点在&轴上!设方程为&
$

!$#
-$

$$"!
"!

,$,)#"

&椭圆过*"’!)#!(’
$

!$#
)$

$$"!
!(!"’"

又$!"’1$$!($"!!方程为&
$

8#-
$"!!

若焦点在-轴上!设方程-
$

!$#
&$

$$"!
"!,$,)#"

&椭圆过点*"’!)#!()
$

!$#
’$

$$"!
!($"’"

又$!"’1$$"!0!(!"8!(方程的-
$

0!#
&$

8"!"

(所求椭圆的方程为&
$

8#-
$"!或-

$

0!#
&$

8"!"

"$#设椭圆方程为’&$#)-$"!"’,)!),)且’")#"
&椭圆经过*!**$点!*!**$点坐标适合椭圆方程!

代入得
+’#)"!!

’’#$)"!$ "

解得’"!8
!)"!’"

(所求椭圆方程为&
$

8#
-$
’"!"

例$!!解答""!#由题意可得!7#."7G%!又因为直线#.的

斜率7"%$!
!所以直线G% 的方程为’-"%$!&"

又得

’%:!’"$9!
!从而得到$"9!(!$"$$#9$"$9$!

(N"9!"
槡$
$"

"$#设’:!=’"3!!’:$=’"3$!<:!=:$"’!

(3!#3$"$!!’:!:$’"$9!

;B?’"
3$!#3$$%/9$

$3!3$

"
"3!#3$#$%$3!3$%/9$

$3!3$

"!
$

3!3$%!%
!$

3!#3$" #$

$%!")!

当且仅当3!"3$时!;B?’")!(’# )!&, -$ "

例$变式题!,!!解析"对于椭圆!因为 ABB#*"$ ABB*.!则G#

"$G:!(!"$9!(N"!$"

例%!!解答""!#由
&)
!$&#

-)
$$-"!
得-" $

$

!$-)
"!$%&)&#!代

入椭圆方程&
$

!$#
-$

$$"!
!得

!
!$#

$$&$)
!/-" #$

)
&$%$$

$&)
!$-$)

&# $$

-$)" #%! ")"

将
&)"!;B?&!

-)"$?@A$
&
代入上式!得&$%$!;B?&.&#!

$;B?$&")!从

而&"!;B?&"

因此!方程组

&$

!$#
-$

$$"!
!

&)
!$&#

-)
$$-"!

-

.

/
!
有唯一解

&"&)!

-"-)$ !
即直线D!与

椭圆有唯一交点*"

"$#H9A$"-)&)"
$
!H9A&

!D!的斜率为%
&)$$

-)!$
!D$ 的斜率为H9A*

"-)!
$

&)$$
"!$H9A&

!

由此得H9A$H9A*"H9A$&")!H9A$!H9A&!H9A*构成等比数列"

第%*讲!双曲线

例!!8!!解析"注意到#点在双曲线的两支之间!且双曲
线右焦点为:!"/!)#"于是由双曲线性质’*:’%’*:!’"$!
"/!又’*#’#’*:!’%’#:!’".!两式相加得’*:’#
’*#’%8!当且仅当#***:!三点共线时等号成立"

例!变式题!7!!解析"方法一’&双曲线5’&
$

8%
-$

!+"!

中!"’!

$"/!9".!(:! %.!" #) !:$ .!" #) "
& *:$ " :!:$ !

( *:! "$!# *:$ "+#!)"!+"

作*:!边上的高#:$!则#:!"0!(#:$" !)$%0槡 $"+"

(;*:!:$的面积为

!
$ *:! . #:$ "!$1!+1+"/0

!故选7"

方法二’&双曲线5’&
$

8%
-$
!+"!
中!!"’!$"/!9".!

(:! %.!" #) !:$ .!" #) !
设* &)!-" #) !&)," #) !则由 *:$ " :!:$ 得

&)" #%. $#-$)"!)$!

又&*为5的右支上一点!(&
$
)

8%
-$)
!+"!

!

(-$)"!+
&$)
8" #%! !

( &)" #%. $#!+ &
$
)

8" #%! "!))!

即$.&$)%8)&)%0!8")"

解得&)"’8.
或&)"%$!.*)

"舍去#"

(-$)"!+
&$)
8" #%! "!+ ’8" #.

$

1!8, -%! "/0
$

.$
!

-)"-/0."

(;*:!:$的面积为

!
$ :!:$ . -) "!$1!)1

/0
."/0

!故选7
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%D!!!

例o!w解答n方法一Load设双曲线的方程为

Co

doe
 o

doaa
�由题意�得

d
da

e
e
�

oeedo

do e
o槡o edo
do aa

-

.

/ �

解得doaee
�doaed

所以双曲线的方程为C
o

e
e

e 
o

eaad

ood设双曲线方程为C
o

doe
 o

doaad

由题意易求 槡ao e�又双曲线过点o槡e o�od�

e
o槡e odo
do eedoaad

又edoadoao槡o edo�edoaao�doaed

故所求双曲线的方程为C
o

aoe
 o

eaad

方法二Load设所求双曲线方程为C
o

ee
 o
aea"

o""ed�

将点oee�槡o ed代入得"aae
�

所以双曲线方程为C
o

ee
 o
aea

a
ed

ood设双曲线方程为 C
o

aee e
 o
ea aa

�

将点o槡e o�od代入得 ae�

所以双曲线方程为C
o

aoe
 o
eaad

例o!e!w解析n双曲线C
o

do e
 o

do aa
的一条渐近线为 a

d
dC
�由方程组  

addC
�

 aCoaa
-
.

/ �
消去 �得CoeddCaaae

有唯一

解�所以!a do dd
o

eeae�

所以d
dao

� a da
doad槡 o

d a aa do dd槡
o

槡a ed

例o变式题!e!w解析n由已知得到daa� 槡a e�da

 oed槡 o 槡ao�因为双曲线的焦点在C轴上�故渐近线方程为

 aeddCae
槡o
oCd

例o!w解答noad由题意知�双曲线 的顶点oe�dd到渐近

线dCed ae的距离为 槡o ee
�

所以 dd
doad槡 o

a 槡o e
e
�所以dd

 a
槡o e
e
�

由

dd
 a

槡o e
e
�

 
da

槡e
o
�

 oadoado

-

.

/ �

得

dao�

daa�

 槡a e
-
.

/ d

所以曲线 的方程是 
o

eeC
oaad

ood方法一L由oad知双曲线 的两条渐近线方程为 a
eoCd
设doC�oCd� oeC�oCd�C,e�C,ed

由 ABBdCa" ABBC 得C 点的坐标为 Ce"Caa"
�ooCa"Cd
aao d"

�

将C点的坐标代入 
o

eeC
oaa�化简得CCa

oaa"do

e"
�

设<d  ao’�则eee &
oeo d’ ao�eee’aao�eeeo’aee�

又’ d’ 槡a eC�’  ’ 槡a eC�

所以 ;d  a
a
o’ d’

L’  ’Leeeo’aoCCaao "a
ao d"

aa�

记 o"daao "a
ao d" aa�"# a

e
�L Lo �

则  o"daao aea
"o do �由  o"dae得"aad

又 oadao� o dae aee
� oodaeed

所以当"aa时�;d  面积取到最小值o�当"aae
时�

;d  面积取到最大值eed

所以;d  面积的取值范围是 o�L Lee d

方法二L设直线d 的方程为 a CaC�
由题意知’ ’*o�C,ed

由
 a CaC�

 aoCd �
得d点的坐标为 C

oe 
�oC
oeo d �

由
 a CaC�

 aeoCd �
得 点的坐标为 eC

oa 
�oC
oao d �

ABBdCa" ABBC �得C点的坐标为
C
aa"

a
oe e

"
oao d �oC

aa"
a
oe a

"
oao do d 

�

将C点的坐标代入 
o

eeC
oaa�得eC

o

ee oa
oaa"do

"
�

设 为直线d 与 轴的交点�
则 点的坐标为oe�Cdd
 ;d  a ;d  a ;   d

aao’  ’
L’Cd’aao’  ’

L’C ’aaoC
oCdeC d

aaoC
C
oe a

C
oao d aao

LeC
o

ee o

aao "a
ao d" aa�

则  o"daao aea
"o do �

由  o"dae得"aa
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例题详解!

&!!!!

又0"!#"$!0" #!’ "0’
!0"$#"8/

!

所以当""!时!;#G. 面积取到最小值$!当""!’
时!

;#G.面积取到最大值0’"

所以;#G.面积的取值范围是 $!, -0’ "

第%+讲!抛物线

例!!D!!解析"直线D$’&"%!为抛物线-$"/&的准

线!由抛物线的定义知!*到D$的距离等于*到抛物线的焦
点:"!!)#的距离!故本题化为在抛物线-$"/&上找一个点

*使得* 到点:"!!)#和直线D$的距离之和最小!最小值为

:"!!)#到直线D!’/&%’-#+")的距离!

即L=@A"’/%)#+’. "$"

例!变式题!*!!解析"&抛物线5’-$"0&的焦点为

:"$!)#!准线为&"%$!(;"%$!)#!设#"&)!-)#!过#点
向准线作垂线#.!则."%$!-)#"

& #; 槡" $ #: !
又#:"#."&) " #% %$ "&)#$!

(由.;$"#;$%#.$得-$)""&)#$#$!
即0&)""&)#$#$!
解得#"$!-/#"
(;#:;的面积为

!
$ ;: . -) "!$1/1/"0

!故选*"

例"!*!!解析"抛物线-$"!&"!")#的焦点:坐标为

!
/
!" #) !则直线D的方程为-"$ &%!" #/ !它与-轴的交

点为# )!%!" #$ !所以;G#:的面积为!$
!
/
. !
$ "

/!解得!"-0"所以抛物线方程为-$"-0&!故选*"
例"变式题!!解答""!#方法一’设所求的抛物线方程为

-$"%$+!&或&$"$+$-"+!!+$,)#!

&过点"%’!$#!

(/"%$+!1"%’#或8"$+$.$"

(+!"$’
或+$"8/"

(所求的抛物线方程为

-$"%/’&
或&$"8$-

!

-$"%/’&
的准线方程是&"!’

!

&$"8$-
的准线方程是-"%80"

方法二’设所求的抛物线方程为

-$"’&或&$")-!

&过点"%’!$#!

(/"%’’或8"$)"

(’"%/’
或)"8$"

(所求的抛物线方程为

-$"%/’&
或&$"8$-

!

-$"%/’&
的准线方程是&"!’

!

&$"8$-
的准线方程是-"%80"

"$#令&")得-"%$!令-")得&"/!

(抛物线的焦点为"/!)#或")!%$#"

当焦点为"/!)#时!+$"/
!

(+"0!此时抛物线方程-$"!+&&

当焦点为")!%$#时!+$"%$
!

(+"%/!此时抛物线方程为&$"%0-"
(所求抛物线的方程为

-$"!+&或&$"%0-!
对应的准线方程分别是&"%/!-"$"

例$!!解答""!#由抛物线方程得其准线方程’-"%+$
!根

据抛物线定义点#"’!/#到焦点的距离等于它到准线的距

离!即/#+$"
!2
/
!解得+"!$

!

(抛物线方程为’&$"-!将#"’!/#代入抛物线方程!解得

’"-$"
"$#由题意知!过点*"4!4$#的直线*=斜率存在且不为)!
设其为7"
则D*=’-%4$"7"&%4#!

当-")!&"%4
$#74
7

!则% %4$#74
7

!" #) "

联立方程
-%4$"7"&%4#!

&$"-$ !

整理得&$%7&#4"7%4#")"
即"&%4#,&%"7%4#-")!
解得&"4!或&"7%4!

(="7%4!"7%4#$#!而=(C=*!

(直线(=斜率为%!7"

(D(=’-%"7%4#$"%!7
,&%"7%4
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%D!!!

联立方程
ooneooadCode

 �oneooa �

�dCo
-
.

/ �

整理得�dCde�o
d
e
neooaoneooadCo�

即e�dC�oneooa eneooaCd Co�
 e�CeneooaCd  �oneooa Co�

解得�Coe
neooaCd
e

�或�Ceoo�

o� oe
neooaCd
e

� eneooaCd 
d

en ad �

而抛物线在点� 处切线斜率

e切Coe’�Coe
neooaCd
e

Cod e
neooaCd
e �

于是抛物线在点� 处的切线方程为

oo
 eneooaCd d

ed C

d oe
neooaCd  e �Ce

neooaCd  e
�

将� 点的坐标代入得o
 eneooaCd d

ed

Code
neooaCd  e

d

od e
neooaCd
e

 oneooa
e

�

整理得nedoeoCdanedoeoododCdaCo�
当edoeoCdCo�

即当eooCdeCo
时�oCeCde,o

�

oe,o�ooCeCde%d
a

当edCeoododCdCo时!Cooodoo%o�

因为o,o�所以o%do
�

当oCdo
时�eCodo

�

� d
o
�n aoo �enod�da��no�doa符合题意�

综上�o的最小值为do�

例%! !解答" nda建立如图所示的直角坐标系�则

�nod�d�oa�ond�d�oa�ono�d�oa�

设抛物线方程为�dCd�on�,oa�由点�nod�d�oa代入方

程�得到dCd�od�o�即�Cdo
�所以抛物线方程为�dC

d
oo
�由点e的纵坐标为d�得到点e横坐标为o槡oo

�所以截

面图中水面宽度为 槡d o
o o�

nda如图所示�设抛物线上一点� o�odon ad no,oa�

因为改造后水渠只准挖土�而且要求挖出的土最少�所以只
能沿过点� 与抛物线相切的切线挖土�

由�dCdoo
�即oCod�

d求导得oeCo��所以过点� 的切线

斜率为oo�切线方程为ooodo
dCoon�ooa�令oCo�则�dC

o
d
�令oCod

�则�dCodC
d
do
�

所以截面面积为

oCdd
nd�dCd�daoodC

o
d oC

d
dn ao % 槡o d

d
�

当且仅当oC槡dd
时等号成立�

所以截面梯形的下底边长为槡d
d o
时�才能使所挖的土最少�

第(’讲!直线与圆锥曲线

例!!!解答"解法一anda证明a如图所示�设�n�d�d�dda�

on�d�d�dda�
把oCe�Cd代入oCd�d得

d�doe�odCo�
由韦达定理得

�dC�dCed
��d�dCod�

o��C��C
�dC�d
d Ceo

�

o� 点的坐标为 e
o
�e
dn ao �

设抛物线在点� 处的切线e的方程为

ooe
d

oC� �o
en ao �

将oCd�d代入上式得d�do��C�eoo
ed
oCo

�

o直线e与抛物线o相切�

o!C�doo �eoo
edn ao C�dod�eCedCn�oeadCo�

o�Ce�即eK�o�
nda假设存在实数e�使 ABB�� ABB�oCo�则��C�o�
又o� 是�o 的中点�

由nda知o�Cdd
nodCodaCdd

ne�dCdCe�dCdaCdd
 en�d

C�daCo Cdd
ed
dn aCo Ce

d

oCd�

o��C�轴�

o’��’C’o�oo�’Ce
d

oCdo
ed
oC
edCdo
o �

又’�o’C dCe槡 d ’�do�d’

C dCe槡 d n�dC�dadoo�d�槡 d

C dCe槡 d en ad
d

ooonod槡 a

Cdd ed槡 Cd ed槡 Cdo�

oe
dCdo
o Cdo ed槡 Cd ed槡 Cdo�解得eCod
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例题详解!

&$!!!

即存在7"-$!使 ABB(#. ABB(.")"
解法二’"!#如图所示!设#"&!!$&$!#!."&$!$&$$#!
把-"7&#$代入-"$&$得$&$%7&%$")"由韦达定理得&!

#&$"7$
!&!&$"%!"

(&("&%"
&!#&$
$ "7/

!(( 点的坐标为 7
/
!7
$" #0 !

&-"$&$!(->"/&!

(抛物线在点( 处的切线D的斜率为/17/"7
!

(DK#."
"$#假设存在实数7!使 ABB(#. ABB(.")"

由"!#知 ABB(#" &!%7/
!$&$!%7

$" #0 !

ABB(." &$%7/
!$&$$%7

$" #0 !则

ABB(#. ABB(.

" &!%7" #/ &$%7" #/ # $&$!%7
$" #0 $&$$%7

$" #0
" &!%7" #/ &$%7" #/ #/&$!%7

$" #!+ &$$%7
$" #!+

" &!%7" #/ &$%7" #/ . !#/&!#7" #/ &$#7" #, -/

" &!&$%7/
"&!#&$##7

$, -!+ . !#/&!&$#7"&!#&$##7
$, -/

" %!%7/1
7
$#
7$" #!+ . !#/1"%!##717$#

7$, -/
" %!%7

$" #!+ %’#’/7" #$ ")!
&%!%7

$

!+*)
!(%’#’/7

$")!解得7"-$"

即存在7"-$!使 ABB(#. ABB(.")"
例"!!解答""!#设*"&!-#!由椭圆定义可知!点*的轨迹

5是以")! 槡% ’#!")!槡’#为焦点!长半轴长为$的椭圆"它的

短半轴长$" $$%"槡’#槡 $"!!

故曲线5的方程为&$#-
$

/"!"

"$#设#"&!!-!#!."&$!-$#!其坐标满足

&$#-
$

/"!
!

-"7&#!
-
.

/ "
消去-并整理得"7$#/#&$#$7&%’")!

故&!#&$"% $7
7$#/

!&!&$"% ’
7$#/"

ABBG#C ABBG.!即&!&$#-!-$")"
而-!-$"7$&!&$#7"&!#&$##!!

于是&!&$#-!-$"% ’
7$#/%

’7$

7$#/%
$7$

7$#/#!"
%/7$#!
7$#/ "

所以7"-!$
时!&!&$#-!-$")!故 ABBG#C ABBG."

当7"-!$
时!&!#&$"F/!2

!&!&$"%!$!2"

ABB#. " "&$%&!#$#"-$%-!#槡 $

" "!#7$#"&$%&!#槡 $!

而"&$%&!#$""&$#&!#$%/&!&$"/
$

!2$#/1
!$
!2"

/’1!’
!2$

!

所以’ABB#.’" 槡/ +.
!2 "

例"变式题!!解答""!#设5!’&
$

!$#
-$

$$"!
"!,$,)#!其半

焦距为9"9,)#"则5$’-$"/9&"

由条件知"$$#$"$! !
$

9%" #9 !得!"$9"

又&&"!
$

9
!(&"/9"

5$的准线方程为&"%9"

由条件知.9"!.!所以9"’!故!"+!$ 槡"’ ’"

从而5!’&
$

’+#
-$

$2"!
!5$’-$"!$&"

"$#由题设知D’-"&%9!设 %"&!!-!#!("&$!-$#!*"&’!

-’#!="&/!-/#"

由"!#知5!’&
$

/9$#
-$

’9$"!
!即’&$#/-$"!$9$"

由
’&$#/-$"!$9$!

-"&%$ 9
知&’!&/满足2&$%09&%09$")!

从而 *= " "&’%&/#$#"-’%-/#槡 $

槡" $&’%&/ "$/29"

由条件 *= "’+2
!得9"’$

!故5$’-$"+&"

由
-$"+&!

-"&%’$
-
.

/
!
得&$%8&#8/")

!所以&!#&$"8"

于是 %( " %: # :( "&!#&$#$9"!$"
例$!!解答""!#联立-"&$与-"&#$得&#"%!!&."

$!则#.中点= !
$
!" #.$ !

设线段*=的中点% 坐标为"&!-#!

则&"

!
$#6

$
!-"

.
$#4

$
!即6"$&%!$

!4"$-%.$
!

又点*在曲线5上!

($-%.$" $&%" #!$
$

!化简可得-"$&$%&#!!0
!又点*

是Q上的任一点!
且不与点#和点. 重合!

则%!*$&%!$*$
!即%!/*&*

.
/
!

(中点 % 的轨迹方程为-"$&$

%&#!!"0 %!/*&* #./ "

"$#曲线P化为"&%!#$#"-%

$#$"/8$.
!其轨迹为以"!!$#为圆

心!2
.
为半径的圆!要使其与I

有公共点且!最小!只需圆心"!!$#在直线#.的左上侧且

与直线#. 相切即可!所以有2."
’!%$#$’
槡$

"’!’
槡$
!又!
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%D!!!

ow所以nLoad槡Co

例d变式题!e解答 w�w由题意得
oL�w

Cwo
C

nL�
-
.

/
w
o
nLCw

oL�w w

所求的椭圆方程为o
C

dLo
CL�w

wCw不妨设owo�wo�wwowoCwoCwwowowoCLow则抛物线oC在
点o处的切线斜率为oo’oLoLCow直线oo 的方程为oLCoo
ooCLow将上式代入椭圆o�的方程中w得

doCLwCooooCLowCodLow
即dw�LoCwoCodowoCoowoLwoCoowCodLow
因为直线oo 与椭圆o�有两个不同的交点w所以有

!�L�owoodLCwoLCwoCooCLdw,ow
设线段oo 的中点的横坐标是oow

则ooL
o�LoC
C Lo

woCoow
Cw�LoCw

w

设线段oo的中点的横坐标是odw

则odLoL�C
w由题意得ooLodw即有oCLw�LowoL�Low

其中!CLw�LowCod%ow

oo%�或o0oow
当o0oo时有oLC*owdooC*ow因此不等式!�L
�owoodLCwoLCwoCooCLdw,o不成立w因此o%�w当oL
�时代入方程oCLw�LowoL�Lo得oLo�w将oL�woLo�
代入不等式

!�L�owoodLCwoLCwoCooCLdw,o成立w因此o的最小
值为�o
例d!e解答 w�w由题意woL�w可设椭圆方程为

oC

�LoCL
oC

oCL�o

因为o在椭圆上w所以 �
�LoCL

a
doCL�

w

解得oCLowoCLood
w舍去wo

所以椭圆方程为o
C

dL
oC
oL�o

wCw证明w设直线oo方程为oLowoo�wLoC
w代入o

C

dL
oC
o

L�得

woLdoCwoCLdowooCowoLd o
Cow wo C

o�CLoo

设owoowoowwowoowoowo因为点o �ww woC 在椭圆上w

所以ooL
d o
Cow wo C

o�C

oLdoC
wooLoooLoCooo

又直线oo的斜率与oo 的斜率互为相反数w在上式中以

oo代ow可得

ooL
d o
CLw wo C

o�C

oLdoC
wooLooooLoCLoo

所以直线oo的斜率

oooLoo
ooo

ooooo
Loo

wooLoowLCo
ooooo

L�Co

即直线oo的斜率为定值w其值为�Co

例d!e解答 w�w证明w设owo�woC�wwowoCwoCCwwowoowooww

owoowooww

则直线oo的方程woL
oC�ooCC
o�ooC ooo

w w� LoC�o

即oLwo�LoCwooo�oCw
因owoowoow在oo上w所以ooLwo�LoCwoooo�oCw!

又直线oo的方程woL
oC�ooo
o� oLoo

w

由
oL
oC�ooo
o� oLoo

w

oCLo
-
.

/ o
得oCoo

C
�ooo
o� ooooLoo

所以o�LooL
oC�ooo
o�

2ooLoooo�
wooLo

C
o

oC�
o

同理wooLooooC
wooLo

C
o

oCC
o

所以直线oo的方程woLo
o�LoC
o�ow w

C
oooo o

C
o

o�oCo

把o点坐标oLooow代入得oLooo�oC
wwo�LoCwooooowo

将!代入上式得oLoow即o 点在直线oo 上w所以owowo
三点共线o
wCw解w由已知 owowowo 共线w所以 o o o槡 owow wo w

owo槡 owoowo!
以oo为直径的圆的方程为oCL ooow wo CLoow

由
oCL ooow wo CLoow

oCLow w
得

oCo Coow wo�oLoCoooo Loo
所以oLoow舍去w或oLooo�o
要使圆与抛物线有异于owo的交点w则ooo�%oo
所以存在oo%�w使以oo为直径的圆与抛物线有异于owo
的交点o oowow wo o
则ooLooo�w所以交点o到oo 的距离为

oooooLooo oow wo� L�o

第d�讲!曲线与方程

例�!e解答 设点o的坐标为wowoww

则oLd wooowCLo槡 CLo’ooC’LoL�dw!

当o,C时w由!得 wooowCLo槡 CLoo�Co
w

化简得o
C

ooL
oC
CaL�o

当o0C时w由!得 wooowCLo槡 CLoLow
化简得oCL�Cow

故点o的轨迹o是椭圆o�wo
C

ooL
oC
CaL�
在直线oLC的右侧

部分与抛物线o�woCL�Co在直线oLC的左侧部分w包括它
与直线oLC的交点w所组成的曲线w参见图所示w
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例题详解!

&&!!!

例"!!解答""!#根据题意!知三角形的周长’’*#’#
’*.’#’#.’"!)!所以’*#’#’*.’"+,/"’#.’!故*

点的轨迹是椭圆!且$!"+!$9"/!即!"’!9"$!$ 槡" .!因

此其方程为&
$

8#
-$

."!
"-")#"

"$#设圆*的半径为3!则’*#’"3#!!

’*.’"3!因此’*#’%’*.’"!"
由双曲线的定义知!*点的轨迹为双曲线的右支!

且$!"!!$9"/!即!"!$
!9"$!$"槡!.$

!

因此其方程为/&$%/!.-
$"!&%" #!$ "

例"变式题!!解答"设动圆的圆心为%"&!-#!半径为B!
设已知圆的圆心分别为G!*G$!将圆的方程分别配方得’"&
#’#$#-$"/!"&%’#$#-$"!))!当动圆与圆G! 相外
切时!
有’G!%’"B#$!!
当动圆与圆G$相内切时!
有’G$%’"!)%B!"
将!"两式相加!得

’G!%’#’G$%’"!$,’G!G$’!

(动圆圆心%"&!-#到点G!"%’!

)#和G$"’!)#的距离和是常数!$"
所以点% 的轨迹是焦点为G!"%’!)#*G$"’!)#!长轴长等
于!$的椭圆"
($9"+!$!"!$"(9"’!!"+!

($$"’+%8"$2!

(圆心轨迹方程为&
$

’+#
-$
$2"!

!轨迹为椭圆"

例$!!解答"设="&!-#!*"&>!->#!由 ABB=#.ABB=."/
得"%!%&!)%-#."!%&!/%-#"/!
即&$#-$%/-%.")"
又*!=两点关于-"$&%0对称!

所以得到

-%->
&%&>"%

!
$
!

-#->
$ "$.&#&>$ %0

-

.

/
!

即
&"/.->%

’
.&>#

’$
.
!

-"’.->#
/
.&>%

!+
.

-

.

/
!
代入&$#-$%/-%.")得

"&>%0#$#"->#$#$"8!所以点=的轨迹方程为
"&%0#$#"-#$#$"8"
例$变式题!!解答"设动点*的坐标为"&!-#!点=的坐
标为"&!!-!#!则( 点的坐标为"$&%&!!$-%-!#"
&( 在直线&#-"$上!

($&%&!#$-%-!"$" !
又&*=垂直于直线&#-"$!

(-%-!&%&!"!
!

即&%-#-!%&!")" "

!*"联立!解得
&!"’$&#

!
$-%!

!

-!"!$&#
’
$-%!

-

.

/ "
#

又点=在双曲线&$%-$"!上"
(&$!%-$!"!" $
#代入$!得动点*的轨迹方程为

$&$%$-$%$&#$-%!")"

例%!!解答"设所求双曲线方程为-
$

!$%
&$

$$"!
!将-$"/&

代入此方程整理得

!$&$%/$$&#!$$$")!

&抛物线和双曲线仅有两个公共点!根据它们的对称性!这
两个点的横坐标应相等!因此方程

!$&$%/$$&#!$$$")应有等根"
(!"!+$/%/!/$$")!即!$"$$"

由
-"$&!

-$

!$%
&$

$$
-
.

/ "!
得"/$$%!$#&$%!$$$")"

由弦长公式得

槡$ ." !#$槡 $ "&!#&$#$%/&!&槡 $

槡" . "%/# %!$$$

/$$%!" #槡 $ "

即!$$$"/$$%!$"

由
!$"$$!

!$$$"/$$%!$$ !
得
!$"$!

$$"!$ !

(双曲线方程为-
$

$%&
$"!"

第九单元!统计与统计案例

第("讲!随机抽样

例!!*!!解析"抽取第一次中奖号码时运用了系统抽样
的方法来确定中奖号码!中奖号码依次为’)00!!00!$00!

’00!/00!.00!+00!200!000!800&抽取第二次中奖号码时总
数只有!)个号码!总体个数较少!采用简单随机抽样"
例!变式题!!解答"0!!在随机数表中任选一个数作为
开始!任选一方向作为读数方向!比如选第2行第’个数
(/)!向右读&

0$!从数(/)开始!向右读!每次取三位!凡不在+))(888
中的数跳过去不读"前面已经读过的也跳过去不读"依次可
得2.’!2$/!+00!22)!2$!!2+’!+2+!+’)!20.!8!+&

0’!以上号码对应的!)个零件就是要抽取的对象"
例"!’2!$)!!解析"由分组可知!抽号的间隔为.!又因
为第.组抽出的号码为$$!所以第+组抽出的号码为$2!第

2组抽出的号码为’$!第0组抽出的号码为’2"/)
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%D!!!

龄段的职工数为o  n oadC  d则应抽取的人数为e o  n

C  do 人o
例"变式题!oedCandon dooodea daend oodnaadeeednoC

! oCdoodoodaedaada dendeedendd dn !!解析"当odoe
时d按规则可知所抽取的样本的C 个号码依次为doedCandon d

ooodea daend oodnaadeeednoCd当od dCdodddn时dooo的值
依次为 dood  dnndCoodC adCnedooCdo edonnd又抽取样本的C 
个号码中有一个的后两位数是end从而o可以为endaedoCdeed

aadoodenda doodn d所以o的取值集合是doCdoodoodaedaada d

endeedendn do
例$!e !!解析"由条件易知o层中抽取的样本数是od
设o层总体数是od则又由o层中甲d乙都被抽到的概率是

noo
noo
dCoe

d可得oded所以总体中的个数是enedede o

例$变式题! !!解析"中年职工和老年职工共有eo o
C  don 人d中年职工人数是老年职工人数的o倍d所以老

年职工是C
onon dn 

人d抽取的样本中有青年职工oo人d

可以知道是a个人中抽取一个d故老年职工要抽取Ce人o正确
选项是 o
例%! !!解析"参加学校管理的综合座谈采用系统抽样
较好d具有代表性d研究数学教与学的问题采用分层抽样较
为合适d这样可以使研究更能反映不同层次的学生dd幸运
之星d就不能再用系统抽样d那样就不具有d幸运d之意了d
合适的抽样方法就是用简单随机抽样d以体现d幸运d之意o
正确选项 o
例%变式题!n!!解析"三种抽样方法的特点就是保证了
每个个体从总体中抽到的可能性都相同d保证了公平性o正
确选项no

第($讲!用样本估计总体

例!!n!!解析"净重小于C  克的频率是d o ad oC d

nod oo d故这批产品的个数o满足o od oo 
d即odCo d

净重大于或等于ne克而小于C e克的频率是d oC  d
 oCoad oCa dnod onad故这批产品数量是Co n onad
n o正确选项是no

例!变式题!Co  !!解析"设鱼池中鱼的条数为od则Co o

dC C  
d故odCo  o

例"!!解答"dCd茎叶图如图所示d

dod用茎叶图处理现有的数据不仅可以看出数据的分布状
况d而且可以看出每组中的具体数据o

dod通过观察茎叶图d可以发现品种o 的平均每亩产量为

eCCo e千克d品种o的平均亩产量为onnoe千克o由此可
知d品种o的平均亩产量比品种o 的平均亩产量高o但品种

o的亩产量不够稳定d而品种o的亩产量比较集中在平均
产量附近o
例"变式题!!解答"甲d乙两人考核成绩的茎叶图如图
所示d

从这个茎叶图上可看出d乙的得分情况是大致对称的d中位
数是nnd甲的得分情况除一个特殊得分外d也大致对称d中
位数是eno因此乙成绩比较稳定d总体得分情况比甲好o
例$!C Co!!解析"由于是按照分层抽样d故抽取的C  件
产品的比例和产量的比例是相同的d即在第一d二d三分厂抽取
的产品数量之比是CnonCd也即在第一d二d三分厂抽取的产
品数量分别为oada doa件d故这C  件产品的使用寿命的
平均值

odne noadC o na dC oonoaC  

dne nCdC o nodC oonCe dC Codndo

例$变式题!nona!!解析" n oCadnn ooaden oe 
dnn oCdC n oCdnonao

例%!oa!
!解析"两个班的平均数都是nd

甲班的方差为d

oo d
d ondoddnondoddnondoddeondoddnondo

a

doa
d

乙班的方差为d

oo d
d ondoddnondodd ondoddnondoddnondo

a

d ao

故方差较小的一个为o
ao

例%变式题!o!!解析"因为样本平均数odCa
dCoadCoe

dCoCdCoodConddCoed则样本方差oodCa
dCod odood

Codoodded所以odoo

第(%讲!变量的相关性与统计案例

例!!n!!解析"由这两个散点图可以判断d变量o与o负
相关do与o正相关d选no
例!变式题! !!解析"应当为闭区间o
例"!!解答"dCd散点图如图所示
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例题详解!

&’!!!

"$#由系数公式可知!&"/".!-"’".!

R$"++".%/1/".1’".0+%/1/".$

"++".%+’.
")"2"

R!"’".%)"218$")"’.
!

所以线性回归方程为

R-")"2&#)"’."
"’#&"!))时!R-")"2&#)"’."2)"’.!所以预测生产!))
吨甲产品的生产能耗比技术改造前降低8)%2)"’."!8"+.
吨标准煤"
例"变式题!!解答""!#由题意知!年收入&为解释变量!
年饮食支出-为预报变量!作散点图如图所示"

从图可以看出!样本点呈条状分布!年收入和年饮食支出有
比较好的线性相关关系!因此可以用线性回归方程刻画它
们之间的关系"

&&"+!-"!"0’!P
!)

<"!
&$<"/)+!P

!)

<"!
-$<"’."!’!P

!)

<"!
&<-<"!!2"2!

(R$@)"!2$!R!"-%R$&"!"0’%)"!2$1+")"280!
从而得到回归直线方程为R-")"!2$&#)"280"
"$#R-")"!2$18#)"280"$"’/+万元"
例$!!解答"由所给数据可求得’

&"!!)!$)#!)0#!!2#
/" ##88#!)0 "!)2"0!

-"!!)0/#+/#
/" ##.2#2! "+0!

P
!)

<"!
&$<"!$)$#!)0$#/#88$#!)0$"!!+.0/!

P
!)

<"!
-$<"0/$#+/$#/#.2$#2!$"/2’0/!

P
!)

<"!
&<-<"!$)10/#!)01+/#/#881.2#!)012!

"2’28+"
所以!相关系数为

3" 2’28+%!)1!)2"01+0
!!+.0/%!)1!)2"0" #$ /2’0/%!)1+0" #槡 $

@)"2.)+"

由)"2.)+,)"2.知!两次数学考试成绩有显著的线性相
关性"

R$"
P
!)

<"!
&<-<%!)&-

P
!)

<"!
&$<%!)&$

"2’28+%!)1!)2"01+0!!+.0/%!)1!)2"0$ @!"’)88
!

R!"-%R$&"+0%!"’)881!)2"0@%2’"$)2$"
(R-"!"’)22&%2’"$)2$!

(当&"!!0时!R-"!"’)221!!0%2’"$)2$"0!"!)!/
@0!"

例$变式题!!解答""!#&"!+1
"$+#!0#!’#!)#/%

!#@!!"2!

-"!+1
"$)#$/#’/#’0#.)#+/#@’0"’!

P
+

<"!
&$<"$+$#!0$#!’$#!)$#/$#"%!#$"!$0+!

P
+

<"!
&<-<"$+1$)#!01$/#!’1’/#!)1’0#/1.)%!1

+/"!8!)!

P
+

<"!
-$<"$)$#$/$#’/$#.)$#+/$#’0$"!)!2$"

所以3@%)"80!由于 3 @)"80!所以热茶销售量与气温之
间具有很强的线性相关关系"
"$#用&表示气温!-表示杯数!根据斜率和截距的最小二乘
计算公式得

R$@%!"+2.0!R!@.2"8)+8!
所以所求的回归直线方程是R-"%!"+2.0&#.2"8)+8"
例%!!解答""!#甲厂抽查的产品中有’+)件优质品!从而

甲厂生产的零件的优质品率估计为’+)
.))"2$F

&乙厂抽查的

产品中有’$)件优质品!从而乙厂生产的零件的优质品率

估计为’$)
.))"+/F"

"$#

甲厂 乙厂 合计

优质品 ’+) ’$) +0)

非优质品 !/) !0) ’$)

合计 .)) .)) !)))

Q$"
!)))1"’+)1!0)%’$)1!/)#$

.))1.))1+0)1’$) @2"’.,+"+’.!

所以有88F的把握认为(两个分厂生产的零件的质量有差
异)"
例%变式题!!解答"通过计算;$的观测值知!

Q$"
)!L%" #$9 $

!#" #$ 9#" #L !#" #9 $#" #L

"
" #!)’.1!0%!)12) $

!.1001$012.

@!’"0$+,!)"0$0!

* Q$%!)"" #0$0 @)"))!!
所以我们有88"8F的把握认为穿新防护服比旧防护服对预
防这种皮炎有效果"

第十单元!计数原理

第((讲!基本计数原理

例!!/.!!解析"可以分四类选派方案!即从甲*乙*丙*丁
四个部门进行选派"从甲部门选派有0种不同的选派方法
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%D!!!

从乙部门选派有e 种不同的选派方法n从丙部门选派有eo
种不同的选派方法n从丁部门选派有ed种不同的选派方
法C根据分类加法计数原理n共有不同的选派方法ode d
eodededd种C
例!变式题!eo!!解析"要完成n取一本书n这件事n有三
类不同取法n
第一类n从上层d本不同的数学书中取一本n有d种不同的
取法n
第二类n从中层 本不同的语文书中取一本n有 种不同的
取法n
第三类n从下层o本不同的英语书中取一本n有o种不同的
取法C
上述的其中任何一种取法都能独立完成n取一本书n这件
事n所以共有dd doeeo种不同取法C
例"!oo 种!!解析"甲有o种站法n乙也有o种站法n丙
也有o种站法n故不考虑限制共有oooooeodo种站法n其
中三个人站在同一台阶上有o种站法n故符合本题要求的
不同站法有odoooeoo 种C
例"变式题!eoo!!解析"分为三种币值的不同组合n!
元n 元ne元no元no元nd元nd元n
角n 角ne角no角no角nd角n
分n 分no分nd分nd分no分no分C
然后分三步进行n
第一步n从元中选取有 种取法n
第二步n从角中选取有d种取法n
第三步n从分中选取有 种取法C
由分步计数原理可得 odo eeo n但应除去 元 角 
分这种情况n故有不同币值eo oeeeoon种nC
例$! !!解析"分两类n
nen甲组中选出一名女生有oednoeonoo eood种选法n

non乙组中选出一名女生有oodnoe noeoeeo 种选法C故共
有odd种选法n选 C
例$变式题!o!!解析"用直接法noeooeddoeoooddooooede

eddo dede  n或用间接法noodoo oooooodeo oo e  n
故选oC
例%!!解答"如图所示n并排的d个矩形分别表示d块试
验田C

分别用�nCnC表示三种作物n先安排第e块田n有o种方法n
不妨先放入�n再安排第o块田n有C或C两种作物n不妨放
入Cn下面对第o块田种�或C进行讨论C
nen若第o块田种Cn则第dnd块田分别有o种种法n共ooo
ed种方法n!
non若第o块田种�n第d块仍有C或C两种作物可种n!若
第d块田种Cn则第d块田有o种方法n"若第d块田种Cn
则第d块田只能种Cn有e种方法C
综上n共有oooonooodnodennedon种nC
例%变式题!oo种!!解析"方法en按选用颜色种数进行
分类C依题意至少要选用o种颜色C当选用o种颜色时n区域

C与C 必须同色n区域C与C 也必须同色n此时着色方法有

ood种n当选用d种颜色时n区域C与C 和区域C 与C 中有
且仅有一个同色n此时着色方法有oodd 种C由分类计数原理
可知n满足题意的着色方法共有 ooddooddeoddooode
oo种C
方法on按区域分步着色C第一步n给区域C着色有oed 种方
法n第二步n给区域C着色有oeo 种方法n第三步n给区域C
着色有oeo 种方法n第四步n给区域C 与C 着色n因区域C
区域C 可着同色n也可着异色n当着同色时区域C有o种着
色方法n当着异色时区域C有e种着色方法n所以给区域C
与C 着色共有odeeo种方法C由分步计数原理n满足题意
的着色方法共有oednoeonoeonnodeneoo种C

第()讲!排列#组合

例!! !!解析"C的取值范围为 C  0C0dnC#n n# n

由已知nCn ndoCnn
dn oC

n n oCnn
 n

eoo
nooCnn Cn
e oon

n

即  oe n oCnenooCnn oCnn

CooooCddoe n解得Ceoen舍n或Ceon

ooCoeoooeooC
例!变式题! !!解析"因为

CnCoennCoonnnCo noCnCoennCoonnnCodn
CnCoennCoonnnCodn

enCodnnCo noe
eCooeeCdoon
所以CooeeCdooeoon化简得CooeeCo  e n
解得Ceedn或Ceodn舍nn故方程的解是CeedC
例"!!解答"nen方法一n要使甲不站在两端n可先让甲在
中间d个位置上任选e个n有oed种站法n然后其余d人在另
外d个位置上作全排列有 odd 种站法n根据分步计数原理n
共有站法oednoddedo n种nC!
方法二n由于甲不站两端n这两个位置只能从其余d个人中
选o个人站n有ood种站法n然后中间d人有odd 种站法n根
据分步计数原理n共有站法oodnoddedo n种nC
方法三n若对甲没有限制条件共有 o  种站法n甲在两端共
有oodd种站法n从总数中减去这两种情况的排列数n即得所
求的站法数n共有o  oooddedo n种nC
non先把甲n乙作为一个n整体nn看做一个人n有odd种站法n
再把甲n乙进行全排列n有ooo 种站法n根据分步计数原理n
共有oddnoooeod n种n站法C
non因为甲n乙不相邻n中间有隔挡n可用n插空法nn第一步
先让甲n乙以外的d个人站队n有 odd 种n第二步再将甲n乙
排在d人形成的d个空档n含两端n中n有ood 种n故共有站
法为oddnoodedo n种nC
也可以用n间接法nn 个人全排列有o  种站法n由non知甲n
乙相邻有 oddnoooeod 种站法n所以不相邻的站法有

o  ooddnoooeoo ood edo n种nC!
ndn先将甲n乙以外的d人从 个位置中挑选d个位置进行
排列共有od 种n剩下的两个位置n左边的就是甲n右边的就
是乙n全部排完n故共有od eo  n种n
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例题详解!

&*!!!

".#首先考虑特殊元素!甲*乙先站两端!有D$$ 种!再让其他

/人在中间位置作全排列!有D// 种!根据分步计数原理!共

有D$$.D//"/0"种#"
"+#方法一’甲在左端的站法有 D.. 种!乙在右端的站法有

D.. 种!且甲在左端而乙在右端的站法有 D// 种!共有

D++%$D..#D//".)/"种#站法"
方法二’以元素甲分类可分为两类’!甲站右端D..种!

"甲在中间/个位置之一!而乙不在右端有D!/.D//.D!/"

’0/种!故共有D..#’0/".)/种站法"
例"变式题!!解答""!#百位不能为 ())!因此共有D!8.

D$8"+/0个&

"$#末位为/!百位不能为 ())!因此共有D!0.D!0"+/个"
"’#考虑各数位上的数字之和!可得所有三位数的和为’

D!0D!0"!#$#/#8##D!0D!0"!#$#/#8#1!)#

D$8"!#$#/8#1!))"’..+0)"
"/#分末位数字是否为)两种情况考虑"
D’8#D!/D!0D$0"$$8+种&

".#!千位上为8!0!2!+的四位数各有D’8 个&"千位上是

.!百位上为’!/!+!2!0!8的四位数各有D$0个&#千位上是

.!百位上为$!十位上为/!+!2!0!8的四位数各有 D!2 个&

$千位上是.!百位上为$!十位上为’且满足要求的共有.
个!因此共有("/D’8#+D$0#.D!2#."$’8$种"
例$!!解答""!#一名女生!四名男生!故共有

7!..7/0"’.)"种#&
"$#将两队长作为一类!其他!!人作为一类!故共有

7$$.7’!!"!+."种#&
"’#至少有一名队长含有两类’只有一名队长和两名队长!
故共有

7!$.7/!!#7$$.7’!!"0$."种#!

或采用间接法’7.!’%7.!!"0$."种#&
"/#至多有两名女生含有三类’有两名女生*只有一名女生*
没有女生"
故选法有7$..7’0#7!..7/0#7.0"8++"种#&

".#分两类’第一类是女队长当选!共7/!$"种#"
第二类是女队长不当选!有

7!/.7’2#7$/.7$2#7’/.7!2#7//"
故选法共有’

7/!$#7!/.7’2#7$/.7$2#7’/.5!2#7//"28)"种#"
例$变式题!!/)!!解析"方法!’从2人中先选’人安排
在周六*再从余下的/人中选出’人安排在周日!共有7’27’/
"!/)种方法"
方法$’先从2人中选出+人!再从+人中选出’人安排在
周六!余下’人在周日!根据乘法原理总数为7+27’+7’’"!/)"
方法’’先从2人中选出+人!把+人先均分为两组*再分配

到周六和周日!根据乘法原理总数为7+2
7’+7’’
D$$
D$$"!/)"

例%!*!!解析"’位男生的全排列数是D’’"+!隔开四个

空隙!把’位女生中的$位(捆绑)有方法数7$’D$$"+!将’
位女生当两个看!安插在四个空隙中的两个有方法数D$/"
!$!故(+位同学站成一排!’位女生中有且只有两位女生相

邻的排法)有D’’7$’D$$D$/"/’$种&其中男生甲站两端的男生

排法种数是D!$D$$"/!此时只能在甲的一侧的三个空隙中

安插经过(捆绑)处理后的三个女生!有方法数7$’D$$D$’"
’+!故(’位男生和’位女生共+位同学站成一排!若男生甲
站两端!’位女生中有且只有两位女生相邻的)的排法有

D!$D" #$$ 7$’D$$D" #$’ "!//种!综上!故符合条件的排法共有

/’$%!//"$00种"
例%变式题!!解答""!#分三步’先选!本有7!+种选法&再

从余下的.本中选$本有7$. 种选法&最后余下的’本全选

有7’’种选法!由分步计数原理知!分配方式共有’7!+.7$..

7’’"+)"种#"
"$#由于甲*乙*丙是不同的三个人!在"!#题的基础上!还在
考虑再分配问题"因此分配方式共有’7!+.7$..7’’.D’’"
’+)"种#"
"’#先分三步!则应是7$+.7$/.7$$ 种方法!但是这里面出现
了重复"不妨记六本书为#*.*5*I*O*:"若第一步取了

#.!第二步取了5I!第三步取了O:!记该种分法为"#.!

5I!O:#!则 7$+.7$/.7$$ 种分法中还有"#.!O:!5I#*
"5I!#.!O:#*"5I!O:!#.#*"O:!5I!#.#*"O:!#.!

5I#!共D’’种情况"而且这 D’’ 种情况仅是#.!5I!O:的
顺序不同"因此只能作为一种方法"故分配方式有’

7$+.7$/.7$$
D’’

"!."种#"

"/#在问题"’#的基础上再分配即可!共有分配方式’

7$+.7$/.7$$
D’’

.D’’"7$+.7$/.7$$"8)"种#"

第(-讲!二项式定理

例!!%$)!!解析"J3#!""%!#373+"$&#+%3 !
$" #&

3

"

"%!#373+$+%$3.&+%$3!令+%$3")!得3"’!故展开式的常

数项为"%!#’7’+"%$)"

例!变式题!*!!解析"对于J3#!"73."&$#.%3 %!" #&
3

"

"%!#373.&!)%’3!对于!)%’3"/!(3"$!则&/ 的项的系数

是7$."%!#$"!)"
例"!!解答""!#由$7.)"7/)#7+) 得)"2或)"!/!)"2
时!二项式系数最大的项是第四项和第五项!第四项的系
数为

7’2" #!$
/

$’"’.$
!

第五项的系数为7/2" #!$
’

$/"2)&

)"!/时!二项式系数最大的项是第八项!第八项的系数为

72!/" #!$
2

$2"’/’$"

"$#由7))#7!)#7$)"28得)"!$")"%!’舍去#!

由
73!$" #!$

!$%3

$3%73%!!$ " #!$
!’%3

$3%!!

73!$" #!$
!$%3

$3%73#!!$ " #!$
!!%3

$3
-

.

/
#!

及3##得3"!)
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所以展开式中系数最大的项是

oeenLeae o de 
 

 o d� eaneaaLa�ea�

例"变式题!  aa!!解析"根据二项展开式的通项公式

oanL ea�ao �d n L ea�a� �故�a� 的系数为 L ea�同理

� �a的系数为 Laea�故�a� 的系数与� �a 的系数之和为

 L eano Laeadn  L ean  aa�
例$!!解答"令�ne则�an�en� n� n�an�an�an�a
n e�!
令�n e则�a �en�  � n�a �an�a �an a�"
oed令�na�则�anoe adane� �en� ndn�an  �

o do! "dL 得�en� n�an�an e  
a

 n eaLa�

o do!n"dL 得�an� n�an�an en 
a

 neaL �

oad方法一d oe  �da 的展开式中��a�� ��a��a 大于零�
而�e�� ��a��a小于零�

 �a n �e n � ndn �a no�an� n�an�ad 
o�en� n�an�ad

neaL  o eaLadn eaa�
方法二d�a n �e n � ndn �a 可看作
oen �da展开式中各项的系数和�

 �a n �e n � ndn �a n an eaa�

例$变式题!L!!解析"令�na�可得�aned令�ne 
�可

得

�an
�e
 n

� 
  n

dn� aaL  aaLna
�故�e
 n

� 
  n

dn� aaL  aaLn e�

例%!L!!解析"Le��nL �� ndnL����noen�d� e�这
个结果要是被a整除�最简单的可能就是�na�此时oen
�d�na�noa ed��只要�再是偶数即可�结合选项可知正
确选项为L�
例%变式题!e !!解析"aaaa o d an aane aa anaa�
ne a�余数为e �

第十一单元!概率

第(*讲!随机事件的概率

例!!!解答"oed由于口袋内只装有黑d白两种颜色的球�
故d取出的球是红球d是不可能事件�其概率是ad
o d由已知�从口袋内取出一个球�可能是白球也可能是黑

球�故d取出的球是黑球d是随机事件�它的概率是 
a
d

o d由于口袋内装的是黑d白两种颜色的球�故取出一个球
不是黑球就是白球�因此�d取出的球是白球或是黑球d是必
然事件�它的概率是e�
例!变式题!a!!解析"!").为随机事件�
例"!L!!解析"恰有e个白球�便不再可能恰有 个白
球�且恰有e个白球与恰有 个白球的事件不可能必有一个
发生�故选L�
例"变式题!L!!解析"事件d甲分得红牌d与d乙分得蓝

牌d有可能同时发生�故它们不是互斥事件�正确选项为L�

例$!aa!
!解析"方法e�因为只有 名女生�所以选出 

人中至少有一名男生�当选出的学生全是男生时�方法数为

L a�概率为
L a
L a
n a

�所以�均不少于e名的概率为e  a

naa�

方法 �选出的是男生e名d女生 名时�方法数为LeaL  na�
选出的是男生 名d女生e名时�方法数是L aLe n a�故随机事
件d男女生均不少于e名d所包含的基本事件的个数是 a�基本

事件的总数是L an a�故所求的概率为 a an
a
a�

例$变式题!a!!解析"基本事件的个数共有a个�三次

都是蓝球所含有的基本事件只有e个�这个概率是ea
�根据

对立事件的概率之间的关系�所求的概率为e ean
a
a
�

选a�
例%!!解答"将两颗骰子投掷一次�共有 a种情况�向上
的点数之和的不同值共ee种�
oed设事件�nd两骰子向上的点数之和为ad�事件�end两
骰子向上的点数分别为a和ad�事件� nd两骰子向上的
点数分别为 和ad�事件� nd两骰子向上的点数分别为 
和ad�则�e与� �� 互为互斥事件�且

�n�en� n� �故

�o�dn� �en� n�o d ne an
 
 an

 
 an

a
 a�

o d设事件�nd两骰子向上的点数之和不小于ad�事件�
nd两骰子向上的点数之和为ad�事件�nd两骰子向上的
点数之和为Ld�事件�nd两骰子向上的点数之和为ead�事
件�nd两骰子向上的点数之和为eed�事件ond两骰子向
上的点数之和为e d�则��������o互为互斥事件�且�

n�n�n�n�no��o�dna a
��o�dneL

�

�o�dnee 
��o�dneea

��oodne a
�

故�o�dn�o�n�n�n�nodn�o�dn�o�dn�o�dn

�o�dn�oodna an
e
Ln

e
e n

e
ean

e
 an

a
e �

例%变式题!!解答"oed因为取到红心o事件�d与取到方
块o事件�d不能同时发生�所以�与� 是互斥事件�且有�
n�n� 故由互斥事件的概率加法公式�得 �o�dn

� �no d� n�o�dn�o�dnean
e
an

e
 �

o d因为当取一张牌时�取到红色牌o事件�d与取到黑色牌
o事件�d不可能同时发生�所以�与� 也是互斥事件�又由
于事件�与事件� 必有一个发生�即�n�为必然事件�所

以�与� 互为对立事件�所以�o�dne �o�dne e 

ne �

第(+讲!古典概型

例!!!解答"以上命题均不正确�oed应为a

8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8 种等可能的结



例题详解!

(!!!!

果!还有一种是(一反一正)&"$#摸到红球的概率为!$
!摸到

黑球的概率为!
’
!摸到白球的概率为!

+
&"’#取到小于)的

数的概率为/
2
!取到不小于)的数的概率为’2

&"/#一个男

同学当选的概率为!
’
!一个女同学当选的概率为!

/
&".#抽

签有先有后!但每人抽到某号的概率是相同的"理由’假设.

号签为中奖签!甲先抽到中奖签的概率为!
.
&乙接着抽!其

抽中.号签的概率为/.1
!
/"

!
."

例"!7!!解析"因为"’#)@#")%’@#"$’)#")$%’$#@为
实数!所以)$"’$!故’")!则可以取!!$!’!/!.!+!共+种可

能!基本事件的总数为’+!所以*"+’+"
!
+"
正确选项为7"

例"变式题!!/!
!解析"对于两个数的各位数字之和不

小于!/的点数的情况通过列举可得有.种情况!即2!0&0!

8&!+!!2&!2!!0&!0!!8!而基本事件有$)种!因此*"##

"!/"

例$!!解答""!#工厂总数为!0#$2#!0"+’!样本容量与

总体中的个体数之比为2
+’"

!
8
!即抽取比例是!

8
!所以从

#!.!5三个区中应分别抽取的工厂个数为$!’!$&
"$#设#!!#$为在#区中抽得的$个工厂!.!!.$!.’ 为在

.区中抽得的’个工厂!5!!5$ 为在5区中抽得的$个工
厂!在这2个工厂中随机抽取$个!其结果是’#!!#" #$ !

#!!." #! ! #!!." #$ ! #!!." #’ ! #!!5" #! ! #!!5" #$ &

#$!." #! ! #$!." #$ ! #$!." #’ ! #$!5" #! ! #$!5" #$ &

.!!." #$ ! .!!." #’ ! .!!5" #! ! .!!5" #$ & .$!." #’ !

.$!5" #! !.$!5" #$ &.’!5" #! .’!5" #$ &5!!5" #$ !全部的
可能结果有$!种!随机抽取的$个工厂至少有一个来自#
区的结果有

#!!#" #$ ! #!!." #! ! #!!." #$ ! #!!." #’ ! #!!5" #! !

#!!5" #$ & #$!." #! ! #$!." #$ ! #$!." #’ ! #$!5" #! !

#$!5" #$ &共有!!种"所以所求的概率*"!!$!"

例$变式题!!解答""!#一共有0种不同的结果!列举如
下’"红*红*红*#*"红*红*黑#*"红*黑*红#*"红*黑*黑#*
"黑*红*红#*"黑*红*黑#*"黑*黑*红#*"黑*黑*黑#"
"$#记(’次摸球所得总分为.)为事件#!则事件#包含的
基本事件为’"红*红*黑#*"红*黑*红#*"黑*红*红#!事件#
包含的基本事件数为’!由"!#可知!基本事件总数为0!所以

事件#的概率*"##"’0"

例%!!解答""!#由题意得!省外游客有$2人!其中8人持
金卡&省内游客有8人!其中+人持银卡"
设事件#为(采访该团$人!恰有!人持银卡)!则*"##"
7!+7!’)
7$’+

"$2
!所以采访该团$人!恰有!人持银卡的概率

是$
2"

"$#设事件.为(采访该团$人!持金卡人数与持银卡人数
相等)!可以分为’
事件.!为(采访该团$人!持金卡)人!持银卡)人)!或事
件.$为(采访该团$人!持金卡!人!持银卡!人)两种情

况!则*".#"*".!##*".$#"
7$$!
7$’+
#7

!
87!+
7$’+

"//!).
!所以采访

该团$人!持金卡与持银卡人数相等的概率是//!)."

例%变式题!!解答""!#从袋中依次摸出$个球共有 D$8
种结果!第一次摸出黑球!第二次摸出白球的结果数为

D!’D!/!则所求概率为*!"
D!’D!/
D$8
"!+

&

"$#第一次摸出红球的概率D
!
$

D!8
!第二次摸出红球的概率

D!2D!$
D$8
!第三次摸出红球的概率D

$
2D!$
D’8
!则摸球次数不超过’

次的概率为D
!
$

D!8
#D

!
2D!$
D$8
#D

$
2D!$
D’8
"2!$"

第)’讲!几何概型

例!!$’!
!解析"如图所示!可设0#%"!!0#("!!根据题

意只要点.在优弧0%#(上!劣弧0#.的长度就小于!!由于
点.在圆周上的任意性!故这个概率是优弧0%#(的长度与

圆的周长之比!即这个概率是$
’"

例!变式题!D!!解析")*;B?&&$ *
!
$
时!在区间

%!!, -! 上!只有%&$*
&&
$*%

&
’
或&
’*

&&
$*

&
$
!即&#

%!!%" #$’ ( $
’
!" #! !根据几何概型的计算方法!这个概

率值是!
’"

例"!*!!解析"如图所示!当所取点位于长方形内半圆以

外时!该点到G的距离大于!!该部分的面积是$%&$
!故所

求的概率为
$%&$
$ "!%&/

!正确选项为*"

例"变式题!D!!解析"根据几何概型的计算公式!这个

概率值是&
/

8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8

"
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%D!!!

例o!w解答n设构成三角形的事件为Lo长度为de的线段
被分成三段的长度分别为Cooode oCdooo

则

e*C*deo

e*o*deo

e*de oCdoo*de
-
.

/ o

即

e*C*deo

e*o*deo

e*Cdo*de
-
.

/ �
由一个三角形两边之和大于第三边o有

Cdo,de oCdooo

Cdde oCdoo,oo

odde oCdoo,C
-
.

/ o
 
e*C*eo

e*o*eo

e*Cdo*de
-
.

/ o

 满足条件的点CoCooo组成的图形是如图所示中的阴影
区域o不包括区域的边界o�

o阴影dddee
ddded

oo;oLod
d
dede

ddee�

 CoLodo阴影o;oLo
dde� 
可以构成三角形的概率为d

e�

例o变式题!w解答n在平面直角坐标系中o以横轴和纵轴
分别表示CoC的值o因为CoC与图中正方形内的点一一对
应o即正方形内的所有点构成全部试验结果的区域�设事件

L 表示方程Cd  槡CCdCde 有实根o则事件 Ld

oCoCo
C eC%e
e*C*d
e*C*
-
.

/
-
.

/
H
I

Jd
o所对应的区域为图中的阴影部分o

且阴影部分的面积为d
e
o故由几何概型公式得CoLod

o阴影
o正方形d

d
e
o即关于C的一元二次方程Cd 槡CCdCde有实

根的概率为d
e�

例o!e!w解析n满足条件的点在半径为�的de
球内o所

以所求概率为Cd

d
ee

e
 &�

 

� d&e
o选e�

例o变式题!w解答n因d升ddeee毫升�记事件Loo取出

的de毫升种子含有麦锈病种子oo则CoLod dedeeede�ed
o

即取出的de毫升种子含有这粒麦锈病种子的概率是

e�edo!
记事件ooo取出 e毫升种子含有这粒麦锈病种子oo则

Coood  edeeede�e 
o即取出 e毫升种子含有麦锈病种子的

概率是e�e �!

第o�讲!离散型随机变量及其分布列

例�!w解答nodoo的可能取值为eododo oeoodo表示取
出o个红球ooe oo个白球o其中odeododo oe�
odo+的可能取值为do oeooodd�若以ooooo表示抛掷甲o乙
两颗骰子后甲为o点o乙为o点�则+dd表示ododoo+d 表
示ododooododoo+de表示odo ooododooo odoooo+ddd表
示oeoeo�
同理%的可能取值为doeoeooodd�其对应的随机试验结
果略�
例�变式题!!"$!w解析n根据离散型随机变量的定
义o可知!"$中的+可能取的值o可以按一定的次序列出o
而#中的+可以取某一区间内的一切值o属连续型随机
变量�
例�!w解答n依题意易知o掷两颗骰子出现的点数有 e种
等可能的情况oododooododooodo ooodoeooodoeooodoeoo
ododoooooeoeoooeoeoo因而o 的可能取值为dodo oeoeo

eo详见下表

o的值 出现的点 情况数

d ododo d

d ododooododooododo  

 o o ooo odooo odooodo ooodo o e

e
oeoeoooeo oooeodoooeodooo oeoo

odoeooodoeo
e

e
oeoeoooeoeoooeo oooeodoooeodoo

oeoeooo oeooodoeooodoeo
e

e
oeoeoooeoeoooeoeoooeo oooeodoooeodoo

oeoeoooeoeooo oeooodoeooodoeo
dd

由古典概型可知o的概率分布如下表所示

o d d  e e e

C d
 e

 
 e

e
 e

e
 e

e
 e

dd
 e

从而Cod*o*eodCood odCoodeode ed
e
 ed

d
 �

例�变式题!w解答n从箱中取出两个球的情形有以下六

种ood白oood白d黄oood白d黑oood黄oood黑d黄oood
黑oo当取到d白时o结果输d元o随机变量od do当取到

d白d黄时o输d元o随机变量od do当取到d白d黑时o

随机变量oddo当取到d黄时oodeo当取到d黑d黄时oo

ddo当取到d黑时oodeo则o 的可能取值为 do doeo

dodoe�

 Cood dode
d
e

eddd
dedd

oCood dode
d
eedd
eddd
dddd

8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8

o



例题详解!

($!!!

*"K")#"7
$
$

7$!$
"!++

&*"K"!#"7
!
+7!/
7$!$
"/!!

&

*"K"$#"7
!
/7!$
7$!$
"/’’

&

*"K"/#"7
$
/

7$!$
"!!!"

从而得到K的分布列如下’

K %$ %! ) ! $ /

* .
$$

$
!!

!
++

/
!!

/
’’

!
!!

例$!!解答""!#由题意可知

* K"" #!. #* K"" #$. #* K"" #’. #* K"" #/. #*"K

"!#"!!

即!#$!#’!#/!#.!"!!

(!"!!."

"$#* K%" #’. "* K"" #’. #* K"" #/. #*"K"!#"

’1!!.#/1
!
!.#.1

!
!."

!$
!."

/
."

"’#* !
!)*K0

2" #!) " * K"" #!. # * K"" #$. #

* K"" #’. "!!.1!#
!
!.1$#

!
!.1’"

+
!."

$
."

例$变式题!是!!解析"一方面!显然+7%)!

另一方面+)#+!#+$#+’"7)’" #!’
’" #$’

)

#7!’" #!’
$

.

" #$’
!

#7$’" #!’
!" #$’

$

#7’’" #!’
)" #$’

’

" !
’#" #$’

’

"!!

(+7"77’" #!’
’%7" #$’

7

"7")!!!$!’#可为一随机变量的分

布列"
例%!!解答"K的可能取值为!!$!’"
K"!表示取出的’个球中有!个白球$个黑球!此时的概

率*"K"!#"7
!
+7$$
7’0
"’$0

&

K"$表示取出的’个球中有$个白球!个黑球!此时的概

率*"K"$#"7
$
+7!$
7’0
"!.$0

&

K"’表示取出的’个球中有’个白球)个黑球!此时的概

率*"K"’#"7
’
+7)$
7’0
".!/

!

其分布列为

K ! $ ’

* ’
$0

!.
$0

.
!/

这个分布列也可以表示为*"K"7#"7
7
+7’%7$

7’0
!7"!!$!’"

例%变式题!!解答""!#从袋中随机摸/个球的情况为’

!红’黑!$红$黑!’红!黑!/红四种情况!分别得分为.
分!+分!2分!0分!故K的可能取值为.!+!2!0"

*"K".#"7
!
/7’’
7/2
"/’.

&*"K"+#"7
$
/7$’
7/2
"!0’.

&

*"K"2#"7
’
/7!’
7/2
"!$’.

&*"K"0#"7
/
/7)’
7/2
"!’.

!

故所求分布列为’

K . + 2 0

* /
’.

!0
’.

!$
’.

!
’.

"$#根据随机变量K的分布列!可以得到得分大于+分的概
率为’

*"K,+#"*"K"2##*"K"0#"!$’.#
!
’."

!’
’."

第)"讲!条件概率与事件的独立性

例!!!解答"记(甲市下雨)为事件#!(乙市下雨)为事
件."
按题意有!*"##"$)F!*".#"!0F! " #* #. "!$F"

"!#乙市下雨时甲市也下雨的概率为*"#’.#"*
"#.#
*".#

"$’
&

"$#甲市下雨时乙市也下雨的概率为*".’##"*
"#.#
*"##

"’."

例!变式题!!解答""!#此人患色盲的概率为

*"!))$))1
.
!))#

!))
$))1

)"$.
!))"

."$.
$))"

$!
0))"

"$#设事件# 表示(从!))个男人和!))个女人中任选一
人!此人患色盲)&事件.表示’(从!))个男人和!))个女
人中任选一人!此人是男人)"

则*"##"$!0))
!*"#.#" .$))

!

故*".’##"*
"#.#
*"##"

$)
$!"

例"!!解答"记(第<局甲获胜)为事件#<"<"’!/!.#!
(第M局乙获胜)为事件.M"M"’!/!.#"
"!#设(再赛$局结束这次比赛)为事件#!则

#"#’.#/#.’../!由于各局比赛结果相互独立!故

*"##"*"#’.#/#.’../#"*"#’.#/##*".’../#"
*"#’#*"#/##*".’#*"./#")"+1)"+#)"/1)"/"
)".$"
"$#记(甲获得这次比赛胜利)为事件.!因前两局中!甲*乙
各胜!局!故甲获得这次比赛胜利当且仅当在后面的比赛

中!甲先胜$局!从而

."#’.#/#.’.#/.#.##’../.#.!由于各局比赛结
果相互独立!故

*".#"*"#’.#/#.’.#/.#.##’../.#.#

"*"#’.#/##*".’.#/.#.##*"#’../.#.#

"*"#’#*"#/##*".’#*"#/#*"#.##*"#’#*"./#*"#.#

")"+1)"+#)"/1)"+1)"+#)"+1)"/1)"+")"+/0"
例"变式题!!解答""!#记(该选手能正确回答第<

8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8 轮的问



全品高考复习方案 新课标$人教�版!数学%理科& 全品高考网：www.c a n p o i n t.c%n

%D!!!

题o的事件为wnLnoa C o de 则wLwaeodo
 wLwCeooo

 

wLwoeoCo
 wLwdeoao

 o该选手进入第四轮才被淘汰的

概率

wdowLwawCwowdeowLwaewLwCewLwoewLwde

odod
o
od

C
od

d
oo

do
oCo�

LCe该选手至多进入第三轮考核的概率

woowLwaowawCowawCwoe

oaoo
d
od

C
oo

d
od

o
od

o
oo
aoa
aCo�

例$!!解答"Lae设w表示资助总额为零这个事件 则表明
两位专家同时打出了六个e不支持o 

则wLweoL eaC
o

oaod
e

LCe设w表示资助总额超过ao万元这个事件 

wLweoddoL eaC
o

odooL eaC
o

odooL eaC
o

oaaoC�

例$变式题!!解答"设ww 表示第w株甲种大树成活 wo
a Ce设wn表示第n株乙种大树成活 noa C 

则wa wC wa wC独立 且wLwaeowLwCeooo
 

wLwaeowLwCeodo�

Lae至少有a株成活的概率为

aCwLwaowCowaowCe

oaCwLwaeowLwCeowLwaeowLwCe

oaCL eao
CL eao

C

oddddoo�

LCe由独立重复试验中事件发生的概率公式知 两种大树各

成活a株的概率为

wo daCdoodL eao o daCddodL eao
oaoood

d
Coo

d
do�

第)$讲!离散型随机变量的数字特征与正态分布

例!!!解答"Lae记e所取出的非空子集满足性质wo为事
件w�
基本事件总数wodaoodCoodoooddoodooooa 事件w包含
的基本事件是 a d e eo oC o e eo oa C o e ed  

事件w包含的基本事件数woo 

所以wLweowwo
o
oa�

LCe依题意 +的所有可能取值为a C o d o 

又wL+oaeo
dao
oao

o
oa
 wL+oCeo

dCo
oao

ao
oa
 

wL+ooeo
doo
oao

ao
oa
 wL+odeo

ddo
oao

o
oa
 

wL+ooeo
doo
oao

a
oa�

故+的分布列为e

+ a C o d o

w o
oa

ao
oa

ao
oa

o
oa

a
oa

从而n+oad
o
oaoCd

ao
oaood

ao
oaodd

o
oaood

a
oao

do
oa�

例!变式题!!解答"Lae由于甲组有ao名工人 乙组有o
名工人 根据分层抽样的等比例性 若从甲o乙两组中共抽

取o名工人进行技术考核 则从甲组中抽取C名工人 乙组

中抽取a名工人�
LCe记w表示事件e从甲组抽取的工人中恰有a名女工人o 
由于从甲组抽取C人 故基本事件的总数是dCao 事件w所

包含的基本事件数是daddao 所以wLweo
daddao
dCao
odao�

Loe+的可能取值为o a C o�

wL+ooeo
dCd
dCao
od

a
o

dao
oodo

 

wL+oaeo
daddao
dCao
od

a
o

dao
od

C
d

dCao
od

a
C

dao
oCddo

 

wL+ooeo
dCo
dCao
od

a
C

dao
oaodo

 

wL+oCeoaCwL+ooeCwL+oaeCwL+ooeo
oa
do�

故+的分布列为

+ o a C o

w o
do

Cd
do

oa
do

ao
do

数学期望n+ood
o
dooad

Cd
dooCd

oa
doood

ao
doo

d
o�

例"!!解答"Lae由题设可知na和nC的分布列分别为

na o ao

w o�d o�C !!!!

nC C d aC

w o�C o�o o�o

nLnaeoodo�doaodo�Coo 

nLnaeoLoCoeCdo�doLaoCoeCdo�Code

nLnCeoCdo�Coddo�ooaCdo�ood 

nLnCeoLCCdeCdo�CoLdCdeCdo�ooLaCCdeCd
o�ooaCe

LCewLweon w
aoonL ea on aooCwaoo nL eC

o wL eaoo

C

nLnaeo aooCwL eaoo

C

nLnCe

o d
aooC w

CooLaooCweo oC

o d
aooC

LdwCCooowoodaooCe 

当wooooCddodo
时 wLweoo为最小值�

例"变式题!!解答"各投保人是否出险互相独立 且出险

的概率都是w 记投保的aoooo人中出险的人数为+ 
则+(wLao

d we�
Lae记w表示事件e保险公司在一年度内为该险种至少支付

aoooo元赔偿金 则w发生当且仅当+oo时
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例题详解!

(&!!!

*"##"!%*"##

"!%*"+")#

"!%"!%+#!)
/!

又*"##"!%)"888!)
/!故+")"))!"

"$#该险种总收入为!))))!元!支出是赔偿金总额与成本
的和"
支出!!))))+#.))))!
盈利!%"!))))!%"!))))+#.))))#!
盈利的期望为!O%"!))))!%!))))O+%.))))!
由+(."!)

/!!)%’#知!O+"!))))1!)
%’!

O%"!)
/!%!)/O+%.1!)

/

"!)/!%!)/1!)/1!)%’%.1!)/"
O%%)=!)

/!%!)/1!)%.1!)/%)

=!%!)%.%)=!%!."元#"
故每位投保人应交纳的最低保费为!.元"

例$!!$!
!解析"根据正态密度函数图象的对称性!

*"K0##"*"K,##且*"K0###*"K,##"!!

故*"K0##"
!
$"

例$变式题!D!!解析"由于正态密度函数的图象关于&
"#对称!我们就可以利用它在&"#两边的概率相等来解
决关于正态分布的问题"本题中* +0" #) "* +%" #/ "!%

*+0" #/ "!%)"0/")"!+"关键就是用好正态曲线的对

称性"

第十二单元!算法初步与复数

第)%讲!算法与程序框图

例!!!解答"第一步’"%!得/-"/&#
第二步’解#得-"!&
第三步’将-"!代入"得&")"
例!变式题!!解答"算法!’

第一步’任取两个小球分别放到天平的两个托盘中!如果天

平不平衡!则较高的托盘中的小球就是要找的小球&如果天

平是平衡的!则执行下一步&

第二步’取出左边托盘的一个球!然后把剩下的2个小球依次

放到左边托盘中!直到天平不平衡!找出较轻的小球&

第三步’结束"
算法$’

第一步’把8个小球平均分成三组!每组’个&

第二步’把其中的两组放到天平的两个托盘中!如果天平平

衡!则较轻的小球在剩下的一组里&如果天平不平衡!则较

轻的小球在托盘较高的一组里&

第三步’在含有较轻小球的一组里取两个小球!放到天平的两

个托盘里!如果天平平衡!则剩下的小球就是要找的&如果天平

不平衡!则较高的托盘里面的小球就是要找的&

第四步’结束"

例"!!解答"算法设计如下’

第一步!3!"!!3$"/!?"/&

第二步!D" "3$%3!#$#?槡 $&

第三步!0!"&3$!!0$"&3$$!0’"&"3!#3$#D&

第四步!0"0!#0$#0’!A"!’
"0!# 0!0槡 $#0$#?&

第五步!输出0和A"
程序框图如下’

例$!!解答"算法分析如下’

第一步’输入&&
第二步’如果&,)!那么使-"$&%’!否则-"&$#$&
第三步’输出-"
程序框图如下’

例$变式题!!$2!!解析"由程序框图知!循环体被执行

后!的值依次为’*2*!.*’!*+’*!$2!故输出的结果是!$2"
例%!!解答"算法设计如下’

第一步!)")!!"$))!3")").&
第二步!J"!3"计算年增量#&
第三步!!"!#J"计算年产量#&
第四步!如果!0’))!那么)")#!!重复执行第二步!
如果!,’))!则执行第五步&
第五步!("$))8#)"
第六步!输出("
程序框图如下
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%%���

��方法一D����������方法二D

���
例o变式题�w�n解析L对于odeCode �eeCdod�Co
d�C

对于od�Cod� �eeC

doddCoddC
对于oddCodd �eeC

dod��CoddC
对于oddCod�� �eeCdod��dd��CodeC
对于odeCod��dd�� �eeCd输出ode�

第oo讲�基本算法语句

例��n解答L第一步C输入点的坐标C�eC�eCC输入直线方

程的系数和常数�C�CoC
第二步C计算o�d��ed��edoC

第三步C计算odd�dd�dC

第四步C计算od�o��
o槡d

C

第五步C输出o�
程序框图如图所示D

程序如下D

eewwweeCweCwCeCe

�w�dw eede� wede

�wddwwddewd

�edeeeCw�CDewwCodC�

wweewe

wee

例��n解答L过点�Co 分别作�o �oCoo �oC垂足
分别是oDo�

d��oo是等腰梯形C底角是eeeC�� 槡dd dee�

d�od�odoodooddeeC
又�odeeeC

d�odooddeeC

所以�d

�
d�

dCe � dCC

d�ddCd � eCC

d�d
C�deCdd�eCe � eC

 

 

 �

程序框图如图所示�

程序D

eewwwDedDCe

ewe deeeee dd

�wdewe ewd

weew

��ewe deeee de

���wdd edd

��wee

���wddewe CedeCwdd�e

��wee

wee

wweeww
wee

例�变式题�n解答L算法步骤如下D

第一步C输入通话时间oC
第二步C如果o dC那么�de�ddC否则判断o��是否成立C
若成立C执行�de�ddde��e CoddCC否则C执行�
de�ddde��eCDoddDd�C�

第三步C输出通话费用��
程序框图如图所示D

程序如下

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

D



例题详解!

(’!!!

@ANOH(请输入通话时间’)&H

@UH*"’

P")V$$

E4?E

@U@AH"H#"H

-")"$$#)"!?"4%’#

E4?E

P")V$$#)V!?,@AH"H%’##!-

EA<

EA<

NT@AH(通话费用为’)&P
EA<

例$!!解答"程序框图如下’

程序’

W")
X")
@"!
YM@4E@*"./
!!@ANOH>
!!@U>,8)
!!!W"W#>
!!!X"X#!
!!EA<
!!@"@#!
EA<
Z"W+%
NT@AHZ
EA<

例$变式题!D!!解析"当@"2*8时!@"!)!?"!2!@"8
跳出循环!输出!2"

第))讲!算法案例

例!!!解答"用辗转相除法’
第一步!$+/"!1!+0#8+
第二步!!+0"!18+#2$
第三步!8+"!12$#$/
第四步!2$"’1$/#)

或第一步!$+/C0"’’!!+0C0"$!
第二步!’’%$!"!$
第三步!$!%!$"8!第五步!8%’"+
第四步!!$%8"’!第六步!+%’"’
故$/是$+/与!+0的最大公约数"
用更相减损术检验’

第一步!$+/%!+0"8+
第二步!!+0%8+"2$
第三步!8+%2$"$/
第四步!2$%$/"/0
第五步!/0%$/"$/
故$/是$+/与!+0的最大公约数"
例!变式题!!解答"辗转相除法求最大公约数的过程如

下’"建立带余除式#

0$.!"+!).1!#$!/+

+!)."$!/+1$#!0!’

$!/+"!0!’1!#’’’

!0!’"’’’1.#!/0

’’’"!/01$#’2

!/0"’21/
则’2为0$.!与+!).的最大公约数!

最小公倍数是0$.!1+!).C’2"!’+!/!."
例"!!解答"根据秦九韶算法!把多项式改写成如下形式’

,"&#"0&2#.&+#).&.#’.&/#).&’#).&$#$&#!

"""""""0&#.#&#)#&#’#&#)#&#)#&#$#&#!"
C)"0&

C!"01$#."$!&

C$"$!1$#)"/$&

C’"/$1$#’"02&

C/"021$#)"!2/&

C."!2/1$#)"’/0&

C+"’/01$#$"+80&

C2"+801$#!"!’82"
(当&"$时!多项式的值为!’82"

第)-讲!复数的基本概念与运算

例!!!解析"根据复数1为实数*虚数及纯虚数的概念!利
用它们的充要条件可分别求出相应的!的值"

!解答""!#当1为实数时!则
!$%.!%+")!

!$%!")$ !

(
!"%!或!"+!

!"-!$ "
故当!"+时!1为实数"

"$#当1为虚数时!则有
!$%.!%+")!

!$%!")$ !

(
!"%!且!"+!

!"-!$ !
(!"-!且!"+"

(当!#"%3!%!#("%!!!#("!!+#("+!#3#时!1为
虚数
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%D���

own当L为纯虚数时o则有
addoade wo

addoa�e
add� �w 

 

 a

w
a d�且a eo

a�e且a e�n a

w不存在实数a使L为纯虚数a

例!变式题�o�!解析"由
add��wo

ad� n w
 a�d�a

例"�!解答"o�n槡ddo
w

槡�d do
�槡d�o

槡�d do
�
o槡d�ono 槡�� don
o 槡�d dono 槡�� don

�do�o��d�oa

odn 槡dd w�o
槡��d wo
� 槡do n�do

dw��

�o
o 槡��d won

槡��d wo
� 槡do n�don n

d �wwo

n 槡d
�do

�o� do nddo

�wwo

n 槡d
�do

�o�o�wwon 槡d�do

�o�on 槡d�do

�d槡dd�
槡d
do n��oa

例"变式题�w�!解析"��ooddo�
o��oonod�on

o �d��woo

wa�d�oa�woaa�dwa

例$�w�oo�!解析"设L�a�aooana &no则 ad�a槡 dda

�ao�d�ooow
ad�a槡 dda�do

a�o
 
 
 o

w
a�wo

a�on a
wL�w�ooa

例$变式题�o�!解析"设L�a�aoo则oa�aono��on�
�doo

即ada�oa�ano��doo由
ada��o

a�a�d�n o
解得a�woa�d�o

所以L�dooL�oa
例%�!解答"o�n   aL�d    Lao
w    aL表示的复数为dow�dono即dwddoa
odn   La�    Lad    LLo
w    La表示的复数为ow�dondodd�oon�oddoa
own   La�    La�    aa�    La�    LLo
w    La表示的复数为ow�dLn�odd�oLn���eoo
即a点对应的复数为��eoa
例%变式题�!解答"由复数的几何意义知o复数L对应的点
在单位圆上o Ldo 的几何意义是复数L对应的点到点owo�n间
的距离o

所以当单位圆上取点owod�n时o距离最大为da
即 Ldo 的最大值为da

第十三单元�推理与证明

第)*讲�合情推理与演绎推理

例!�!解答"aown�ao�n� �
ww 槡� w

� �
w� 槡� w

� �
槡�� w
�

�
槡w� w
�槡wd�d � 槡wd w

e �槡ww
o

同理oaod�n�aodn�槡ww
o

aoddn�aown�槡wwa

注意到在这三个特殊的式子中o自变量之和均等于�o由此

归纳猜想n

当a��ad��时o均有aoa�n�aoadn�槡wwa

证明n设a��ad��o则

aoa�n�aoadn� �
wa� 槡� w

� �
wad 槡� w

�
owad 槡� wn�owa� 槡� wn
owad 槡� wnnowa� 槡� wn

� wa� �wad 槡�d w
wa��ad 槡� wowa� �wadn�w

� wa� �wad 槡�d w
槡wowa� �wadn�dow

� wa� �wad 槡�d w
槡wowa� �wad 槡�d wn

�槡wwa

例!变式题��ww�
�
e
oa��noa�dn�!解析"当a�w时o

如图所示o分别将各顶点的数用小写字母表示o即由条件知

a�a�L��oa��ad�a�aoa��ad�a�LoL��Ld�L�ao

a��ad�a��ad�L��Ld�doa�a�Ln�do

dL�a��ad�ad�L��a��Ldo

eL�a��ad�a��ad�L��Ld�doa�a�Ln�da

即L��w
o从而aown�a�a�L�a��ad�a��ad�L��Ld

�L���d��w�
�w
wa

进一步可求得aoon�oo由上知ao�n中有三个数相加oaodn

中有e个数相加oaown中有�w个数相加oaoon中有�o个数

相加no若aoad�n中有aad�oa �n个数相加o可得aoan中

有oaad��a��n个数相加o

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 且由



例题详解!

(*!!!

,"!#"!"’’
!,"$#"+’"

’#’
’ ","!##’’

!

,"’#"!)’",
"$##/’

!,"/#".","’##.’
!/

可得,")#",")%!##)#!’
!所以

,")#",")%!##)#!’ ",")%$##)#!’ #)’"
/

")#!’ #)’#
)%!
’ #/#’’#,

"!#

")#!’ #)’#
)%!
’ #/#’’#

$
’#

!
’

"!+
")#!#")#$#"

例"!!解答"对平面凸四边形有

0"!$!!?!#
!
$!$?$#

!
$!’?’#

!
$!/?/

"!$
"7?!#$7?$#’7?’#/7?/#

"7$
"?!#$?$#’?’#/?/#!

(?!#$?$#’?’#/?/"$07
!即P

/

<"!
"<?<#"$07"

类比以上可知!在三棱锥中

A"!’0!H!#!’0$H$#!’0’H’#!’0/H/

"!’
";H!#$;H$#’;H’#/;H/#

";’
"H!#$H$#’H’#/H/#

(H!#$H$#’H’#/H/"’A;
!即P

/

<"!
"<H<#"’A; "

例"变式题!$/)%! " ## %! )$$)%!!!解析"这是一种需类

比推理方法破解的问题!结论由两项构成!第二项前有

"%!#)!

两项分别为$/)%!!$$)%!!因此对于)#,?!

7!/)#!#7./)#!#78/)#!#/#7/)#!/)#!"$/)%!#"%!#)$$)%!"
例$!证明’"!#两平行线与第三条

直线相交!内错角相等"大前提#!

<.5#与<5#I 是平行线#I!.5
被#5所截内错角"小前提#!
所以!<.5#"<5#I"结论#"
"$#等腰三角形两底角相等"大前提#!

;5#I是等腰三角形!I#"I5"小前提#!
所以!<I5#"<5#I"结论#"
"’#等于同一个量的两个量相等"大前提#!

<.5#与<I5#都等于<5#I"小前提#!
所以!<.5#"<I5#!所以5#平分<.5I"结论#"
"/#同理!.I平分<5.#"
例$变式题!9!!解析"因!!$!9!L!N都为正数!故分子越
大或分母越小时!0的值越大!而在分子都增加!的前提下!
分母越小时!0的值增长越多!&)*9*L*N*$*!!所以9
增大!个单位会使得0的值增加最多"

例%!!解答""!#椭圆5的焦点在&轴上!
由椭圆上的点# 到:!*:$ 两点的距离之和是/!得$!"/!

即!"$"又点# !!" #’$ 在椭圆上!因此
!
$$#

" #’$
$

$$ "!得$$"’!于是9$"!"

所以椭圆5的方程为&
$

/#
-$

’"!
!

焦点:!"%!!)#!:$"!!)#"

"$#设*"&!-#!则&
$

/#
-$

’"!
!(&$"/%/’-

$!

(’*=’$"&$# -%" #!$
$

"/%/’-
$#-$%-#!/

"%!’ -#" #’$
$

#.!又 槡&% ’0-0槡’"

(当-"%’$
时!’*=’=9> 槡" ."

"’#类似的性质为’若 %*( 是双曲线&
$

!$%
-$

$$"!
上关于原

点对称的两个点!点*是双曲线上任意一点!当直线*%*

*( 的斜率都存在!并记为7*%!7*(时!那么7*%与7*(之积
是与点* 位置无关的定值"
证明’设点 % 的坐标为"’!)#!则点 ( 的坐标为"%’!

%)#!其中’
$

!$%
)$

$$"!"

又设点*的坐标为"&!-#!由7*%"-%)&%’
!7*("-#)&#’

!

得7*%.7*("-%)&%’
.-#)
&#’"

-$%)$

&$%’$
!将

-$"$
$

!$&
$%$$!)$"$

$

!$’
$%$$代入得7*%.7*("$

$

!$"

第)+讲!直接证明与间接证明

例!!!解答"证明’&&!-!1为正实数!

(&
$

-#-%$
&$

-
.槡 -"$&"

-$
1#1%$

-$
1
.槡 1"$-"

1$
&#&%$

1$
&
.槡 &"$1"

又&&!-!1不全相等!

(以上三式等号不能同时成立"

(以上三式左*右两边分别相加得

&$

-#-#
-$
1#1#

1$
&#&,$&#$-#$1"

即&
$

-#
-$
1#

1$
&,&#-#1"

例!变式题!!解答"证明’&!$#$$%$!$!

$$#9$%$$9!!$#9$%$!9!
由!!$!9为互不相等的非负实数知!以上三式等号不能
成立"
(三式两边分别相加得!!$#$$#9$,!$#$9#!9"

又&!$#$9%$ !$$槡 9

8
8
8
8
8
8
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8
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8
8
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8
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8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
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8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
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%D���

odn dad  od槡 de on dad  d槡 ode
且由 eoed为互不相等的非负实数知以上三式等号不能
成立e

d三个不等式两边分别相加得e

 onodn da槡 ode槡 n槡on槡dee

d dnodndda槡 ode槡 n槡on槡de 

例"�!解答"令o�o��e得ddaoa
d
d
edo�dd 

下面给出证明e

证明e先证明 o
donon

o
ondoa

d
d 

因为oadeoade要证 o
donon

o
ondoa

d
d
e

只需证doeondoendoedonoeadedonoeeondoee
即odnodadooe这显然成立 

d o
donon

o
ondoa

d
d 

再证 o
ondon

o
donoa

d
d
e

只需证doedonoendoeondoeadeondoeedonoee
即dooaodnode这显然成立 

d o
ondon

o
donoa

d
d 

综上所述e存在常数o�dd
e使对任意正数oeo都有 o

dono

n o
ondoa

d
da

o
ondon

o
dono
成立 

例"变式题�!解答"证明e法一e要证dd nod nddondd n

dddn d add nddonddd成立e

即证dd nod
eond
d
edn e ed adde ode成立e

只需证 no
d
eond
d
edn 
d a od成立e

d nod a槡 oadeondd a槡odadedn d a槡d ade

d nod
eond
d
edn 
d a odad成立eae 

又d eoed是不全相等的正数e

deae式等号不成立e

d原不等式成立 
法二ed eoed�&ne

d nod a槡 oadeondd a槡odadedn d a槡d ad 

又d eoed是不全相等的正数e

d nod
eond
d
edn 
d a ode

ddd nod
eond
d
edn e ed adde ode 

即dd nod nddondd ndddn d add nddonddd 

例$�!解答"证明ee�e方法一e任取o�eod�ed�endee
不妨设o�aode

则oddo�ade oddo�a�且 o�ade

d odd o� � o�e oddo� d�ead 
又do�n�adeodn�ade

dodddodn�d
o�dd
o�n��

eodddeeo�n�edeo�ddeeodn�e
eo�n�eeodn�e

� deoddo�e
eo�n�eeodn�ead

e

于是oeodedoeo�e� od d o� n
oddd
odn�d

o�dd
o�n�ad

e

故函数oeoe在ed�ende上为增函数 

方法二eoeoe� on�d d
on�

e a�ee

求导数得odeoe� odd n d
eon�ed

e

d a�ed当oad�时e odd ade d
eon�edad

e

odeoead在ed�ende上恒成立e
则oeoe在ed�ende上为增函数 
ede方法一e设存在odadeod�d�e满足oeode�de

则 od �dodddodn�
e且da oda�e

ddad
oddd
odn�a�

e即�
daodad

e

与假设odad矛盾e故方程oeoe�d没有负根 
方法二e设存在odadeod�d�e满足oeode�de

!若d�aodade则
oddd
odn�add

e oda�e

doeodead�与oeode�d矛盾 

"若odad�e则
oddd
odn�a�

e odade

doeodea�与oeode�d矛盾e

故方程oeoe�d没有负根 

例%�!解答"证明ee�edoe�e� nond�d d
e

dd ndondd�de

又d addadoedd adedoade

d adeoad 又dd�dd ddoe由d addadoe

dd add ddoado 

d adedddao ad
d
d 

ededoede�deoede�d ndond� dd 

!当dad时ed adedoede�dad且

oe�e�d dad
e

d函数oeoe在区间ede�e内至少有一个零点 

"当dad时ed adedoe�e�d dad
且

oede� ddade

d函数oeoe在区间e�ede内至少有一个零点 
综合!"得oeoe在edede内至少有一个零点 
ededodeod是函数oeoe的两个零点e则o�eod是方程 odn

oond�d的两根

a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a e



例题详解!

’!!!!

(&!#&$"%$!
!&!&$"9!"%

’
$%

$
!
!

(’&!%&$’" "&!#&$#$%/&!&槡 $

" %$" #!
$

%/ %’$%
$" #槡 ! " $

!" ##$
$

槡 #$"

&%’*$!*%
’
/
!

槡( $0’&!%&$’*槡.2/ "

第-’讲!数学归纳法

例!!!解答"$’%!’"’1!$#’1!#!!

’’%$’"’1$$#’1$#!!

/’%’’"’1’$#’1’#!!

//
")#!#’%)’"’1)$#’1)#!"
将以上各式左右分别相加!得")#!#’%!’"’1"!$#$$#’$

#/#)$##’1"!#$#’#/#)##)"
所以得!$#$$#’$#/#)$

"!’
,")#!#’%!%)%’.!#)$

.)-

"!+)
")#!#"$)#!#"

即!$#$$#’$#/#)$"!+)
")#!#"$)#!#"

证明’"!#)"!时!左边"!!

右边"!+1!1
"!#!#"$#!#"!!

(等式成立"
"$#假设)"7"7%!!7#,?#时!等式成立!即

!$#$$#’$#/#7$"!+7
"7#!#"$7#!#"

则当)"7#!时!

!$#$$#’$#/#7$#"7#!#$

"!+7
"7#!#"$7#!##"7#!#$

"!+
"7#!#"$7$#7#+7#+#

"!+
"7#!#"$7$#27#+#

"!+
"7#!#"$7#’#"7#$#

"!+
"7#!#,"7#!##!-,$"7#!##!-"

()"7#!时!等式成立"
由"!#"$#知!结论对)#,?恒成立"
例"!!解答"证明’"!#当)"!时!,"!#"’/%0%8"+/能
被+/整除!命题成立"
"$#假设)"7"7%!!7#,?#时命题成立!

,"7#"’$7#$%07%8能被+/整除!则由于

,"7#!#"’$"7#!##$%0"7#!#%8
"81’$7#$%07%!2
""81’$7#$%8107%818##8107#818%07%!2

"8"’$7#$%07%8##+/"7#!#
即,"7#!#"8,"7##+/"7#!#"
&根据归纳假设,"7#能被+/整除!

()"7#!时!,"7#!#也能被+/整除!即)"7#!时命题
也成立"
根据"!#"$#可知!对任意的)#,?命题都成立"

例$!!解答""!#当)"$时!左边%右边"!
$#$$

$ %

!#$" #$

$

" !%$" #$

$

%)!不等式成立"

"$#假设)"7"7#,?!7,!#时!不等式成立!

即!
7#$7

$ % !#$" #$

7

"

&!,)!$,)!),!!)#,?!

("!7#!#$7#!#%"!7$#!$7#

""!%$#"!7%$7#%)"即!7#!#$7#!%!7$#!$7"
(当)"7#!时!

!#$" #$

7#!

" !#$" #$

7 !#$" #$ 0!
7#$7

$
.!#$
$

"!
7#!#$7#!#!7$#!$7

/ 0!
7#!#$7#!#!7#!#$7#!

/

"!
7#!#$7#!
$ "

即当)"7#!时!不等式也成立"
(综合"!#"$#知!对于!,)!$,)!),!!)#,?!不等式

!)#$)
$ % !#$" #$

)

总成立"

例$变式题!!解答""!#已知!! 是奇数!假设!7"$’%!
是奇数!其中’为正整数!

则由递推关系得!7#!"
!$7#’
/ "’"’%!##!是奇数"

根据数学归纳法!对任何)#,?!!) 都是奇数"

"$#方法一’&!)#!%!)"!/
"!)%!#"!)%’#!

(要使!)#!,!) 对一切)#,?都成立!则!)*!或!),’"
下面用数学归纳法探究!!的取值范围’

"!#当)"!时!由!)#!"!/
"!$)#’#!)#,?"得

!$"!/
"!$!#’#!&!$,!!!

(!/
"!$!#’#,!!!解得)*!!*!或!!,’"

另一方面!若)*!7*!!则)*!7#!*!#’/ "!&

若!7,’!则!7#!,’
$#’
/ "’"

根据数学归纳法!)*!!*!=)*!)*!!9)#,?&

!!,’=!),’!9)#,?"
综上所述!对一切)#,? 都有!)#!,!) 的充要条件是

)*!!*!或!!,’"

方法二’由!$"
!$!#’
/ ,!!!得!$!%/!!#’,)!

于是)*!!*!或!!,’
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8
8
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8
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8
8
8
8
8
8
8
8
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%D!!!

oe LooeC
ode o
o oo

d
eoL o
o C

"oe oeoL#"oeooeoL#
o

!

因为oL,o!oe LC
ode o
o
!所以所有的oe 均大于o!因此oe L

ooe 与oeooeoL同号o
根据数学归纳法!9e#,?!oe Looe 与odooL同号o
因此!对一切e#,?都有oe L,oe 的充要条件是o*oL*L
或oL,oo

例%!!解答""L#由oLCLo
!oLCdo

!得oLCod Loo" #dL !

解得odCoo
!又odCoLod!所以odC Lo

!

oed Lo
!" #oo !故经过点eL*ed的直线e的方程为o eoL

Coo
猜想点列ee e#," #? 在直线e上o
下面用数学归纳法证明’

!当eCd时!点ed#e已证o

"假设当eCee%" #d 时!点ee#e!即oe oeCL!
则当eCe L时!oe L oe LCoeoe L oe L

C L o" #e oe LC L o" #e
oe
Loode

C oe
LooeCLo

即oe L oe LCL!故 oe L!oe" # L 满足o eoLCo!
所以点ee L#eo
由!"可知!对任意e%d!e#,?都有点ee#eo
"d#由oe LCoe.oe L!oeCoe L Lood" #e !oe oeCL!得

oe LCoe.
oe
Loode

Coe.
Looe
Loode

C oe
L oeo

于是!L
oe Lo

L
oeCL

!所以数列 L
o$ %
e
是以o为首项!公差为L

的等差数列o

所以L
oeCd e

!oeC L
d eo

oeCLooeCLo L
e dC

e L
e do

e点到直线o eoLCo的距离为eC槡dd
!

eeoLee C oeooe" #oL
d oeooe" #oL槡 d

C L
e do

L
e" # L

d

 e L
e do

e
e" # L槡

d

C 槡d
e" # d e" # L

!

eeCLd
.槡d
d
. 槡d
e" # d e" # L CLd

L
e Lo

L
e" # d o

eL ed  eo  /  ee C Ld
L
do" #, L

o  L
oo" #Lo  

L
oo" #Lo  / L

e Lo
L
e" #- d

CLd
L
do

L
e" # d *Loo

例%变式题!!解答""L#设eL"oL!eL#!oL"oL!o#!

则oLC
oL
d
!即oLCdoLo

由edCoo得eLC oo槡 Lo
由’ooeL’C’eoL’得

odL e槡 d
LCoLo

即o
d
L

o 
o
doLCo

d
Lo

即oL,o!ooLCdo
同理可得odCo!ooCLdo

"d#依题意!得oeC
oeoL oe
d

!

ee 槡C o.
oeooeoL
d

!

由此及edeCooe 得 槡o.
oeooeoL" #d

d

Cod
"oeoL oe#!

即"oeooeoL#dCd"oeoL oe#o
由"L#可猜想’oeCe"e L#"e#,?#o
下面用数学归纳法予以证明’

!当eCL时!命题显然成立&

"假设当eCe时命题成立!即有oeCe"e L#!
则当eCe L时!
由归纳假设及"oe Looe#dCd"oe oe L#

得,oe Loe"e L#-dCd,e"e L# oe L-!

即ode Lod"ed e L#oe L ,e"eoL#-.,"e L#"e d#-

Co!

解之得oe LC"e L#"e d#或oe LCe"eoL#*oe"此式不
合题意!舍去#!

即当eCe L时!命题成立o
由!"知原命题成立
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