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摘要

非可加集函数是现代测度论的重要研究课题之一，也是当前国

内外同行专家关注的前沿和热点问题。它的发展是科学发展和实际

应用的需要，因此，对它的研究具有重要的理论意义和实用价值。

论文在分析、吸收国内外该领域研究成果的基础上，重点研究取值

为广义实值的非可加集函数，并将其应用于交通运输系统综合评价

的探讨。

r论文主要作了以下四方面的工作：
＼
、1．广义实值集函数的变差的研究

本文将单调函数和可加测度中的有界变差概念引入到非可加集

函数的研究之中，提出了内含变差，不交变差和链变差等概念，并

对其进行了较系统的研究。特别是讨论了这些变差的零(零)可加

性、穷竭性和序连续性等非可加集函数的特殊性质，建立了非可加

集函数的分解定理等～系列不同于经典测度的深刻结论，为深入研

究广义模糊测度的分解奠定了基础。本文还证明了上述三种变差对

可加集函数是一致的，其证明方法为可加集函数的分解提供了一种

新方法。在研究过程中，本文顺便回答了Pap提出的一个公开问题。

2．广义模糊测度的研究

本文在前人工作的基础上，对广义模糊测度进行了系统的研

究。提出了非零可加集函数的一致性概念，并在此条件下证明了广

义模糊测度的Hahn分解定理。又在零零可加和零可加条件下建立

了广义模糊测度Jordan分解的存在和难一性定理。在零零可加条

件下得到了广义模糊测度的Lebesgue分解定理。同时还为研究一

般集函数的Lebesgue分解提供了新的方法。这些研究结果与研究

方法扩充和改进了经典测度论中的相应结果，具有一定的理论意

义。
j

3．交通运输系统综合评价的泛积分法的研究

本文在充分研究系统综合评价的加权平均法基础上，指出了加
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f
』权平均法的局限性，提出了根据不同的实际问题采用不同的加乘算

＼子的泛积分法，并为其建立了相应的理论基础。为此，本文详细地

研究了当前常用的几种积分，从中提炼出泛积分的新定义，使上述

几种积分在形式上得到了统一。同时，本文还指出了K积分是泛

积分的一个特例，从理论上解决了足积分的归属问题。在应用上，

泛积分法克服了加权平均法的缺肇I，是加权平均法晦拓广，从而扩

大了积分法在系统综合评价市的使用范固。此外，7本文还提出了用

系统的群体综合评价逼近系统的客观综合评价的思想及理论依据，

以此来克服综合评价中的主观偏见性，使系统的综合评价更加接近

客观实际。

4．本文对非可加集函数研究问题的分类进行了初步的探讨，提

出了需要进一步完善和深入研究的问题。)1厂
J

【关键词】非可加集函数，变差，广义模糊测度，泛积分，综合

评价，交通运输
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ABSTRACT

The principal purpose of this dissertation iS to present a result of about tWO years

work by the author on non．additive set functions and their applications in the

transportation．Although non—additive set functions appeared very early as a part of

classical measure theory,they played all auxiliary role in mathematics．Very recently it

turned out that non-additive set functions ale important in applications i11 Ohfferent fields，
such as,knowledge ensineering，artificial intelligence，game theory,statisties，economy,

sociology,iadustry,?and generally，in problems with uncertainties and vague data which

connect them with the theory of fuzzy sets and sy禹娜．These applications stimulated
the need for developing some theories for special kinds of non-additive set functions，

mainly by non—mathematicians such as engineers，economists，system engineers,

computer scientists，et a1．

The following four parts are contained mainly in this paper：

1．The smdy of the variations ofset functions
This paper in订oduces the coneept of inclusion variatioIL disjoint variation and chain

variation for signed non—additive set ftmctions．which they appeared in real analysis and
elassical measure theory concerning additive set functions．and they ale studied in detail

and system．wc discuss some properties of the variations，such as，也e(null-)null-
additivity,exhaustivity,0rder continuity and SO on．A version of the Jordan

decomposition theorem iS established for non-additive set functions．These studies

provide a basis for the following decompositions of signed fuzzy measures．Moreover,
we prove that these three kinds of vailations are coincide for additive set functions，and

tllUS．provide d new method for tlle decomposition of additive set functions．In this

paper,we obtain t11at the answer for the open problem by Pap iS affirmative．

2．The study of signed fuzzy measures

In this PaDer,the concept of uniformity for non．null．additive set functions iS

introdueed on the basis of advanced achievements and experience by the Pioneef in this
field and Hahn decomposition theorem for signed fuzzy measures is proved under the

uniformity condition．11le existence ofJordan decomposition for signed fuzzy measures
is proved under the null—null—additive COndition；and the uniqueness of也e decomposi-
tion iS proved under the null-additive condition．’rbe Lebesgue decomposition theorem
is alSO proved under the null—null．additive condition．In addition．we provide a new
method for further study of Lebesgue decomposition of more general set functions．n砖

previous results and the research method used generalize and improve corresponding
results in classical mcasIlre theory．and SO．they are of significance in the respects of

theory．



3．The study of pan-integral

This Paper gives a new definition of pan-integral on the basis of a detailed irive—

stigation for current integrals。such that these integrals are unified in the form．And we
discuss the convergence theorems of pan．integral sequence for the sequence of

measurable functions and provide a theoretical basis for applicati0118 of pan-integral．
Moreover，we point out that K-imegral is a special case ofpan,删
4．Pan-integra—tion method of synthetie evaluation for transportation systems
啦S paper points out that the method of weighted mean；s confined 10 the additivity
of measttres，and SO，provides a pan—integration method for synthetic evaluation of

systems，which overcomes shortcomings in the method of weighted mean and expands
the usable area of the integration method in synthetic evaluation．如ad魏ion．we raise
811 idea of the approximate objective synthetic evaluation in terms of group s、岫垤-6目I；B
evaluation in systems,SO that we car reduce the influence of subjective biases in

synthetic evaluation and make synthetic evaluation of systems closer to the objective
reality．

[Keywords]Non-additive set function,variation，signed fuzzy measure，pan-
integral，synthetic eval谳on,transportation
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第一章绪论

本文所指的测度论，或称现代测度论由两部分组成。其一是以可加集函

数作为研究对象的经典测度论；其二是以非可加集函数作为研究对象的菲可

加测度论。

非可加集函数的研究是科学发展和实际应用的需要，是可加集函数研究

(经典测度论)的必然发展趋势，是现代测度论的一个重要课题。目前，它的

理论已经被广泛地应用于知识工程、人工智能、对策论、统计学、经济学、

管理科学、工业生产以及不确定信息处理之中。有趣的是，某些特殊类型的

非可加集函数最初是由一些工程师、经济师、系统分析员、计算机科学家提

出并研究的。后来经过数学家的不断补充、改进，完善成现有的研究成果。

另一方面，非可加集函数的理论对现代数学的反馈是在概率论、泛函分析、

调和分析与(非线性)微分方程中得到直接的应用，而它的理论方法则被泛函

分析和经典测度论所借鉴。由此可见，对非可加集函数理论的深入研究，具

有重要的理论意义和实际意义。

§1．1经典溯度论的产生与发展

经典测度论是现代数学的一个比较成熟的基础性学科，它以集函数的可

加性为基础，系统地研究测度、可测函数和积分理论。其根源之一是测量客

观世界中物体的长度，面积或体积的度量几何学。早在古希腊时期，埃及尼

罗河两岸每年有定期的洪水泛滥，洪水淹没了农田i冲毁了地界。洪水退后，

为了解决土地争执问题，产生了“涮地学”。现在所用的“几何学”这个名

词，便是由“测地学”一词音译而来。当时使用的测量方法是将要测量的对

象与一标准单位简单地加以比较。这种测量方法只能计算简单几何图形的长

度，面积或体积，本质上不过是算术的应用。因此，它对复杂几何图形的测

量，如求曲线的长度，曲线围成的面积、曲面围成的体积等就显得无能为力。

实际上，此类测量问题与无限集和无限过程或极限过程密切相关，而非算术

工具所能解决的。在微积分出现和充分发展以前，由于没有合适的测量方法，

上述问题一直困惑着人们。17世纪，随着科学技术的发展，许多科学问题
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丞待人们去解决，从而促使了微积分的产生。17世纪F半叶，Newton f1642

--1727，英国)和Leibniz(1646一1716，德国)在前人工作的基础上，JL乎同

时地创建了微积分。Newton在1704年正式发表的论文“求曲边形的面积”

中，用他所定义的积分计算一些曲线围成的面积。但是，由于当时微积分的

发展还不成熟，因此诌；多应用是不严密的。

19世纪，微积分开始进入严密化的阶段。Cauehy(1789一1857，法国)

第一个提出用分割区间、作和式的极限来严格地定义积分。他考察的积分对

象是在【a，b】上的连续函数，他还提出用极限来定义函数在无界区域上的积

分以及函数具有瑕点的积分。然而，Cauchy关于积分存在性的证明只适用

于函数至多有有限个不连续点的情形。1854年，Riemann f1826--1866，德

国)引入了以他的名字命名的积分，并给出了函数可积的充要条件，这一条

件，后来由Darboux(1842一1917，法m)vg更加明确的形式给出。在应用中，

Riemann积分成为处理不可测量问题的首要工具，人们通过使用恰当的积分

技巧来达到测量的目的。但是，Riemann积分理论的应用范围主要是连续函

数。随着weierstrass(1 815—1897，德国)和Cantor(1845—1918，德国)工作

的问世，在数学中出现了许多“奇怪”的函数与现象，致使Riemann积分

理论暴露出较大的局限性。

几乎与Riemann积分理论发展的同时(1 870一1880年)，人们就已经广

泛地开展了对积分理论的改造工作。当时，关于积分论的工作主要集中于无

穷集合的性质的探讨，而无处稠密的集合具有正的外“容度”性质的发现，

使集合的测度概念在积分论的研究中占有重要地位。积分的几何意义是曲线

围成的面积等，Riemann积分的定义是建立在对区间长度的分割基础上的。

因此，人们自然会考虑到如何把长度、面积等概念扩充到更广泛的集合类上，

从而把积分概念置于集合测度理论的框架之中。这一思想的重要性在于使人

们认识到：集合的测度与可测性的推广将意味着函数的积分与可积性的推

广。

在这方面作出重要贡献的首先是Jordan(1838--1922，法国)，他在《分

析教程》一书中阐述了后人称谓的Jordan测度论(Jordan容度)，并讨论了定

义在有界Jordan可测集上的函数，采用把区域分割为有限个Jordan可测集

的办法来定义积分。虽然Jordan的测度论只具备有限可加性，同时存在着

严重的缺陷(例如存在着不可测的开集，有理数集不可测等1，而且对积分理

论并没有作出实质性的推广，但这一工作极大地影响着Lebesgue研究的视

野。
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在这一方向上迈出第二步的是Borel’(1871—1956，法国)。1898年，他

向人们展示了“Borel集”的理论⋯。他从R1中开集是构成区间的长度总和

出发，允许对可列个开集作并与补运算，构成了所谓以Borel可测集为元素

的。一代数类，并在其上定义了测度。这一成果的要点是使测度具备完全可

加性。此外，他还指出，集合的测度和可测性是两个不同的概念。但在Borel

的测度思想中，却存在着不是Borel集的Jordan可测集(这一点很可能是他

没有进一步开创积分理论的原因之一)。特别是其中存在着零测度的稠密集，

引起了一些数学家的反感。

然而，Borel的学生Lebesgue(1875—1941，法国)却领会了老师这一思

想的深刻意义。他突破了Jordan对集合测度定义中所作的有限覆盖的限制，

以更加一般的形式发展和完善了Borel的测度观念。他在1902年的论文“积

分、长度与面积”121中，首次把R2中的长度和面积概念推广为一般Borel集

的Lebesgue测度，并定义了可测函数关于Lebesgue测度的积分，即Lebesgue

积分。Lebesgue积分理论不仅蕴涵了Riemann积分所达到的成果，而且还

在较大程度上克服了后者的局限性。时至今只，Lebesgue测度与积分已经

成为实变函数论和经典测度论的重要基础[31。

1907年，Fubini(1879一1943，意大利或美国1将Lebesgue用累次积分
计算重积分的结果完善为一般的定理。1913年，Radon(1 887—1956，奥地

利)建立了包含Stieltjes(】856—1894，荷兰)积分和Lebesgue积分的

“Lebesgue．Stieltjes积分”，扩大了Lebesgue积分所包括的范围，统一了聆

维欧氏空间上不同的积分概念。Radon还进一步研究了掣中在紧集上为有

穷的一般Borel测度，即Radon测度M“l。随后，Harr(1885一1933，匈牙利)

研究了拓扑群上的Harr测度和积分15-7】。抽象可测空间上的测度和符号测度

的概念是由Fr6chet(1878一)于1915年最先提出的。1930年，Radon和

Nikodym(1887—1974，美国)给出了符号测度为一不定积分的充要条件

(Radon—Nikodym定理)。Riesz(1880—1956，匈牙利)‘81和Denjoy(1884一】974)
等人都对积分理论的进一步发展作出了重要贡献。

在早期的经典测度论发展史中，积分概念的两个推广值得一提。其一是

Daniell于1918年从一类函数上的正线性泛函出发研究了测度和积分19li其

二是Bachner于1933年和Pettis于1938年分别定义了Banach空阃值函数

关于测度的积分15I。

到本世纪30年代，测度与积分理论已趋于成熟，并在概率论、泛函分

析和调和分析中得到广泛应用。例如，1933年，前苏联数学家Kolmogorov
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(1903--1987)从测度观点出发创立了概率公理化体系1”l，为现代概率论奠定

了数学基础。其中非常重要的条件数学期望概念就源于测度论中的Radon．

Nikodym定理。随着时间的推移，测度论在数学中的基础性地位愈来愈显

示出来I““”。此外，50年代以后发展起来的无穷维空阄中的测度和泛函积

分成了研究量子物理的重要手段和工具。

§1．2 非可加集函数与积分理论的产生和研究状况

非可加集函数理论是经典测度论的延续，是可加集函数理论发展到一定

时期的必然产物。

非可加集函数在早期的经典铡度论中曾经自然地出现过，如外测度和向

量测度的半变差，不过那时没有引起人们的注意。随着时间的推移、科学技

术的发展，人们逐渐认识到，可加性这个条件在实际应用中太强，从而限制

了它的使用范围。当然，在理想化的无误差假设下，它可以很好地表示一些

类型的测量问题。但是，在现实的物质世界里，当测量误差不可避免时，它

就不能充分表示这类测量问题了。此外，实际生活中许多度量问题本质上是

非可加的，例如，人类的主观评价问题，不可重复性实验问题。这时，如果

还要强行馒用可加的方法表示这些度量，当然得不到符合实际的满意结果。

法国数学家Choquet是研究非可加集函数的先驱者，他在1954年提出

了容度理论ⅢJ。Choquet的容度是论域上的一个具有连续性和单调性的集函

数，它没有要求集函数的非负性和可加性。Choquet的容度理论不仅对许多
数学分支产生了影响。而且也对其他科学技术领域产生了积极的作用。非可

加集函数理论一产生就被应用于对策论、数理经济和社会选择等问题之中，

早期的应用出现在Aumann和Shapleyl974年合著的专著中11”。

1967年，Dempster对概率做另一种解释时，提出了两类非可加集函数，

并将它们分别称为上概率和下概率I”1。1968年，他又用它们讨论了统计推

断的一般化问题。并且针对统计问题给出了两批证据(即两个独立的信息源)

合成的原则m1。1976年，Sharer将Dempster的工作推广到更加一般的情形，

并将上述两类非可加集函数分别称之为信任测度和似然测度，前者是超可加

上半连续的，后者是次可加下半连续的。从而形成了Dempster-Sharer理论

或证据理论壮”。目前证据理论已经被应用于人工智能和证据决策之中。

从1968年开始Aleksjukt21，221、Dobrakovt2¨41和Drewnowskit2 5】等人分别

4
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在他们的论文中使用了一类具有新的连续性概念的集函数，这一概念后来被

王震源正式命名为集函数的“自连续”性。王震源使用这一概念深刻地描述

了非可加集函数的结构特征，并将它成功地应用于模糊测度和模糊积分的研

究之中[261。

1965年，美国控制论专家Zadeh发表了“模糊集合”+文口”，大胆地

对现代数学的基石⋯一集合论进行修改和扩充，提}B丌j模糊集合作为表现模

糊事物的数学模型。他引入“隶属度”这个概念来描述处于中介过渡的事物

所引起的概念外延的不分明性及识别判断的不确定性的倾向性程度。这是精

确性对模糊性的一种逼近，也是运用数学方法刻划模糊性现象的首次尝试，

这无疑是～项意义重大的开创性工作。从此模糊数学作为一门新的数学分支

而逐步发展起来。1978年，Zadeh提出了可能性理论田】，它的基础是由模

糊集合导如的一类非可加集函数一一可能性测度，与其密切相连的还有必然

性测度。后来，Dubois和Prade等人发现了可能性测度(必然性测度)与信任

测度(似然测度)的联系【29””。目前可能性理论已被人们应用于计算机推理、

专家系统以及人工智能等领域。

另一类重要的非可加集函数——模糊测度是日本学者Sugeno于1974年
首先提出的。他受Zadeh将经典集合推广为模糊集合的影响，试图将经典测

度进行推广。他在认真研究Zadeh提出的隶属函数的基础上，设想了另一种

定量描述模糊性的方法，从而导致了用比较弱的单调性和连续性来代替可加

性的模糊测度的产生。同时，他还建立了可测函数关于模糊测度的积分一一

模糊积分，并将其应用于复杂工程问题的综合评价之中m’34l。1984年，王

震源细详地讨论了自连续性模糊测度，并在此基础上研究了模糊测度空间上

可测函数序列的各种收敛之间的关系。他发现经典测度论中的几个著名的函

数收敛定理对测度可加性的依赖并非是本质性的，进而使这些定理，如

Lebesgue定理、Riesz定理以及Egoroff定理等，得到了改进和推广。同时，

也为他进～步讨论模糊积分的收敛定理奠定了基础m。’”1。1989年以来，

Murofushi和Sugeno对模糊测度傲了进一步的解释，定义了关于单调和非单

调模糊测度的Choquet积分Ⅲ。4I。后来，王震源等人也参入了讨论Ⅲ1。这

些工作深化了模糊测度和积分的理论研究。

自模糊测度诞生以来，国内外许多学者对模糊测度定义的条件做了扩充

和修改，得到了一系列有意义的结果。1980年，Relescu和Adams将模糊测

度的定义域和值域分别扩大到。一代数和瓦上，并给出了模糊积分的等价定

义【4“。1992年，王震源和Klir在他们的专著mJ中把模糊测度的连续性减弱
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成(上、下)半连续性。提出了(上、下)半连续模糊测度的概念。实际上，信

任测度、似然测度、可能性测度和必然性测度都是半连续的。1993年，Liu

将模糊测度的值域再次扩大到趸，同时将单调性用更弱的条件——修正单调

性代替，进而定义了广义(符号)模糊测度。文献『48]对广义模糊泓度的Hahn

分解问题做了地讨论，发现不加任何条件进行这种分解是非常困难的，进而

提出了非可加集函数“一致性”(或“顺从性”)的概念。此外，1986年，Suarez

与Gilavarez利用三角模定义了广义模糊积分|491。1990年，吴从折等人在广

义三角模基础上定义了fG)模糊积分m。21。1988年，Suzuki给出了用模糊积

分定义模糊测度的方法mI，随后，讨论了模糊测度的原子Ⅲ1。1995年，姜

青山等人给出了0一有限模糊测度的Lebesgue和Saks分解15”，接着，讨论

了度量空间上的模糊测度i5”。1983年，张文修、赵汝怀对模糊测度与模糊

积分进行了推广，接着，讨论了Sugeno模糊积分转化定理【57~5”。此外，我

国学者何家儒等人在此方面也做了大量的工作，并取得了一些有意义的结果

[60～64]。

非可加集函数中重要的一类一一零可加集函数是王震源于1984年首先

提出的1261，它刻划了一类集函数的特征。后来，王震源Ⅲ1，吴从妍等人{66l

在可数空间上讨论了集函数的零可加性与自连续性的等价性，得到了较好的

结果。在王震源工作的影响下，t995年，Pap出版了以它命名的专著《零可

加集函数》1671。1994年，吴从新等人率先提出了集函数的零零可加牲的概

念f521。1998年，文献[68～70]讨论了这一概念，并将它应用于广义模糊测度

的Lebesgue和Jordan分解之中，改进了经典测度论中的相应结果。

由于模糊测度的结构比较松散，不便于使用。因此，在使用时通常根据

不同问题的需要对它本身附加某些条件。p律就是这些附加条件之一。它

是Sugeno在1974年引入模糊测度概念的同时提出的，满足p律的模糊测

度称为g，～测度m1或称为旯一可加模糊测度t"1，它是一类应用广泛的非可加集

函数。因此，许多学者纷纷对它进行研究。1980年，Dubois和Prade指出

对于^一可加模糊测度，当A>O时，它是信任测度；当g<0时，它是似然测度

172]。1981和1982年，王震源m1和Kruset”1分别讨论了卜可加模糊测度的扩

张问题。接着，Kruse又讨论了关于卜可加模糊测度的模糊积分以及条件卜

可加模糊测度等问题174。”。1988年，Berres证明了卜可加模糊测度可以象

概率那样用密度函数来表示ml。1990年，文献[781给出了关于卜可加模糊测

度的Radon．Nikod3rm定理和Borel。Cantelli弓l理，花文秀等人也证明了后一

引理179·”】。文献f81-85]讨论了乘积卜可加模糊测度、广义卜可加模糊测度

6
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及其分解以及旯一可加模糊测度的概率性质等问题。罗承忠f86]、何家儒【60I等

人也对此做了有意义的工作。1996年，Klir和王震源等人提出了用变换构

造五．可加模糊测度的方法【”’”1。1995年，Lee等人【”l及王纬190}、王佳f91}分

别用遗传算法和神经网络等方法来确定和识别卜可加模糊测度，为实际应

用创造了条件，这无疑是一些富有启发意义的工作。

可分测度是另一类重要的集函数，它具有许多与可加集函数类似的性

质，其中包括S一可分测度、伪加测度、泛可加测度等。1982年，Dubois和

Prade提出了基于三角模的一类模糊测度m1。1984年，Weber在Archimedean

f-余模基础上定义了上一可分测度及其积分m~9“。1987年，Sugeno和Murofushi

定义了伪加测度及其积分【971。1988年，Ichihashi等人定义了另一种基于伪

加和伪乘的模糊积分【9”。1990年，Pap讨论了上一可分测度的Lebesgue和Saks

分解【991。我国学者在这方面的研究起步较早。1981年，赵汝怀在取大算子

和普通乘法算予基础上定义了(m模糊积分㈣“”“。1985年，杨庆季提出了

泛积分的概念¨o”。随后，他和宋仁明讨论了关于泛可加测度的泛积分Il”】。

1992年，王震源在文献[38】中对泛积分做了小结和应用。此外，文献[104】

讨论了泛可加测度的扩张问题，同时，指出了卜可加模糊测度是泛可加测

度。必须指出，上述集函数与积分都是建立在不同的泛加和泛乘算子基础上

的，因此，研究这些算子的结构是完全必要的【105“”】。

前面提到的集函数都是定义在由经典集合构成的集合类上的。一种自然

的想法是，建立由模糊集合构成的集合类上的集函数，它们当然更有理由叫

作模糊测度；相应地，建立定义在模糊集合上的某类函数关于这种模糊测度

的积分，也叫做模糊积分。这项研究由Zadeh于1968年首先开展了，他将

经典事件的概率拓广到模糊事件(模糊集合)的概率，而且对经典事件的独立

性，条件概率、均值、方差、熵等概念也进行了拓广⋯21。这种拓广扩大了

概率论的应用范围，具有重要的实际意义且富有启发意义。1979年，Knalili

深入研究了独立模糊事件列的有关极限定理””I。1980年，Klement讨论了

模糊O一代数，并使用马尔柯夫核构造模糊测度[1“““l，1981年，他又同Lowen

等人进一步讨论了模糊概率测度【117“”1。我国学者张文修、王戈平、汪培庄、

陈绍仲和刘作述等人在此方面也做了许多有意的工作15““””5I。1983年，

Butnariu在模糊集合类上定义了一种称为可加模糊测度的集函数，并将其应

用于对策论中【12”””。1990年以来，何家儒、乔忠、张德利、刘学成和张

广全等人，分别讨论了几种模糊集合类上的模糊测度，并建立了相应的模糊

7
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积分∽“”～t401。文献【141】在定义模糊事件的茸一测度基础上，讨沦了模糊

事件列关于G。一测度的极限定理，从而拓广了五可加模糊测度的应用范尉。

必须指出，模糊拓扑学是模糊数学的重要组成部分，也是模糊数学理论

中发展最迅速、成果较丰富的分支之一一。模糊拓扑从超初主要的推广型研究

逐渐走上创新的道路，尤其是引入了具有深刻层次结构特点的重域系(远域

系)。给出模糊拓扑空间的邻近构造以及与完全分配格等代数结构联系起来，

使得模糊拓扑的研究更具特色，且与现代数学的一些重要分支更加紧密关联

⋯2⋯“j。受经典测度论发展过程的启迪，开展模糊拓扑空间上的测度(集函

数)和积分理论的研究无疑是一项非常重要的工作。十分遗憾的是，到目前

为止这方面的研究还很薄弱，尚未得到有影响的结果，这些都有待于人们进

行深入地研究。

§1．3本文的主要工作

从上述介绍可以看出，由于非可加集函数不具有可加性，因而结构比较

松散，人们难以建立类似于经典测度论那样的理论体系。目前，虽然有几类

非可加集函数已经成为数学家们研究的热点问题，但是它的发展还远不如经

典测度论那样成熟，许多问题有待予人们进一步深入研究，一些问题尚无人

涉足。随着科学技术的迅速发展，特别是人工智能和计算机科学的发展，迫

切地需要人们去解决大量的非可加度量问题，而解决这些问题的关键在于非

可加集函数理论的发展与完善。为此，我们选择这一问题作为研究对象。

本文主要讨论广义(符号)非可加集函数的基本性质以及它的一些分解定

理。为了实际应用还讨论了非负可测函数的泛积分等问题。本文的工作主要

由四部分构成：

(11非可加集函数的三种变差函数的研究；

(2)广义(符号)模糊测度的研究；

(3)泛积分的进2步研究；

f4、非可加集函数在交通运输中的应用研究。
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第二章基本概念与性质

本章，我们简要地叙述测度论中的一些基本概念及与之相关的基本性

质，它们是本文的基础。第四节中，除了给出集函数的一些常用概念外，还

讨论了修正单调集函数的基本性质，迸一步的结论将在第四章中给出。此外，

集函数的序连续性与穷竭性的等价条件也在本节中得到了讨论。

§2．1 常用符号与集合的特征函数

本文中，下面符号表示一些特殊的实数区间，

R=(-o。，+m)，夏=(一m，+m】，R+=to，+m)，疋=【o，+*1。
在本文中，x始终表示一个非空集合，它是我们讨论问题的论域。Ⅳ的

全体子集组成的集合称为x的幂集，用尸Ⅸ)表示。

设A是Ⅳ的子集，』的补集用j表示。集合A(c-】0的特征函数定义为

加)=掂量
设爿，B，月．，⋯，爿。是x的子集，那么

(I)Z月n口=z_‘Z口=Z』^Z日：

‘21Z舢B=瓮A七Z B—Z^．z B=Z^V Z8；

(3’铂。2弘一驷u4+．．’+卜1h删旷台n缸；

(4)z扩驷一i善ZA,NAj-I--"+(_lh删旷巍；
(5)幻=1一舭=1+ZA(mod2)。

可以证明，集合与其特征函数之间存在着卜1对应关系(86l。

9
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§2．2集合序列的极限运算

设A，，爿：，⋯是x的予集组成的集列，简记作{4。)。我们定义

limA。=n U Ak， 些4=U n Ak。
” n-II-n ^ n；l★；”

OD果一lira4,=li。m4，则称集列{4。}的极限存在且以li≯4记之，即

limA．=一limA．=lk。m,t．。

显然，对任意集列掣。)总有些4 ci磊mA．。
^

H

如果对任意n≥1，A。c4+l，则称集列{A。)是单调增的(或非降的)，记作

爿。个；如果对任意n≥1，4 3以。，则称埘。}是单调降的(或非增的)，记作

4。上。单调增和单调降集列统称为单调集列。

命题2．2．1

(1)如果埘。}是单调增的，则limA．存在且lim 4，=U4，；

(2)如果{A。)是单调降的，则lim4存在且lira4=n4：

(3)如果4n一，=庐，i≠，，则1．m4|存在且lj≯4=≯：

(4)如果1乎4刊，则{爿。)的任意子集列{4．}的极限也存在且li≯以．=A。

命题2．2．2设似。)，(B。)是x的两个?集列，则

(1)liIIl4=lim4，

(2)lim以=lim4，
"

“

(3)匦“uE)]地4 U堑最，

0
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(4)早“u玩)=肇4 u1TmB,，

(5)lim(A,n峨)=lim&Nlim既，

(6)lim∽nE)匕lim以nlim坟，
月 " n

(7)一limA。一lim&：丽∽△4】+。)。

推论2．2．1

(1)如果l妇4，利，则limA一,=A一。

(2)如果lim 4|=爿，lim最=B，则

lim“U玩’=AUB．
^

iimG‘一最)=A—B，
月

linl“flE)=ANB,
H

liIll以△E)=AAB。
月

命题2．2．3

(1)z每^=li{!nz^，z鼍^=li_。mmz^6

(2)1≯4利当且仅当limz^2以。

有时我们也用limsup 表示一lim以；用liminf鼻表示垫4，。
* ～ n n

§2．3集环与集代数

本文中，D始终表示x的子集组成的一个集族，且≯∈马。

定义2．3．1 设x是论域，D是x的子集族。

(1)称曼是Ⅸ上的)一个环，如果A，曰∈马，则彳uBED，一一曰∈娶。

(2)称D是Ⅸ上的)～个代数，如果D是环且x∈曼。

(3)称马是Ⅸ上的)一个。一环，如果
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∞

(i){一。)cD则UA。∈D， (ii)A，B∈马则A-B∈D。
t=l

(4)称D是Ⅸ上的)一个0一代数(或。一域)，如果D是o～环且x∈D。

本文中，锨始终表示环或O～环；』和∑分别表示代数和。一代数(域)。

§2．4集函数

定义域为X的子集族乃的泛函数称为(D上的)集函数。集函数

卅：DjR称为(D上的)有限实值集函数。集函数州：马--)豆称为(D上的)广

义实值集函数。如果m：娶寸R+(或R+)，则称m是(D上的)非负集函数。

定义2,4．I 设m是马f或鳓上的集函数。

(1)脚(≯)。0。

(2)如果对任意AcB，A，B∈另，有m口)<聊(B)，则称m是单调的。

(3)如果对任意A，B∈孵，AfqB=西，有

a)加(_)≥0，m(B)≥0，m(A)Vm(8)>0j川0u曰)≥m(A)V埘(口)；
b)m0)≤0，m(8)s o，m(A)A m岱)<ojmou曰)s肼0)八肌(B)；
c)m(A)>o，m(口)<o=》m(a)≥m(AUB)≥m佃)，

则称m是修正单调的。

(4)如果对任意彳，日∈婀，有啪0UB)墨m0)十m(B)，则称小是次可加的。

(5)如果对任意A，B∈飒，An曰=矿，有m(AUB)->m0)+埘0)，则称m
是超可加的。

(6)如果对任意A，BE孵，An露=≯，脚0)=拼@)=0jm(AU四)=0，则
称脚是零零可加的。

(7)如果对任意A，B∈91，An曰=矿，m(B)=0jm(AU曰)=柳0)，则称
m是零可加的。

(8)如果对任意A，BE孵，An庐庐，有掰0u丑)：re(A)+m(B)，则称m
是(有限)可加的。

(9)如果对舆中任意两两不交集列{A。}(即彳，thA，=矿，停!力有
。

厂。 、 。

搬l UA|-U磁∽)
＼”21 ／ ”2‘ 一

则称册是0一可加的。

12
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(1。)如果对贸中任意单调增集列弘。}有!囊取4)=文垦4)，则称肌是从
下连续的。

(11)如果对钒中任意单调降集列弘。)，存在‰使lm“。)l<。j

⋯lim册“)=朋畸4)㈣ 、n；t

则称m是从上连续的。

(12)如果所i≯)=o，且对任意叫。)c倪，4上萨：有limm(A．)=o，则称／'n是

序连续的。

(13)如果对任意』∈9t，{曰。jcm，ANB．。妒，萨1，2，⋯，且!鳃m(最)=0，

有limm(AUB．)=m0)，则称m是上自连续的。

(14)如果对任意爿∈豫，{曰。}c孵，EcA，n21，2，⋯，且。li+m。研喊)=0，

有limm(A一暖)=小0)，则称m是下自连续的。

(1 5)如果对婀中任意两两不交集列似。)有limm(A．)=o，则称m是穷竭的。

(16)如果存在集列{x．F-x，使以tx且Im(X。)l<+m 021)那么称忉

是,ff一有限的。

若集函数?It：吼斗R+是O一可加的，则称m是测度。若测度舶还满足

搬Ⅸ)=1，则称辨为概率闭4度)。

若集函数m：孵_丑是。一可加的，则称m是符号(广义)测度。

若集函数m：飒j冀．是单调的，且所Ⅸ)=1则称m为正规的。

若集函数m：孵oR既是上自连续的，又是下自连续的，则称m是自连

续的。

若集函数m：辨一R+满足上述条件(1)，(2)，(10)则称m为下半连续模糊

测度；若m满足条件(1)，(2)，(11)则称m为上半连续模糊测度；若m满足

条件(1)，(2)，(10)，(1 1)则称肘为(倪上的)模糊测度。
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若集函数m：婀呻R满足上述条件(1)和(101贝0称m为』。义下半连续模糊

测度：若m满足条件(1)和(11)，则称卅为广义上半连续模糊测度：若m满

足条件(1)，(10)，(11)，则称珊为(9l上的)广义模糊测度。

注2．4．1(1)非负集函数的修正单调性蕴涵其单调性。这说明修正单调

性是单调性的拓广。

(2)非负超可加集函数是单调的。

(3)取值不恒为一oO的可加集函数是单调的，当且仅当它是非负的。

(4)集函数的零可加性蕴涵其零零可加性。

例2．4．1符号(广义)测度和模糊测度都是修正单凋的。

命题2．4．1 设集函数m：贸斗R是修正单调的，A∈辨，BE辨，耿叫，

那么

(1)如果坍o)≤0，re(B)>0，则m(A-B)<0；

(2)如果m(A)>-O，聊(B)<O，则m叫一B)>O。

证明(1)假定m似一四)≥0则由定义2．4．1中的a)

一z0)=m她一B)U曰)≥坍0一B)Vm(B)>O
这与m(A)SO矛盾，故t,rtq一／3)<0。(2)的证明与(1)类似。

命题2．4．2 设珊是婀上的修正单调集函数，一∈孵，B∈孵，Bd，那么

(1)如果m(B)<m叫)，则m(A一曰)20；

(2)如果州(B)>m似)，则m(A—B)<仉

证明(1)当re(B)>0时，假定m似一口)<O，则由定义2．4．1中的c)

mp)≥m(Bu0一B))=m(A)，

这与条件m(B)<m似)矛盾，所以m(A—B)>--0。当州口)<0时，假定m坼一B)<0，

则由定义2．4．1中的b)

m0)=聊pU0一B))sm(B)，
这仍然与条件m(B)(m(爿)矛盾，故m(A一曰)>0。类似可证(2)。

命题2．4．3 设聊是吼上的修正单调广义下半连续模糊测度，{爿。)是键中

任意不交集列，那么

(1)如果m(A。)如，n=l，2，⋯，且存在‰使小‰)>0，则

，∞ 、 m

m{U4 I≥V，m∽)>0。
＼¨l ／一

(2)如果m(A。)≤o，舻1，2，⋯，且存在B0使m‰)<0，则

14
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m(耍4心肌“)枷。
证明 (1)令E：Un 4，H；1，2，⋯，则峨个，由定义2．4．1中的a)得

m(院)=mf鱼4]≥蚤n mo，)，n≥‰。
因此，及m的下连续性得

朋f!=14 1-!iram喊)≥i研“)。
U=’ ／

仁1

类似可证(2)。

命题2．4．4设m是髓上的广义下半连续模糊测度。如果m是穷竭的，

则删是序连续的。

证明 设脚是穷竭的。如果命题的结论不真，则存在某个Eo>0和嗷中

的集列4上驴，使Im∽)l>80 ("=1，2，⋯)。因为，对每个固定的整数七>1，

(4—4)个Ak 0斗c。)，所以，由m的下连续性，得

bm“一4)12lm“)l>岛。

于是存在n。，使f聊C4。-4,。)l>氏。同理，由等式I!受m“．一4)|=|棚k，)l>‰

知，存在”：>，21，使j棚“．一4。)J>岛。用这样的方法可以得到一个实数列确<”：

<⋯和一个{4)的子集列{以。}使

mk一4。)|>毛女≥1。 (2．4．1)

令坟=4。一^∥．i}≥1。显然{俄)是辨中的两两不交集列，且由m的穷竭性

应该有{鳃m慨)=肼“。一^+，)=o。但是，这与式(2．4．1)。故珊是序连续的。

命题2．4．5设m是m上的修正单调广义下半连续模糊测度。如果所是

15
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序连续的，则m是穷竭的。

证明 设{彳。)是暇中的任意不交集列。记

{筋}=“：4 e{爿。}，m(Ai)>0)，

{《}={4：Ai∈{以}，m(4)<o}。

由命题2．4．3

。<一《)≤星所(鬈)≤脚(鱼《)
m(里‘)≤丕m(厶)≤m(≮)<。

因为拦心。妒，拦‘‘九(i-}oo)·则使用m的序连续性，得

l⋯ira脚哩《)～l⋯ira卅噜厶)
注意不等式(2．4．2)和(2．4，3)，有li-iIIl-。mkx k／1=0，蜘坍k)=0。由此得

(2．4．2)

(2．43)

!鳃m∽)=0，

故m是穷竭的。

由上述命题和命题2．4．4可以直接得到：

命题2．4．6设m是修正单调的广义下半连续模糊测度。则m是穷竭的

当且仅当rft是序连续的。

命题2．4．7如果修正单调的广义模糊测度m是有限的，则坍是序连续

的，也是穷竭的。

证明 由m的连续性和有限性立即可得肌是序连续的，从而由命题

2．4．5，m还是穷竭的。

命题2．4．8 设肌是婀上的广义实值集函数，且是穷竭的。如果

{A，：r∈F}是9{中的两两不交集合族，则指标集r，={r：r∈F，m(A，)≠0}是
一至多可数集。

6

证明 用Card(A)表示集合A的势，特别地，用K表示正整数集合Ⅳ的
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势，即Card(N)2K。。假定Card(r’)>毪，令

L="∈r，I研“)I≥》科，2。⋯，L ，‘J

则r，=曼r『)。从而存在正整数‰，使card(k)≥R。。于是可以从k中选出
可数个互不相同的指标，(f)，i=1，2，⋯，使

fm‰)|>}矧，2，⋯。
但是，这与m的穷竭性矛盾，放r’是一至多可数集合。

命题2．4．9 设／'／'／是披上的有限单调集函数，则m是从上和下连续的充

要冬件为m是连续的，即对孵中任意极限存在的集列似。}，⋯lima。=4，有

觏小“)=m0)。

证明充分性显然。

必要性；设口。)c睨，lim以=A。由§2．2中的定义，有⋯

坍o)=脚(怒4)=掰(甄碡)=!受文童4)
=囊m(豆4)≥囊m‰)≥恶m“)
．。li～堕_mm(鱼以]=!鳃m(立4]=m(塑以)=mo)。

因此，!熟m‰)=m0)。

§2．5二元运算

定义2．5．1 设s是一个非空集合。s上的一个二元运算是指映射T：s

×s—s，并且记作(s，T)。对a，6∈&我们也常将T(a，6)记作aTb。S的元

素4称为二元运算T的一个左(右)零元，如果对任意j∈s，有T(a，r)印(T(x，
口)=a)；如果a既是T的左零元又是T的右零元，则称a是T的一个零元。
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aES，称为T的一个左(右)单位元，如果对所有x∈S，有T(a，x)≈(T0，

口)可)；如果口既是T的左单位元又是T的右单位元，则称口是T的一个单

位元。口∈S称为T(下)的幂等元，如果11(d，口)=盯。

命题2．5．1

(1)如果日是一个左零元，b是一个右零元，则a=b。

(2)如果a是一个左单位元，b是一个右单位元，则a=b。

由此可见，二元运算最多可以有一个零元和(或)一个单位元。

定义2．5．2设TI是S上的一个二元运算，T：是曼上的一个二元运算。

如果映射^：S斗墨，使

自(I(x，y))=T2(^(x)，^(y))b，Y∈&)’，

则称h是(S，T，)到(岛，T2)的一个同态。如果同态h有逆h～，则称h是@，

T。)到(＆，T：)的一个同构。

显然，如果h是(&，T．)到(曼，T：)的一个同构，则其逆h。1是(＆，T：)到(S，

T．、的一个同构。
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第三章集函数的变差

本章讨论与(广义1实值集函数相对应的三种非负集函数，它们是集函数

的内含变差、不交变差以及链变差。有些概念曾在经典测度论中以别的术语

出现并被使用”””，”1，不过在那里它们仅局限于对可加集函数的讨论，所得

到的结论大都与集函数的可加性密切相关。本章前三节讨论非可加集函数的

上述三种变差，所得到的结论完全不同于经典测度论中的已有结论，它们可

以被看作是非可加集函数的一些特殊性质，是可加性的进一步发展。第四节

指出这三种变差概念在集函数为可加的条件下是～致的。

§3。1集函数的内含交差

首先，我们讨论集函数的第一种变差——内含变差，它是本章要讨论的

三种变差中最简单的一种，在第四章中它将被应用于广义模糊测度的Jordan

分解和Lebesgue分解之中。在本节的末尾，我们讨论Pap在文献[67】中提

出的一个公开问题。

定义3．1．I 设埘是Ⅸ弱)上的广义实值集函数(即拼：叠专[—∞，+001)，且
m酗)=o。对每个AcX定义

Iml胎)=sup{Ira(B)|：BcA，B∈D}，
掰；0)=sup{辨岱)：Bc爿，B∈马}，

mi0)=sup{一删O)：BcA，B∈国}。

我们分别称川。，脚?，聊i为肼(在A上关于9)的内含交差，上内含交差和下

内含变差a如果j掰1．{≯)<。D，则称挤具有有界内含变差，或称坍是有界内

含变差集函数。

注3．1．1上内含变差在经典测度论中被称为内测度，它在讨论测度的

扩张时起重要作用。

命题3．1．1 设m是ⅨD)上的广义实值集函数，且所如)=o，则嬲的内

19
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含变差H，具有以下性质(爿C2x)

(1)0≤Iml．似)s+∞；

(2)M够)=o；

(3)1州0)1---lml，0)0∈D)；

(4)lml，是尸伍)上的单调集函数，即若B c A匕x，则l脚l。(B)-<Iml。0)；
(5)Iml．0)=0当且仅当肌p)=0，B[A，B∈娶。
证明 由定义3．I．I真接可证。

命题3．I．2设m是％D)上的广义实值函数，m够)=o，则m的上下内

含变差mj，l'rli具有以下性质(彳cx)：

(1)o墨m?0)≤佃，0≤晰i0)≤佃；

(2)mj0)=所i◇)=o；

(3)埘?和聊i都是尸∽)上的单调集函数；

(4)--，t?=卜m)_，m,-；卜m)+；

(5)Iml．0)=珊?0)v聊i∽；

(6)lml。0)=0，当且仅当mj0)=聊i0)=o；
(7)re；O)>-nO)≥一所i(彳)(彳∈叠)。
证明 (1)～(6)由定义3．1．1直接可证。下面证明(7)。对任意A∈娶，有

一m0)≤sup{一小p)：BcA，B∈D}=棚i0)，

从而，m0)≥一mi0)。不等式朋j0)≥所0)由定义显然成立。

命题3,1．3 m的内含变差lml，是尸(x)上一切非负单调集函数y，且满足

条件l研0l≤v(A)0∈叠)中最小的。

证明 设Ac量，任取B e-A，B∈娶，则由y的单调性有

I坍(口)l≤v∞)≤，，0)。

因此

20
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fmi，乜)=sup{Im0”BcA，口∈国}≤y0)。

命题3．1．4设m是(咒D)上的实值集函数。m移)=o，则Imol≤M 0∈D)

当且仅当J’l是有界内含变差的，并且lmt，0)墨M(A[x)。

证明如果Im(A)i--M 0∈马)，则由定义3．1．1得lml。0)≤M0∈x)。

特别地，H。伍)≤M，即m是有界内含变差的。反之，如果m是有界内含

变差的，且H，口)≤M，则由命题3．1．1中的(3)和(4)知，对任意AeD

lm0】≤H，0)≤H，伍)s膨a

由于对任意非负单调集函数m，聊侈)=o，有如l。0)=肼0) 0∈D)，

因此，我们可以直接得到下面的命题。

命题3．1．5 设m是(置D)上的广义实值集函数，聊◇)。o，则对任意

A c x，阳I。}0)=即l。0)。
命题3．1．6设m是Ⅸ辨)上的广义实值集函数，研◇)=o。如果历是从

下连续的，则fml。，彬，册i也都在9l上从下连续。

证明 设即。}是孵中的非降集列。对任意BcU4，B∈舆，0N4)t

B如_m)于是，由m的从下连续性以及定义3．1．1，得

Imp)|-哑聊on4)l-恻小pn4)l≤墼M他)“

由于Bc拦4，B∈9{是任意的，则再由定义3．11得扣I．【婪4 3蔓舰I叫．(4)。
另一方面，由于4cU4，

H2l

k=1，2⋯，故由}m1．的单调性，相反的不等号亦

21



第三章集函数的变差

成立。从而，!a+m。1mI，“)

连续性可类似证明。

叭耍A)。 即lml，是从下连续的。卅?和mi的从F

命题3．1．7 没m是Ⅸm)上的广义实值集函数，且州◇)=o。

(1)如果m是零零可加的，则lml，在倪上也是零零可加的；

(2)如果聊是零可加的，则⋯。在孵上也是零可加的。

证明 (1)设A∈孵，B∈9t，ANB=妒，且吲。0)=H，佃)=0。则由命题

3．1．1中的(5)，对任意占∈孵，臃往n一)=m(en占)=0。从而，由所的零零
可加性，对任意E c AUB，E∈辨，脚伍)=朋她n4)u(EnB))=0。然后，

再由命题3．1．1中的(5)，得i卅l，(AUB)=0。

(2)设A∈贸，B∈婀，ANB=≯，且l埘l。佃)=0。则由m的零可加性，对任

意的Ee!)l，EcAUB有Im(E)l=lm((En4)u(EnB))I=Im@n爿)I≤Iml，0)，进

一步，Iml，(AUB)-<Iml，0)。因为I．11，是单调集函数，故相反的不等号也成立，

从而Iml，(AUB)=I掰I，(彳)。

命题3．1．8设m是∞吼)上的广义实值集函数，m0)=o，且m是修正
单调的。

(1)如果聊是零零可加的，则m?和肌i在孵上也是零零可加的。

(2)如果m是零可加的，则m?和mi在吼上也是零可加的。

证明 (1)设A∈孵，B∈孵，AnB=≯，且mi0)=mi0)=0。对任意

Ec AUB,E∈暇， 由聊i的单调性， 研i(En4)=mi暖n曰)=o。从而

m(En“)≥o，m(ENB)->-0。若m(en月)=0，m(EnB)=0，则由m的零零可
22
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加性，聊仁)=坍伍n爿)u@n曰)=o；若埘@n彳)>o或肌(En口)>0，则由m
的修正单调性a)，得m(E)=m(犯NA)U@nB))≥m伍nA)vcEn口)>0。综上

所述m陋)≥0，Ec．4UB，E∈婀。因此mr(AUB)=0。m?的零零可加性可类

似证明。

(2)设A∈吼，B∈坍，ANB=≯，且坍?0)=0。对任意Ec爿UB，E∈吼，

由m?的单调性，mZ(ENB)=O，从而m(ENS)<-O。如果m(enB)=0，则由m

的零可加性得晰伍)=m仁n0UB))：肘@nA)u(EnB))=re(eft．4)<m／(A)；

如果用陋n雷)之o，则由朋的修正单调性b)或c)得

肌伍)=m(enouB))=m((En4)u(EnB”蔓m(En,0<-mj(4)。

综上所述，掰p)≤聊?0)，EcAUB，E∈舆。因此

mj0UB)=sup{re(E)：EcAUB，EE孵)≤mT(A)。

另～方面，由mj的单调性及彳c AU口，相反的不等号显然成立。从而

m／(AUB)=m／(A)，即聊?在孵上是零可加的。肌i的零可加性可类似证明。

命题3．1．9 设m是伐孵)上的广义实值集函数，掰◇)=o。如果脚是下

自连续的，则lml，也是下自连续的。

证明 设A∈9i，{只}c贸，乜[A，n=1，2，⋯，且lim。．。lmI，(E)=o。

由川。的单调性知，对任意C。c峨，聍=1，2，⋯，亦有lim。．．。Iml．(G)=o。进

一步，出命题3．1．1中的(3)，还有lkn。一舨e)卜o，即lim。。承￡)=0。这

样对任意E[A，E∈舛，由m的下自连续性有
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|ml，0一B)≥Im(En(A—E，))l-陋(伍rl爿)一陋n峨))

斗lm(EnA)l=tm(E)1(i寸。o)，

即lim⋯Iml，(一一只)≥k陋)l。因此，由EcA的任意性，得

lim⋯ImI,(A一峨)≥『mI，0)。

因为相反的不等号显然成立，所以lim。．。吲，(一一峨)=；m，I．0)，即Iml：是下自

连续的。

定理3．1．1 设卅是瞒D)上的广义实值集蘧数，掰◇)=o。如果存在@叠)
上的非负单调集函数vl，v2，使得m=”广v2，对则任意A∈D

vl(4净聊j 0)， V2(A)>-m7口)。

证明 由于卅≤vl，以及v。的单调性，对每个A∈璺有加(国兰VI(回s v1似)

BoA，B∈D，从而m?q)=sup{m∞)：BoA，BE马)每vla)。又由 -?rt<v2

以及v2的单调性，对每个A∈量有一聊(口)<v2(B)<-vXA)，BoA，BE D r从

而珊i(彳)=sup{一m(曰)}嚣c彳，BE马}V2口)。

定理3．1．2 没m是呱弱)上的广义实值集函数，肌◇)=o，则聊是穷竭

的当且仅当它的内含变差扣i．是穷竭的。

证明 设珊是穷竭的。如果1朋l，不是穷竭的，则存在某个氏>o和盖的

不交子集列{4。}，使

M口．k氏 (H21，2，⋯)。 (3·1-1)

另一方面，对每个正整数九，存在曰。cA。，B。∈23，使jm喊)l+要≥Iml．“)。

由式(3．1．1)得

1m慨)I>要 (H=1'2，⋯)。 (3．1．2)

24
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因为{爿。}是不交集列，所以{B。，是璺中的不交集列。由朋的穷竭性

limm喊)=0。

但是，这与式(3．1．2)矛盾。这说明{m1．应该是穷竭的。

反之，如果陋f。是穷竭豹，则对璺中的任意不交集列{彳。}，由命题3．1．1

中的(3)，有肛(及)}s扣}，k)_o 加呻o。)，即肌也是穷竭的。

定理3．1．3设珊是Ⅸ娶)上的广义实值集函数，m0)=o。如果m是穷

竭的和从F连续的，则lml，在孵上是序连续的。

证明 由定理3．1．2知l珊i。也是穷竭的：由命题3．1，6知imt。在贸上从下连

续a最后根据命题2．4．4，陋f。在援上是序连续的。

用符号J矿表示(置D)上的所有有界内含变差集函数全体，在1v上定义

以下运算

加法运算：m，v H m+v (m，v∈-IV)，

数乘运算：日，m H口历 (刑∈，y，a∈R)。

容易验证，，矿按上述运算构成实数域R上的线性空间。又在J矿上定义一个

泛函数{㈠I如下：

f m《=Ir,t．0)- m∈lVo

根据命题3．1．1中的(1)、<5)和定义3。1。1知t 8·8满足下列条j牛；

(1)9聊8曲，8 rrt 0=0，当且仅当m=O (m∈，矿)：

(2)8口所II=l口¨m 0 (口∈置，m∈，矿)：

(3)Urn+vll-<l[mHv8 (m，v∈lV)。
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即(，以||-；1)为实赋范线性空间。进一步，我们有

定理3．1．4(，K 1㈠I)为巴拿赫空间。

证明 设{m。}是IV中的一个基本列(或称柯西列)，即对任给s>O，存在

正整数Ⅳ，使当”，n。>Ⅳ时有忖。一埘、8<占。因为对任意AE弱，由I聊l，的单
调性有

im。0)一肌。0)|-I(m。一mno)0)卜Iron—mno{，(A)-<im。一mno{。伍)=IIm。一mno|i<s，

所以{小。即))是由实数构成的基本列，因而是收敛的。因此，我们可以定义∽D)
上的实值集函数m如下：

卅0)=1imm。0)∽∈另)

下面首先证明m∈，y。事实上，取占=1。则存在正整数‰，使当n>n。时

Ilm．一maoll<-1。因此，对任意Bcx，B∈D，当n>noI对，有

I％Q)卜9m。II≤lm。0)I—m。∞)I≤lm。0)一m、p)l-I白。一m、)D)l≤Ilm．一mno 4s1

令n·。。，得lm佃】≤1+忡。I|。再由BE D的任意性，得Iml，伍)=忉I≤1+l卜。ll，
即m∈IV。

然后证明lIm。一卅11呻00_0)。实际上，对任给￡>o，存在正整数N，

使当H，n。>Ⅳ时有llm。一mno|I<占。因此，对任意丑[x，丑∈D，以及竹，胛。>Ⅳ，

有10。一mno)p)I≤l研。一肼、I。(J)=Jim。一肌、9<占。令n。斗∞，得l(卅。一m)p){≤占·

由曰∈D的任意性，．得il(m。一m)Il=lm。一mL。伍)≤占，即lIm。一mlL-÷O O斗o)。

在∥上意义乘法运算如下：

m，vI-->m-v (m，V∈Jy)。

容易验证，1V按这样定义的乘法以及前面定义的加法和数乘运算构成交换
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代数。迸一步，有

定理3．1．5(，以|㈠1)为一交换Banach代数(赋范环)。

证明只需证明，对任意璐，vElV，有物·V忙恻㈨VI|。为此，任取BoX，

B∈另，有旧p)v∞)l啊I聊p)ilvp)i<tml。伍)·M伍)，由BE马的任意性，得

l陋-V《=陋·vf。留)≤lmf，(z)-H。(x)=ff晰弘驯{。

作为本节的结尾我们简略地讨论一种与内含变差相对应的集函数一一外

集函数(外测度)。

定义3．1．2设m是(墨另)上的广义实值集函数。对每个AcX定义

埘‘0)=inf{Im(B)[：4cBeD)，

并称m’为m(在A上关于D)的外集函数。

显然，珊+是凡的上的单调集函数。

下面的定理回答了Pap在文献【67】中提出的一个公开问题。

定理3．1．5设m是(置弧)上的非负单调集函数。如果历是零可加的，

则m。也是零可加的。

证明 设AcX，BcX，AnB=驴，且m‘忙)=0。则存在集列{E}c孵

和{只}c锕使得

lira⋯J，l(E)=m+(彳)， (3．1．3)

lira。一m(只)=肌‘(B)=0。 (3．1．4)

不妨假设曩上E，只J，F，则A[E=曝，E，BcF=n岛只。因此，由ra的

单调性有m(E)≥m(日，从而，由式(3．1．3)得研‘(一)≥m(E)。进一步，得
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rrl’(彬=m(E)。另一方面，由m的非负单调性及式(3．1．4)，褥m(F)=0。从

而，由m的零可加性，m(EUF)：川(E)=m’(彳)。又由于AUBcEUF，故

有m‘(爿UB)蔓m(EUF)=m‘(爿)。因为由聊’的单调性相反的不等号显然成

立，故m+似UB)=，’l’(彳)。

注意：当贸=L是一个有补完备格时上述定理仍然成立。

§3．2集函数的不交交差

其次，我们讨论集函数的第二种变差——小交受差。

定义3．2．1设m是陇D)上的广义实值集函数(即肌：马-,Do，十。o】)，
且m◇)=o。对每个爿cX,定义

乩o)=sup耋lm(D,)l，

％+一S。∑n max{m蛾)，o}，l。I’

mj0)=sup量max{一m(Dj)，0}，

上面三式中的上确界都是对所有D中的有限不交集列{D加D，cA所取的。

我们分别称1圳。，珊：，朋：为m(在A上关于勇)的不交变差，上不交变差和

下不交变差。如果l坍L(柳<o。，则称m具有有界不交变差·或称m是有界不

交变差集函数。

显然，如果m具有有界不交变差，则m是有限的。此外，1ml。㈣<一，

当且仅当啪：(的<o。，和所；∞<o。。

命题3．2．1 设m是(置锨)上的广义实值集函数，m◇)=o。则m在A上

的三类不交变差|卅J。，，蝣，坍：中的上确界均可对所有9i中的有限不交集列

{Df)，A2望p所取。
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证明这里仅对不交变莓切l。进行证明，朋：和棚：的证明与其类似。

设{p}。：。c贸是不交集列，且D，cA，卢1，2，⋯"，令见。=一一QD．
显然，D．，D：，⋯，D。，见+，是倪中的有限不交集列，并且A=uD．，进一步，有

势(DI)I≤喜lm(D』)卜
因此

吼o)=sup(薯l朋㈥l：她l。c婀，D,nDj=妒，f“Df c 4，n≥1}

鲫{争㈨蚍。c键，o,nD．哦州，_=篓DJ，蹦卜
因为相反的不等号显然成立，故命题成立。

命题3．2．2设脚是Ⅸ马≥上的广义实值集函数，m◇)=o。则m的不交

交差H。具有以下性质口c∞：

O)0_<Iml。0)s佃；

(2)H。@)=0；

(3)l脚0)}≤lml。0)0∈D)：

(4)l用L是段加上的单调集函数，即若BoA，则H。(丑)≤lmL口)；

(5)Ira(，(a)：sup{lm(a)l：Bc彳，Be娶}-<lml。0)；

(6)I珑}。0)=o当且仅当脚(国=0，BoA，占∈D。

证明(1)～(4)由定义3．2．1直接可证，(5)是(3)和(4)的推论。(6)是显然的。

命题3．2．3 设m是Ⅸ圣)上的广义实值集函数，掰◇)=o。则l'l'1的上下

不交变差肌：和m：具有以下性质(AcX)：
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(1)0≤m：0)+。，0≤m：0)≤+m；

(2)晰：0)=mj够)=o；

(3)m：和川：都是尸伍)上的单调集函数；

(4)研：=(_川蠢，m：=(_mEi

(5)Iml。0)≤掰：0)+脚；0)，Iml。0)≥埘：0)V埘；0)；
(6)Iml。0)=0§m：0)=m；0)=o；
(7)卅：0)≥m0)≥一聊：0)0e乃)．

证明(1)～(6)由定义3．2．1直接可以证明，下面证明(7)。为此，设A∈D。

考查仅由一个集合A构成的有限集列，有

一m(A)<max{一m(A)，0}，m(a)s max{m0)，0)。

由m：和州：的定义立即得一m似)<m：口)，m(A)≤聊：U)，或

m：∽)≥珊∽)≥一m；∽)。

命题3．2．4设m是Ⅸ孵)上的广义实值集函数，m◇)=o，则

(1)lml。是鼠的上的超可加集函数，即对x的任意不交子集列{爿。}，有

别。(4)≤}m啦以)．
(2)Ira[。是鼠∞上一切非负超可加集函数V，且满足条件Im∽)悟V似)口∈

蛳中最小的。

证明(1)设{彳。}是J中的任意不交子集列。从吼中任取两个有限不交集

列{巨}。；，，{C}，轳，，使E，cA，，i=1，2，⋯，s；F．，cA2，J21，2，⋯，，。

则{E，E：，⋯，E。，F。，F2，⋯，f}也是孵中的有限不交集列，且它们都

被包含在A，OA：之．中，于是由}ml。口tUA2)的定义得

砉l所刚+亮l m(Es)l<l m)。“UA2)。



堕壹窒塑查堂墼塑塑苎 一——
再由『肌L叫。)和Iml。似：)的定义，得imi。口，)+Iml。“zbIml。口tUA：)a进一步，

由数学归纳法，对每个正整数n，有

洲。“蚓珑啦4卜
最后使用1聊l。的单调性，得

茎{小L“)=：骢耋1珊L“)墨I ml。(亟^)。
(2)il v是履抑上的一个非负超可加集函数。且满 ．m、A，<v，A)∽

∈踟。若爿∈暇且{B-；。。是豫中豹任意有限不交集列，且Dfc彳，i=1，2，⋯，

船。令四：Un一，0 B∈暇，嚣c爿。注意集函数的非负超可加性蕴涵其单调性得

砉I删(D1)I≤t兰=lV(D』)≤V(璺哆)=V∞)≤Vo)。
最后由D，cA的任意性，得V似)≥l研I。口)。

命题3．2．5设m是∽婀)上的广义实值集函数，朋◇)=o，则

(1)研：和m：都是鼠砷上的超可加集函数。

【2)如果存在(五贸)上的非负超可加集函数V。，V：使m2 V广V：则

vl叫)≥m：a)， v2■km：研)t 叫∈孵)。

证明(1)与命题3．2．4中的(1)类似。

(2)设4∈撒且{D，}l；，。是孵中的任意有限不交集列，D．cA，扛1，2，⋯，

H。记曰=0n。则B∈孵，且BcA。由¨，v2的非负超可加性和单调性，以
●tl

及不等式m≤v1，一珊≤v2，有
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善max扔(DJ)，o)=∑‘m慨)≤∑+h幢)≤姜H慨)≤毪舾)≤咋o)，
兰max卜m(D，)，o)=∑一-m(D，)≤∑一v：(D．)≤羔v：(D，)≤v：p)≤v：0)，

式中∑+(∑一)表示对所有m(D，)≥o(m(D。)<o)的i求和。最后，由m：叫)和m：∽)

的定义得m；q)<v，似)，m：口硅v：■)。

命题3,2．6设朋是(z孵)上的非负有限(可数)次可加集函数，且小0)=o，

则ra的不交变差}辫}。是锨上的有限(可数)可痂集函数。

证明设汜}。，是飒中的一个不交集列，当m是有限次可加集函数时，，

是有限的；当埘是可数次可加集函数时，，是可数的。在孵中任取一有限不

交集列{D，}-sJ。， Os cgE。(，2l，2，⋯，n)。则对每个固定的f∈五汜n DJ}班。

是E，中的有限不交子集列，且有g僻nq)=Dj，产1，2，⋯，n。于是由

聊的次可加性

割埘(D川=善聃(哆)=砉埘∞瓴n9))≤嘉善珊(E,NDj)
=蚤耋m往，No，)兰圣j珊L(E)。
ni』f=l 』E』

由不交的'D，c望Er(产l，2，⋯，N)的任意性，得

M∞E)≤舌lmt。以)，
即}ml。是次可加的。但是，命题3．2．4已经告诉我们lml。是超可加的，即相

反的不等号也成立。因此，l小L是可加的。

定理3．2．1如果J，2是％飒)上的有界不交变差集函数，则i州l。在孵上是
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男竭的，并且m本另也是剪竭的。

证明 假定聊是有界不交变羞的，但是定理不真。则存在某个气>0和

孵中的不交集列{A。}，使

驯。口。)>s。(托21-2，⋯，)。 (3．2．1)

另一方面，对每个正整数H，在飒中存在与之对应的有限不交集列

{D?j。。瑰，研cAn，(f_l，2，⋯，ko)，使

篓f m衙)聘>i mo“)o
注意式(3．2．1)，我们得到

封m幢)|>了Eo(剃，2'⋯’)o
因为{叫，⋯，叫．，研，⋯，D”z⋯}组成飒中的不交集列，则对任意正整数N，

Iml。伍)≥笔薹Im旧)|>Ⅳ詈呻o。(Ⅳ斗∞)。
但是，这与m具有有界不交变差的条件矛盾。因此，l玳l。是穷竭的。又由命

题3．2．2中的(3)和}历b的穷竭性立即可得{m(4)}≤{辨L“)·o如_m)，式

中似。)是吼中的不交集列，故m也是穷竭的。

下面的例子说明定理3．2．1的结论只是必要的，但不是充分的。即存在

集函数m是穷竭的，但它不是有界不交变差的。

例3．2．1设弘{口l，口2⋯，％，⋯}，∑是x的幂集。定义集函数
m：z寸【o，l】如下：

r ’

聊o)=J i聂南 A是非空有限集

l 0 否则。

我们来验证m是穷竭的。为此，从∑中任取一不交集列{一。}。如果U4是



第三章集函数的变差

有限集，则由{爿。}的不交性存在‰，当n>‰时，爿。3驴，因此。li—mm“)=0

如果UA。是一个无限集，对则任意占>o，存在”’，使口，∈L』4
*一1 n‘l

且
l
一<S，
n

进一步，存在n。>∥，当驴‰时口，盛以，i=l，2，⋯，n’。因此，当疗>‰时

m0。)<三<占
力

即lira⋯re(A。)=0，故m是穷竭的。但是，m不具有有界不交变差。事实上，

对∑中的不交集列{{n，}}和任意正整数Ⅳ

Iml。伍)≥差lm“q))I=l+j1+．‘+万1斗m(Ⅳ一∞)。
这说明m不是有界不交变差的。

下面的定理给出了不交变差在其特殊子集族上即可被完全确定的两个

充分条件。

定理3,2．2设m是c墨吼)上的广义实值集函数，m◇)=o。若将m在孵

的子集族马上的限制记作脚品，即m2,U)=m即)，A∈马。则当下面两个条件

之一被满足时Im。b叫)=lmlo(A)■c∞。

(i)对每个A∈婀，lm口)l≤sup{jm(口)l：口c爿，曰∈D}；

fii)脚是有限i可数)可加的，并且辨中的每个集合都是D中的有限(可数)

个不交集的并集。

证明对每个AcX，显然有
， 、

m。l。o)=sup{耋Im(D』】：D』匕A，D，∈D，i=l，2，⋯，H，Df nD，2妒，f≠J，”≥1}

≤sup{兰lm(Df)：DJ c A，Di∈吼，f-1，2，⋯，疗，DJ nq=妒，i≠，，n≥1}=l ml。o)
I．t=l

’

剩下只需证明Im。l。2 Imb。

当条件(i)被满足时，固定Acx以及9i中的有限不交集列{D。L。。，D。cA，
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i=l，2，⋯，厅。对任意c>0，存在纠C谚，研ED使

J掰(Df)㈦聊(掣)|+砉 (纠，2，⋯，n)，

于是

善l历(D1)I≤善l加㈣)卜≤Im卫I。o)⋯

从而lmL(a)slm。l“彳)+s。由s>o的任意性，l优L≤lm圣I一。

当条件(ii)被满足时，若f∈撒，则存在卫中的不交集列{置}。使

U。E=E，其中如果饼是有限可加的，则I是有限集：如果槐是可数可加

的，则J可以是可数集。由m的可加性，得

l聊仁)I=l三删(E，)l曼舌Im慨)l=．,xlm3(E)I≤l m马bcE)a
由命题3．2．4中的(2)，也得到I州。≤Im。I一。

集函数m的不交变差lml。的不交变差又是一个怎样的集函数昵?为了回

答这个问题，我们先证明下面的引理。

引理3．2．1 如果m是呱吼)上的一个非负超可加集函数，棚◇)=o，则
对每个Acx，

lmI。似)2sup{re(B)：BcA，曰∈飒)2忉j，Q)。

如果’A∈婀，则ImL口)=Iml。似)=拼o)。

证明设AcX，且{叠I。。是飒中的一个有限不交集列，DIc省，i=l，2，⋯。

以，记B=U‰口，则BcA，口∈吸。由臃的非负性和超可加性有

姜}m(Df)|-耋珊(Df)≤小国)≤SuP{m∽：Bo A，B,gt}．
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因此lmL似砖sup{re(B)：BcA，曰∈疆}=H，(爿)。另一方面，由命题3．2．2中

的(5)，立即可得

Iml。“)2sup{m(B)：BoA，B∈锨}2Im[，0)(爿cx)。 (3，2．2)

注意到It-q!集函数的超可加性蕴涵其单调性，如果A∈吼，则由A(3．2．2)得

Imi。似)。Imi，U)2re(A)。

定理3．2．3设m是(x，娶)上的广义实值集函数，聊0)=o，则对任意AcX,

lI朋乩(A)=lml。似)。

证明 由命题3．2．4中的(1)知，l朋I。是忍的上的非负超可加集函数，且

由命题3．2．2中的(2)知lml。(≯)。o。最后由引理3．2．1得IImbI。0)2i卅l。口)，

A[X。

命题3．2．7 设脚是C墨贸)上的广义实值集函数，研彩)卸。

(1)如果rrt是零零可加的，则m的不交变差Iml。在吼上也是零零可加的。

(2)如果m是零可加的，则m的不交变差l所L在婀上也是零可加的。

证明(1)设A∈9l，曰∈吼，An庐妒，且Iml。o)=Imld∞)=o，由命题3．2．2

中的(6)得肌(D=O，占c爿，E∈孵， 历(刃=O，FeB，F∈9i。于是，对任意C

∈孵，Cc4UB，则由m的零零可加性得

m(C)=m(Cn∽UB))=m((Cn彳)u(cn曰))=0。

再由命题3．2．2中的(6)，得jmL似uz)20。

(2)设A∈9{，B∈吼，AnB=妒，且Imid(曰)=o，由命题3．2．2中的(6)得

珊(D=O，EcB，E∈9l。于是，由m的零可加性，对孵中的任意有限不交集

列{D，k；，。，D，cAUB，i=1，2，⋯，疗，有
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兰l坍㈤嗡n lI小№n爿)u池nB)1|=卦re(D,NA)I≤I mt—o)。

因此，lm乙(爿uB)c-1,4。口)；由l聊I。的单调性又有lml。口u曰)≥I叫。∽)，故

1ml。“UB)=Iml。删)。

命题3．2．8设m是(墨孵)上的广义实值集函数，埘彩)=o，且m是修正

单调的。

(1)如果．fit是零零可加的，则m：和m；在婀上也是零零可加的。

(2)如果小是零可加的，则m：和删；在吼上也是零可加的。

证明 (1)设A∈飒，曰∈锨，ANB=妒，且脚：凹)置坍：(曰)=o。对任意D．c爿

uB，E∈孵，由弼的单调性m：(D。nA)=o，《(D，riB)=0。从而m(D。n4)如，

m(D．nB)s0。若m(D。nA)=m(D。nB)=O，则由m的零零可加性得

m(D。)=m((D。n彳)U(D，n B))20；

若m(D．n4)<O或m(D，n口)<0，则由m的修正单调性b)得

m(D』)=埘((DjNA)U(D。nB))sm(D。hA)^m(DjnB)<O。

综上所述m(D，)≤O，D，cAUB，D。∈吼。于是，对吼中的任意有限不交集列

{D矗。，，D．cAUB，i=l，2，⋯，以，有芝ma)【{拼@)，o}=0。因此，小：a

u印=o。即肌：在孵上是零零可加的。朋：的零零可加性可类似证明。

(2)设A∈孵，B∈吼，AnB=O，且m：(B)--O。对任意D，cAUB，D，∈孵，

由卅：的单调性m；(D。nB)=0，从而m@n露)如。如果re(D,nB)=0，则由小

的零可加性m(D。)=m((D，nA)U(D．n聊)=m(D．n爿)；如果m(D。N口)>0，则由

m的修正单调性a)或c)，得Ⅲ(q)=m((D。nA)U(D．n功)拥(Dln彳)。综上所

述，m(D。)≥小(JD，nA)，D．c—UB，D，∈9t。于是对飒中的任意有限不交集列，

37
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{DJ}l一，D，cAOB，i=l，2，⋯，M，有

姜一{-m@)，o}≤善n m,x／-,,(O,n A)，o}≤m：o)”

进一步，聊：似U口)s聊；一)。另一方面，由川：的单调性，相反的不等号显然

成立，故m；即uB)=m：0)，即m：在贸上是零．-1)Jl的。卅：的零可加性可类似

证明。

命题3．2．9如果Ⅸ孵)上的广义实值集函数埘(卅◇)=o)是从下连续的，

则m的不交变差ImL也是孵上的从下连续集函数。

证明 设{4。}是倪中的非降集列，{D，匕。是贸中任意有限不交集列，

谚cU4，i=l，2，⋯，|；}。对任意固定的f(1≤i≤妨，(qn4。)个B (n-'m)，

于是，由m的从下连续性，得

叁{m@)l-。。⋯lim(D,nA。)I．=熙耋I珊(Dfn4)l≤。li—mI 毗∽)。
t=l ’ld⋯ 1^-．”l=|． 。^m 4

由不交集列D』c U4的任意性

叫Q41≤。ti—m乩m叭吲。【拦4 J≤。一I Lo一)。

最后由Iml。的单调性，相反的不等号显然成立，故

¨受41；⋯limlml。以)。圳一l坚4j5⋯mla(以)o
定理3．2．4设州是伐孵)上的有界不交变差和从下连续集函数，则m

和lmL。都是序连续的。

证明 由定理3．2．1知，Iml。和珊都是穷竭的，又由命题3．2．9知，I埘L
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和掰还都是从下连续的，最后根据命题2。4。4，l埘L和埘都是序连续的。

命题3．2．10设m是陇91)上的有界不交变差集函数，A∈孵，BC吼，Bc-A

则Im(A—B)l-<lml。口)一lml。(曰)。

证明对任意占>o，存在孵中的有限不交集列∞，L—D，cB，i=l，2，⋯，

厅，使

Iml。p)一s<耋lm(Dj)卜
记B+，=爿一B，则她l。。是A中的不交集列，且

笺l研(Df)I一(H。协)一占)>茗jm@)卜善I聊@)l=Im(A—B】。
进一步，；叫。似)一I'nl。(B)+s>lra(-a-nl。由s>o的任意性，得

lmb翟)一}mb(口)≥im“一B)I。

用符号DV表示C墨娶)上的所有有界不交变差集函数全体。并在DV上

定义运算如下：

加法运算：研，v卜÷m+v(胁，v∈DV)，
数乘运算：d，B'IH绷 b∈DV，a∈R)。

容易验证，DV按上述运算构成实数域R上的线性空间。又在DV上定义一

个泛函数¨l如下：

《硎={研l口)， 小ED矿。

由命题3．2．2中的(1)、(6)以及定义3．2，1知，8-《满足下列条件：

(1)l脚l≥0，0硎=o当且仅当m--O(mEDD

(2)1]atoll=I alll肘4(口∈足，m∈Dy)；
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(3)物+V㈣ml!+i㈩幻，v eDV)

即(JDK㈣)为实赋范线性空间。进～一步，我们可以得到

定理3．2·5(DV,⋯1)为巴拿赫空间。

证明 设{m。)是DV中的一个基本列，即对任意占>0，存在正整数Ⅳ，

使当n，”。>Ⅳ时有|I％一肌。||<占。因为对任意4∈D，由lml。的单调性有

1％0)一m。0){=l b。一m、)0)i≤l b。一所：)J。0)

≤l b。一小、)l。伍)=jl b。一m，)陋，
所以，{m。叫))是一个由实数构成的基本列，因而是收敛的。因此，我们可

以定义陇D)上的实值集函数m如下：

m0)=limm。0) 以∈D)。㈣

下面先证明m∈DV。事实上，取s=l，则存在正整数‰，使当聆>n。时

8搠。一脚、忙l。因此，对任意金中的有限不交集列溉I；，。，当忆胛。>Ⅳ时，有

缸㈨一㈧兰砉I肌。⋯-叁i肼。池)I

≤砉l(mn-m、№)旧IIm,一m、牿t。

令n斗m，得叁lm(DJ)l蔓1+9m、6。由{D。cD的任意性，得
吼伍)=limit-<1+llm、4，

即所∈D儿
．

后证明9m。一mI斗o(nj∞)。实际上，对任给e>O，存在正整数N，

使当n，竹o>N时，有lb。一m，0<s。因此，对任意D中的有限不交集列
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{DJk。，当门，no>N时，有

砉I b。一‰)慨)H％一m，l。似)=+8％一朋。9<占。

令n。斗m，得刍l∞。一m)(D。)1≤占。由{D。}cD的任意性，得
0m。一聊||：11％-mll。伍)≤s，

即8m。-mll一0(n寸o)。

§3．3集函数的链变差

本节讨论集函数的第三种变差——链交差。为此，在本节中，除非特别

说明步卜，我们总假定m为陇圣)上的实值集函数，郎搬：另_●oO，+o。)，且

册船)=0。
定义3．3．1 设／,n是(五弱)上的实值集函数，re(O)=0，对每个A∈马，

定义

lm[。0)=sup宝l m“)一m“一。¨

埘；0)=sup量max{m(A，)一晰“。)，0}，

朋：0)=sup兰max{一幻“)一m以一；))，o}，

上面三式中的上确界都是对所有联结≯到A之间的有限链所取的，即≯利。c

爿。c⋯d．刊，Ai∈叠，i=1，2。⋯，n。我们分别称l'hi。，m；，珊j为m(在

A上关于D)的链变差，上链变差和下链变差。如果Xe娶，{,nl。∞<。。，则

称m具有有界链变差，或称m是有界链变差集函数。

显然Iml。∞<一，当且仅当m：(X)<ooEl．脚j㈣<。。

与前面两种变差类似，链变差有下面一些基本性质。

聿l
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命题3．3．1 设小是(爿，马)上的实值集函数，m船)=o。则研的链

变差lml。具有以下性质似∈马)：

(1)0≤l ml。0)≤+。；
(2)f m10)=o；

(3)Im0卅{mm)；

‘(4)Jml。是(置D)上的单调集函数，即A∈D，曰∈D，Bc_A，1ml。(B)

-<lml。(彳)；

(5)M(A)=sup{Im(B)I；BcA，曰∈娶)≤1棚I。0)：

(6)Imlc(A)20，当且仅当m(B)。0，Bc_A，B∈乃。

证明 (1)～(4)由定义3．3．1直接可证。由(3)和(4)可以证明(5)。

由(5)可证明(6)。

命题3．3．2 设啪是(五弱)上的实值集函数，聊◇)=o。则m的上、

下链变差晰：和mj有下面性质口∈D)：

(1)0≤珊：(爿)s+一，O≤，”；(一)蔓+。；

(2)卅：(≯)。m；(≯)20；

(3)m：和mj是(x，D)上的单调集函数；

(4)棚。+--一●m)-，mj=(-m)+；

(5)Iml。(H)20，。当且仅当珊j(爿)2聊：(4)20

(6)m：(4)≥m(4)≥一m：(A)。

证明 由定义’3．3．1直接可证(1)～(5)。
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(6)对任意A∈D，我们考查仅由集合妒和A组成的链，得到

一晰(爿)≤max{_re(A)，0}，胁(一)≤max{re(A)，0}。

因此一Ⅲ(一)≤m；(4)，m(爿)≤m；(』)，即，，嘭≥聊≥聊：。

定理3．3．1 设月l是(置∑)上的有界链变差集函数，埘0)=o，那么

(1)册≯吉(Iml。+吣m；=j1(J脚Ic-m)；
(2)m=m：～mj；

(3)j聊j。=埘：+mj。

证明 设A∈∑，{4k。。是≯和A之间的任意有限链，即A．∈∑，

f．1，2，⋯，月，声2AocAlc⋯cA。=4。于是

2∑n max{棚“)一m(A。)，o)：2P∞(4)一肼0。”

=∑+∞“)一棚“一．))+∑一m∽)一re(A,一。)1+∑+@“)一坍“一。))一∑一@∽)一m“一，))

=棚o)+善I珊“)一m(钆)l≤硎o)+I ml。o)，‘ (3．3．1)

式中∑+侄一)表示对所有满足蜥“)一删“一．)≥o∞0，)一删0。)<o)的i求

和。由链{爿，}的任意性得

虻(爿)≤去(1ml。(一)+m(4))。 (3．3．2)

另一方面，对任意G>O，存在庐和A之间的有限链{4l。。亡∑，

使

耋I珊“)一m以一，)I>|珊㈣一占。
于是，由式(3．3．1)中的等式部分得

ml。0)+m0)一占<m0)+芝I m“)一m“一，)I
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=2宝max{Ⅲ∽)一re(A,一，)，0}≤2历：0)。

又由s>O的任意性得

i1(i掰f。(爿)+研(一))≤所；(彳)。

结合式(3．3．2)最后得到

m；(4)=妻(1mI。(o)+m(一))。

用-m替换上式中的m，并且使用命题3．3．2中的(4)，得

珊j=卜”t)==丢(bIc-m)2圭(L01．-o)。
(2)和(3)可由(1)直接得到。

定理3．3．2 设研是(x，∑)，L的有界链变差集函数，埘◇)=0，如

果存在单调集函数v。和v：，"91(≯)=v：(庐)20，使小。Vt—Vz，则V，≥聊；，

v：>m。-。进一步，存在(x，∑)上的非负集函数V，V(矿)20，使

v1=m；+V， V2=mj+V。

证明 由定理3．3．1中的(2)知，m=m；一m：=”i一¨，于是V，一m：

；v，一m：。要证定理的第一个结论，只需证明v。一卅：如·或者V-≥mj。

设A∈艺。对任意s>O，存在链≯=EocEIc⋯cE。。爿，E：∈艺，i2lt

2，⋯，H，使

坍；0)一s<∑n max{所慨)一m眩。)，o}。

用符号∑表示对所有满足m(E，)一m(E一。)≥o的i求和，并使用等式州。

"1／I-v2以及v，和v2的单调性，得

州；0)--'E<善“max{m(E，)一所(E一。)，o}=；【m(E，)一m(E-，)】
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=Z[vl啤)-vI纯。。)】_z[v：饵)一V2饵一，)】

≤x[v，啤)--vI(Ei。)】≤兰【v：@)v2阻，)】=v。0)，

即m：0)一占<v，0)。由z>0的任意性，得m；0)≤V。0)，或者V，一所j卸。

同时还有v2一珊：≥0，或v2≥m：。

令v．一州：=v，一所j=v，则定理的第二个结论成立。

引理3．3．1 设A∈∑，B∈∑，BcA。如果Iml。(B)<一，则

{re(A)一m陋)I-<l'nl。0)一lml。0)。

证明‘对占>0，存在联结≯和B的链：矽=占。[￡lc⋯cE。=霹，E。

∈∑，f=1，2，⋯，H，使

l埘i。B一占<兰i卅(EJ)一珊(巨一，)l。

令E*+-。爿，我1{：丁得到联结矿和A的链：妒。‰血tc⋯cE一2BcE一
=一，对这个特殊的链，由前面的不等式，得

n二+tlm@)一m(E一，)l一(iml。p)一￡)

>n圣+llm伍。)一m(e。)I一薹lm幢)一m(E。)I=I册(4)一m(B)l。

于是，由lml。似)的定义，得Iml。(一)一Iml。(曰)+占>Ira(A)一聊@)l。因为

s>o是任意的，故得lmI。(A)-tm[。(口)>I珊0)一m0)I。

定理3．3．3 (置叠)上的实值集函数m(m酗)=o)是有界链变差的
充要条件是存在(置B)上的实值单调集函数V，使对任意A∈∑，B

∈∑，Bc_A，有Im0)一肌佃)l≤v0)一v@)。
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证明 如果埘是有界链变差的，取V2l研I。，则由命题3．3．1中

的(4)，v是(五∑)上的实值单调集函数，并且由引理3．3．1，对任意

A∈∑，B∈∑，Bc一有lm(A)-re(B)l≤v0)一v∞)。

反之，如果存在(x，∑)上的实值单调集函数v使上式成立，则

对任意联结妒到X的链：≯=EocElc⋯cE。=x，E。∈∑，i=l，2，⋯，

，z，有

砉l珊饵)一m佤一。)1≤耋(v佤)一V倔一，))兰V伍)一V@)。
因为所考虑的链是妒到x的任意链，所以lml。(椰≤V∞一V(妒)，即

lmI。(x)<一e故聊是有界链变差的。

命蘑3．3．3 设埘是(鼻，∑)上的有界链交差集函数，如果聊的链

变差ImI。是从上连续(从下连续、序连续、穷竭)的，则m本身也是

从上连续(从下连续、序连续、穷竭)的。

证明 设|ml。是从上连续的，{爿。}是∑中的非增集列a则由引理

3．3．1及lm|。的从上连续性，得

h)一玳(鱼4)|≤|吼“)帆(鱼以)斗。。刊，
即timm(A,)：m／^A1。故聊是从上连续的。用类似的方法可证，如nw 、^=l 』

果『mf。是从下连续的，则m本身也是从下连续的。

如果lml。是序连续的，则对∑中的任意集列4、l矿O_00)，由

命题3．3．1中的(3)，得Im(4)l≤I研i。(4)寸o 0一∞)，即l。i—m聊“)=0。

故所是序连续的。
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类似可证，如果lml。是穷竭的，则m本身也是穷竭的。

命题3．3．3说明了，从极限的观点来看，如果埘的链变差l叫，

具有某种性质，那么m本身必须也其有这种性质。

对每个(z，∑)上的单调集函数m以及∑中的任意单调集列{4。)，

极限lirare(A,,1一定存在。下面的定理说明了这一性质对有界链变差

集函数仍然成立，尽管m可能不是从上或从下连续的。

定理3．3．4 设m是(置∑)上的有界链交差集函数，则对￡中的

每个单调集列，、极限limm(A。)一定存在。

证明 设{爿。}是∑中的非降集列。如果极限limm(A．)存在，则存

在{4。)的两个子集列{敝)和{n}使

!鳜m慨)=口 limm(F·)=b， (3·3-3)㈣ ￡

式中a和b是两个不相等的实数。不失一股性，假定{E}n{Rj=庐，

且ElcFicE2cF2c⋯cEtcFkc⋯。
’

另一方面，由式(3．3．3)存在ko，使k>ko时

|m皈)一口I<掣，l聊陂)-b1<掣。
于是，对任意k>k。，有

l矾佤)-m皈)I≥Ib～口Hm(FA一6|-|加慨)-口1≥卫型，

进一步，对111，由!蚓。(柳的定义，有

lmI。伍)>。善k+l。I所以)一m瓴)I>-i坦笋斗m o斗o。)。
这与条件ltalc(X)<。o矛盾。因此，对∑中的任意非降集列{石。}，极限

limm(A．)一定存在。



整三里壅里鍪塑墼一一一用类似的方法可以证明，对∑中的任意非增集列{A。)，极限

limm(A．)也一定存在。

命题3．3．4 设m是(正∑)上的有界链变差集函数，则

(1)m是从下连续的当且仅当它的链变差lml。是从下连续的。

(2)m是从下连续的当且仅当它的上、下链变差m：和脚j都是从

下连续的。

证明 (1)充分性已经在命题3．3．3中证明，下面证明必要性。

为此，设{A。)是∑中的非降集列。任取联结妒犁旦4的链：≯2￡。凹，c⋯

c E女=|=|一。，E，∈∑，i=l，2，⋯，七。对每个固定的i(1≤f≤∞，

(E。n以)1、占，，如哼co)。于是，由m的从下连续性，得

叁lm(E』)一m【E。)I=叁l熙挪@n4)一撕m佤一，nA)I
=～lira圭，．re(E,n。)一所溉nA．)l≤⋯lim[聊l。“)。

由于被考虑的链是联结驴到．A。的任意链，由上面的不等式得

／,4。幢A胁lim批(4)。
因为{m1。是单调的，并且。。c0A．，n≥l，相反的不等号亦成立，于是

剖ml；“)=l肌l。l糕4 j’

即jml。是从下连续，的。

(2)由(1)和定理3,3．1中的(1)及(2)直接可证a

运。意：、茬上面命题的必要性证明中只用了m的从下连续性，没
有使用m是有界链变差的这一条件。
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命题3．3．5 设m是(置∑)上的实值集函数，m@)=o。

(1)如果m是零零可加的，则它的链变羞iml。也是零零可加的；

(2)如果m是零可加的，则它的链变差Iml。也是零可加的。

证明 (1)设A∈∑，B∈∑，An曰=庐，且Iml。(4)=I-L(B)=0。则

对任意E∈∑，由Iml。的单调性，有im(En4)l蔓Iml。忙nA)slml。0)=0，

即m(En爿)=0，同理可得埘(En曰)=O。

任取联结≯至4 A u B的链：庐=甄cElc⋯cE。=A u B，E，∈∑，i=l，

2，⋯，”，出m的零零可加性，有

耋lm㈣一m‰)l_薹I珊陋nA)u(E,NB)]-m[{e,一。nA)u(e,一一ns)]l乩

由于被考虑的链是联结声到AuB的任意链，因此，Iml。(爿u曰)20，

即iml。是零零可加的。

(2)设彳∈∑，B∈∑，A n曰。庐，且fml。(B)20 a则对任意EE∑，

由l矾}。的单调性?有l形红n曰)}-(Iml。(占nB)≤{mt。p)=o，即m(En艿)=o。

任取联结声到A uB的链：庐2E。cE，亡⋯cE。=4 u B，E，∈∑，f=1，2，⋯，

I"／，由m的零可加性，有

姜Im@)一m@。)J_割n脚陋n一)u佤n占)】一坍陋一，n爿)u@一。nB)ll
=芝|m幢n4)一m佤一。n4)I。

注意．饵n4l。。是联结≯到4的链，．于是由上式及Iml。口)的定义，有

砉1m{e，)一m以一。)lslml。o)。
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由于被考虑的链是联结≯到A u B的任意链，因此，Iml。(4 u B)

≤lm}。(爿)。使用l历l。的单调性，1ml。似u 8)->Iml。(一)显然成立，故lml。(爿

uB)2{坍l(4)，即lml。是零可加的。

下面的定理是关于下半连续广义模糊测度的Jordan分解定理。

定理3．3．5设m是(置∑)上的下半连续广义模糊测度。如果m

是有界链变差的，则m可以表示成(置E)J二的下半连续模糊测度v，

和v2之差，即m=vl—v2。

证明 因为珊堤有界变差的，则由定理3．3．1中的(2)，州=肌j一加j，

令v。=m；，v2=矾j。则由命题3．3．2中的(1)～(3)以及命题3．3．4中的(2)

知，v。和v：是(盖，E)上的两个下半连续模糊测度。

我们用符号By表示所有(置∑)上的有界链变差集函数全体。容

易验证，B矿按下面运算：

m，v卜÷m+v b，v∈By)
a，，竹卜÷clm(卅∈BV，口∈R)

构成实数域丑上的线性空间。又在曰矿上定义一个泛函数⋯!如下：

iIm[1=lml。口)， ，”∈BV，

由命题3．3．1中的(1)、(6)和定义3．3．1知，㈦I满足下列条件：

(1)8叫悻o；9叫l=o当且仅当用20 (卅∈曰即；

(2)11叫1=141HI(d∈R，m∈口即

(2)l朋+11I≤IHI+411l (珊，V∈口功

即(BV，¨I)为实赋范线性空问。进一步，我们有
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定理3．3．6 (B以州1)为巴拿赫空间。

证明 设{m。)是BV中的_个基本列，即对任给6>0，存在正

整数N，使当疗，n。>Ⅳ时有9％一m、11<占。因为对任意A∈∑，有

1肌。(爿)一m。0)1=lb。一m、)(A)l-<lm。一删。l。(A)<-Im。一聊。。{。伍)=9m。一m。1l<毛

所以{研。(z))是一个由实数构成的基本列，困丽是收敛的。这样我

们可以定义(x，∑)上的实值集函数埘如下：

m0)=liram。0)0∈∑)。

下面首先证明m∈BV。事实上，取z=l，则存在正整数稽。，使

当I,／>／,／。时，

h一飞㈦。 (3．3．4)

另一万向，对仕葸≯刽X乙州阴链：矿2Aoc Al仁⋯c Ak2 X，A，匕

∑，i=1，2，⋯，_i}，以及开>聍。，由式(3．3．4)有

耋1％(4)一m。“一t)H|‰忙引k％“)一％“一一)卜耋I‰“)一‰“一，)I
≤毫№一m。地)一(m。一～)“一，)㈥m。一m棚<lo

令n斗。，得叁Im。(A3一川。“一。)l≤1+9脚，8 a因为所考察的链是≠到x

之间的任意链，故lImll≤l+]lm、Il，即m∈占矿。

然后证明IIra．一川6_'0 0一o)。实际上，对任意占>o，存在正整

数N，使当一，”。>Ⅳ时有fm。一’‰《<s。则对任意庐到z之间的链：妒利。c
Ajc⋯cA★=x，A．∈∑，卢1，2，⋯，七，以及行，疗o>Ⅳ有

耋j(坍。一州、)“)一b。一‰)“一t)1<1％一m、l伍)=8％一‰l<占。
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令‰斗00，得±f∞．一聊)0。)一向。一埘)0。)j<占。因为所考察的链是庐到

Ⅳ之间的任意链，故itm。-mII=Im。-m]。伍)≤譬，即llm。-m]1斗0 D—o)。

下面的定理刻划了BV中元素的特征。

定理3．3．7 设m是(x，∑)上的实值集函数，m彩)=o，则研∈BV

的充要条件、为m可以表示成(X，￡)上的两个实值单调集函数v．，v：

(v。(痧)=v：(≯)=O)之差。进一步，如果m∈BV，则

iImlI=inf{v，旺)+v：伍)} (3．3．5)

其中下确界对所有(置∑)上的实值单调集函数v，，v：(v。(庐)=v：(≯)=0)

且m=vl—v2所取。

证明 如果m∈B矿，则由定理3．3．1中的(2)有in=m：一m：。令

vj=小：，122=mj，根据命题3．3．2 ep的(2)和(3)，vl，v2是(Ⅳ，∑)上的

实值单调集函数，且满足v。(≯)=v：(≯)=O。

反之，如果m=vi-v：，v。，v：是两个(置∑)上的实值单调集函数，

则对任意A∈∑，B∈∑，矗酬，由v，和v：的单调性，得

lm0)一肌佃)I=I v，0)一v：0)一(v。忙)一v：∞))l
=h0)一v。∞)一(v：0)一v：忙”I≤v。0)一v。p)。

因此，由定理3．3．3，m∈BV。

如果册∈BV，则由定理3．3．1中的(3)和定理3．3．2，有

IImlI≤inf{v．似)+v：∽))。

另一方面，由定理3．3．1中的(2)和(3)，有

lnil≥infb,，伍)+v：伍)}。

因此，式(3．3．5)成立。

引理3．3．2如果meBV，则j|m0=m；伍)+m；僻)=l|m酬+I肌训。
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证明 由定理3．3．1中的(3)立即得8mll=m：口)+孵0)。因为，

对任意非负单调集函数V，总有M伍)=v口)。因此

9聊刘=kI。口)=碟伍)， h：9=Jm：J。口)=珊；伍)。

从而jI,nn=llm：ll+U,n：ll。
在BV上定义乘法运算如下：

肌，v卜÷m·v曲，1，E曰矿)。
容易验证，曰矿按这样定义的乘法以及前面定义的加法和数乘运算

构成交换代数。进一步，有

定理3．3．7 (B以¨4)为一交换Banach代数(赋范环)。

证明 只需证明对任意m，VEBV，总有|l掰·v||≤l叫HVl。

首先，对任意非负单调实值集函数m，v有

Im·V卜旧V!。伍)=m伍)～(X)=Lml。∽)·}vL(X)--Uml·”l。

其次，对任意m，v∈-BV，由定理3．3．1中的(2)得

m=坍：一m；， v=v：-v；。

再由命题3．3．2中的(1)～(3)知，肼：，跏j，虻，v；都是非负单调实值集

函数。从而由引理3．3。2得

l脚‘Vif=if(m：一孵)k—V；)l≤9睇·v捌+Im：·v：0+I坼-v；p 8珊-．-．，：l
=(k8+Jim：9)+(IJv：H+H)；8，，l|}州。

§3．4各种变差之闻的关系与可加集函数的变差

在§3．2中，我们曾经指出：如果m是(置20上的广义实值集
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函数，re(C)20，则Iml．(爿)≤f叫。(爿) (一c印：如果，，z是(置孵)上的非

负超可加集函数，m(妒)=0，则1叫。∽)=ImI。(4)(Ac∞，进一步，

如果A∈锨，还有Iml，∽)2lmI。似)2re(A)。

在§3．3中，我们曾经得到：如果珊是(置马)上的实值集函数，

mr≯)=0，则lml(爿)兰ImI。(4) (』哇∈2b)，进一步，如果m是非负单调

的，还有

lmJ。(4)=Iml。(一)=re(A) (4∈D)。 (3．4．1)

综合上面的讨论我们可以得到

定理3．4．1 设m是(咒研)上的实值非负超可加集函数，m(≯)

=0，那么对任意A∈呶有

mI，(“)；jmL(爿)=Iml。(4)=re(A)。

但是．一般来说，这三种变差是不同的。例如，如果ra是(丑撒)

上的非负单调有限(可数)次可加集函数，并且不是可加的，那么由

命题3．2．6可知，Iml。在孵上是有限(可数)可加的。若注意式(3．4．1)，

立即可以得到Imt，≠Imb，lml。≠lml。。此外，我们还有

例3．4．1 设舻{1，2，⋯，H}，∑=Ⅳ的幂集。集函数m定义
如下(A∈∑)：

f 0 A=西，

帕净{土maxA圳。L

分别计算集合A={1，2}的内含变差和链变差得

l聊卜0)=1，Iml。0)=i3。

这说明fml，≠⋯。。
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命题3。4，1 设朋是(置孵)上的广义实值集函数，脚(≯)=o a如果

m是可加的，则它的内含变差lmlf在孵上也是可加的。

证明 设A∈倪，B∈孵，AnB=庐。则对任意EcAUB，E∈锕，由

m的可加性得

Im(E)l=f棚@n爿)+埘伍nB)I≤I埘位n4)I+l肌@nB)l兰I'nl，0)+lml。p)。

由比彳U曰的任意性得

Iml，0uB)-<ImI，0)+Iml。p)。 (3．4．2)

如果lml，0uB)=o。，则显然有Iml，(aUB)=lml；0)+lm|i@)；如果

lml．0uB)<∞，则对任意g>o，存在EcA，FcB，E∈孵，FE婀，使

Iml。0)<Im@)I+占，lmI。p)<I胧(F)I+占。

因为EUFcAUB，所以有

I小110)+lml，@)<Im@)|+Imp)|+2占玉I坍l。(AUB)+26。

由于6>0是任意的，故lml。0)+Imi，(R)-<Iml。(Au8)。注意式(3．4．2)，

最后得到lml。(AUB)=I"I。(A)+lml，0)，即lml，是可加的。

定理3．4．2 设m是(置贸)上的实值集函数，m(妒)=O。如果171

是可加的，那么对任意A∈91

Iml．(o)。lmL(4)=I叫。(彳)。

证明 设A∈孵，{4}。。c飒是妒和A之间的任意有限链，即≯=4。c

彳!c⋯c』。=爿。

先证lml．(A)=lmI。(一)。为此，用F与U+(∑与L厂)表示对所有
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满足m@)一re(A,一，)≥0幻(Ai)一m(A。)<o)的i求和与并。这样

量i删“)一小“一．)i=∑+b0，)一m“一。))一∑一0以)一m“一。))

=Ⅲ¨“一mi-i))一m盯“一4一，))。

记E=U+“一4一，)，F=u“一4一。)。显然，ENF=庐，EUS=A。于是，

由命题3．4．1，得

兰l小“)一川(4一．)I=re(E)一m(F)≤I埘I，伍)+l聊l扩)=Iml，0)。

再由{A，)的任意性，得fml。0)≤Imf。0)。因为相反的不等号由命题3．3．1

中的(5)直接可得，所以lml，0)=lml。0)。

再证Iml。(A)2Iml。似)。为此，令Dl=4—4一。，f=1，2，⋯，胛。

显然{qI。。是辨中包含于A的有限不交集列。由m的可加性有

历(DI)=聊(4)一m(Ai一，) 1=1，2，⋯，以。

因此

薹Im“)一mk，)l《j脚(Df)|≤Mo)。
又由{A，)的任意性，锝

lml。(4)≤i聊L(4)a (3．4．3)

另一方面，对钟审的任意有限不交集列娩x。。，Q Df刊，令

坞=庐，4=UD，，f21，2，⋯，一，

则{4}．。。是≯和A之问的一个链。对于这个特殊的链，由m的可加

性有
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叁Im@)卜耋l珊“)一聊“驯制。o)。

又由{毋)的任意性，得jml。(A)-<Imi。(4)。结合式(3．4．3)，最后得

I肌L(o)。1ml。(4)。

定理3．4．3 设m是(Ⅳ，吼)上的有界内含变差集函数。如果m是

可加的，那么对任意A∈9l

m产o)；丢(1删I．o)+mo))，mio)=丢(1Ⅲl。o)一mo))，

式中j珊【，m÷和mi分别是m的内含变差，上和下内含变差，并且

它们也都是可加的。进一步

m0)=舛0)一mi0)， M0)=舛0)+町0)。

证明 设A∈孵。对任意BcA，丑∈孵，由m和I拼I。的可加性，

2re(B)=re(B)+re(A)一m(A一丑)s川0)+I朋Q)l+I研0一日)I
≤m0)+Jmf。p)+}蜥}．0一君)=m0)+f历f。0)。

又由BcA的任意性，

研?o)茎昙(1坍I，o)+mo))。 (3．4．4)

另一方面，对任意占>o，存在BcA，BE 91，使Im@)i>lml，0)一占。

于是，由所的可加性得

Iml，0)+小0)一占<朋0)+l朋0)|-m0)+M0一曰)+Im(B)l
=2max{re(B)，0}+m0一曰)≤2(max{m(B)，0}+max{m(A—B)，0})
≤2max{re(B)，m(A一嚣)，re(A)，o}≤2m?0)。

又由6>0的任意性得

妻(I ml，0)+肼0))≤珊?o)。
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结合式(3．4．4)，得剑

川j0)=妻0聊I，0)+聊0))。
用一m替换上式中的m，并使用命题3．1．2中的(4)，得

mi=(-m)+=吉0一晰L--m)=三0m1--m)。
由命题3．4．1，以及剐证明的等式，我们立即得到lml。，m；和m；的

可加性。定理的最后两个等式由前面两个等式直接可得。

命题3·4．2 设m是(置倪)上的可加集函数；小(妒)20。如果

I刖0)l≤M(4∈孵)，那么朋是有界不交变差的，并且lml。(4)兰2M

(爿cX)a

证明 设A C2x，{口I。。是吼中的任意有限不交集列，D。d，卢1，

2，⋯，，l。由聊的可加性

芝lm(Df)I=∑+州(Df)一F朋(Df)=m¨n)一m妙DI)，

式中∑+和U+(∑一和u一)表示对所有m融)≥0(m@)<o)的i求和与

并，于是羔l掰(D1)I≤2M。最后，由{D；)的任意性得J肼l。(』)蔓2M。

定理3．4．4 设m是(x，孵)上的有界不交变差集函数。如果m是

可加的，那么对任意A∈吼

肌jo)=圭(IⅢLo)+mo))， 用；o)=圭(1坍I。o)一mo))，
式中Iml。，研：和m：分别是m的不交变差，上和下不交变差，并且

它们也都是可加的。进一步

搬0)=辨：0)一搠；0)， }牌L0)=弼0)+螈0)。

证明 设AE孵。对任意F>o，存在有限不交集列娩I。c孵，
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鱼E2一，使耋f历(D』)l>f形Lo)一占。于是，由小的可加性得

ImLo)+mo)一占<辫o)+善l掰(D』)卜∑+m(皿)+∑-肌(Df)+∑+m(p)一∑_脚@)
=2P珊(q)=2兰max{m(D,)，0}≤2re；O)， (3．4．5)

式中∑+ -)表示对所有掰(DJ)≥0如(Df)<o)的i求和。由c>0的任，

意性得

{(H。o)+mo))≤re；O)。 (3|4．6)

另一方面，设{DI。。是飒中的任意有限不交集列，使。U。D,2A。

由式(3．4．5)中的等式部分得

2姜一{m(DI)，o}=薹lm@)卜"O)sl"l。o)+mO)·
又由{口}的任意性，得

蟛o)≤要(1掰Lo)+拼o))。
结合式(3．4．6)，得到．

m：o)=丢(1mJ。o)+坍o))。
用一坍替换上式中的m，并使用命题3．2．3中的(4)得

朋：=(．朋)：=圭(1一mId--m)=圭《mId--m)。
由定理3．4．2和命题3．4．I以及刚证明的等式，立即得到l州L，

m：和m：的可加性。定理的最后两个等式由前面两个等式直接可得。

推论3．4．1 设脚是∽∑)上的有界变差集函数，m(妒)=O。如果

南是可加的，那么Iml。，珊：，m：也都是可加的，并且



第三章集函数的变差

小j=m：=州：， mi=小：=m2 a

证明 由定理3．4．2和命题3．4．1可知lml。是(置∑)上的可加集函

数。进一步，由定理3．3．1(1)又知脚：和搠：的可加性。由定理3．4．2

3．4．3，3．4．4以及定理3．3．1立即可得后面两个等式。
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第四章广义模糊测度

模糊测度(Fuzzy测度)的概念是Sugeno在1974年首先提出的【33l。在他

的定义中，模糊测度(即非可加单调集函数)的定义域是一个单调类，值域是

单位区间【0，1】。随后，Relescu等人将模糊测度的定义域拓广到盯一代数上，

并将值域扩大到广义半直线【0，十一】，而且为了与仃一代数相适应，对集函
数增加了上下连续性的要求14“。但是，它们的主要特征都是用集函数的“单

调性”替代它的“可加性”，从而将可加集函数的研究拓广到非可加集函数

的研究。1993年，Liu将模糊测度的取值范围再次扩大到广义实直线卜一，

+一1，并将集函数的单调性用更弱的条件——修正单调性代替，进而定义了

广义(符号)模糊测度。但是，他在对广义模糊测度进行HaM分解时，误将
经典测度的已有结论未加证明地使用到非可加集函数中来，从而导致了证明

的失败147l。本章中定义的广义模糊测度索性不要求集函数的单调性。为了

不发生混淆，我们将Liu定义的广义模糊测度称为修正单调广义模糊测度。

它们都是Sugeno模糊测度的推广，也是经典测度的推广。

在这一章中，我们首先讨论广义模糊测度的基本性质．第三节提出非

零可加集函数“一致性”(或“顺从性”)的概念，它在广义模糊测度的Hahn
分解中起重要作用。第四节至第六节分别在不同的条件下讨论广义模糊测度

的Hahn分解，Jordan分解和Lebesgue分解定理。这些分解定理是对经典测

度论中相应结果的修改和扩充。第七节讨论广义实值集函数的Lebesgue分

解定理。

§4．1广义模糊测度

定义4．1．1 设孵是一个盯～环。集函数m：孵一【一一，+一l称为9i上的广

义模糊测度，如果它满足以下性质：

(1)板国=0；

(2){A。)c9t，^亡A2 c⋯；珊(no-14)=墼m“)；(2){。)c9t，^亡 c⋯；珊I U4|-limm“)；
、 ，o“

61
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(3){爿。}c贸，4]4：]⋯且存在‰使I肌k)I<o。j埘(鱼4]=。li。m。m(4)。
显然，集函数啪：孵一页是广义模糊测度，当且仅当m既是广义下半连

续模糊测度又是广义上半连续模糊测度(参看第二章第四节)。

例4．1．1 模糊测度和经典广义测度都是广义模糊测度。

§4,2广义实值集函数的正集与负集

定义4．2．1 设聊是％暇)上的广义实值集函数，即m：吼一【一oo，+一】，
满足m(扔=O。PcX，^℃Ⅳ。

(1)如果对任意E∈吼，PnEe91，有m(Pn目≥O，则称P是(关于m的)一

个正集。

(2)如果对任意E∈婀，ⅣnE∈孵，有m(NnD翊，则称Ⅳ是(关于m的)
一个负集。

显然，空集庐既是正集也是负集。此外，正集的每个可测子集还是正集，

负集的每个可测子集还是负集。

必须指出，虽然定义4．2，1从形式上看与经典测度论中正集和负集的定

义是一样的，但是由于对集函数m的要求不一样，它们实质上还是有区别

的。例如，对一般的非可加集函数，两个正(负)集的并不一定还是正(负)集。

这点就与经典广义测度不同。

例4．2．1设肛{口，b，c，d)，∑是x的幂集。定义集函数m：∑一【一1，1】
如下：

m(彩=m({6))=m({d})=0，卅({6，d})=l。对其他A∈∑，m(A)=一1。

可以验证?71是∑上的修正单调集函数，集合{口，6)和{c，田都是关于m的

负集，但是，它们的并集X不是一个负集。

如果令m’=一m，则m’也是∑上的修正单调集函数，而集合{口，6)和{c，d)

都是关于所’的正集。但是，它们的并集J不是一个正集。

注意：在上倒中对脚来说，集合{口，6}和{c，d)是负集，它们的并集x

不是负集，但是，X-({b}U{椰)却是一个负集(这里m({6))=聊({田)=0)。一般

地，我们有下面的命题：

命题4．2．1 设m是可测空间陇∑)上的修正单调广义下半连续模糊测

度，叫。)c∑。令
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∑。={何：H∈∑，HC一。，m∞)=0} n=l，2，．．．，

巧=U{H：H∈∑。} n=l，2，”·。

(1)如果{爿。}是一个负集列，则N=U。以一U⋯K是～个负集；若还有对

任意集列{Bo}，峨∈∑。，n=l，2，⋯，m(u。日。)兰0，则N，=U。4也是一

个负集。

(2)如果{“。)是一个正集列，则P=U。An—U。以是一个正集；若还有对

任意集列{也j，巩∈∑。．n=l，2，⋯，坍(U。圮)≥0，则#=U。4也是一个

正集。

证明 (1)设E∈∑，ENeX(这里将E n N简记成EN)，则由

u。疋=u。4一Ⅳ，得E(u。E)=占(U。4)一EN∈∑，并且

EN=五(U4)一E(UE)=o弘(E(UK))。
记只=醚(E(vE))，玎=l，2，⋯。显然，E∈∑，E c4I，”=l，2，⋯。
因为4。是负集，所以m(只)<o，门=1，2，⋯。如果存在正整数‰使m奴)<o，

则由命题2．4．3(这里不妨假定{只}是不交集列)，珊㈣)=m(U。E)<0：如果

对所有的正整数胛，m(只)=0，则C c巧，从而e=庐。n=l，2，⋯。因此

肌㈣)=m(U。E)=m0)=0，故N是一个负集。

如果对任意集列{玩}，风∈∑。，n=l，2，⋯，脚(U．毽)≤o。对每个E

∈∑，EN{2U。EA．，因为A。是负集。所以m(EA。)<o，n=l，2，⋯。若m(EA。)=O，
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n=l，2，⋯，则EA．∈∑．，n=l，2，⋯，从而m(EN．)=m(U．腿)≤0；若存

在正整数／70，,使m(EA。)<0，则由命题2．4．3(不妨假定{4。)是不交集列)，

m(EN．)=m(U。她)<0，

故|Ⅳ．是一个负集。

(2)的证与(1)类似。

注4．2．1从命题4．2．1的证明中可以看出，如果似。)是一个有限集列，

则只要求集函数肼是修正单调的并且J，2(国=O，命题4．2．1 7即成立。

命题4．2．2设m是吼上的修正单调函数，满足搠(谚=O，A∈孵，m(a)20。

如果A是正集(负集)，则对每个EcA，三∈孵，re(E)=0。

证明设A是正集，且m(a)=O。假定存在EcA，E∈孵使re(e)>0，则

m(A—D≥O。由m的修正单调性a)。

m0)=坍((省一e)uE)≥m(A—E)v删@)>0。

这与条件脚@)=O矛盾，故册(回=0。A是负集时的证明与上类似。

推论4．2．1 设小是孵上的修正单调、零零可加、广义下半连续模糊测

度，{4。)仁孵。

(1)如果{彳。}是一个负集列，则N=U。以也是一个负集e

(2)如果{一。}是一个正集列，则P=U。以也是一个正集。

证明 因为这时在命题4．2．I中，对任意集列{峨}，吃∈∑。，n=l，2，⋯，

由m的零零可加性有m(U。致)=0，所以Ⅳ(P)是一个负(正)集。

推论4．2．2设m是撤上的修正单调、零零可加集函数，埘。，Az，⋯，

A。}c吼。

(1)如果爿．是负集，i=1，2，⋯，，l，则N=U2．4还是一个负集。

(2)如果4．是正集，i=1，2，⋯。H，则P=U==14还是一个正集a
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§4．3集函数的非零可加性

命题4．3．1 设州是瑕上的修正单调广义下半连续模糊测度。如果存在

至多可数集列{峨)c贸满足下列条件：

(1)对每个集峨，若Ectt．，Ee9{，则re(E)20；

(2)m{u。H。)>0(<o)，

则对任意满足条件(1)的至多可数集列{4。}c咀，m{u。4)2 0(<o)。

证明这里仅证明命题的“≥”结论，对于括号中的结论，可以类似证明。

设存在至多可数集列{玩)c豫满足上述条件(1)和(2)，又假定存在另一仅

满足条件(1)的至多可数集列■。}c吼，但是，m(U。以)<0。

令H。=U。4；，E。=峨一U=啊，n=l，2，⋯，显然，域，E，，E2，⋯是

一两两不交集列，且由条件(1)，m(五。)=O，n=l，2，⋯。因此，使用命题2．4．3

和假定脚(Ho)<0，得

m(妄U。以U妄U，4)=m(旦U蛾)=珊(峨UU。E)<o。 (4．3．1n=1
)l以 4卜I蛾|_叫峨 E『<。 (．)

LntI ^；l ／ ＼H卸 ／ ＼ ／

另⋯方面，令4=U。E，只=A—U．⋯-IA，，”=l，2，⋯。显然，40，E，

B，⋯是一两两不交集列，且由条件(1)，删(只)=O，n=l，2，⋯。因此，使

用命题2．4．3和条件(2)：m(A。)>O，得

m(U。以U|=14)：m(U”4)=m(AUU。冬)>0n=l n=l n=0 n=l

。m{以u一。j=l 4 l=i A E l>。
＼ ／ ＼ ／ ＼ ．／

这与式(4．3．1)矛盾。因此，对任意满足条件(1)的至多可数集列{A。)c孵，必

有m{U。A。)≥0。

命题4_3．1说明，对于修正单调的非零可加集函数肌，如果在孵中存在

至多可数集列{珥}，使鼠中的每个可测子集都是零测集，且零测集列{峨)

的并集是非零测集，即m{u。H。)≠0，则对锨中每个至多可数的、其内部的
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可测子集都是零测集的集列{爿。)，它的并集U。4的测度值mC；。4)的符号

基本上同m(U。H。)的符号。

我们将非零可加集函数的零测集的这种性质称为零测集并的一致性或

顺从性。一般地，我们有

定义4．3．1 称集函数州：吼一[一一，+一】是一致的，如果存在至多可数

集列{峨)亡孵满足下列条件：

(1)对每个集峨，若Ec巩，E∈婀，则卅(cO=0；

(2)朋【U。风)>0(<o)，

则对任意满足条件(1)的集族{4：t∈T}，T是任意指标集，4 E吼，t∈T，

且U。A，∈孵，有m(U。4)≥0(<o)。

例4．3．1任意模糊测度是非负的，因而是一致的。

例4．3．2任意经典广义测度和零零可加下半连续集函数(因为不同时存

在满足条件(1)和(2)的至多可数集列{珥}，故)是一致的。

§4。4广义模糊测度的Hahn分解

定义4．4．1 设掰是∽援)上的广义实值集函数，坍(妒)=oa、如果存在关
于m的正集4和负集B，使得

4nB=矿，AUB=X

则称集对∞，曰)是X(关于研)的一个Hahn分解。

定理4．4．1设集合X是可数的，∑是Ⅳ的幂集，m是Ⅸ∑)上的修正单

调广义下半连续模糊测度，则存在x(关于m)的Hahn分解。

证明 设舻缸l，x2，⋯}。令 爿={‘：t∈x，m({工。})>0j，

W={xi：蕾∈X，肌({一))<o}， C={t：t∈x，埘“耳))=o}。

当c=西时，由m的修正单调性或命题2．4．3可证，A是一个正集，B是
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一个负集，并且(』，B)是x的一个Hahn分解。

当C≠西时，

(1)如果对任意至多可数集列{_)cc，都有m(U。{吒})≤0，则由m的修

正单调性或命题2．4-3可证，口UC是一个负集，“是一个正集，从而∽，B

uCl是z的～个Hahn分解。

(2)OH果存在至多可数集列(x。}cC，使m(U。{靠})>0，则由命题2．4．3和

命题4．3．1，AuC是一个正集，口是一个负集，从而即uC，B)是x的一个

Hahn分解。

定理4．4．1仅证明了特殊可测空问Ⅸ是可数的，∑是z的幂集)的Hahn

分解定理。对于一般可测空间的Hahn分解，需要对集函数附加一些较弱的

条件，在这节下面的讨论中，我们假定集函数满足条件：

(i)一。o<mIAJ≤4<0，A∈91，

(ii)A∈91，!用0)f<oojlm0)I<oO，BcA，B∈孵。

显然，模糊测度满足上述条件(i)和(ii)。在经典广义测度的讨论中，通

常假定条件(i)成立而条件(ii)是其本身固有的性质。

引理4．4．1 ’最朋是吼上的修正单调广义下半连续模糊测度，并且满足

条件(i)和(ii)。如果A∈91，m研)<O，则存在负集Be吼，使得BcA且加(曰垮

re(A)。

证明如果A是～个负集，取B=A，引理即得证。如果彳不是一个负

集，贝Ij存在A的可测子集E，满足m(D>o。令4=sup{m(E)：E∈飒，EcA}，

并选E，e'3t，El cA使满足m(E。)≥rain({6。，1)。显然，6。>0，m(E。)>o。

如果A-E，是一个负集，取占=“一E，。因为ET cA，历0)<0，m(E。)>0，
所以由命题2．4．1中的(1)，得m(口)=m似一E。)<0。又由m的修正单调性c)，得

用0)=肌往。u口)≥mp)，即引理得证。
如果A-El不是一个负集，则存在A-E，的可测子集E，满足re(E)>0。令

以=sup{朋伍)：E∈孵，EcA—E。}并选E：∈91，E2 cA—E。，使满足埘佤)≥

m缸({疋，1)。显然，如>0，m陋：)>0。

重复上面过程，必定出现下面两种情形之一：

67
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(I)存在非负整数‰和婀中的有限个不交集矿=凰，巨，⋯，E。，使

A—U翟。Ei是一个负集。

(2)对任意正整数”，A—U：。E，不是一个负集。但这时可以证明

A—U=巨是一个负集。事实上，这时我们可以得到一个实数，U{皖}和一个不

交的集列{E。}cm，它们满足

占n=stlp{珊㈣E眠Ec4一n甚-1E)>。，剃，z，⋯， (4㈣

E。c爿一n翌-1E，，坍怛。)≥min({皖，1)>o，聆=1，2，⋯。 (4．4．2)

由于命题 UE E，≥m(已)>0，H=1，2，⋯。注意到由于命题 ．3，m{ 。l≥v，≥m(已)> ，H2， ，⋯。注意到
＼r=” ／ 2叫

lm0)I<。，u乙E，c A以及m满足条件(ii)，所以|m(U：。五，)l<m，H=1，2，⋯。

因为u：。E上≯ojm)，则由聊的从上连续性lim，。。m幢。巨)=0，从而

lira⋯州皈)=0，进一一步。由式(4．4．2)得lira⋯西，=0。

最后，设E∈孵，EcA—U：。E，，则E[A—Un，=0-IE，n=l，2，⋯。由式(4．4．1)

得m(D≤瓯，n=l，、2，⋯，从而m(E)<o。即A—U：，E是一个负集。

因此，无论情形(1)还是(2)，都有B=彳一UE。是一个负集。因为

UE亡A，m0)<o，m(UE)>0，所以，由命题2．4．1的(1)得

m(A—u。E。)=m(B)<0，

又由m的修正单调性c)，m0)=m(UEU口)≥所p)。引理证毕。
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引理4．4．2 设m是(置孵)上的修正单调广义模糊测度，并且满足条件(i)

和(ii)。则存在锨中的至多可数不交负集列{巩}，使得x—U。M是一个正集。

证明如果x本身就是一个正集，则令Ⅳ0=矿。显然，Ⅳo是一个负集，

并且x一Ⅳn是一个『F集，即引理成立。如果X不是一个正集，则存在

E∈圾， 使珊(助<o。令点=inf{坍伍)：E∈孵}，并选Et E 9i，使满足

m(e。)sma)【({点，一1)，则4<o，m(置)<0。由于引理4．4．1，存在负集

Nl∈吼，Nl cEl，使m(N1)≤m(E1)<0。
如果斤M是一个正集，则引理成立。如果只Ⅳ】不是一个正集，则存在

E∈蛾：E匕X—Nl，使re(E)<0。令疋=iIlf{珊陋)：E∈辨，E[X—N1)，并选

E：∈9{，E：cX—N，，使满足州皈)≤maX({疋，一1)。则最<q m(e2)<o。由

于引理4．4．1，存在负集N2 E睨，N2 c E2，使掰∽)≤re(e,)<0。
重复上面过程，必定出现下面两种情形之一：

(1)存在非负整数％和辨中的有限个不交集妒=No，N。，⋯，K，使

x—U‰Ⅳ，是一个正集。

(2)对任蒽正整数，l，X—U：lⅣ，小是一个正粟。

如果出现情形(1)，引理已得证。如果出现情形(2)，我们可以证明

X—u苫M是一个正集。事实上，这时我们可以得到～个实数列{瓯}和一个

不交的负集列{Mj亡孵。它们满足

皖=iIlf{m伍)：￡∈骧，￡cj—n甚-IM)<。，栉=l，2，⋯， (44．3)

虬c爿一n旦-IM，掰帆)sma】(({最，一1)(o，露=1，2，⋯。 (4。4．4)

由于命题2．4．3，一。<mf 0 M 1 s二m∽)≤肼∽)<0，厅=1，2，⋯。
、I‘月 ， ‘。"



第四章广义模糊测度

因为u：。N，山庐 (n斗*)，则由Ⅲ的从上连续性lira。。川幢。．Ⅳ，)=0，从而

lim⋯埘(圯)=0。进一步，由式(4．4．4)得lim。。￡=0。

昂后，设E∈婀，EcX—U二E，则EcⅣ一U⋯．-iN，，n=l，2，⋯。由式(4．4，3)

得川(E)>瓯，n=1，2，⋯，从而埘(D≥0，即x—U刍Ⅳ，是一个正集。引理证毕。

定理4．4．2设．q／是∽∑)上的修正单调广义模糊测度，并且满足条件(i)

和(ii)。则当下面两个条件之⋯被满足时，X关于m的Hahn分解存在。

f1)z是可数的；

(2)m是一致的。

证明 由引理4．4．2知，存在∑中的至多可数不交负集列{iv．}，使得

工一U。Ⅳ。是一个正集。令

∑。={H：H∈∑，Hc虬，聊∞)=0)， n=l，2，⋯，

％=u{H：H∈∑。}， n=l，2，⋯。

如果对任意集列{峨}，H。∈∑。，n=l，2，⋯，都有m(U。风)≤0，则由

命题4．2．1中的(1)，B=U。帆是一个负集。令A=X—U．虬，则A是一个正

集，从而口，口)是X的一个Hahn分解。

如果存在集列{H。}，H。∈∑。，n=l，2，⋯，使m(U。虬)>0，则由命题

4．2．1中的(1)，B=U。虬-U。K是一个负集。下面在条件(1)、(2)下分别证

明

肚r—B=卜一掣虬)u掣E
是一个正集。为此，设E∈∑D．EA∈∑。则EA=E(j—U。虬)UE(U．K)。
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记F=E(X—U。Ⅳ。)。因为X-U。N。是一个正集，所以卅(D≥o。又因为EA

∈∑，FE∑，所以EA—F=F4X—U。JⅣ。)=U。E■∈∑，进一步，

EK。=(U。EK．)f'IN。E∑， n=l，2，⋯。

(1)当X是可数集合时，对每个固定的正整数”，删：，也是可数集合。因

此，存在至多可数集列{日％}c∑。，使EK．c Ul风．，从而E民=U，EK．H．，，Ⅳ21，

2，⋯。使用命题4．2．2，m(EK。Zo,)--0，i=1，2，⋯，n=l，2，⋯。

如果re(F)>0，则由命题2．4．3得

朋∞)=m(FuE(U巧))=埘(Fu9甄)=聃(FuI=；jv甄心)>。：
如果m∽=o，注意所(U。以)>0，由命题4．3．1得

m㈤．一m(FuE(q《))=m(Fu掣瓯)=珑(FuuyFK．-o，)狐
故A是一个正集。

(2)当m是一致集函数时，对每个固定的聆，五如是∑。中若干个集合的

并。因为m(U。风)>0，则由m的一致性得m陋(U。E))=卅(U。麒。)≥o。

如果肌【D>o，由肌的修正单调性得m(脚)=m(YuE(U。E))>0；如果

脚(n=O，直接由m的一致性得

m∞)=m(FUE(Uk))=m(Fuo聪)≥o。＼ ＼H ／／ ＼ ^ ／

所以A是一个正集。定理证毕。

推论4．4．1 设棚是∞∑)上的零零可加修正单调广义模糊测度，并且满

足条件(i)和(ji)，则存在关于m的正集一和负集B，使得

A∈∑，B∈∑，AnB=矗，AUBiXa

证明 因为零零可加下半连续集函数是一致的，故由定理4．4．2中的(2)，
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推论成立。

由于经典广义测度既是一致的又是零零可加的，所以上面的证明也适

用于经典广义测度。但是。这里所用的条件要比经典广义测度的盯一可加性

弱。因此，可以认为定理4．4．2是对经典测度论中Hahn分解定理的改进。

同经典广义测度的Hahn分解～样，广义模糊测度的Hahn分解一般也

是不唯一的。这方面的例子可以从经典测度论【“1中找到，这里不再重复。

§4．5广义模糊测度的Jordan分解

定义4．5．1 设m是Ⅸ∑)上的广义实值集函数(即删：∑-9 I—oo，+001)，
埘(妒1=0，且(爿，曰)是x关于搠的一个Hahn分解，即4∈∑是正集，曰仨∑是

负集，An雪=≯，AU口《。对这个固定的Hahn分解定义
m+(E)=m(EN4)，卅一(E)=一聊(ENB》，《E∈∑) (4．5．1)

并称m+和臌一为用关于似，0)的Jordan分解。

命题4．5．1 设(X∑)上的集函数m+和坍一是式f4．5．1)定义的Jordan分解，

则m+和m一都是非负的，并且m+(≯)=m一(毋)=0，此外

(1)如果rn是修正单调的，则聊’和m一是单调的：

(2)如果珊是从上(下)连续的，则m+和m一是也是从上(下)连续的；

(3)如果m是零零7Ⅱ-DN的，则聊+和拼一也是零零可加的；

f4)如果m是零可加的，则m+和m一也是零可加的；

(5)如果m是上(下)自连续的，刚m+和m一也是上(下)自连续的。

证明 (2)是显然的，(4)与(3)的证明类似。下面证明(1)，(3)和(5)。为

此，设翻，国是石的一个Hahn分解。

(1)设E∈∑，F∈∑，EcF。如果m+(D=0，则由In+的非负性，t,l,I+(D蜘+(D，

显然成立。如果m+(D>O，即m(EnA)>O。由m的修正单调性a)

朋+(F)=m(FN爿)=m陋NA)u((F—E)n彳)】
≥m(ENA)vm((F一￡)n一)≥坍伍n』)=聊+往)，

即m+是单调的。m一的单调性可类似证明。

(3)设￡∈三，F∈∑，EM F。矿且m+(D=聊+(D=0，即m(EnA)2m(FnA)30，

由m的零零可加性得州+(EUF)=m陋UF)rlA]=肌陋n,Ou(Fn,O]=o，
即m+是零零可加的。类似可证小一的零零可加性。
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(5)首先设昱∈∑，F,er．，En只=≯，n=l，2，⋯，且lira。-，。肼+以)=0，

即lim。—。J，，汜N4)=o。如果m是上自连续的，则

limm+忙uE)=limm[啦uF．)nA】
n-C00 ⋯
=limm【(ENA)U阮N爿)】=m(占n彳)=矾+(E)，
月，～

即掰+也是上自连续性的。

然后设EeE，只∈z，只西，n=l，2，⋯，且lim。+。m+以)=o，即

lira。+。聊(E N一)=0。如果m是下自连续的，则

limm+(E一只)=limm[@一E)n彳j

=limml弛nA)一以n爿弼=m(En4)=所+∞)，

即m7也是下自连续性的。关于m一的证明与∥的证明类似。

命题4，5。2 设m是0K∑)上的零零可加修正单调广义实值集函数，肌÷

和聊i是Jr／'／关于口，，口1)的Jordan分解，m；和埘i是m关于∽2，B2)的Jordan分

解。则EeZ，mj(D=O当且仅当m；(D=0；mi(E)=0当且仅当m；(助=o。即

m÷和州；，川i和朋；有相同的零测集。
证明 设E∈∑，mj(助=0，因为ENA2cE，则由掰÷的非负单调性，得

mi(EnA2)=O，即m(En42NAI)=O。另一方面，由量nq2-AI)CA2和A2是正

集有m(En似2-AI))≥O，叉由En似2-A1)cBl和Bl是负集有m(ENU2一■1))sO，

从上面两个不等式得m(En(it：-A、))=0。使用等式

EnA2=陋N0：一At)】U伍n4 n4)，

和m的零零可加性，德珥；(E)=m(EnA，)=O。

类似可证，m；陋)=0jm÷仁)=：o：mi伍)=0营m；伍)=0。
命题4。5．3设m是(置∑)上的零可加广义实值集函数，q．，马)和似：，岛)
是J关于m的两个Hahn分解，则对任意EeE，

m亿n4)=m(en鸣)， 所往n置)=所往n芝)，
即如果朋÷和mi是m关于口l，丑1)的Jordan分解，卅；和掰i是m关于似2，B2)的
Jordan分解，则对任意EeZ，

棚÷(D=埘；(D， mi(D2历；(司·
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证明 由En即l—A 2)c At和Al是正集有m(Ef7叫I-A2))≥O；又由En—l—

A2)c丑和B2是负集有m(E r7叫1—42))<o。因此，m(EClal-A2))=O。同理可得，

m(En似2-A。))=O。于是，使用等式

En一。=【En0，一A2)]U(RnA，nA2)，
EnA：=陋n(A：一Ai)】u∞nA，nA2)，

和m的零可加性，得Ⅲ仁nA．)=m忙nA。n鸣)=m(EnA2)。
类似可证研《EnBI)=埘{EnB，)。
命题4．5．4设m是(置∑)上的零零可加修正单调广义实值集函数，卅÷

和肌i是m关于■，曰)的Jordan分解，则对任意EEE，

小+(E J=sup{m【F)：F∈∑，F cE) (4．5．2)

m一怛)=sup{一m(F)：F∈∑，Fc三}。 (4．5．3)

证明 没E∈z，则对任意FcE,F乍∑，因为■，B)是一个Hahn分解，故有

m(Fn彳)≥O，m(Fn B)≤0。

当m(Yn爿)>0，m(fnB)<O时，由m的修正单调性c)和掰+的单调性有

m(FnB)≤聊(声’)=mf妒NA)UpnB)】≤m(Fn爿)=m+妒)≤m+陋)； (4．5．4)

当m(FnA)>_O，m(FnB)=O时，由m的零可加性和m+的单调性有

m(YnB)≤川(，)=m【扩nA)U∽nB)l=m(Yn彳)=m+护)sm+伍)； (4．5．5)

当m(fnA)=0，m(FC、召1<O、时，由m的零可加性和m+的单调性有

晰仁nB)=m(F)=硝(FNA)Upn丑)】≤m(FnA)=m+驴)≤m+伍)。 (4．5．6)

先注意(4．5．4)～(4．5．6J式的右端可得m(F)≤m+陋)，F∈∑，FcE，于是，

m+怛)2 sup{m(F)：F∈∑，FcE}。
因为EnA∈∑且EnA[E，所以相反的不等号显然成立。因此

m+陋J=sup{m(F)：F∈∑，Fc￡}。

再注意(4．5，4)～(4．5．6)式的左端可得mG’n曰)≤m(r)或一mpn四)≥一卅(，)．

由m一的单调性得m一伍)≥m一(F)≥一m(F)，F∈∑，FcE。于是，

m一(E)≥sup{一m妒)：F∈∑，FcE)。
因为EnB∈∑且EnBcE，所以相反的不等号显然成立。因此

m一协)=sup{一,4F)：F∈∑，F[￡}。
下面我们给出广义模糊测度的Jordan分解存在的两个充分条件。

定理4．s．1 设m是L誓∑)上的修正单调广义模糊测度，并且满足条件(i)

和“i1，则当下面两个条件之一被满足时，州的Jordan分解m+和m一存在。

(1)x是可数的；

74
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f2)m是零零可加的。

并且当条件(1)被满足时，m+和m一是(置∑)上的两个模糊测度；当条件(2)被

满足时，m+和m一是陇∑)上的两个零零可加模糊测度。
证明 由定理4．4．2中的(1)知，当z是可数时，存在盖关于m的Hahn

分解■，B)，并且A∈∑，B∈∑。于是，由定义4．5．1，m的Jordan分解m+和

m一存在。当坍是零零可加时，由推论4．4．1可得同样的结论。至于m+和m一

是Ⅸ，∑)上的(零零可加)模糊测度的结论，是命题4．5．1的直接结果。

下面的定理是广义模糊测度Jordan分解的存在唯一性定理。

定理4．5．2设m是(置∑)上的零可加修正单调广义模糊测度，并且满足

条件(i)和(ii)。则m的Jordan分解埘+和m一存在，并且对任意EeZ，

m+晤)=sup{m(F)：FcE，F∈∑)=mj忙)，

m一仁)=sup{一聊护)：FcE，F∈∑}=研i仁)，

式中聊?和mi是m的上内含变差和下内含变差，即m+和m一是两个唯一确定

的零可加模糊测度。

证明 因为m的零可加性蕴涵m的零零可加性，则由定理4．5．1中的(2)

知，m的Jordan分解m+和研一存在，并且由命题4．5．1知，它们都是∽∑)
上的零可加模糊测度。再由命题4．5．3或命题4．5．4知，∥和m一不随x的Hahn

分解不同而改变，是由珊?和小i唯一确定的。

推论4．5．1 在定理4．5．2的条件下，m的Jordan分解珊+和m一满足

(1)肌+≥用≥研一；

(2)如果存在陇∑)上的非负单调集函数v。，v：使得m=vI-屹，则
Vl≥m+，v2 2m一。

证明(1)由定理4．5．2和命题3．1．2中的(7)立即可证。(2)由定理4．5．2

和定理3．1．1立即可证。

推论4．5．2在定理4．5．2的条件下，m的上内含变差卅?和下内含变差

mi还是从上连续的。进一步，如果m是上自连续的，则mj和mi也是上自

连续的。

证明 由定理4．5．2及命题4．5．1中的(2)和(5)立即可证。

75
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最后，我们对广义下半连续模糊测度来证明经典形式的Jordan分解定

理。

定理4．5．3 设m是C■∑)上的(零零可加或零可加)广义下半连续模糊测

度。则m是有界链变差的充要条件是t／-／可以表示成Ⅸ∑)上的两个(零零可
加或零可加)有限下半连续模糊测度v】和V：之差，即所=v1--v：。

证明 如果m是有界链变差的，则由定理3．3．1中的(2)得m=m：一m：。

令vl=m：，V2=孵；，则由命题3．3．2中的(1)和(3)，命题3．3．4中的(2)及命题3．3．5

知，v。和v：是％∑)上的两个(零零可加或零可加)有限下半连续模糊测度。
反之，如果存在陇∑)上的两个有限下半连续模糊测度v．，啦，使得册=

vI—V2，则AcE，BEE，BoA，出q，也的单调性，有

Im0)～mp)1=}v，0)一v：0)一(v．0)一v：0))I
=1v，0)一v．0)一(v：0)一v：(8))l≤v，0)一q协)。

于是，由定理3．3．3即得m是有界链变差的。

§4．6广义模糊测度的Lebesgue分解

定义4．6．1 设m和v是呱婀)上的两个广义实值集函数，满足蜥(圆=

V(彩。0，|mI．和M分别是m和V的内含变差。

(1)如果E∈孵，lVl。(D=o，蕴涵m(D=0，则称m关于V是绝对连续的，

记作m<<v。

(2)如果存在Ne'A，使M(^。20，且对任意E∈孵，有Iml。(E-N)20，则称

m关于V是奇异的，一记作m上V。

注意：当孵=∑是盯代数时，定义4．6．1中的(2)等价于：存在Ⅳ∈辨，使

l_I，|。(N)=lml，(Ⅳ‘)=o。这时可称m和v是互相奇异的。

命题4．6．1 设m和v是(墨孵)上的两个广义实值集函数，满足晰(扔=

7再
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v(彩=o。Iml．，啪?和朋i分别是埘的内含变差·上内含变差和下内含变差，

f VI是V的内含变差，则下述三个命题等价。

(1)珊<<V，

(2)m：<<v且mi<<V，

(3)l叫。<<lvl，a

证明 (I)j(2)。设E∈贸·f吼(D20-由命题3．i．1中的(5)知，对占的

所有可测子集F均有f吼(D=0。于是，由假设拼<勺得，re(F)。0(E∈9t，瑚，
从而

蟛忙)=sup{用(F)：F∈吼，FcE)=0，

州i陋)=sup{一晰(F)：F∈吼，FcE)：0。

即肌j<<v且珊i<<v。

(2)≥(3)。设Ee91，M饵)20。由假设m?<<V，珊i<<V·有m?(D。m／(E)=O，

从而，I肌}．伍)=mj伍)V珑i忙)=o，即Iml，<<IVl。。

(3)j(1)。设E∈孵，Ivl,㈣=o。由假设l叫．<<m有1ml，(司=0。于是，由

命题3．1．1中的(5)得，m(D=O，即研<<v。

命题4．6．2设m和v是(誓暇)上的两个广义实值集函数，满足re(C)--

v(卿=0，且rt'／是零零可加的。则／,ll<<v rely的充要条{孛是：m(D=0，VEe孵。

证明充分性显然，下证必要性。

因为承关于y是奇异的，故存在Ⅳ∈贸使}吼(奶。0，旦对任意Eegt，存

胁1．(E一^。=o。则由命题3。1．1中的(5)，得脚(E～^9=0，而由命题3．1．1 dpI攀J(4)
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得iv『．(占n JⅣ)=o。进～步，因为m关于v还是绝对连续的，则有m(En．Ⅳ)=o。

最后由m的零零可加性，得m(E)=m【(En Jv)U(E一|Ⅳ)】=O (E∈豫)，

引理4．6。1如果m：m寸I一∞，+ool是上自连续的(下自连续的)，则历是
零可加的，亦是零零可加的。

证明 设E∈贸，Fegq，E1"3产≯且州一=0。取只=，，n=l，2，⋯，则

有lira。．。狮轵)=mp)=o。如果晰是上自连续的，则

m(eUF)=lim聊@UC)=州伍)，

即所是零可加的；如果研是下自连续的，则

m(EUF)=limm她uF)一E)=脚啦)，

即掰亦是零可加的。引理的后半部分结论是显然的。

命题4．6．3设m和v是(咒∑)上的两个修正单调广义模糊测度，并且满

足条件(i)和(ii)。如果m还是有限和零可加的，v还是上自连续的，则埘<<v

的充要条件是：x寸ff-意oe>0，存在g>O，只要Eegl，Ivl,@)<万，就有l肌I仁)<占．

证明 充分性是显然的，下证必要性。

由引理4．6．1知，v也是零可加的。于是由定理4．5．2和推论4．5．2知，

l蜥l，和{q，均是伐∑)上的(零可熟)模糊测度，并且lV；，是上自连续的。

假定m<<v时结论不成立，则存在某个实数岛>o和集列{E)c芑，使

M皈)<吉且㈨瓴)>岛(稍，2，⋯) (4删

由于|v|。是上自连续的，则由文献【55】中的引理1知，存在{E)的子集列

(E．)使对每个正整数k有

Iq。眦，]<÷c一一⋯妁a
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使用f Vj，的从下连续性，得

Vl，(螈)=⋯lim。VI．(受气]≤吾，
使用I Vl。的从上连续性，得

叭鳃E小l—im叭娶E≯o。
于是由命题4．6．1中的(3)得

叫9望最小o。 (4。6·2)

另一方面，由lmI．的从上连续性、单调性以及式(4。6．1)，得

imI，fr^一ljo-rE-1JJ=熟I搠l，(旦氏)≥囊Iml．眩)≥岛
但是，这与式(4．6．2)矛盾。故结论成立。

命题4．6．4设埘：∑寸卜。，+m】是从下连续的，满足聊(勿=o，v是∞∑)
上的修正单调广义模糊测度，满足条件(i)和(ii)，且是上自连续的，则m关

于v是奇异的充要条件是：对任意s>o，存在Ee％，使f叫。(句<占，且H，晖j<占．

证明 必要性显然，下证充分性。

由引理4．6．1知，v还是零可加的。进一步，由定理4．5．1和推论4．5．2

知，lVl。是陇∑)上的模糊测度，且是上自连续的。又由命题3．1．1中的(2)和(4)

以及命题3．1．6知，lml，是∽∑)上的下半连续模糊测度。

对每个正整数n，存在集合E∈∑，使

H瓴)<iI且M每一)<1矗。 眦3)

由命题4．6．3的证明过程知，存在集列{E}的子集列{矗)使

叭垒旦气]-0。
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令N=Iml。【盆譬E。，】_o，则Ⅳ∈∑且1 Vj，(|v)20。由{卅l。的从下连续性、单调性
以及式(4．6-3)得

Im／!∽=㈨(亟耍面一，j=熟㈨∞瓦一li。ra。Imf，氟)≤觐考=o。
最后由定义4．6．1后面的注立即得m．Lv。

对倪上的任意非负单调集函数m，它的值域的上确界可以被达到，即存

在E∈吼，使啪(国=sup{m研)：彳∈孵}。下面我们来证明这一结论对修正单调

广义模糊铡度也成立。

引理4．6．2设珊：婀寸(一m，+。。I是修正单调广义模糊测度，则存在吼中
的可测集E，F，使

掰(点)=sup{m(A)：AE暇)， m(D5inf{m(A)：4∈贸}。

证明 我们仅证明E的存在性，F的存在性可类似证明。

若存在A∈吼使m口)=+一，则取E=A，引理得证。以下假定m(A)<+一，

VA∈飒。这时注意到m的值域，有l删口)I<o。，'4A∈孵。

记p=sup{小“)：A∈哪。如果卢=o，则取点=妒，引理亦得证。如果一>o，
则对每个正整数“，存在A。∈孵，使

m“)>∥^竹一÷，

其中卢An=min{p，n)。不失一般性，假定pAH一古>0。于是我们得到9{中

的一个集列{A。}，满足m(A。)>0，n=l，2，⋯。

令彳=U4，并对每个正整数即，构造一个集合族邑亡9i r如下

∑。={鱼4．：4=4或4=4—4，，≤，≤刀)。
容易看出，每个∑。都是集合A的一个有限划分，并且，l越大，划分越细，

即当”’>，T时，∑．中的每个集合都是∑，中的若干个集合的并集。

对每个正整数n，令

巨=u{c『：G E∑。，m(c．)20}。
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容易看出，峨UE+，是或与∑。中的一些集合c』的并集，且这些C，满足：

en只=≯，掰(cf)≥o；类似地，只U最+，U坟+：是BU坟。与∑删中的一些

集合C．的并集，且这些C，满足：Cin慨，UE。)=≯，，，lE)≥0。

此外，每个集合A。是∑。中若干个集合{D，)的并集。如果存在D。∈{口}，

使m{D。)<o，则因为m(A。)>o，故还存在q。∈{D．}，使m{日。)>o，于是由

m的修正单调性得m(A。)如(玩)：如果对每个D，，都有掰慨)≥0，则以c最。

于是由m(A)>o和肌的修正单调性亦碍m(4)≤肼(域)。即对每个正整数玎，

总有川“)≤m蛾)。

综上所述，对任意正整数n’>”，

∥^一一音<所“)≤脚慨)≤m(Bo u或。)s⋯≤朋慨OBn。U⋯u只．)。

令竹’斗oO，由m的从下连续性，得

／，^n-告<肿哩Bp。
取曰=liIn一，。峨，则E∈孵，且由m的从上连续性及上面的不等式，得

m暖)：lim。～珊f 0 Bk 1：卢。
引理证毕。

下面给出有限广义模糊测度的Lebesguc分解定理。

定理4．6．1 设m是Ⅸ∑)上的修正单调有限广义模糊测度，v是∽劲上
的零零可加广义下半连续模糊测度，则存在集合NeE，Ivl，(驴O，使如下方
式定义的集函数

脚。0)=m(A一Ⅳ)，m。0)=mOn)0∈∑)

是陇∑)上的修正单调有限广义模糊测度，并且满足m。<<v和暇山。
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证明 记贸=口：A∈z，ivl。(jv)=O}。由命题3．1．1中的(2)和(4)以及命题3．I．6

和3．1．7知，Ivt，是(置∑)上的零零可加下半连续模糊测度。由此易证，倪是∑

的一个盯一子环。由引理4．6．2知，存在E，∈锨，使

m怛IJ=sup{m(A)：A∈孵，ACX)。

同理，因为集族{A：A∈孵，AcX—E．)是m上的一个盯一予环，故存在

E2∈瑕，使

m皈)=sup{m(A)：爿∈贸，AcX—El}。
归纳地，我们可以得到辨中的一个集列{E}，使

， 。一1 、

m@。)=s．pin(A)：A∈辨，AcX—uE，}， (n=l，2，⋯) (4．6．4)
L

‘甜 』

其中凰=庐。显然，{E)是一个不交集列，并且m(邑)≥0，n=l，2，⋯。如果

仅有有限个E，满足m(峨)>0，则lim⋯耐(E)=O；如果有无限个E，满足

m(E。)>0，则由命题2．4．3，对任意正整数n，

⋯喊)≤星小佤)≤删嗯E]，P2n 、j=¨ ，

因此，及O E。山≯0_o。)和trt的从上连续性仍可得

lim⋯巩皈)=0。 (4．6．5)

类似地，由引理4．6．2知，在贸中存在一个不交集列{只}，使

脚∽)疏f{埘o)：4吼名[x—n翌-IF)，(删^⋯)(4㈣
其中R=妒，且

lim⋯川帆)=0。 (4．6．7)

令E=UE，F=UE，N=EUF。下面验证这样定义的集合N满足

定理的要求。为此，首先定义集函数m。和埘，如下：

％0)=m(A一Ⅳ)，171。0)=monⅣ)0∈∑)。

容易验证，晶。和m。都是％∑)上的修正单调有限广义模糊测度。其次，因为

．Ⅳ∈孵，故M(^，)20 a另一方面，对任意dee

如，)+0一Ⅳ)=sup{州。0)：B∈∑，BcA-N}



．亘堕奎型塑主堂垡堡壅——
=sup{m(8nu)：B∈∑，B[A—N}=m◇)=0

同理可证(ms)?0一N)--0，从而1msl。(A-N)：0，故ms上v。最后，设爿∈￡，

|vI似)：0，则Ae辨，于是由朋的从上连续性以及式(4．6．4)和(4．6．5)，得

肌鼬)硎。刈)_⋯limm卜(，U辨牌li—ram‰)：o。
出式(4．6．6)和(4．6．7)得

m。。)=m。一Ⅳ)=憋mfA一(EuQE]1≥l。i～mm帆+1)=。。
结合最后两式得m。印)=0。故m。<<v。

下面给出盯一有限广义模糊测度的Lebesgue分解定理。

定理4．6．2设m是(墨∑)上的修正单调仃一有限广义模糊涮度t且满足条

件(i)和(ii)，v是Ⅸ∑)上的零零可加广义下半连续模糊测度，则存在集合

Ⅳ∈贸，{vl,(奶=0，使如下方式定义的集函数

忱∞)=m(A一Ⅳ)，豫0)=re(AnN)0∈∑)

是(墨芑)上的修正单调盯一有限广义模糊测度，并且满足m。<<V，m。h。

证明 因为卅是仃一有限的，则由定义2．4．1中的(16)知，在∑中存在一

个集列{五}，使

x。[X：c⋯，0x。=工且 lm伍。)l(∞， 伽=1，2，⋯)。

对每个正整数以，令∑。：¨n．K：4∈玢。则∑。是关于■的盯一代数。这样

我们可以对掰和y在(X。，k)上的限制使用定理4．6。1或其证明过程。

令蜩。=A：AeZ。，H．0)=o}，疗=l，2，⋯。对每个正整数n，在％中

存在两个集列{E八{E，)，以及一个集合帆，使

掰@。)=sup{挪o)：_∈婀。，。c以一竖t-IE一．}，(f=1，2，⋯)， (4‘6‘8)
f
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川亿。)=inf{珊o)：A∈贸。，一c以一堕巴}，(f_1，2，⋯)， (4-69)

limm(Eo：)=0， (4．6．10)⋯

limm帆)=0， (4．6．11)
f，～

M—UE。UU。匕，I v!(Nn)=0。M= 。 匕，I )=。
t-I t=l

令N=UN。。我们来验证N满足定理结论的要求。为此，首先定义集

函数m。和m；如下：

m。0)=掰0一Ⅳ)，m：0)=掰0nⅣ)0∈∑)。
容易看出，m。和m，都是％∑)上的修正单调盯一有限广义模糊测度。其次，

因为虬∈9{。，n=l，2，⋯，以及l vj。是零零可加的，所以1 Vl，(．Ⅳ)。0。同定理

4．6．1的证明，对任意AeZ，lms；．0一_Ⅳ)=o，即m,-l-v。最后，设A∈∑，lVI。删)20。

则由lvl。的非负单调性，对每个正整数H有

vt。A—ON，1_o (4。6‘12)

又由于一一N。∈∑l，A一(．Ⅳ1 Ufir2)∈∑2，⋯，A—uN，∈∑。，因此及式(4．6．12)

有，爿一璺Ⅳ，∈飒。。从而由坍的从上连续性以及式(4．6．8)和式(4·6·10)得

％0)=脚0一Ⅳ)2憋m A一0N,j
一

、

1 H—I ∞ ， 、 ， 、

=liml⋯imm【一～望Ⅳ，u拦以UU。E。】≤!i⋯mli．mI,，--b。0 t
。m‰，)枷。l_o I ，= t=l ，=1。／⋯⋯

又由式(4．6．9)和式(4：6．11)得

肌。o)=mo一Ⅳ)2溉m卜一妒j

84
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=⋯liral⋯iram【彳一型ⅣfUiu=1‰ug珞j≥翘憋m帆+-)_o。”+∞p”～fIl 。bl，⋯
结合最后两式得m。(』4)=O。故聊。<<v。

下面的定理，从某种意义上说是Lebesgue分解的唯一性定理。

定理4．6．3设坍和v都是(置∑)上的广义实值集函数，m是零可加的。

如果有N，N’∈∑，Jvl,(Ⅳ)=M(Ⅳ‘)=0，

(1)使如下方式定义的零可加集函数

％0)=m(A—N) m：0)=m(A—N’) 0∈∑)

均关于v是绝对连续的，则m。=硝。

(2)进～步，如下方式定义的集函数

m。0)=re(ANN)，埘：0)=掰0nⅣ’) 0∈∑)

均是零可加的和关于v是奇异的，并且聊，=硝。

证明m。，研：，m。和m：的零可加性是显然的。

(1)设AeZ。由I VI。的单调性，l VI。(AnN’)=o：又由mc<<V，得脚。(AnN 7)=0。

于是使用聊。的零可加性得

鼎凳N％掣m[A!刺UN秽一∥’ 删s，
=肌0一’一Ⅳ)= 一(Ⅳ ’11。

⋯⋯～7

另一方面，由|VI。的单调性，得J VI，(ANN)=o；又由m：c<V，得疃0nⅣ)=o。

于是使用tn：的零可加性，得

裂二嘭翼誉糊州卜，≯刈’(4 614NN(NUN )
=肌(4一 一 ’)=阴【爿一 ’)】。

7

结合式(4．6．13)和式(4．6．13)得mc0)=m：0)(AeZ)。

(2)设AeZ。由于

m，[An(Ⅳ一N’)】=mnn(Ⅳ一N’)nN】
=mien(Ⅳ一N’)J=m陋nN)一N’J=删：0nⅣ)=0，
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则由m，的零可加性，得

％0)2肛(，AnN)=m：舭f1NNN')U(、AN(N一删 №l 5)
=m，0NNNN’)=m(AnNNN’)。

、 。

另一方面，由于

聊：阻n(N’一Ⅳ)】=mbn口’一N)NN’】
=卅阻N(N’一Ⅳ)】=m呦N’)一Ⅳ】=坍。(AAN’)=0，

则由m：的零可加性，得

肌：0)=m：(ANN’)=m：始AN’NN)U(AN(Ⅳ’一Ⅳ))】
=研：0nN’nⅣ)=m(ANNnN7 o (4．6．16)

结合式(4．6．15)和式(4．6．17)，得m，∞)=m：U)似∈∑)。

m。和m：关于v是奇异的证明同定理4．6．1的证明。

作为定理4,6．2的直接推论，我们可以得到盯一有限模糊测度的Lebesgue

分解定理。

定理4．6．4设m是C墨∑)上的I,T一有限模糊测度，v是C墨∑)上的零零可

加下半连续模糊测度，则存在集合NE∑，使得如下方式定义的两个集函数

m。和17"1j；

m。(爿)=m(A—N) m。0)=m(ANN)(AeZ)

是(置∑)上的盯一有限模糊测度，并且满足m。<<V，m，／v。

§4．7广义实值集函数的Lebesgue分解

本节提供广义实值集函数的Lebesgue分勰定理，同时使用另一方法再

次得到定理4．6．1～定理4．5_3

设孵是X的子集构成的一个环，m：婀斗【_oO，+∞】是一个广义实值集函
数，满足m(卯=o。记Ⅳ如)={E：E∈吼，使m(EnA)=0，"CA∈吼。显然，
E∈Ⅳ妇)当且仅当对任意A∈孵，AcE有棚似)20，即E∈Ⅳ如)。
命题4．7．1
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(1)如果辨是一个环，m是(置辨)上的零零可加广义实值集函数，满足m

(扔=O，则Ⅳ(州)是孵的一个子环。

(2)如果吼是一个盯一环，m是陇9i)上的零零可加广义下半连续模糊测
度，则Ⅳ(聊)是孵的一个盯一予环。

证明庐∈N∞)是显然。 一

(1)设居l，E：∈Ⅳ∞)。由于E．一E2cE．，则占。1E：∈Ⅳ劬)。即M聊)关于差

运算封闭。又设Aegl。由所池n彳)=m((马一E1)ClA)=0，以及用的零零可
加性得朋[(E，UE：)n爿】_珊【忙。NA)U也：一E。)n一】=0，即Ⅳ(肌)关于并运算封
闭，故Ⅳ(m)是婀的一个予环。

(2)设集列{E}cⅣ(m)，A∈吼。则由(1)及珊的从下连续性，得

埘瞻E)nA旧m陋MA：o，
即Ⅳ(m)关于可数并封闭，故由(1)，Ⅳ(m)是孵的一个口一子环。

定义4．7．1 设锨是一个环，Mc孵。如果M一{辨中的任意不交集合族都

是至多可数的，则称M满足可数链条件，简称M满足(CCC)。集函数

聊：暇--．I,l—oO，+∞}称为满足(ccc)，如果艉一N(m)满足(CCC)。
引理4．7．1 设辨是～个仃一环，m是Ⅸ，暇)上的广义实值集函数，m(力=0，

且是穷竭的，则肌满足(ccc)。

证明设{E}。。是暇一Ⅳ(所)中的任意不交集合族，对每个正整数，l，记

L={f：ie，且存在4∈锨使l佤n4)l>士}。

由?11的穷竭性知，厶是有限集，且，=U：。L，故，至多可数。因此坍满足(cCc)

定义4．7．2 设m和v是C墨贸)上的两个广义实值集函数，册(谚=v(彩=O。

如果Ⅳ0)[N■)，则称m是v连续的；如果存在N∈Ⅳ(v)使对孵中任意A
有0一N)eN如)，则称删是v奇异的。
引理4．7．2设』c飒关于可数并封闭，并且对EEJ，A C7．E，A∈贸，亦

有A∈』，即』是完备的。如果』cJ，使』一』满足(ccc)，则存在N∈』

使J={E：E∈孵，E—N∈』}。

证明设』是j—Z中的最大不交集合族。令N=魄。』E，则由J关于
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可数并封闭，有N∈夕。又对每个E∈J，由J的完备性有E—NEJ，即

』c{E：EE婀， E—N∈夕}。因为E—N E ENN，所以相反的包含式显然成立。故
J={E：E∈贸，E—N∈J)。

另一方面，显然有饵：E∈孵，E—N∈』}c{E：E∈孵，E—N∈奶。下

面证明相反的包含关系成立。假定相反的包含不成立，则存在Eo∈9；l，使

矿≠E。一N∈』一Z，则月U{Eo一Ⅳ)是』一r中的又一不交集合族。但是，

这与。∥最大性矛盾，故』={E：Ee贸，E一Ⅳ∈毋=盟：Ee倪，E—N∈』}。

定理4．7．1 设啦是盯一环，m是(置锨)上的广义实值集函数，所(囝=O，v

是陇孵)上的零零可加广义下半连续模糊测度。如果Ⅳ(v)一Ⅳ(所)满足(CCQ，
则存在集合N∈Ⅳ《v》使如下方式定义的集函数

嵋0)=m(A一Ⅳ)，m：0)=m(ANN)0∈吼) (4．7．1)

m。是v连续的，m2是v奇异的。

证明 由命题4．7．1的(2)知，Ⅳ(v)是孵的一个盯一子环，并且它还是完备

的。又由于

ⅣO)一∽(v)n．Ⅳ(川))=Ⅳ(v)一N如)
满足(ccc)，则由引理4．7．2知，存在N∈Ⅳ(v)使

Ⅳp)={E：E∈辨，E—N∈N(v)nⅣ协))。 (4．7．2)

下面证明这样的Ⅳ满足定理的要求。首先，按式(4．7．1)定义集函数m，和m：。

其次，验证m，是v连续的。事实上

N(mI)={E：E∈吼，m1啦N爿)=0，VA∈倪}

={E：E∈哦，朋陋N』)一NI=0，w∈町
={E：E∈婀，m陋一Ⅳ)nAJ=0，VA∈9{}
={E：E∈吼，E—N∈Ⅳ(聊)}。

注意式(4．7．2)和上式立即得到Ⅳ(v)cⅣ如，)，即m，是v连续的。
最后，验证m，是v奇异的。事实上，对职中的每个E都有

m：【(E一Ⅳ)n4】=埘【(E—U)NANN]=州◇)=0 VA∈疆，
即E—N∈N(m，)，于是由定义4,7．2，m2是v奇异的。

定理4．7．2设m是(墨孵)上的修正单调有限广义模糊测度，v是(墨孵)
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上的零零可加广义下半连续模糊测度，则存在集合N∈Ⅳ(v)，使如下方式定
义的两个集函数

m。0)=m0一Ⅳ)， 聊：0)=m(AnN) 似∈暇)

是陇吼)上的修正单调有限广义模糊测度，并且肌，是v连续的，m。是1’奇异
的。

证明 由命题2．4．7知，?rt是穷竭的，再由引理4．7．1知，m或吼一N(m)

满足(CCC)，从而Ⅳ(v)一Ⅳ(，，|)亦满足(CCC)。最后由定理4,7．1，定理成立。

注意：实际上，我们有Ⅳ(v)={E：E∈暇，M(E)=o)，式中M是V的内

含变差

定理4。7．3 设m是Ⅸ∑)上的修正单调盯一有限广义模糊测度，v是∞D
上的零零可加广义下半连续模糊测度，则存在集合N∈N(0使如下方式定义
的集函数

辨，(A)--m0一Ⅳ)， 脚：0)=monⅣ) 口∈∑)

是∞∑)上的修正单调口一有限广义模糊测度，并且m。是v连续的，肌：是v
奇异的。

证明 由于m是盯一有限的，则由定义2．4．1中的05)知，在∑中存在集

列{五}，使

x1 cX：c·一，U以=X，且im00)l<。，(咒=l，2，⋯)a

对每个玎≥l，令∑。={An以：A∈∑)，则z。是关于以的仃一代数，也是z的子盯一

代数。这样我们可以对m和v在C瓦，矗)上的限制使用定理4．7．2，且对行≥l

可以得到N．eM(v)，以及如下方式定义的集函数

研。。0)=mO一虬)，m：。0)=m(Af]N．)(AeX．)

ml。是v连续的，．ra2。是v奇异的。

现令N=UL。M，则N满足定理的要求。事实上，

首先，由于M∈N。(v)，n=l，2，⋯以及v是零零可加广义下半连续模

糊测度，对任意AeZ(令Ⅳo=妒)有
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V(NnA)=V((QM)nA)=V(Q((Ⅳ。一变M)n彳]]=。，
P,IJⅣsⅣ(v)。令m，0)=m(A一．Ⅳ)，m：0)=m(ANN)0∈∑)，则易证埘，和m。
是Ⅸ∑)上的修正单调盯一有限广义模糊测度。

其次，设A∈Ⅳ(v)。由于爿一uNi∈∑。，以及vl A—UN，I_0，行=1，2，⋯，

则有A一 m A

是，对任意EeX，由m的从上连续性，得

％0n￡)=re(AnE一Ⅳ)=[imml ANE—QⅣ，i

：lim聊ff一一oⅣ，1n伍n以)1：o，
即N(v)[Nb，)。

最后，rn：是p奇异的证明同定理4．7．1的证明。

定理4．7．4设m和v是(置识)上的广义实值集函数，m是零可加的，如

果A，BeN(v)

(1)使如下方式定义的零可加集函数

mt(E)=m(E—o)， mi隹)=m(E—B) (￡∈舆)

均是v连续的，则m。=坍i。

(2)进～步，如下方式定义的集函数

m：@)=m伍nA)，所；忙)=m仁NB)(Eegt)
均是零可加的和v奇异的，并且埘：=m；。

证明m。，埘：，m：和m；的零可加性是显然的。此外，由于m，和m：都

是v连续的，贝g有Ⅳ(v)cN m，)和Ⅳ(v)cⅣ如：)。
(1)设Ee飒。由于B∈Ⅳ(v)亡Ⅳ如，)，则有m，@nB)=0，于是由m，的零

可加性得

，，，，(E)=m。【(E—B)u伍nB)】=搠，伍=B)=m(E—B一爿)=m[E-(AUB)]。(4．7．3)
另一方面，由于A∈Ⅳ(v)cⅣ(m：)，则’有ml’征nA)=0。于是，由m：的零可加

性得

坍：伍)=棚：【(E—A)U(EflA)]=m|：(E一一)=m(E—A一曰)=m陋一0uBⅪ。(4．7．4)
结合式(4．7．3)和式(4．7．4)，得m；仁)=m：(E) ∞∈辨)。

(2)设E∈婀。由于
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埘：[En(A—B)】=m[En0一曰)n爿】=研肛n0一曰)】
=m[(EN4)一召】=m；伍N一)=0，

则由聊。的零可加性得

肌：伍)=m：@n一)=m：陋NANB)u往n(A—B))】
=m：也NAnR)=m(EnANB)。 (4．7．5)

另一方面，由于

埘；陋n(口一“)】=m[En@一爿)nB】：4En(8—4)】
=m陋ne)一一】=掰，@n曰)=0，

则由m2’的零可加性，得

m；陋)=嘣(ENB)=肌；她nBN彳)U陋N∞一以))】
=m；@NAN曰)=m(ENAnB)。 (4．7．5)

结合式(4．7．5)和式(4．7．6)得m：陋)=研；但)(Eel)。
m2和m；是v奇异的证明同定理4．7．1的证明。

91



第五章泛积分

第五章泛积分

众所周知，溯度与积分理论是随着生产实践和数学理论的实际需要逐

步发展起米的，目前它已被广泛地应用于决策论、模式识别、聚类分析、图

象和语言处理、专家系统、概率统计、现代控制和通讯等领域。Riemann积

分f】“1与Lebesgue积分f3】建立比较早，它们都是基于普通加法和乘法(+，·)的

某种组合。1974年，日本学者Sugeno为了对复杂工程问题进行主观评价引

进了模糊积分的概念，这种积分是基于逻辑加和逻辑乘(v，^)的某种组合I”】。

1981年，我国学者赵汝怀给出了基于逻辑加和普通乘法(v，．)的㈣模糊积
分ll”l。1984年，Weber使用卜余模算子J-，定义了上可分测度，并借助1的

可加生成元P定义了Archimedean t-余模在两种情形下的积分[931。1985年，

杨庆季首先提出了泛积分的概念，它是建立在可换保序半环(豆，o，o)的

某种组合基础上的【”2“o”。1987年和随后的1988年，Murofushit”1和IchihashiI”】

等日本学者几乎同时地定义了称为伪加和伪乘的算子，并在各自算予的基础

上建立了相应的积分。从算子定义的条件来看，杨庆季，Murofushi和Ichihashi

定义加算子的条件基本相同，乘算子唯Murofushi的条件弱。

从上述几种积分的定义中不难看出，我们只需根据不同的要求适当选

择加算子和乘算子，按照某种规则(法则)进行组合，就可以得到有关的积分。

于是，受泛函分析的启发，把各种积分的定义统一起来考虑，研究各种积分

的共性就成为一种很自然的想法了。

本章的主要目的是：抽象出上述几种算子的共同性质，在统一规则(法

则)下定义积分，从而将上述几种积分定义统一在一种形式下。

为此，我们在第一节中讨论泛加与泛乘算子，它们是构成泛积分的基

本代数结构：在第二节中给出了泛积分的定义与基本性质；第三节研究泛可

加集函数的泛积分；第四节讨论非负下连续泛线性泛函的表示；第五节介绍

泛积分的几种特殊情形；第六节讨论A一可加模糊测度与五积分。

必须指出，我们这里只讨论了几种积分的共同性质，对于各种积分的

特殊性质未加讨论。有关内容可从后面的参考文献f11，38，75，93，97，98，

100～103，168忡得到。此外，随着理论与实践的不断发展，新的要求需要
新的积分。因此我们不能保证新积分使用的新算子仍然具有我们这里提供的

泛加与泛乘算子的性质以及定义积分使用的规则一样。总之，我们这里定义
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的泛积分不可能包含所有类型的积分。它只包括了目前几种常用的积分类

型。这些类型的积分对于我们第六章的应用已经是足够了。

§5。1泛加与泛乘

本节首先讨论泛积分中所使用的两种基本运算泛加与泛乘，然后介绍

几种常用的泛加与泛乘算子，它们是构成相应积分的基础。

本节始终假设a，b，c，d，口，，b。和a，∈瓦，i=I，2，⋯，f∈T，T是任

意给定的指标集。

定义5．1．1设。是曩上的一个二元运算。称。是疋上的⋯个泛加，如

果它满足下列要求：

fPAl)口06；60口；

(PA2)(ae6)0c=aO(boc)：

(PA3)a<b且c鲋j doc缈od：

(PA41 a+0=口：

(PAS)血口果lira。a。=口，lim⋯b=6，贝0 lim。(口。o 6。)=口o b。

因为结合律(PA2)成立，所以我们可以用符号0=a，表示a。ea：o⋯

o口。：进一步，我们还可以定义o。q=sup7甘o。，日，，其牛T’是T的有限

子集，特别她，e：a，=lim。+。o：日，。

定义5．1．2设。是瓦上的一个二元运算。称圆是瓦上(关于泛加o)的
一个泛乘，如果。满足：

(PMl)口o(bfi)c)=(口圆6)0(00c)；

(PM2)口s6==》日圆c≤69c；

(PM3)口0b=0§a=0或b=0：

(PM4)存在左单位元，即有e∈【0，叫，使得eoa=口，Va∈瓦：

(PM5)如果lim．a,=口(0<口<+oo)，且lim。b。=6，则lim,(a。固6。)=口@b，

此步}，lim。．+。口ob=(十∞)96。



第五章泛积分

dq(PM3)立即可得：口圆0=0和00a=O【V口∈-+)，或者口≠o，brag§aob
≠0。

我们将瓦上的泛加。连同关于它的泛乘@一起记作(瓦，o，o)，并简

称为(豆的一个)泛结构。

下面我们介绍几种常用的泛结构。

例5．1．1 豆上的普通加法+和普通乘法．组成一个泛结构，记作

(瓦，+，·)，其左单位元(也是右单位元，从而是单位元)是1。
例5．1．2 疋上的逻辑加v和逻辑乘A组成一个泛结构，记作(瓦，V，，、)，

其左单位元(也是单位元1是m。

例5．1．3 曩上的逻辑加v和普通乘法．组成一个泛结构，记作(豆，v，·)，

其左单位元(也是单位元)是1。

例5．1．4文献【97]中定义的伪加牟和伪乘：组成一个泛结构，记作

(瓦，牟，：)。
j 』

例5．1．5给定2>0，在瓦上定义二元运算+和．如下：

口，b∈【o，o。)

否则，

去【(1+勋)慨Ⅲ0+Ⅲ一13，啪∈[o，o。)
O

∞

容易验证，+有下列性质：

1 i

(1)a+0=0 4-口=口7

^ Z

(2)a+b=b+玎；

i i 2 A

(3)(口+6)+c2口+(6+c)

^ 2

(4)口墨6，c!g：》a+c≤b+d

a=0，b=。。或a=∞，6=0

a=oo，b∈(0，∞】或a∈(0，。o]，b=。。。

6加}6}订

∞f、●●L—
ll6^+d
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(5)。lirn。a。钏，!imb．=bj熙h+玩j=a+b；

(6)记兰。q：a。阜a：；．．．牟a。，量2a。：lim兰4口，，则(6)记∑。“，=l+口2+。‘·+d。， ∑2。= ∑4口，，贝9

弘=去mm)一·|oI=】 ^I’

由此可见，；是疋上的泛加，实际上，它还是伪加197．。”。

^

对于二元运算．我们可以验证它具有以下性质：

^ ^

(1)a·b=b·a；

^ ^ A i

(2)(口一6)·c=a·(6·e)；

(3)a·(6+f)=((I·6)+(口·c)

^ ^

(4)口≤6，c≤d=，口·c<b·d；

i

(5)a-b=O营a=O或6=0；

^ ^ ^ ^

(6)0·a=Ⅱ-0=0，1·b=b·1=6；

(7)an呻n且6。斗6≥a。·b。_a·b。此外，lima·b=∞·b；

(8)嘶“<⋯=1'z，⋯，n妻=11(％：以)=搬(1+枫)叫I+地)
由此可见，：是瓦上的泛乘。实际上，它还是一种伪乘娜l。因此，(置，；，

^

-)是瓦上的一个泛结构，其单位元是1。

在本章以后的讨论中，(瓦，o，o)总表示瓦的某一泛结构，∽∑)总表
示一个可测空间，m是∑上的一个非负集函数，即m：∑斗豆。为了叙述方便

我们称六元总体％∑，m，曩，O，o)为泛空间。
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§5．2泛积分的定义与基本性质

广义实值函数厂：xj瓦称为∑可测函数(简称可测函数)，如果对任意

“∈尺，有{x：x∈X，，(x1≥d1∈∑。记可测函数全体为尸，又记非负可测

函数全体为只。此外，我们用．厂_0表示肛)=O，垤Ex：用厂≤g表示

f(x)≤g(x)，垤∈彳：用Z个表示石0)瓤@)≤⋯，Vx∈x：用工0表示
^(x)>--f2(x)≥⋯，Vx∈X。用Z个，表示{五)递增收敛于厂，记号^上，五吖
可作类似理解。

x的一个划分辟{E』}(即E n￡，=庐，i≠，且U；E。=x)称为∑可测的，如

果对每个i，E，∈∑。我们将所有X的有限可测划分组成的集合记作户。

定义5．2．1设∽∑，m，瓦，o，o)为一泛空间，f∈t，A∈∑，则f在
A上(关于聊)的泛积分定义为

(P)JAfdm=⋯supIE曼燃／b)J圆m(4nE)Jj。

当A=X时，我们将(P)．fxfdm简记为(p)ffdm。

定义5．2．2设陇∑，m，豆，o，圆)为一泛空间，Acx。在x上定义一
个(广义)实值函数如如下：

舶)=锰鬟，‘
其中e是泛结构(夏，o，9)的左单位元，并称z。为A的泛特征函数。本章

中，除特别漉明外，舭均指泛特征函数。

命题5,2．1设厂∈只，A∈∑，则

(P)Lfdm=(p)Iz。o fdm。

证明对任意．E∈∑，当EcA时，i蝉z。扛)o厂G)=i蟑，b)：当E岱A时，zEt 肛n

i蜂九G)o，G)=0≤i熊，G)。于是，对任意划分T∈户，有xE6 j∈B



西南交通大学博士学位论文

是}(骠乳∽。／G)J。舶0n硎≤品l(氍／b)Jp册0n占)j，

因此，

(P)JZ。圆fdm≤(p)Lfdm。 (5．2．1)

另一方面，对任意Ⅳ的有限可测划分产{E，}，可以得到一个有限可溅

划分T’={E，NA，E n乃，对每个E∈T，有

l瓣厂扛)j@mon￡)≤(，酶，G)J圆研0n叵)2(，。in。f。Z—G)。厂G)J。卅0n￡)·

又因为ENAcT’，所以，有

是【I骤厂G)J。mon酬≤兽l撼z。0)。／0)J。monE’)≤(p)fz。。fdm。

进～步，由T的任意性，得(P)JA．／am≤(P)IZ。圆fdm。结合式(5．2．1)z最后

得到(p)Lfdrn=(p)Iz。@fdm。

作为定义5．2．{和命题5．2．1的直接推论，我们可以得到泛积分的一些

基本性质。

命题5．2．2没／。，g∈一，A，B∈∑，tT／∈R，，则有

(1)若在A 22f<_g，则(P)JAfdm s(p)Dgdm。

(2)若AcB，则(P)LSam≤(p)kfdm。

(3)(p)L砌≥口om0)，(p)iz。西竹≥m(彳)。
(4)若研是单调的，且在一上产o，口．e．，则(P)jAfdm=0。

(5)若历是单调的，且re(A)=0，则(p)hfdra=0。

命题5,2．3若聊是从下连续的，且(P)Lfdm=0，则在A上产0，a．e．。

证明 记B=AN{x：，G)≠o}，E=爿n扛：厂G)>土}。显然，见t B。
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于是，由m的从下连续性有lira⋯珊慨)=re(B}。另一方面，由命题5．2．2

中的(2)、(1)和(3)，对任意正整数n有

0=(P)J_Afdm≥(p)k，咖≥(p)k音咖≥÷o川喊)≥o，

即告om慨)=0。又由(PM3)，得聊(助=o，从而坍(B)=o，即在A上／毫o，日点。

结合命题5．2．2中的(4)和命题5．2．3立即得到；如果所是单调的和从下

连续的，则(P)Lfdm=0吖=0，Q．e．。

定理5．2．1设m是从下连续的，f，^∈一，n=l，2，⋯。如果‘个／，

则(P)Ifam：lim(p)J．fldm。

证明设弘{E』)是X的任意有限可测划分。对任意实数c(O<c<1)，令

口。={x：工(x)>识x)}，n=l，2，⋯，则显然有吃个X，并且对每个H≥1，

品{【戆拓巩G)。叮G))j圆m慨nE)}

≤星{l氍拓乓0)。坑G))J。m慨nE)j

≤(p)J拓乓eI．)am≤(p)Jb民。六)西”<-(P)ff．am (n=l，2，⋯)。

因此，

嬲星{随‰0)。￡厂G))jpm喊hE)}<!im(p)』_film。

注意到!imze(x)2 zr(x)=8和m的从下连续性以及(PA5)和(PM5)，有

星i．【氍0。c，(工))j。m∽nE)}<憋(p)f正拥，

星【l嘻矿(工)J。肼忙)J≤憋(p)』^咖。

又由O<c<l的任意性，令c一1，得
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星Il譬，(x)J。m㈣j兰!受(p)J^咖。

再由r的任意性，得

(p)lfdm≤lim(p)Jf．dm。 (5．2．2)

另一方面，由于Z≤，n=l，2，则出命题5．2．2中的(1)得

(p)I工dm茎(p)ffdm，n21，2，⋯。

进一步，!im(p)J_f．dm<-(P)Ifaro。结合式(5．2．2)，得(p)ffdm2艘(p)J^咖a

下面的推沦是关于泛积分的Fatou定理。

推论5．2．1设无∈一，n=l，2，⋯，则

，(p)J fimf．dm≤鱼(p)j^dm。

证明 由j-lim正(x)=liminf五(x)，则由定理5．2．1，得
"4∞ ，卜瑚～Ⅻ

(p)f熙f．dm
2

1im(p)t inf fkdm㈨ H

≤!ira"i11f(p)J Lam=lim(p)I丘dm。，-⋯一· ⋯

定理5．2．2设，’^∈t，n=l，2，⋯，且正J，f。如果对任意实数c>lt

都存在Ⅳ(c)，使当n>Ⅳ(c)时^0)≤cf(x)G∈X)，则

(p)jfam=lim(p)J"Zdm。

证明 因为工山f，故由命题5．2．2中的(1)得

lim(p)!Zdm≥(p)Ifdm。 (5．2．3)

下面证明相反的不等式也成立，为此，任取c>l，由定理条件知，必存

在Ⅳ(c)，使当竹>Ⅳ(c)时，‘(x)≤cf(x)G∈X)。再次使用命题5．2．2中的(1)
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得

(p)f正dm≤(p)fcfdm(n>Ⅳ)。

lira(p)j无dm≤(p)lcfdm。

由于上式对任意c>l成立，故当c一1时得

lim(p)f工dm≤(p)I fdm。

于是，由式f5．2．3)等式成立。

定理5．2．3设，，六∈t，n=l，2，⋯，且^_f。如果对任意实数c>l，

都存在Ⅳ(c)，使当n>Ⅳ(c)时，无(x)≤cf(x)G∈X)，则

(p)』fdm=lim(p)!■dm。㈣

证踞令g。(x)=supL(x)x∈x)，n=l，2，⋯。NL<-g．，H21，2，⋯，
★≥”

并且g。上f。使用推论5．2．1和定理5．2．2，得

‘p)Ifdm=(p)flimf．dm≤lim(p)Ifilm⋯ ㈣

s—lira(p)I f．dra slim(P)Ig。幽=(p)f fam。M ⋯

因此，(p)Ifdm2 1im(p)lf．dm。

§5,3泛可加集函数的泛积分

定义5．3．1设(置∑，m，曩，o，o)是一泛空问，∑上的集函数m称为泛
可加的，如果对任意A，B∈∑，AnB=妒，有

m(Au口)=小0)om0)；

100
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tn称为盯一泛可加的，如果对∑中任意两两不交集列即。)都有
，∞ 、 ∞

mI U以|_9聊∽)。
＼"5’ ／一

菲负盯一泛可加集函数m，若满足忉(国=0，则称”z是泛可加测度。

显然，经典可加集函数关于普通加法(+)是泛可加的；而经典测度则关

于普通加法是泛可加测度。

命题5．3．1设m是泛可加的，则

(1)拼是单调的；

(2)埘是零零可加的；

(3)m是零可加的；

(4)r／,／是上自连续的；

(5)m是盯一泛可加的当且仅当m是从下连续的。

证明 (1)～(4)由泛可加集函数的定义直接可证。(5)的证明与经典测度

的证明类似。

命题5．3，2设∑上的集函数m是泛可加的，f∈只，记

v(A)=(P)fafdm，A∈z，

则v是∑上的泛可加集函数。进一步，如果m是盯一泛可加的，则v也是盯一

泛可加的。

证明 由泛积分的定义及m的泛可加性，容易证明。对任意一，B∈∑．

AnB=≯有

(删肋fdm。(p)[,fdmo(P)jnfdm，

即v0UB)=v0)o v0)，故v是泛可加的。

当m是盯一泛可加时，对∑中的任意两两不交集列{1t。)有

xot毽j^z0≮固j(11"-÷oo)。

使用定理5．2．1，得

”194j2(p)碴^fdm=(P)IZ6^@fdm2爨(p)慨^固fdm

=擞(p)龟。胁=：．姐垒V“)=垒V“)。
由命题5．2．2中的(5)，我们还可以得到，如果t／"／是泛可加澳l度，则v也

IOI
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是泛可加测度。

命题5．3．3设l'n是泛可加的，，，g∈只，A∈∑。如果在A上，=g d．P，

则(P)J_Afaro=(p)Lgdm。

证明 记Ai={工：f(x)=g(x)}nA，A2={x：f(x)≠g(x))nA，贝0由假设

m(A：)=O，使用命题5．3．2和命题5．2．7中的(5)，有

(P)_fA faro=(p)L。fdm(p)@(P)L：fdm=(p)L,fdm

=(p)Ljg西”=(p)kg(砌0)o(p)L：gdm=(p)Lj咖。
命题5．3．4 设非负可测简单函数s表示为

或简记为

5(x)=

口l z∈Al

a2 x∈A2

s(x)=口，，x∈4，i。1，2，⋯，”

其中Ai∈∑，0≤a，<+∞，i=1，2，·一，玎，A．nAj=矿，f≠，，U量l爿。=X。耍日果研

是泛可加的，则

(1)(p)fs咖=舀b．。m(4)】，

特别地，对B∈∑，a>O有

(2)(砒砌=鲰。m(Bf'lA，)】，

(3)(p)L砌=pom0)，

(4)(p)f‰dm=崩p)。

证明(1)对X的任意有限可测划分T={EA华。，由m的泛可加性有



西南交通大学博士学位论文

壹[。。in_f scx，)圆肼忸，)]=鱼鱼[(墨scx，)固州(Ej NA,)]
≤垒鱼[(，。i。n。f。s。，)@m仁，n4)]=鱼虫[(，呜in眦f scx，]Q聊幢nj，)]
=鱼舛。川(E，n爿，)】=雏。聊o，)】。

由于当取划分仁{爿。}时，上边的不等式成为等式，故

(p)』s咖=垒b，固m“)】。
f21注意到y．oj仍果非债可测简望函斯．日萁亮示Ⅱl

z。cJ，。scx，={孑’：i芸?4’7=1，2，。一’n’
于是，由命题5,2．1和前面的(1)立即得

(P)_fssdm=(p)fz。o砌z=9n k。掰招n4Ⅺ。

(3)是(1)中s(x)={；：：昙时的特殊情况。
(4)是(3)当a=e时的特殊情形。

设m是泛可加的，对每一非负可测简单函数

s(工)=痒，，工∈爿．，f=l，2，⋯，砟，

及曰∈∑，记e(sIB)=鱼k，。州pn4)】。当号《时，我们将PoIx)简记为JP(s)。
因为m是泛可加的，所以PGlB)是唯一确定的，即PGIB)与简单函数s的
表示无关。

下面给出泛积分的另一等价定义。

定理5．3．1设m是盯一泛可加的，f∈C，{s。}是一非负可测简单函数

列，s。令工A∈∑，则

(P)IAfdm=limP(s．I爿1。
n，一

03
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证明 由定理5．2．1和命题5 3．4，立即得

(p)Lfdm=!受(p)Ls,,dm=!imP(s。l一)。

定理5．3．2设m是∥一泛可加的，^五∈只，n=t，2，⋯r“≥O，那么

(1)(p)f∽o^硒=(p)jf。dmo(p)J．fflm。

(2)(p)f瞰)咖=如)ILdm。
(3)如果泛乘满足条件口≤6≥c@a兰cob，(口，b，c∈夏)，则

(p)Jaofdm=a@(p)Ifam。

证明(1)取非负可测简单函数列{s：}和{s：}，使得{吒1}tf,，{s：}t五。

于是，砖o《个Z吆。对一≥1，设S：和晶2可表示为

s：(z)=口?，x∈掣，i=1，2，⋯，屯，

s：(z)=彰n，x∈彤，'，=1，2，⋯，f。。

为了表示s：o s：，我们将s：和s：改写为

J：(z)=“?，x∈』?n彰n，i=1，2，⋯，k。，-，=1，2，⋯，，。，

s：(x)=巧，』∈A?n彤，i=1，2，⋯，吒，，=1，2，⋯，‘。。

于是S：o S：可表示为

s：(z)o s：(x)=口。n06；，x∈群nB；，i=1，2，⋯，k。，J=1，2，。一，‘。

因此，

JDE。《)=釜§如?。譬)。用∽n彤Ⅺ

=垒色k。mc卵n彰)】。垒尧叻。mo?nB；)】
104
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=鱼kpm∽)】。垒幻。矾匈W=硪)。Pk)。
再由定理5．3．1得

(p)f“。五)拥=!璧Pq。j为=⋯limP(a'@⋯limP s2)=(P)Ifwdm+(p)ffilm。

(2)因为叟n，个虽，即_。。)，所以由定理5．2．1和刚证明的(1)，得

(p)『瞪五扣=熙(pJf@JI=)咖=独兽n(p)ffdm=§(P)ifdm。
(3)取非负可测简单函数列{s。)，使得s。于，^。于是a@s。个ao厂。对n>l

设s。可表示为：矗(x)=口?，i∈A7，i=1，2，⋯，k。于是，a@s。可表示为：

n05。=口。口?，i∈∥，i=1，2，·-·，k。因此，由定理5-3．1得

(p)』口。fdm=!imP(a。Sn)=墅鱼酝。a?)。m∽)】=口。!imP(s。)=口@(p)Ifdm。
定理5．3．3设m是∑上的有限泛可加测度且是从上连续的，工正E只，

n=l，2，⋯，且∽}一致有界。如果正山，，则

lira(p)j f．dm=(p)j fdm。HⅢ

证明 设M>o使L(x)≤M，x∈x，n=l，2，⋯。对任意c>l，令

En={x：fax)<驴Q)}，n=l，2，⋯。显然，E。tX，且x—E。=瓦上庐。由

命题5．3．2，命题5．2．2中的(1)及命题5．3．4中的(3)得

(p)If．dm=(p)f以西"o(p)工‘咖≤(p)fcfdm(9(p)J_Mdm
t_ E_ E_ E，

‘≤(p)fcfdm+∞。聊喊))。

再由m的(零)上连续性得

105
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lim(p)．[f．dm≤(p)』_efdm。

因为上式对任意c>l成立，所以当。寸l时有lim(p)J_f．dm茎0)『砌。另一方

面，由命题5．2．2中的(1)直接可得lim0)f工dm≥0)ffdm。综合最后两个不

等式立即得到我们需要的结论lim(p)lf．dm=(p)．ffdm。⋯

定理5．3．4设删是∑上的有限泛可加测度且是从上连续的，Z正Et，

n=l，2，⋯，且眠}一致有界。如果无斗，，则

lim(p)l^dm=(p)f fdm。

证明与定理5．2．3证明类似。

定义5．3．2设4∈∑，工正∈F，n=l，2，⋯。如果对任意s>O，均有

!ira聊“x：I^(x)一厂(x)巨s)n4)=0

则称矾)在A上依m收敛于厂，记作^—≯f。当彳叫时，也将z—≯厂

简记作^与，。
定理5．3．5设m是∑上的有限泛可加测度且是从上连续的，工工∈只，

n=l，2，⋯，且眠)-一致有界。如果^—旦·，，则

lim(p)l f．dm=(p)j fdm。

证明 由命题一5．3．1知，在定理条件下m是上自连续的，再由文ili￡[381

中的Riesz定理(定理6．10)§11，∽)的任意子列{厶}都含有子列{厶，)使得
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厶，寸，，(，_o。)。进一步，使用定理5．3·4得熄(p)j^咖=(p)J知锄。换句

话说，数列{(p)J正咖)的任意子列都含有收敛子列，从而必有

lim(p)J—dm=(p)J fdm。
一∞

§5．4非负下连续泛线性泛函的表示

本节讨论非负下连续泛线性泛函与泛可加测度之间的对应关系。

定义5．4．1 没(豆，o，固)是一泛结构，r是定义在只上的广义实值函

数。如果r满足下列条件：

(1)非负性：r(厂)≥O，f∈C；

(2)泛线性：r眙固，)o(609)】=(口or(，))oO@r(g))，其中厂，get，
a，6≥O o

(3)从下连续性：r(Z)tr(，)，厂，正∈f，月=1，2，⋯，五t厂，则称r

为一上的非负下连续泛线性泛函。

由定义容易看出，r(O)=O。

下面我们给出非负下连续泛线性泛函的表示定理。

定理5．4．1 设Ⅸ∑)是一可测空间，(瓦，o，o)是一泛结构。如果e是
单位元，r是R上的非负下连续泛线性泛函，则必存在∑上的泛可加测度m，

使得

r(f)=(p)ffdm Vf∈只。‘

反之，如果m是∑上的泛可加测度，则在只上定义的交换

M：厂斗(p)ffdm(，∈只)，
当泛乘满足条件a≤bj c圆口≤cob(口，b，c∈瓦)时，是一上的非负下连续
泛线性泛函。

证明 设11是F+上的非负下连续泛线性泛函。令坍0)=r(z。)，4∈∑，则
容易证明m是∑上的泛可加测度。下面证明，对任意。店E，有
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I‘(／)=(p)jfdm

我们分两种情形讨论：

(i)以x)=z。(x)。AEZ。这时r(，)=r(z。)=m0)；(p)iz。dm=(p)j．fdm。

(ii)f为一般非负可测函数。这时取非负可测简单函数列(Sn)，它们可表

示为

‰(x)=口?，x∈筲，f=1，2，．一，以o≥1)，或晶(x)=鱼k?。z群(x)】，
使j。tf。于是由r的从下连续性

r(／)5 1鳃r(矗)2 1受兽W圆r(zr)j
‘r 。1

=l⋯im鱼k够加∽)】=⋯鲁k?够加∽Jj
这样我们证明了定理的前一个结论。

和(3)以及定理5．2．1的直接推论。

：嫩P(s。)2(p)lfdm。

定理的第二个结论是定理5．3．2中的(1)

§5．5泛积分的几种特殊情形

本节证明Riemann积分‘”“，Lebesgue积分【ll】，Sugeno模糊积分ml，赵

汝怀定义的(加模猢积分‘”“，Sugeno和Murofushi定义韵(关于伪加测度

的)(肘研积分∽】，以及Kruse定义的(关于A～可加模糊测度的)模糊积分¨5’等

都可作为泛积分的特例。只不过是所使用的算子。和0不同罢了。当然，

有些情形还需要所使用的集函数与算子。相匹配，即满足所谓的泛可加性。

首先，我们讨论泛积分与最常用的Riemann积分(简称尺积分)的关系。

R积分的定义参见文献【168】。

定理5．5．1取泛空间为{雕，色，m，R+，+，．)，即．

R：={“，Ⅱ2，⋯，an)：al≥o，f=i，2，⋯，疗j，段={群上的全体Borel集}

辨是彤的Lebesgue测度或竹维Lebesgue测度，+和·是普通加法和普通乘

法。设A∈n，f是A上的R一可积函数，则
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(P)J．a faro={g)f。fam

即这时的泛积分与Riemann积分一致。

证明 没删口)>o。对任意占>o及群的任意有限可测划分T={E}。。，

存在毒∈E，，i=1，2，⋯，行，使得

他)-跳inff(x)曼高’卢1，2’⋯川髓B． m1月●

于是

兰，(茧)．m(AOE,)一占≤壹i蜒丁G)．m(AfqE,)<兰，(茧)．m(Af'le,)。

由R积分和泛积分的定义立即可得

(R)』_Afdm—s茎(P)．fAfdm≤(R)Ijdm。

令占寸0+，得(P)]Afdm=(月)Lfdm。

对于m似)=O的情形，由于m是单调的，上述等式显然成立。

其次，我们讨论泛积分与Lebesgue积分(简称￡积分)的关系。关于经

典测度空间上可测函数的上积分的定义，在一般的测度论教科书中都可以

找到，如文献f5，6，11～151，这里不再赘述。

定理5．5．2取泛空间为(置∑，聊，瓦．+，．)，即+和．是普通的加法和乘法，

m是∑上的经典测度，则对任意，∈只和AE∑，有

(p)Lfdm=(￡)Lfdm，

即这时的泛积分与7Lebesgue积分一致。

证明 由文献[15】知，当国=+，固=。时，一上的非负可测简单函数的三

积分恰好就是定理5．3．1中的e(slA)。因此泛积分与三积分一致。

接下来我们讨论泛积分与Sugeno模糊积分(简称S积分)的关系。在有

关文献中S积分的定义形式不尽相同，我们采用如下形式的定义。

定义5．5．1f381设暖，z，m)是模糊测度空间(即研是∑上的模糊测度)，斥只，

A∈∑，则．厂在A上关于模糊测度m的Sugeno模糊积分定义为

(S)I．fdm=sup．扛^,．(AnFo)J (5．5．1)
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其中—巴={x：f(x)≥x}。

定理5。5．3 取泛空问为(置∑，m，豆，v，^)，即V丰IIA是逻辑加和逻辑乘，

m是∑一h的模糊测度，则对任意佧只和4∈∑，有

(p)L fdm=(s)Lfd,,，

即这时的泛积分与Sugeno模糊积分一致。

证明 见文献[38】中的定理8．2和定理7．1。

第四，我们讨论泛积分与赵汝怀定义的(加模糊积分的关系。

定义5．5．2【”01设(置∑，m)是模糊测度空间，，-∈一，爿∈∑，则，在A上关于

模糊测度m的(忉模糊积分定义为

(N)Lfdm=sup[a．m(An只)】，

其中E=和：，(z)≥口)。

定理5．5．4取泛空间为(置∑，m，_+，V，·)，即v和-为逻辑加法和普通乘

法，小是∑上的模糊测度，则对任意，∈只和一∈∑，有

(p)Lfdm=(N)fAfdm，

即这时的泛积分与(hO模糊积分一致。

证明 让我们先证明下式

(N)L fdm 2灌【蝉m)+m(A n E)]。 (5·5·2)

事实上，一方面，由于，是可测函数，敌对任意口>0．疋=扛：，@)≥口}∈∑；

再注意到。inf。f(x)≥口，则有

cr‘m(ANF．)<_；i。n，f。f(x)’m(AnFo)-<s。u。p：[i⋯nff(x)’m(A r1E)|。j∈P^ FFF
⋯ 一

因此

(N)_『Afaro=s，u。p[a。m(ArlF。)]≤翟睡m)‘m(AnE)]。dⅫ EEL～

llO
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另‘方面，对任意E∈∑，’记∥2赠厂(z)'则Ecel。于是，由m的单

i ．monE)≤a’． 兄，)兰⋯,nff(x) m(an sauwp[a m(AnFo)]=(N)Lfdm

再山三∈∑的任意性，得

sup[inff(x)·珊0nE)|≤(N)Jafdm。
EuZ一一

‘

故我们需要的等式得证。

(P)Lfdm 2 s。up[⋯inff(茁)’砌n阱 (5-5·3)

事实上，对任意X的有限可测划分r={置}cz，有．

。V．【氍m)‘m0('1E)J<-s。up[i⋯nff(工)+坍0nE)J，

(p)!fdm2灌也【氍似)’monE)jj<s。upli。n。ff(x)’m(ANE)]。
而对任意点∈∑，显然，{E，吾)是x的一个有限可测划分，即

{E，巨}c声，从而

孵m)-,,(An91[i鏖f(x)-m(ANE!!Vl赠m)·mon百)j
s s，u∥p{。v⋯linff(z)‘珊0nE)lj=(力!伽·

由EeZ的任意性，得

s。u。p。[i⋯nf，f(x)’mOnE)J≤(p)!fdm。

(p)lfdm=suplinf八x)．胧0n占)|。
■ 茸EE。xeE

。

结合式(5．5．2)和式(5．5．3)，我们立即得到(P)f。fdm=(N)Lfam。
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最后，我们讨论泛积分与Sugeno和Murofushi定义的(关于伪可加测度

的)MS积分的关系。

定义5．513取泛空间为％∑，川，豆，牟，：)，其中；和：是伪加和伪乘m】，
m是关于；的伪可加测度，简称；测度，即m满足：

(1)删(御=0。
‘

(2)爿，B∈∑，ANB=≯号mouB)=卅0)牟m∞)。

(3){4)c∑，4 tAj】imm(A。)=搠0)。

设s是一个非负可测简单函数，它可表示为

5(x)=“。，x∈名。， i=1，2， ⋯，11，

其中Ai∈∑，0≤口。茎+∞，i=1，2，·一，"，A，nA，=≯，i≠J，U：14=X，贝U s在

A∈∑上(关于牟测度)的MS积分定义为

(MS)』_Asdm=兰“b，：m(A。n爿)】。

又设．厂∈只，S。是一个非负可测简单函数列，矗个，，则，在A上(关于；测

度)的MS积分定义为

(MS)L fdm=．!ira(MS)．fA s。dm。

定理5．5．s设厂∈，，，月E∑，则

(p)Lfdm=(Ms)Lfdm， (5．5．4)

即泛积分与MS积分一致。

证明 由于这时的集函数m是泛可加测度，并且P(slA)=(MS)jAsdm，

故由定理5．3．1，式(5．5．4)成立。

§5．6五一可加模糊测度与置积分

本节讨论泛积分(也是Ichihashi等人定义的积分)的一个特殊情形——

Kruse定义的(关于A一可加模糊测度的)模耥积分(简称K积分)。为此，我们

先介绍一种常用的模糊测度即A一可加模糊澍度，它是由Sugeno在文献【33】
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中首先提出并应用于复杂工程问题综合评判之中的。后来它的数学理论问题

在文献【7l～85]中得到了进一步的讨论和发展。

我们采用下面形式的定义。

定义5．6．1设∽∑)是一可测空间，集函数m：∑--hR+，
， 1 、 ， 、

旯∈1_—L，00Iu{o} supm=supm(E)l。
L supm ／ ＼ F∈￡ ／

m称为旯可加的，如果对任意A，B∈∑，AnB=≯，有

mouB)=m0)+掰p)+五埘0kp)。 (5．6．1)

朋称为盯一旯可加的，如果对∑中的任意不交集列{4)有

mf041：
＼肛I ／

抛【1+加(以)】一，)刎
兰柳“) A=o。

命题5．6．1设脚。
(1)如果m是A可加的，则朋是泛可加的；

(2)如果m是d一五可加的，则所是盯一泛可加的，也是泛可加测度。

因此我们也称盯一Z可加集函数m为旯一可加测度。

证明(1)由例5．1．5知，对任意A，B∈∑，AnB=庐时有

mou曰)=m0)+埘0)+_朋0h佃)=m0)；历p)，

即掰(关于算子o=+)是泛可加的。

(2)由例5．1．5中算子+的性质(6)得，对∑中的任意不交集列{A。)有

mm)：砉2m(o
即肿(关于算子+)是dr一泛可加的。此外，由式(5．6．1)易知m(卿=O，故，’l是

泛可加测度。

显然，2=0时，埘是经典可加集函数或测度。本节中，除特别说明外均

假定2,-。0。

命题5．6．2丑一可加测度m是模糊测度，即m具有下列性质：
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(1)肌(钟20；

(2)A，B∈∑，ACBj脚(爿)≤川(B)；

(3){4}c∑，A。个jmf u4 I=limm(A．)；

t4){4)cZ,^上，m(AO<+m≈ml鱼以j2。li．，ra。m“)。
这就是我们称兄一可加测度为五一可加模糊测度的原因。

证明 (1)已知。(2)和(3)是命题5．3．1中(1)和(5)的直接结果。

(4)设{4)c∑，4山，Rm(A。)<+m。由于

小4u陴“一AiJ|’一2 3，⋯，4，=4 uI u∽一。)I，”2， ，⋯，
J-I

：limA．A1 lim U1 u。(4—4+，)h= —4+，)l，

且A1-A2，A2-A3，⋯，A．．cA。，A。是两两不交的，以及Al-A2，A2-A3，⋯，A．．I-A。

!受爿。也是两两不交的，我们得

m“)=圭{【-+翩“)】萎【，十加“一以。)】一t}”。z，，，⋯ (s矗：)

和

埘“)=洲1+2m【⋯limA、煽H．．[，+砌““)】一-)
在式(5．6．2)中令m争m，得

m(A3=划-+A!imm(4)】蠡【·+翩沁钆)】一1)。
因为最【1十A,m(At—Am)1≠0，五≠0，故由最后两个等式得

m‘⋯limA．)=!鳃珊“)。
定理5．6．1如。果肌是∑上的^一可加(模糊)测度以≠o)，令

m‘0)=log。【l+加0)】，VA∈艺， (5．6．3)

则聊’是∑上的经典测度。反之，如果m‘是z上的经典测度，令O≠0)
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所0)：爿(1+五)m嘲)一l】，w∈∑， (5．6．4)

则m‘是∑上的且一可加(模糊)测度。

证明 设{4}c∑，4nA，=妒，i≠J。

坍’◇)=log。fl+加◇)】=0，

m+(耍4]嘲小+加(旦以)1=lo瓯。叠"砷瑚
=log，+。【l+加(4)】=至埘’∽)，

即晰’是∑上的测度。

反之，

milan)=去[o+A)lIt{豆^]
=去[叠(1+^r‘(^’

一·]=去[(1+五媾”1^)一t]
斗撕(，+砒州，

即m是∑上的仃一^可加集函数，从面是A一可加(模糊)测度。

下面我们介绍Kruse定义的关于丑一可加模糊测度的模糊积分Ⅲ1。

定义5．6．2设％∑)是一可测空间，m是∑上的A一可加模糊测度0≠0)，
，∈一，A∈∑，则，在A上(关于朋)的足积分定义为

(X)f。fdm：{『(1+五)Llog,+a(“枷一1]， (5删
^L j

其中m+=logh|0+Am)是z上的经典测度，积分[。log。+。(1+g)am‘是函数

log。(1+矽)在爿上关于测度m+的Lebesgue积分。

引理5,6．1设(豆，；，：)为例5．1．5中定义的泛结构(五>o)。定义瓦上

的广义实值函数

^(x)：Jlog,+x(1+厶)x∈置+
∞ x=+∞。



——————————————————!蔓皇量望塑坌
一

则其逆为

^一-(x)：{去[(1+五r广～z]x∈墨
l ∞ 冀=+∞。

且对／／i，包∈R+，i=1，2，⋯，”有

c z，n[i兰=1。(n，?岛)]=i兰=1nc口，，．一c鱼，。
(z)^。[姜(q6J)]=砉2f^。(疗，)?^。(包)]。
(3)“是(豆，V)和(夏，^)上的自身同构，即对“}。c瓦，r是任意指标

集，有

脚，吕口r)。善地)，耵。A a)=，台№)。
从而，h1也是(夏，v)和(豆，／、)上的自身同构，即

川善q)、2善砒口，)，h-I(。A口，)_，台巩q)。

证明 (】)由例5．1．5中算子：的性质(8)直接可证。

(2)由(1)可得

矗{砉‘[h-1(a，，÷厅1 c龟，]}=善口．岛，
两端取逆立即得

苎2[^。(n．)?^。(6i)]=^。(蚤口．6j)。
(3)我们只证明第一个等式，其余三个等式可以类似证明。设{％}为{口，}。

的予数列，使得an t。V n，。由h的连续性得h(vra,)=limh(a．)≤善。h(q)。

另一方面，因为。VⅡ，≥n，，f∈r，则由h的、单调递增性得

h(vrar)≥h(a，)，t∈T
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从而

放射。V．口，)=善冉(q)c

而(善q)≥善^(q)。

定理5．6．2取泛空间为伐∑，珊，瓦，革，：)，即(瓦，；，：)为例5．1．5中

的泛结构(五>O)，m为∑上的五一可加模糊测度，／’∈只，,,lee，则

(p)Lfdm=(K)Bfdm。

证明 由定义5．2．1和引理5．6．1中的(1)和(3)

(p)J．Afdm：sup剖～nff(z)b(AnT E)1ePf∈r 1～ _l

计1旧㈨蜒m，)：m(AN枷)
=^一1(磐善(蜷一【厂(算)j)·mkonE)1)
玎1f sT叼eP善(赠log。+a[-+矽(x)】)·m‘OnE)]
=厅一I((三)Ll。g。O+y)am’)

：1[o+丑)【吼‰¨可埘一l】：(K)IAfaro，

其中7，t‘：10舀．，O+砌)是z上的经典测度。

顺便指出，在文献【98】中，Ichihashi等人在区间【a，6】上定义了被叫作伪

加和伪乘的算子，并在此基础上定义了一种模糊积分。当区阅【口，纠取成

f0，+o。]-瓦。并且像例5．1．5中那样定义其上的泛加和泛乘算子时，我们就

得到一对(Ichihashi等人的)伪加和伪乘算子。这时关于它{f](Ichihashi等人意

义下)的模糊积分与这里介绍的茁积分一致。

在文献【97】中，Sugeno和Murofushi也定义了一种伪加和伪乘算予以及

MS积分(定义5．5．3)。但是他们定义的伪乘与伪加密切相关。在他们的定义

A

下，与例5．1．5中的泛加算子+对应的伪乘应该为(五>O)
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^

a．b=

去【(，十五6)。一，】口，6 e【o，m)

0 口=0．6=00或a=。。．b=0

∞ a=oo，b∈(0，00】或a∈(0，叫，b=oo。

进一步，对于非负可测函数，在A上关于+测度m的MS积分为

(MS)Lfdm=抄倒一1)，、
其中聊’由式(5．6．3)gR，积分．fAfdm+是L积分。当然，它也是一类泛积分，

并且在文献[60】中被详细地}寸论了。

对于a，6∈足+，关于泛加+的逆运算(即泛减运算)一存在，且为(加O)

以二6：型。
I+舶

因此，我们可以效仿一般可测函数关于测度的Lebesgue积分的定义，将Kruse

模糊积分的定义推广到一般可测函数。

定义5．6．3设陇∑，肌)为五一可加模糊测度空间(^>o)，厂为(置￡)上的可

测函数，，+与f一是f的正部与负部，即f+=f·z{，。}，f一=(．，)·五M)。对

任给A∈Z，如果(K)JAf—dm<。。，则可测函数f在A上(关于^一可加模糊测

度m)的K积分定义为

(K)I。fdm=普镰警。
如果对任意AeE，有!(K)I。fdml<m，那么称／为丑一可积函数。

定理5．6．3 f A一可积当且仅当f+与厂见一可积，并且

j吼伽=如圳¨"％“等"一，卜
证明 定理中前面的结论由定义5．6．3直接可证。下证后面的等式。由

定义5．6．2有
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于是

(K)I,4f’咖=弛+名一附加一1】'
(目L厂锄=扣+名炉加伽．-i】。

(K)Lfdm=
去『(1+^)Lb自“。+^／’br一(1+五)。‰l’^。+。厂b‘]一——]鬲≯丽而r一
=去【(1+A)L109l“o+i，+k。Lk“^。+^厂b·～l】

I=去[c-+五，f^logl z!lt+2^J，+dm*一，]。
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第六章交通运输系统综合评价的泛积分法

系统的评价对系统的发展起着承上启下的作用，它对交通运输系统的

各个子系统来说都是一项必不可少的重要工作。它为交通运输系统的设计、

优化及决策提供科学的判别依据。

系统的评价通常是从系统众多的输出特性中选出若干个具有代表性的

单项指标进行评价开始的。但是，仅有各单项指标的评价，还难以对整个系

统作出令人满意的综合评价。有时，某些单项指标的评价甚至相互矛盾，彼

此抵销。为了能对整个系统作出客观的优劣评价，我们有必要建立系统综合

评价的结构模型。为此，本章介绍系统综合评价的一种方法一一泛积分法。

它去掉了加权平均法中测度的可加性限制，从而拓广了加权平均法，扩大了

积分法在系统综合评价中的使用范围。第三节提出用系统的群体综合评价逼

近系统的客观综合评价的方法，以此克服综合评价中的主观偏见性，使系统

的综合评价更加接近客观实际。

§6．1问题的提出

系统综合评价的方法有多种。最常用的方法是价值分析法，亦称加权

平均法。它是根据系统中单项指标的权重，以及在单项指标作用下系统的价

值，然后通过加权平均得出综合评价值。详细地说，如果系统的评价指标集

合是<fl，r2，⋯，工。}，己知它们对应的权重系数为WI，W2，⋯，W。，0s嵋

≤1，i=1，2，⋯，n且Wl+w2+，⋯+w。=1，以及专家(评委)对每个指标x，

(i=l，2，⋯，")的评价(打分)为fCx；)，fCx：)，f(x。)，则由加平均法得到的

该系统的综合评价值(得分)为

E。=Ew，f(x，)。 (6．1．1)
，2j

但是，通过我们最近的研究发现，加权平均法不一定总是可行的，即

使用该方法有时会得到不合情理的评价，这可以通过下面简单的日常生活实
例来说明。

20
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仍J 6．1．1假设我们要评价的三个系统是三台电视机。为了简单起见我们

仅考虑两个系统指标，即工．：电视机图象的清晰程度；J：：电视机音质的清

晰程度。我们暂时假定X．，z：对应的权重系数为w。=O．7，W：=0．3。已知

第一一台电视机图象清晰，但没有声音：第二台电视机没有图象，但声音清

晰：第三台电视机图象和声音均可勉强使用。这时对它们各单项指标的评价

值如下表所示：

、＼系统指标
＼＼ Xl(图象) 工：(声音)电视机编八

l 1 O

2 O l

3 0．45 0．45

应该是合理的。于是，使用加权平均法公式(6．1．】)得到对三台电视机的综合

评价分别为：

Ef=Wl×l+w2×0=O．7，

E2=WI×0+w2Xl=0．3，

E3=wI×O．45+w2X0．45=0．45。

这些结果表明，第一台电视机被评为最好。如果我们将权重系数调整为W，

=0．4，W，=O．6，这时对它们的综合评价为：

E120．4， E220．6， E3=O．45。

这又表明第二台电视机被评为最好。但是，这两种评价结果都与我们日常生

活准则不相符合(第一台电视机为哑吧电视机，第二台实为收音机)，因而难

以为人们所接受。依照常规应该是第三台电视机相对最好(它至少可以凑合

看)。也许有人认为得不到正确的评价不是加权平均法本身的缺陷，而是由

于权重系数选择不当的原故，只要适当调整权重系数，就一定可以得到“第

三台电视机最好”一一这一符合日常规则的正确评价。然而，不幸的是由于

这里的权重系数必须满足限制W，+w，=1，W，20，W：20，所以这样的评价

结果用加权平均法是永远得不到的。

问题的关键在于，加权平均法是建立在系统各项指标相互独立的假设

基础上的，即它们的效果应该是可加的。确切地说，权重系数W，是指标x，
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的概率密度，即展∞上的概率测度w，而公式(6．1．1)实际上是评价函数“x)

关于概率测度W的Lebesgue积分E。=(L)lf(x)dw。因此加权平均法又可被

称为综合评价的Lebesgue积分法。但是，在实际问题中系统指标的相互独

立性不一定被满足或者有时就连判别独立性本身就是一件不容易的事情，在

这些情形下使加权平均法就有可能得不到正确的评价结果。那么这时使用什

么方法才能对系统有效地进行综合评价呢?人们自然会想到用其他种类的测

度和积分代替概率测度和Lebesgue积分。这就是本文将要介绍的另外一种

系统综合评价的方法一一模糊测度和泛积分法。

§6．2系统个体综合评价的泛积分法

在以下的讨论中，为了叙述简便，我们将参与系统指标的评价者或打

分者(专家、评委、甚至群众)均称为评判员；评价值、评判值、得分、打分

统称为评价。

设置={x，，x：，⋯，x．)是一个系统的指标集合。集合中的每个元素x．

都是我们要评价的系统指标。用加权平均法进行系统综合评价首先要确定权

重系数，即定义一个概率测度。类似地，用泛积分法进行系统个体综合评价

的

第一步，定义重要性测度。即对于x的每个子集A，都赋予一个介于0

与1之间的实数”，∽)，用以描述指标集合A的重要性。显然，x本身的重

要性应为I，通常是合理的；而空集≯(不含任何指标的集合)的重要性当然

应为0。此外，若指标集合彳中的指标都包含在指标集合B中，则4的重

要性显然不如B，即应有m(A)蔓m(B)。因此，集函数m满足下列条件：

(1)m(妒)=0，m(X)=1，

(2)若爿，B∈X，AcB则m(A)≤m(B)。

再注意到我们所考虑的指标集合x一股是有限的，从而重要性测度m是可

测空间(x，段柳)上的模糊测度。

应该注意的是模糊测度往往不满足经典测度的可加性，因此定义重要

性测度通常比定义概率测度(权重系数)要困难。但是当要定义的重要性测度
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满足A一律，即重要性测度是五一可加模糊测度(2≠O)时，它的确定可像确

定权重系数一样，只需确定单点集合(xJ)的值即可，因为这时的五一可加模

糊测度满足l!I[1十2m({x，})】=1+五。
f-1

第二步，请评判员对系统的每个指标X．给出评价f(x。)e【0，1】，i=1，

2，⋯，n，它是可测空间(石，段∞)上的一个可测函数。

第三步，1．当重要性测度m是模糊测度时，用式(5．5．1)计算系统的个体

综合评价，即E=(S)Ifdm：

2．当重要性测度m是五一可加模糊测度(五≠0)时，可用式(5．6．5)计算系

统的个体综合评价，即E=(足)Jfdm；

3．当重要性测度m是一般的非负单调集函数时．可用定义5．2．1中的泛

积分计算系统的个体综合评价，即E=(p)ffdm。

特别地，当重要性测度是概率测度(权重系数)时，如果采用Lebesgue

积分计算评价值，则所得到的系统综合评价就是加权平均值。由此可见，系

统个体综合评价的泛积分法是加权平均法的拓广。

必须指出：具体使用哪种积分计算系统的个体综合评价为好，这既要

根据被考虑问题的实际情况，又要根据集函数m和泛加算子o，泛乘算子

0的选则而定。

为了计算式(5．5．1)中的模糊积分，设

F={口：a∈[0，+∞】， 肌(Fo)>m(Fp)， V∥>口)，

则非负可测实函数f(x)的模糊积分可简化为

(S)Ifdm=sup[a^m(F)】。 (6．2．1)
口∈r

例6．2．1设爿={x，，X：，X，}，∑=段∞(J的所有子集组成的集合)，定

义(置∑)上的集函数m如下
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一㈦糍臻≥
其中}A|表示集合A中所含元素的个数，函数以x)定义为

f 3，X=XI
f(x)；{2．5，工=x2

【2，x=屯。

容易看出，m是(置∑)上的模糊测度。由于研({x。})+川({也))=2，埘({x。，

x2})=3，敲Ⅲ({xl，z2))≠m({xI))+珊({x2))，即m是非可加的。

下面我们计算函数，(x)关于模糊测度m的模糊积分。

当口=3时，疋={xI厂(x)≥3)=‰}。对于芦>3，％={xl，(x)≥∥)=庐

从而m(疋)>m(％)，所以3∈F。同理可证2．5∈r，2∈r，且F={2，2．5，3}

使用式f6．2．I)得

(S)=fdm=[3A珊((■})】V[2．5Am({工l，x2))Iv[2Am(—r)】

=【3A1】V【2．5^3】V[2^3】-1V2．5V2=2．5，

其中^和V是取大和取小算子。

例6．2．2现在让我们回到例6．1．1，用综合评价的泛积分法来评价例

6．1．1中的三台电视机。这时J={x。，工：}，∑=p(x)={庐，{X，}，{x2}，x)。

我们定义重要性测度m如下：

m(≯)=0，埘({z。))=m({x：))=OA，m(X)=1。

由例6．1．1中的表得

24

＼＼评价指标
＼ X1 X2

评价函数＼
＼

^@) 1 0

^@) 0 l

，厶@) 0．45 0．45
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则按照式(6．2．1)计算的三台电视机的个体综合评价分别为

E，=(s)IAam=【1^0．4】V【0A1】=0．4

E2=(s)I五dm=【l^o．4】V【0Ix．1】-0：4

E3=(s)I六咖=o．45^1=0．45。

这次我们得到了按常规可以接受的评价一一第三台电视机相对最好。
如果我们上面定义的重要性测度m是丑一可加模糊测度(旯=1．25)，刚

依照式(5．6．5)计算三台电视机的个体综合评价为

(K)=JLa,n=一矿1+f‘(1+A)Iogt．．dl+‘L,(^w吨¨‘1+翩‘^”+崦H‘1+硝‘屯帅8M‘1+抽‘屯’1

卢1，2，3。将具体数值代入上式计算得

(K)=J fldm=一A一1+．r1(1+丑)109M‘1+2№M‘1+1”‘^’1

=一2-1+f1(1+2m(x1))=m(x1)=0．4，

(置)=ffilm=一2-1+2-1(1+A)哑¨‘1“’吨m叶加‘如”

=一万1+刀‘(1+2,m(x2))=聊(而)=0,4，

(K)=f／jc由行=一旯‘1+3．-1(1+五)1雌㈨‘。+1。045¨崦¨‘1+抽‘‘^”‘1。8M‘1+抽‘h”’

=一矿1+2-1(1+五)1。81+2‘1+。加451=一2-1+刀1(1+A×0．45)=0．45。

这些结果与按照式(6．2．1)计算所得结果一样。

为了使工程技术人员计算模糊积分简便，我们将评价步骤中的第三步1．

简写成与之等价的形式如下：

将f(x，)，i=l，2，⋯，一按由大到小的顺序排列成∥，／”，⋯，，川：将

指标集{工1，x2，⋯，x。}相对应地排列成x(”，工(”，⋯，x(“。记

爿‘2)={x{¨，x(2)，⋯，工(’’}，i=1，2，⋯，n。

则系统的个体综合评价为

E=v【f”’^m(A’)】。 (6．2．2)㈣

其中^和v为取大和取小算子。

例6．2．3交通运输系统评价指标体系所含指标较多，为了简化问题，我

们只选择其中的四个指标进行综合评价。设某运输系统的评价指标体系为x

2{x．，x：．屯，x4}，其中x，表示运输系统的价廉性：x：表示运输过程的快

速性；b表示系统的安全性；X。表示系统服务的舒适性。z=p(x)。重要性
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测度为m(≯)=o，m({x2))=O．4，州({x1，X3))=0．8，m({x2，X4})=O．5，

脚({z】，J2，X3})=O．9，卅({zl，屯，z4))=O．9，卅({z2，托，粕))=O．8，re(X)

=1。现有三个交通运输系统关于指标体系x的评价，IO)，正@)，^@)如下

表

＼噌价指标
＼

Xl Z2 X3 工4

评价函套＼
工(x) O．7 0．6 0．7 0．7

A0) 0 9 0．8 0．9 0．7

^0) 0．4 l 0．6 0．7

则它们的综合评价用式(6．2．2)分别计算为

El=(s)』Adm=【0．7Am({x1，x3，x4))】V【0．6^m(x)】

=[O．7^0．9】V【0．6A1】_O．7V0．6=O．7

E2=(S)If2dm=【0．9^聊({xl，x3))】V【o．8A埘({五，x2，b})】V【0．7^聊(x)】

=【0．9^0．8]V【0．8A0．9】V[o．7Vl】=0．8vO．8V0．7=O．8

E3=(S)Jf3dm=【lAm({x2))】V【o．7^聊({x2，X4))】

V【0．6^m({x2，z3，硝))】V【0．4Am(X)】

=【1 A0．4】V【O．7^0．5】V【0．6V0．8】V【0．4人1】

=0．4V0．5V0．6V0．4=0．6。

由此可见，第二个交通运输系统为最好，如果它表示铁路交通运输系

统，那么它比其他两个交通运输系统为好。

§6．3系统的群体综合评价对客观综合评价的逼近

一般来说，单个评判员的评价或多或少地受到他(她)的主观意识的影

响。但是。实际上对每个系统指标苫，都存在一个不以人们意识决定的客观

评价g(x，)e【O，1】，f_1，2，”·，H，也就是说，我们可以想象存在一个客

观评价函数g：X--[0，1】，使得最理想的系统综合评价应该是泛积分￡。

=(p)'fgdm，我们称其为系统的客观综合评价。相对应地，由单个评判员提
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供的评价函数苁工)所产生的评价E可以被称为系统的个体(或主观)综合评

价。

出于每个评判员对系统的个体(主观)评价不是完全一致的，并且带有一

定的随机性(甚至同一个评判员在不同的时间对同一系统的个体(主观)评价

也不一定一样)。因此，个体(主观)评价J(x，)通常不等于客观评价g(x．)，f=

1，2，⋯，M，从而导致系统的个体(主观)综合评价E偏离系统的客观综

合评价E。。为了减少个体评判受主观偏见的影响，使评价趋于合理我们可

以进行群体评价。即随机(无倾向性)地邀请t个评判员，分别对系统指标集

x中的H个指标x。独立地进行评价，然后对t个评判员关于指标x。的评价

^(一。)，A(x，)，⋯，，(x。)求算术平均值÷吕：。L(x．)，并以此来代替指标x，的

评价，f=1，2，⋯，雎。

从数理统计的观点来看，对每个固定的指标曩的评价∽(z，)，

A(x，)，⋯，Z(毛))可以被看作出自母体G．的容量为t的样体值，而G，的数学

期望是g(x，)。于是由kolmogorov强大数定律⋯1

P舾笼乃tt，叫t，}=1，
因为系统的指标个数玎是有限的，所以

P{嫩磊1 i似扣办A㈦，z，⋯，一}=t。
注意到重要性测度所一般是有限模糊测度，所以，如果所用泛积分的单调

收敛定理成立，则我们得到

P{熟硝÷高乃咖也)j_gdm=瓦}=t；
这表明

(p)』÷主‘咖_E。，

依概率P收敛。

在实际应用中，我们不可能邀请无数个评判员参加评价，而只能邀请

若干(，)个。但是只要，适当大，我们就可以得到系统客观综合评价的近似值

E『=(p)』÷∑乃咖aE。。 (6．3．1)
I J=l
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我们称E。为容量是f的一个群体评价，它作为E。的近似，要比任何个

体评价更“公证”些。

例6．3．1设某交通运输系统的评价指标集合为x={z．，X：，xs)，∑；

段∞，系统的重要性测度为re(O)=o，m({x：))=o．1，m({z，，x：))=0．9，

m(柳=1。现邀请四位评判员为其评价，其结果如下表

＼指标x，评价函爪 Xl X2 X3

fl(x) o．9 o．6 o．8

糕
o．7 o．8 o．8

0．8 O．9 0．6

O．6 o．9 o．6

Y4∑4：。‘(‘) O．75 0．8 O．7

则出式(6．3．1)得到系统群体综合评价
1 4

E4；(s)J÷ELan=0．75。
斗j=l

注6．3．1本章介绍的系统综合评价的泛积分法是Lebesgue积分法，即

加权平均法的拓广，它去掉了加权平均法中测度的可加性限制，从而扩大了

积分法在系统综合评价中的使用范围。但是，本章对泛积分中所用模糊测

度，即重要性测度的确定问题未加讨论。实际上，它是一个较难解决的问

题，也是模糊测度能否有效地应用于实际问题的一个关键所在。目前，已有

一些学者对此问题进行了讨论，如文[33】讨论了当m是可能性测度时通过x

上的模糊集确定重要性测度的方法。文【87，88】讨论了通过变换确定五一可

加模糊测度的方法。但是，这些方法和结果与实际应用的要求还相距甚远，

这个问题还有待于我们进一步研究。我们相信，模糊测度的确定问题一定会

像确定概率测度那样，在应用中逐步得到解决。
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第七章 结论与展望

本章对论文的主要研究工作进行总结，同时提出需要进一步研

究的问题

§7．1 论文的主要研究工作和结论

非可加集函数的研究是科学发展和实际应用的需要，是可加集

函数研究的必然发展趋势，是现代测度沦的一个重要课题，也是当

前国内外同行专家关注的前沿和热点问题。目前，它的理论已经被

广泛地应用于知识工程、人工智能、决策论、对策论、模式识别、

聚类分析、图象和语言处理、专家系统、概率统计、经济管理、现

代控制和通讯等领域。因此，对非可加集函数理论的深入研究，具

有重要的理论意义和实际意义。

论文在充分研究、分析和借鉴国内外该领域研究成果的基础

上，对非可加集函数的几个重要问题进行了较系统的、具有新意的

研究，取得了可喜的成果。其主要研究成果和结论如下：

1．广义实值集函数的变差的研究

论文将实变函数论中单凋函数的有界变差性以及经典测度论中

有界变差集函数的概念，弓l入到非可加集函数的讨论之中，提出了

内含变差、。不交变差和链变差三神概念，并且分别对它们进行了系

统的研究。内含变差的性质相对简单，但它是研究广义模糊测度的

Jordan分解和Lebesgue分解的基础。此外，它与Pap提出的一个

公开问题类似，从而使本文能够回答这一问题。在不交变差的研究

过程中，本文得到了一系列不同于经典测度论中的深刻结论，这些

结．论拓广了经典测度论的现有结果，具有一定的启发意义。对链变

差的研究使撂本文得到了有界链交差集函数约分解定理，从藤削弱

了经典Jordan分解定理成立的条件，为Jordan分解定理的证明提

供了一种新方法。上述三种变差对可加集函数来说是一致的，这一
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结论是我们始料未及的。由此可见，集函数的可加性条件之强。同

时，也从另一侧面说明了可加性对实际应用的局限性。

2．广义模糊测度的研究

广义模糊测度是文献【47】为推广Sugeno模糊测度而提出的。

但是，它在对广义模糊测度进行Hahn分解时，误将经典溯度的已

有结论未加证明地使用到非可加集函数中来，从而导致了证明的失

败。本文中定义的广义模糊测度较文献【47】的条件弱，并且对广义

模糊测度的Hahn分解问题做了进一步地讨论，发现不加任何条件

进行这种分解是非常困难的。进而提出了非零可加集函数“一致性”

的概念，它是保证Hahn分解定理成立的较弱条件。本文在零零可

加条件下证明了广义模糊测度Jordan分解的存在性；在零可加条

件下证明了其分解的唯一性。又在零零可加条件下证明了广义模糊

测度的Lebesgue分解定理。这三大定理是经典广义测度的基石。

因此，本文的研究结果和研究方法是对经典测度论中相应结果的扩

充和改进，具有一定的理论意义。

3．泛积分理论的研究

本文在充分研究和分析国内外近期有关积分理论文献的基础

上，提出了泛积分的新定义，使目前常用的几种积分在形式上得到

了统一。同时，本文还讨论了泛积分的有关收敛定理，为实际应用

提供了理论依据。此外，本文证明了K积分是泛积分的一种特殊

情形，从理论上解决了足积分的归属问题。

4．交通运输系统综合评价的泛积分法的研究

交通运输系统的综合评价对其发展是一项必不可少的工作。它

为交通运输系统的设计、优化及决策提供科学的判别依据。因此，

有必要建立系统综合评价的结构模型。为此，本文在充分研究系统

综合评价的加权平均法基础上，指出了加权平均法过多的依赖于可

加性的不足之处，提出了根据不同的实际问题，采用不同的加乘算

子的泛积分法，从而克服了加权平均法的局限性，扩大了积分法在

系统综合评价中的使用范围。此外，本文还提出了用系统的群体综

合评价逼近系统的客观综合评价的思想和理论依据，以此柬克服综

合评价中的主观偏见性，使系统的综合评价更加接近客观实际。
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§7,2今后研究工作的展望

由于非可加集函数不具有可加性，因而结构比较松散，人们难

以建立类似于经典测度论那样的理论体系。目前，虽然有几类非可

加集函数已经成为数学家们研究的热点问题，但是它的发展还远不

如经典测度论那样成熟，许多问题有待于人们进一步深入研究，一

些问题尚无入涉足。随着科学技术的迅速发展，特别是人工智能和

计算机科学的发展，迫切地需要人们去解决大量的非可加度量问

题，而解决这些问题的关键在于非可加集函数理论的发展与完善。

本文只是对一些特殊类型的集函数进行了讨论，许多工作尚未

完善或尚待进行。同时，由于作者的水平和能力所限，本文尚存在

诸多不足，敬请各位专家前辈及同行们批评指正。作者以为，如下

问题有待进一步研究：

1．对非可加集函数分类综述的研究。它对非可加集函数理论的

研究工作起至关重要的指导作用，本文的第一章就是朝着这⋯方向

努力的。但是，由于作者的时间、知识面及能力有限，最终未能达

到此目的。

2．本文在§3．3节中部分地回答了Pap提出的另一公开问题，

但是没有完全回答它，即：

对任意零可加修正单调广义模糊测度珊，是否可以表示成

晰=v，一v：的形式，其中vl和¨是零可加模糊测度?

3．建立与广义模糊测度相应的积分理论。

4．对泛加泛乘算子代数结构的研究。

5．非可加集函数的进一步应用。

6．模糊拓扑空间上的测度(集函数)和积分理论的研究。

7．本文对系统综合评价的泛积分法中使用的重要性测度，即模

糊测度的确定问题未加讨论。实际上，它是一个较难解决的问题，

也是模糊测度能否有效地应用于实际问题的一个关键所在。目前，

已有一些学者对此问题进行了讨论，但这些方法和结果与实际应用

的要求还相距甚远，这个问题还有待于我们进一步研究。我们相信，

模糊测度的确定问题～定会像确定概率测度那样，在应用中逐步得

到解决。
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