
摘 要

时域有限差分法(FDTD)一方面具有概念简单、编码方便以及时域计算等优点，

另一方面由于稳定性条件的限制，时间步受到网格尺寸的限制而成为提高计算效率的

瓶颈因素。

交替方向隐式时域有限差分法(ADI．FDTD)的时间步尺寸则完全没有这一限制，

因而是无条件稳定的。但时间步加大将导致ADI-FDTD算法的色散误差增加。本文

采用傅罩叶分析方法，研究了空域单色模的增长过程，在此基础上导出了描述色散误

差变化规律的数值色散公式；并使用数值实验方法验证所得色散公式。通过分析对比

发现，相同条件下ADI—FDTD较FDTD有更大的色散误差；在空间网格给定的条件

下，随着时间步的增加，FDTD算法的色散误差减小(在稳定范围内)，而ADI．FDTD

的色散误差增加。

在模拟开区域问题时由于计算机内存有限必须进行计算区域截断，在截断边界上

必须满足吸收边界条件，以模拟电磁波无反射地通过截断边界向无限远处传播。最近

已有一些文献研究适用于ADI—FDTD的理想匹配层(PML)吸收边界条件，但采用

所提出的方法，当时间步尺寸增加时PML的反射误差成数量级地增加。在分析存在

问题的基础上，本文采用不同的离散方法，恰当地解决了这一问题，实现了理想匹配

层与ADI-FDTD算法有实用意义的结合。
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ABSTRACT

The finite-difference time-domain(FDTD)method has advantages of concept simplicity,coding

convenience，computation in time-domain．On the other hand，lime step is restrained from cell size due

to stability condition，and it becomes the bottle-neck for more efficient computation．

The alternating direction implicit finite-difference time-domain(ADI-FDTD)method is free

from the constraint for time step，and it is unconditionally stable．But a larger time step results in higher

numerical dispersion．In this thesis，a Fourier method is employed to check the increasing process of

spatial sinusoidal modes，and then a numerical dispersion relation is formulated that characters the

numerical dispersion errors．To check the theoretical prediction on the numerical dispersion errors，a
series of numerical experiments is done．It is found through analysis that the dispersion errors of

ADI—FDTD algorithm are larger than that of the standard FDTD algorithm when using the same

modeling parameters，and that when spacial grid sizes are given，larger time step means smaller

dispersion errors with the standard FDTD(ifstable condition is satisfied)，while larger time step means

larger dispersion aq'Ors withADI-FDTD．

In modeling electromagnetic waves propagation in“open”regions，the field computation domain

must be limited in size because no computer call store an unlimited amount of data，and a suitable

absorbing boundary condition on the outer perimeter of the domain must be used to simulate its

extension to infinity．Some papers have been published recently associate with the perfectly matched

layer口ML)suitable for ADI-FDTD．But with the proposed schemes．the reflection errors increase

exponentially when a larger time step is used．A new discrctization scheme is used to obtain PML of

ADI·FDTD to overcome the problem．

Keyword：Finite-difference time-domain method

Implicit algorithm Dispersion error

Alternating direction
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1．1 FDTD算法的局限性

时域有限差分法(FDTD)是将Maxwell旋度方程直接离散，得到一个循环时间

步推进算法，即当前时刻的电磁场解由上一时刻的电磁场解计算得到，如此循环

往复，步步推进[1，2】。FDTD由于能够精确模拟大量的电磁相互作用问题而被越来

越多地用于各种场合的电磁场分析。

就一般而言。FDTD算法被认为具有方法简便、适用性强等优点。这种方法不

仅可以用来计算通常的简单媒质中的电磁场问题，还可用来计算各向异性媒质、

色散媒质、甚至非线性媒质电磁场问题。此外，作为一种时域方法，FDTD模拟只

要一次运行，即可以得到一定带宽频率成分的所有信息，前提是只要选用一个宽

带激励，比如最常用的高斯脉冲激励。

FDTD算法尽管具有以上优点，但其应用通常仅限于电小尺寸问题。原因主要

在于FDTD的计算效率不够高，如果用来计算一个电大尺寸问题，为了获得足够

精度的解，则需要比较大的内存和充分长的CPU时间。较低的计算效率成为FDTD

算法进一步应用的瓶颈闯题[3]。

有关FDTD的理论研究表明，可观的计算机资源需求，如内存和CPU时间，

主要是由于以下两个方面的与建模过程相关的限制：

(1) 与所要模拟的电磁波调和分解的最短波长相比，空间网格尺寸必须

充分小(通常每波长10-20个网格单元)，以保证色散误差可以忽赂：

(2) 时间步尺寸必须充分小，以满足如下Courant-Friedrich-Levy(CFL)

稳定性条件；

r 1 1 1]’V2

‰觚l寿+声+寿I(I-1)
其中’，。为被模拟媒质中电磁波的最大相速度。如果时间步尺寸大

于以上限制，FDTD差分方案是不稳定的，随着时间步的推进，数

值计算中的截断误差将无限制地增长。

特别是后者，当计算域结构复杂对，往往不得不采用较细的网格或非均匀网格

以保证计算精度。但如果在计算域中的部分予区域或莱一方向采用相对较小的网

格尺寸，由于上述CFL稳定性条件的限制，FDTD模拟电磁场演变的时间步尺寸

必须相应地减小，因而模拟在一定物理时间内的物理过程所需要的时间步数增加。
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这往往造成无法避免的计算负担，如大大地增加了CPU时间；另一方面——本文

第三章将证明——_FDTD时间步减小本身伴随着色散误差的增加，这与提高计算精

度的初衷相背。如果能够得到一种FDTD差分方案，该方案不需要考虑CFL稳定

性条件，即当(1-1)不满足时，差分方案仍然是稳定的，这将可能大幅地提高FDTD

算法的执行效率。

1．2无条件稳定FDTD研究概况

一般而言，大多数显式差分近似是条件稳定的，而大多数隐式差分近似是无

条件稳定的【4】。

从这一概念出发，文献【5】得到一种无条件稳定的FDTD。我们知道在FDTD

方法中，当前时刻的电场(或磁场)由上一时刻的电场(或磁场)和中间时刻的

磁场(或电场)求得。而文献[5】采用的算法只是将一般FDTD差分法中间时刻的

场值代以前后两个时刻场值的平均值，因而显式算法变为隐式，条件稳定变为无

条件稳定。这个方法导致了一个大的线性方程组，求解这个方程组的运算量很大，

但这种算法的思路与本文将要讨论的“交替方向隐式算法

(Alternating—Direction Implicit Method，简写为ADI)”[3，8，9]一脉相通，本

文第二章还要进一步介绍。

ADI-FDTD是一种比较成功的无条件稳定算法。最早在1984年，R．Holland

第一次将ADI应用于Yee网格从而得到了一种隐式的FDTD差分格式[6】，其中，

为求解Maxwell方程有限差分算子被分解为三个算子，每个算子对应与一个坐标

方向，因此每一个时间步的FDTD迭代需要分为三个次一级的隐式计算步来完成。

这种算法是无条件稳定的，但伴随有严重的介电损耗。在1990年，一种二维的

FDTD算法被提出来f7】，这种算法允许使用大于标准FDTD的时间步，但由于使

用了不同于Yee网格的交错网格，网格点和场分量是Yee FDTD的两倍，因而需要

更大的内存和运行时间。直到1999年Takcfumi Namiki的有关ADI．FDTD文章ISl

发表后，ADI-FDTD算法才真正成为一种具有实用价值的算法。

ADI·FDTD兼有无条件稳定和相对于其它无条件稳定算法求解运算量较小的

优点。这种算法将FDTD算法的一个时间步分为前后两个次级时间步。和FDTD

一样，电场(或磁场)分量的求解与该分量垂直面上对该分量所在点形成围线的

四个相邻点的磁场(或电场)分量相关，这四个分量两两成对，位于两条相互垂

直的直线上。FDTD方法式显式的，求解当前时刻的场量只用到前一时刻已知的场

量，ADI-FDTD电场(或磁场)分量的值，与垂直面上一个方向当前时刻的磁场

(或电场)分量相关(未知)，而与另一个方向上前半个时间步的磁场(或电场)

分量相关(已知)。在相互耦合的方向上三个未知量必须同时求解，两个次级的时
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间步分别在不同的方向交替耦合。该算法导致一个三条带系数矩阵线性方程组，

可以使用征对这种方程组的Thomas算法求解。这种新方法的优点和缺点已逐步为

大家所认识。由于一些计算中间量需要暂时保存，ADI—FDTD占用较大的内存：

每一时间步场量更新的运算量数倍于FDTD；在相同条件下，ADI．FDTD的数值误

差总要大于FDTD。但ADI．FDTD允许使用任意大时间步，因此在计算域中最小

网格尺寸比波长小得多的情况下，ADI-FDTD总的运算时间比FDTD少，因而具

有较高的计算效率。

此外，还有一些学者致力于发展其它的一些方案。如文献【10】介绍了一种基于

特征线理论的隐式算法(L,nplicit LU／AF FDTD)，该方法具有二阶精度，同ADI一

样起源于计算流体力学，是一种将LU／AF近似因式分解技术应用于通量守恒式的

Maxwell方程而得到的迎风格式。值得一提的是，荷兰Groningen大学的S．Kole

等人采用算子方法，得到了一系列显式的无条件稳定的算法，这些算法采用类似

Yee的空间网格，其精度等级可以采用所提供的系统的方法得以提高，而不影响无

条件稳定性。S．Kole等人已有两篇文章发表(Physics Review 2001．Physics Review

2002)。

1．3本文主要工作和研究方法

ADI—FDTD是一种较新的算法，相关的研究主要集中在色散误差、适用PML、

以及应用研究方面。

Takefumi Namiki在1999年提出二维ADI．FDTD算法的同时，还给出了一个

二维ADbFDTD算法的数值色散公式[8】，在2000年又采用数值实验方法研究了二

维AD／-FDTD算法的计算误差01J。2001年Fengfua Zheng等导出了三维ADI-FDTD

算法的数值色散公式[12】。2002年A．EZhao则导出了两个二维ADI．FDTD算法的

数值色散公式【13】，并因此认为有两种二维ADI-FDTD算法，三维情况则更为复杂。

由于ADI-FDTD算法的数值色散公式具有重要的理论价值和实践指导意义。

本文就该问题作了进一步的研究。值得注意的是，上述所有数值色散公式都有待

于数值实验的检验．。本文首先将文献[8】和文献[13】所得二维色散公式与实验结果

相对照，发现这两个公式与实验结果均有较大的偏差。鉴于此本文采用傅里叶分

析方法，研究了空域单色模的增长过程，在此基础上得到了一个新的二维

ADI-FDTD数值色散公式。该公式与实验结果吻合较好。

ADI—FDTD算法出现以后，相应的吸收边界条件(ABC)被采用[8]。Mur方案[14]

是首选的ABC，但很多情况下Mur方案是不够的。文献[15】将Berenger建立在场

分裂形式Maxwell方程基础上的理想匹配层(PML)f16．19]推广到ADI．FDTD算

法中，保持了ADI-FDTD算法的无条件稳定性，但边界条件的反射误差随时间步



ADI-FDTD算法研究

尺寸的增加而成数量级地增加。考虑到ADI—FDTD通常用于时间步尺寸较大的场

合，如此PML的实际作用甚至不超过Mur方案。文献[20]将单轴各向异性

PML(UPML)推广到ADI．FDTD，但存在与文献【15]相同的问题。为了解决这一问

题，本文提出了～种不同的差分方案用于离散修正形式Maxwell方程，从而将

Berenger的PML推广到ADI—FDTD算法，其结果是边界条件的反射误差几乎恒

定地保持在一80dB上下，达到与FDTD PML相同的性能。

本文主要致力于ADI．FDTD算法的理论性研究。在第二章中较系统地介绍了

ADI．FDTD算法的思路以及二维、三维ADI．FDTD算法；第三章首先介绍了数值

算法的稳定性概念，然后给出了二维ADbFDTD算法无条件稳定的理论证明；第

四章将ADI．FDTD算法用于二维、三维谐振腔分析，通过这些例子进一步了解该

算法在运行速度和数值误差等方面的特征；第五章的数值实验发现已有的二维色

散公式与实验结果偏差较大，故而重新推导并利用数值实验证明了新的二维

ADI．FDTD色散公式，接着从色散公式出发通过大量图例从各个方面对比研究了

ADI．FDTD和FDTD算法的相同和不同之处；第六章在对ADI．FDTD原理迸一步

认识的基础，提出了与原有方法不同的离散方案，将Berenger建立在场分裂形式

Maxwell方程基础上的PML推广到ADI．FDTD算法中，并提供了部分图例以说明

新方法的合理性；第七章为全文总结，简要陈述了本文工作的意义和主要的结论，

并提出了有待进一步研究的课题。
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第二章ADI．FDTD算法介绍

ADI-FDTD算法是在通常的FDTD算法的基础上发展而来的，其电磁场分量

在空间网格上交错分布，与FDTD算法完全相同。其不同之处在于，这种新方法

是建立在“交替方向隐式算法(ADD”的基础上[8】。ADI算法求解差分方程将导致

一个三条带系数矩阵线性方程组，托马斯(Thomas)算法用于求解这一类型的线性方

程组非常有效[4】，这使得ADI算法由于较其它隐式算法具有求解方便快捷的优点

而被用于多维问题的求解中。和通常的FDTD算法相比较，这种新方法完全摆脱

了CFL稳定性条件的限制，具有无条件稳定性【3，8】。本章第一节首先列举了本文

所引用Maxwell方程的各种分量形式，并简要介绍一种概念相对简单的基于

Crank-Nicolson离散格式的隐式FDTD，以此说明发展ADI．FDTD的必要性及其特

点；第二节介绍二维ADI．FDTD算法；第三节介绍三维ADI-FDTD算法。

2．1 Maxwel l方程及无条件稳定FDTD初步

2．1．1 Maxwell旋度方程

宏观电磁场的Maxwell旋度方程可表示为：

VxE=一警一￡(2-1)ar

v×五：譬+Z(2-2)西
‘

以上两式中，E为电场强度(V／m)．H为磁场强度(～，m)；D为电位移矢量

(C／m2)；B为磁感应强度(T)；^为电流密度矢量(A／m2)；．，。为磁流密度矢量
(V／m2)。

对于各向同性媒质而言，在实际工程问题中经常遇到的场强范围内，本构关

系是简单的线性关系：

D=sE (2-3)

B=pH (2—4)

式中，占为介电常数(F／m)；∥为磁导率(I-I／m)。

在电的和磁的导体中，对电流密度矢量和磁流密度矢量有下式成立：

J。=口E f2—51



旦—————————一 竺!：曼婴茎鎏堑壅

JM=仃。H

式中，仃为电导率(S／m)O"m为等效磁导率(Q／m)。
方程可写为：

V×’一∥警一O"mE O"mH‘V×=～∥半一

Vx五：占—aE—+仃言
a

在直角坐标系中，将(2．7)与(2_8)式展开可得：

鲁=吾唔一警一哆，

鲁=÷謦一警一鸣，

鲁=；1(a咖lly-一百aHx一幔)

警=i1百aEy一鲁一吼)Of Ⅱ应I舯 ⋯一

鲁=去阵Ox一鲁一吒q，Ot U 融 “1⋯

警=去謦一鲁一％皿，饿 “dv舐 ⋯。

在二维情况下以上方程组分裂为两组独立的方程。

一鲜#TF桔}．

二维TM模：

鲁={謦一吐)身 占、却 一”

鲁=吾卜警一哆，百2i卜i一哆)

a西H,=吉学一誓一吒皿，af Ⅳ、咖 缸
、一“

(2-6)

综合(2-1)至(2-6)式，Maxwell

(2—7)

(2·8)

f2-9a)

(2—9b)

(2·9c)

(2—9d)

(2—9e)

r2—90

(2-lOa)

f2—10h)

(2·lOc)
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堕：!翠一孕一幔)(2-11a)Ot s、良 却
“ 7

等=去c一鲁一剐(2-iib，优 “ 却

等：去粤一％／-／y) (2-llc)百2i卜万吖一 (2‘¨。)

以上公式对于本文所涉及的研究而言具有足够的一般性。但在本文的数值计

算编码中采用了归一化的场量，所有代码可用于如下三种场量归一化形式任意之

l·占’=挣五，云=三 m)
z·占‘氧 孑=√老言 (2-m)

3·占’=瓜五，毒2而E，其‰=压 (2．12c)
√叩o V氏

因为采用三种场量归一化形式任意之一都将得到如下形式的Maxwell方程：

V×三=一磊OH(2-13a)c·Ot

V×五=历OE(2-13b)C·优

在不引起混淆的前提下，引用场量时仍然采用了原来的符号。其中已假设无耗条
件仃=盯=0。

2．1．2 FDTD差分格式

考虑=维TE模，场分量在平面网格上的位置分布如图所示

Z

X

i．k l

图2．1 二维TE模场分量在FDTD网格上的位置分布
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场分量巴(f，工，y)在离散空间表示为如下形式：

只b=F。(nAt，iAx，jay) (2．14)

其中口2X，Y，z按照习惯n，i，j为时间和空间指数，At为时间增量，Ax，Ay分

别为沿X，Y方向的空间网格尺寸。考虑(2一lo)式，令dr=盯。=0，将所有的导数项

代以其中心差分近似即可得相应的FDTD差分格式：

石1 lr咐In+]一M=古B‰一咄n+l／一2](2-15 a，

斟髟慨吗‰]=一去IJ嚣；一皿愀n+l／2妇(2-15b，

古[见憾知一以旧兔]=一五nfe叩1．扎川一Bb畸]+古[Eh一，一EI：扣]
(2-15c)

2．1．3基于Crank-Nicolson离散格式的隐式FDTD

FDTD差分格式的优点在于它是显式格式，但(1．1)表明它是条件稳定的。我们

发现，大多数显式差分近似是条件稳定的，而大多数隐式差分近似是无条件稳定

的[4】。根据这一常识，可以得到一种无条件稳定的FDTD[5]。如果把方程f2．10)
做如此离散：

古Ib嵋b]=-：-J咖--1。[-g⋯I"圳q-H叩．叶．．．一一．H．一一只b{](z啪a)

古B慨鸣kid]=一去B旧一一皿l参；+皿b聘一以b+{](2-16b，

古p旧．1I--zJ≈小；]=一去一f‰鸣慨+髟～i+1峙鸣‰]

击Bb。幔bR+I+Eb。也I沁，](2-16c)
场分量在空间网格上交错分布不变，但所有场分量在时间坐标轴的相同点上取值，

齐步并进。可以证明[5】，(2-16)为(2．10)提供了一个二阶糟度的无条件稳定的差分

逼近。由于所有方程的两边都含有当前时刻的未知的场分量(隐式格式)，这些方程

还不能直接用于场分量更新。如果把(2．16a)矛D(2．16b)代A(2-16c)将得到如下形式的

等式

一／娜：j篙，一一口日：J葚．一+，珂：f篙。+{一。峨f蒜一一触J蒜一=厂”o+{，，+{)
(2—17)
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这意味着需要求解一个大的线性方程组，因而是一个希望能够回避的问题。

分析(2．16)、(2—17)可以看出，此隐式格式包含了一个未知量的十字耦合或者

说网状耦合，如果能用两个一字耦合代替该十字祸合，即将(2—17)化为两个方程，

每一个方程只包含一字排列的相邻的三个未知场分量，比如一个沿X方向，一个

沿Y方向排列，则只需要求解两个三对角线性方程组。由于Thomas算法可以有

效地求解这类方程，整个问题因而得以简化。

这正是本文将采用的“交替方向隐式算法(ADI)”。FDTD结合ADI形成一种

新的差分逼近格式，通常简称为ADI-FDTD。这种格式是无条件稳定的，由于解

算方便，目前已成为无条件稳定FDTD的主流。

2．2二维ADI—FDTD算法

2．2．1二维TE模的ADI．FDTD数值公式

首先考虑二维TE模，场分量在平面网格上的位置分布完全和一般的FDTD相

同，如图2．1所示。假设所研究的二维TE模在真空中传播，计算域中的所有网格

在同一方向上取相同的尺寸。所不同的是，在这里一个离散时间步的计算被分为

两步来执行，第一步基于(2一18a卜_(2—18c)，第二步基于(2一18d卜(2．18f)。
第一步：

啪!，=Ep(茜№‰一皿‰] ㈣sa，

髟|：：盘=qfo；-(忐]·[以I鸳H一噩f鸳H] cz．·sn，

砷tq+{,j．1咀k-(剖·H文_嘲+甚)·№川一啦]
第二步： r2．18c)

啪广疋悖+(刍№‰m+l一风‰， 弘Ⅲ，

4{；!；k=曩j蓉；．(鑫)·[琏I蒜H—z}毒，畸] (z—tse)

皿悖畸=见j葛畸_(剖．[毋J葛畸一髟隐]+G剖·陋b，E协]
(2-lsf)

在第一步中，(2．19b)左边的E。分量和右边的舟。分量是定31在同一时刻的变
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量；(2．18c)左边的日：分量和右边的E，分量是定义在同一时刻的变量。(2-18b)不能

直接用于场分量更新，为此将(2．18c)代A．(2—18b)消掉与Ey分量定义在同一时刻的

Ⅳ：分量得到(2-18bb)：

啦r『f譬]2+2f邯≯啪+；
=_(型孕卜机；+降]恻≈码也b{](2-18bb)
+斟H赫一E卜Eb+EM

这实际上是一个三条带系数矩阵线性方程组，求解该方程组可以更新B分量。

然后引用更新后的Ey分量，(2·18c)可以直接用来更新日：分量。

在第二步中，(2·18d)左边的E分量和右边的日：分量是定义在同一时刻的变

量；(2—18f)左边的以分量和右边的E分量是定义在同一时刻的变量。(2一18d)不能直接用于场分量更新，为此将(2-lsfj代X(2—18d)黼E分量定义在同一时刻的
H：分量得到(2·18dd)：

啪小。一『f华]2+212啪n+l，啪n+l小。
=-f譬H葛+㈤倒葑E㈧任Ⅲd，
+(罢)·pf葛q—qf：：志一日j葛{+q忙量]

这实际上是一个三条带系数矩阵线性方程组，求解该方程组可以更新E，分量。

然后引用更新后的冒，分量，(2．18c)可以直接用来更新日，分量。

有一种十分有效和简单的算法可用来求解三条带系数矩阵线性方程组(2．18bb)

和(2．18dd)，这种算法基本上是高斯消去法的变种，通常称为Thomas算法[4】，在

本文附录A中另作介绍。整个求解过程的简单流程图见图2．2。

需要说明，在流程图2．2第一步中，由(2．1Sa)更新后的E，分量应该作为中间

值放在另一个存储单元P。中，因为在用(2．19bb)更新占，分量，用(2．18c)更新日，分

量时，还要用导原先的巨分量值；在流程图2．2第二步中，由(2．ise)更新后的E．．分

量应该作为中间值放在另一个存储单元P，中，因为在用(2．18f)更新Ⅳ：分量时，还

要用导原先的E。分量值。如此在执行程序过程中实际引用的变量由三个增加到五

个，占用内存增加三分之二。如果在流程图2．2第一步中首先由(2。18bb)更新占，．分
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量，再由(2一lSe)更新日：分量，最后由(2·18a)更新臣分量；第二步中，由(2—18dd)

更新乓分量后，接着由(2—18D更新日，分量，最后由(2—18e)更新后的E分量，则只

要一个中间变量^：就够了。如此增加的内存为三分之～。总之要么选择所有电场

分量，要么选择所有磁场分量作为中间变量。

图2．2 ADI-FDTD算法流程图(二维TE模)

2．2．2二维TM模的ADI-FDTD数值公式

Z

X

j．k l

图2．3二维TM模场分量在FDTD网格上的位置分布



12——一 些!：翌婴簦鲨堑壅

二维TM模的场分量在平面网格上的分布如图2．3所示，这和一般的FDTD完

全相同。假设所研究的二维TE模在真空中传播，计算域中的所有网格在同一方向

上取相同的尺寸。

二维TM模和二维TE模通过对偶变换疋_日，，B一日，，Ⅳ：_一E：，

占一口，∥÷占相联系，由对偶交换可得二维TM模ADI-FDTD数值计算公式：

第一J眵：

日，陟小d齿烀协I s；-E,‰] ㈣。曲

q除叱畸+[剖倒葛rE‰] 陋m，

E‰吐b矿甚)恻葛f啪；]-(齿№b。也b]
第二步： (2-19c)

啪，咀b-(盎]-E榴小；也‰] 删，

咄≯咄毛-(鑫Ⅲ文一t‰] 陋快，

尾晦n+l聘一---：陋n+{一+(：五At)-p，I葛峙一日，盼l一(茜]-p，陋“+I，-H；晦n+l●
(2-19f)

索衄{寸起形背P同一维TE趟．

2．3三维ADI—FDTD算法

采用与二维情况相同的场分量表示方法，即将场分量兄(f，而y，z)在离散空间
表示为如下形式：

兄‰l=E如△f，lAx,jAy，kAzJ (2-20)

其中口=x，y,z，按照习惯11,ij，k为时间和空间指数，△t为时间增量，Ax，Ay,Az分别

为沿x，YZ方向的空间网格尺寸。场分量在空间网格上的位置分布与通常的三维

FDTD完全相同，如图2．4所示。

在无耗条件下考虑(2．9a)，从第n到第n+1时间步的场量更新分解为两步完成：

第一步从n到n+l／2时间步，第二步从n+l／2到n+l时间步，或者说前半步和后半
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步。在前半步(n至n+l／2)，(2—9a)右边的第一项OH：／砂用它在n+l／2时刻的差分表

示代替，而第二项aHy／0z则用其在n时刻的差分表示代替，即

X

t隐。也b，。
△f／2

图2．4基本空间单元上得场分量分布图

Hy

』倒盏二型盐L坐兰竺二业兰竺]
占l Ay △z I

r2—21a)㈣(n+1／2至n+1)，(2-9a)右边的第一项钾，／砂仍然用它在n+l／2时刻的差
分表示代替，而第二项a以／出则用其在n+l时刻的差分表示代替，即

Eb。一Ef葛．。
△f／2

：三．『兰：』薹竺：!二兰：!篓型：!一兰：!蔓：竺：!二兰：!蔓：竺：!]
占I 缈 △z I

(2·2lb)

(2-21a)式和(2-21b)是同一个场分量微分方程(2．9a)的差分近似，在(2．21a)中，

定义在n+l／2时刻未知场分量E、日，在一条沿Y方向的直线(x爿+l／2，z-k)上排列；

而在(2·21b)中，定义在n+l时刻未知场分量E、以在一条沿Z方向的直线
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(x--i+l／2，y=j)上排列。正是由于采用这种方法每进行一个循环的计算，需要求解以

两个不同方向写出的两个不同的有限差分方程，所以被称为交替方向法[4]。

采用相同的方法离散(2-9)另外五个场分量微分方程，我们可以得到全部的三

维ADI—FDTD差分公式。 (2-22)为从n时间步到n+l／2时间步场分量更新公式：

垒I篓竺二墨睦垫!：!．『兰：!蕉盟：!二竺：I垒：竺一竺睦塑生!二兰：!!堑!i
At／2 占J Ay △z

竺睦!二坐生!』陛垫i二啦兰一坐尘量二型丛：!]驯2
占l & 缸 J

(2-22b)

生生坐生』刚盐i二型墨!一坐生曼二业生蔓]
缸他

占【
缸 缈 J

r2-22c)

竺匕垫：i二竺匕：兰：i：三．『堡』墅塑：[垒匕兰：!一墨』!竺：竺二墨匕竺1
缸坨

∥I & 妙 fL I

划壶：!二型釜竺：三
At／2 ∥

f2-22e)

兰：i盘：!兰：b坐：上．『墨!釜竺二墨』釜L墨b尘二垒k1 1
At／2 ∥I Ay Ax l

L J

f2—22f)
(2—23)为从n+1／2时间步到n+l时间步场分量更新公式：

竺匮竺二竺!垒!；!If竺』查竺二竺』茎±一竺睦竺：!二竺!羔：竺兰]
At／2 占I 缈 & I

L J

(2—23a)

监峰型监蜷
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竺随!二璺陵』斟盏生竺睦竺一型盐：!二型麴!]
At／2 占l 业 Ax l

墨区立二竺』：茎：i：!．『竺!篓竺生二竺!堡竺：i一竺出生：i二竺出≥：堡]
缸／2 s I 缸 缈 I

型塾：i二竺睦竺：土．幽羔竺二韭垫
出／2 ∥l Az 一避挚]缈 l

一避塑]△z J

竺!羔尘塑二竺：i釜生!：上．『竺瞳竺!二竺!篓竺一生!篓生!二竺坦垫]
△f／2 ∥J Ay 缸 』

同二维情况相类似，这些方程还不能直接用于场分量更新。考虑(2．22a)／，将

． tZ—jI J

(2-22f)代入(2-22a)消去【皿f毒一，。一日：J焉H．。]可得：

一(羞小‰。+(¨--：篙。]E幅．2。一(茜H岛。
=叱”+(茜刖沁一厂咄卜扣)一(盎M叶"。。叶-H托_。{)
一(。盖)(句』oI,j+t,k—句f：，+÷，。一qI二．，，—}。+q J：，-{．。)

(2—24)

给定边界条件，(2-24)表示一个三条带系数矩阵线性方程组，Thomas算法是

求解这类方程组的有效方法。疋更新以后，代入(2-22f)以更新皿。(2—22)式中的
其它场分量以及(2．23)中的场分量可用相同的方法更新，前半时间步和后半个时间

步各需要求解三个线性方程组。

些监刊攀
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和二维情况一样，在场量更新过程中要用到中间变量，或者选择三个电场分

量，或者选择三个磁场分量。与通常的FDTD相比，占用内存增加二分之一。

另须注意，以上讨论假设初始时刻的场分量值已知，且计算域中不包含任何

形式的激励源。但在实际计算时往往要设计一定形式的数值激励源以激励数值电

磁波，方法与通常的FDTD算法相同，在本文后面征对各个具体问题的具体要求，

还要作详细说明。
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第三章二维AD I—FDTD算法的稳定性

虽然对于任何一种有限差分近似都有一个理论上的精确解，但由于计算机的

舍入误差，每进行一次数值计算，就有一次舍入误差引入。这些误差是增大还是

减小，反映出计算格式的稳定性质。算法的精度固然重要，但算法的稳定性则更

为重要，只有确保算法是稳定的，才有可能进行一次有意义的计算。3．1节讨论一

般的稳定性概念，3．2节用傅里叶分析方法证明二维ADI—FDTD算法的稳定性。在

第五章导出色散公式时利用了3．2节的结果。

3．1稳定性概念

一．差分格式的稳定性、相容性、收敛性

出于方便研究和认识之目的，可以将通常物理问题的求解过程归纳为两次建

模：数学建模和数值建模。由物理问题得到定解问题(包括泛定方程和定解条件)

的过程称为数学建模；由定解问题到可供编写计算代码的计算方案的过程称为数

值建模。

我们所研究的泛定方程正是Maxwell方程。定解问题除了必须具有唯一解之

外，还必须是适定的。其意义是，当定解条件有微小扰动时，所求得的偏微分方

程的解与未受扰动时的解偏离很小。这等价于要求偏微分方程能真实地代表原型

物理系统。事实上，来自实际测量的定解条件总带有些偏差，有实际意义的泛定

方程必须保证定解条件的偏差在求解过程中不被放大。打个比方，南美洲有一一只

蝴蝶扇一扇翅膀，如果这一扰动在传播的过程中被逐步放大，就会把纽约的摩天

大楼扇倒。“蝴蝶效应”形象地描述了不稳定系统的求解过程。因此非适定的定解

问题没有价值，这时必须改变问题的提法，重新构造适定的定解问题。

我们所研究的数值方案即FDTD方法。可以想象，不仅定解问题应该是适定

的，所采用的有限差分方案也应当是适定的。由于数值计算不仅要考虑到原始的

测量误差，还要考虑到计算机本身的截断误差，一种适定的差分近似和偏微分方

程相比应在初始数据更大的扰动范围内保持连续；这与有限差分近的稳定性直接

有关，对于一个稳定的计算格式，计算所得解的全部扰动一定有界。当初始数据

的扰动取得很小时，由此产生的解的扰动一定也很小(直至任意小)，从而得到有

限差分近似的收敛性。

可以概括地说，计算上的稳定性表示在所算得的解中全部扰动有界。换句话

说，当初始数据的扰动任意小，如At，Ax，Ay,Az'-*O时，在所算得的解中产生的



ADI—FDTD算法研究

扰动一定趋于零而不是越来越大。此时，满足相容性的有限差分近似方程的解就

收敛到定解问题的解。正如Lax所指出的那样[4】，差分格式的稳定性和相容性就

意味着收敛性。用另一种方法是来说，要使某一种有限差分近似的数值解收敛，

必须使适定的偏微分方程所对应的有限差分近似格式相容和稳定。以上这些概念

对于判断任何一种有限差分近似格式是否可行具有头等重要意义。

相容性与下述保证有关：当有限差分网格变小时(即，当At，Ax，Ay,Az—O)，

截断误差必须趋于零。换句话说，有限差分模型逼近所期望的偏微分方程而不是

逼近其它的偏微分方程。例如，求解一维标量波动方程

窘∥窘(3-1)万鄙‘丽
的差分迭代格式为

矿1=(岩№-也～厶)忆一， (3-2a)

其等价形式为 掣一掣Ax =。 (3_ze)
(c血)2

2
。 ⋯-u’

将“fn+l，“fn～，“三．，“二在(iAx，n△t)点的Taylor展开代入(1—3b)可得警一学=熹一鲁+。b2)+。陋2)(3-s)(c△f)2 缸2 c2af2缸2。r叫～r叫 ⋯⋯

等一窘+。b2)+。p2)=。 (3·4)

(3．4)称为差分格式(3．2a)的修正方程。由此可见通过差分格式(3．2a)求得的是修正方

程(3．4)的解，而不是微分方程(3—1)本身的解。但是当△t’△x寸0时截断误差

o(缸2)+o{出2)斗o，因此差分格式(3-2a)与偏微分方程(3-1)是相容的。
如果当△t，Ax_0时

lf群一“川专0 (3-5)

则称有限差分近似收敛。这里卜0是在指定点(iAx,nAt)上U的准确解孑(f△‘n△f)与
计算值甜?之差的模。原则上，通过加密网格可以使有限差分近似与准确解任意接

近。

数值分析中的稳定性概念基本上与偏微分方程无关，它所关心的是在求解有

限差分近似时由于进行算术运算而产生误差的不稳定增长和稳定衰减问题。虽然

对于任何一种有限差分近似都有一个理论上的精确解，但由于计算机的台入误差，

每进行一次数值计算，就有一次舍入误差引入。这些误差是增大还是减小，反映
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出计算格式的稳定性质。如果一种近似格式是稳定的，则在原则上可使计算误差

达到任意小。

在涉及某一种有限差分近似的稳定性时，需要使用“条件”和“无条件”这

两个术语。一种“条件”稳定的差分格式意味着对网格宽度△t，缸，⋯等存在着约

束界限，在此界限之下数值解稳定，在此界限之上数值解不稳定。一个“无条件”

稳定的算法不存在这种界限。

在任何一种算法中稳定性多半是最关紧要的问题，因为对精度来说稳定性不

是充分条件但却是必要条件。在为求得数值解而作的任何尝试中，它通常是首先

会遇到的问题。只有当我们确信可以成功地进行一次有意义的计算后，才能进一

步考虑精度和计算效率。此外，经验表明一种不稳定的格式是不会收敛的。以下

Lax等价定理陈述了稳定性和收敛性之间的关系：

对于一个适定的偏微分方程的初值或边值问题，如果其有限差分逼近满足相

容性条件，那么差分格式稳定是差分格式收敛的充分必要条件。

二．稳定性判别

在判定一种有限差分近似稳定性的各种方法中，或许以Von Neumann方法f有

时候也称为Fourier方法)使用得最广泛。它在实质上是用一个有限Fourier级数代

表初始时刻的误差，然后考察当时间t增加时这些误差的增大或减小情形。在理论

上，这种方法只能用于具有周期性初始数据的纯初值问题，即它完全忽略了边界条

件的影响。此外，它仅适用于线性常系数有限差分近似(FDTD正是这种近似)。由

于线性性质，故可个别地处理每一个Fourier分量并与其它分量叠加。具有实际意

义的是Von Neumann方法总能导出稳定性的必要条件，而在很多情况下这也是充

分的。

为了便于讨论，考虑越?为标量的任一有限差分近似。我们在一个给定的时刻

t对各网格点的误差进行调和分解

j

EG)=∑w,e脚 (3-6)
，

式中S表示x轴上的格点数，l屈I是误差的频率，j是虚数单位√一1。由于线性性
质，我们只需考虑这些S项中的一项，即只考虑P妒。(式中∥是实数)。也就是说每

一个调和分量的增长和衰减是独立的。

现在用分离形式写出有限差分近似的解

E(f，x)=eYte妒‘ (3-7)

式中，=rC8)一般说来是复数。注意，产。时刻的解等于t=o时刻引入的误差。但
从(1—7)可以看出，为了保证t增加对原始误差不相应地增加，对所有的，，应有

∽I≤l(3-8)
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这一稳定性条件也可写为

I∥“l s l [Von Neumann条件] (3-9)

一般说来，如果我们定义善=er“=放大系数，则稳定性约束条件(1．8b)变成

㈦≤l (3—10)

以上我们对'ConNeumatm稳定性条件的讨论中，假定“?为标量。但是在我们

的电磁场问题求解中则涉及到多个因变量，3．2节对二维ADI．FDTD差分格式的稳

定性分析正是以上讨论的推广。

3．2二维ADI．FDTD的数值稳定性

证明三维ADI-FDTD算法的稳定性，涉及到非常复杂的代数运算，文献[3]采

用了公式推理软件Maple来完成这一过程。相对而言，二维情况要简单的多，这

里选择二维TE模的ADI．FDTD迭代过程来研究。

通常，对于一个如下形式的迭代过程

X”+1=A·x4 r3—11)

其数值稳定性可以通过所谓傅立叶方法确定：首先，把某一瞬间的空间场分布作

傅立叶变换，在空间谱域得到一个空间正弦模的谱；然后，考虑一空间谱域单色

波的迭代过程，求其增长矩阵人的本征值，A的本征值决定迭代过程的稳定性。

如果所有本征值的模小于或等于1，迭代过程是稳定的；如果其中之一大于1，则

迭代过程可能是不稳定的。

对于二维TE模，设沿X，Y方向的空间频率为kx，ky，则场分量的空域单色
模可表示为

E，bn=E唧}-_，k：(f+吉玲+七，(，玲B(3-12a)
BJh=Eexp{_．，k(f沁+砖c，+{灿B(3-12b)

见b+{=H：exp{-j[kx(i+{)Ax+k，(，+圭玲B(3-12c)
代A．-维TE模ADI-FDTD数值公式(2-18)有：
第一步：

∥=F一，．面At si《竽卜 (3_m)

∥=髟+_，尝s证(竽卜q (3．m)

∥叫一一，茜s辽㈢·E+，．五At s文㈢·∥ pm，
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第二步：

弘∥一／茜sm(㈢叫+
《～去sin(竽卜畸

(3-13d)

(3—13e)

F1叫t-，茜咖(㈢掣+／五At sm(㈢《畦 B啪
引用符号

上述过程可以写成如下矩阵形式：

U8+；=A1．U”

U“：人．．U“+{

U““=人·U4=AI·A2·U“

其中，

人l=

人2=

A2—0-：防)—．0-rt)I_

I —XY —Y

1一∥I-yyt 1一yy，
O 1 X
—y． X’ I

l一∥l一∥1一yy，

(1一．以)+0+．j四)·】■ 一2F】，

一2j∥．0一yy) (1+。以)·0-Y／)
一2y 列

其中引入了简化书写记号：

z寸去商n哔，

(3—14)

(3一15a)

(3—15b)

(3—15c)

(3—16a)

(3-16b)

(3-17a)

1●●●，●●●●●j霹髟町—．．．．．．．．．．，．．．．．．．．．．．．L

=U

j至一：里一。删一一√一一
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y1寸盖劬掣，
将特征方程det以·，一A)=o展开可得如下～元三次方程：

∥』±些±孥二坚：型．∥+一3-2．AX'-2．YY'-(RX')2_(yy,)2(1一肠。)(1一】7y。) (1一麒。)2·(1一】7’)2

+丝些幽粤之璺塑竖善堕』墅舡l：o(1一肠。)2-(1一yy’)2

(3-17b)

(3·1 7c)

f3—17d)

(3-18)

求觯这样一个万程的万法Z～是套用已有的公式，但涉及大量的代数运算。相对

而占采用尝试法要简单的多。将尝试解^=l， A：．，=口±_，·b代入如下方程

以一^)·以一丑)·以一厶)=0 (3—19a)

可得

刀一(2口+1)·牙+(口2+2a+b2)．A一(口2+62)=o(3-19b)
对照方程(3一18)、(3-19b)可得

口：焦≠(3-20a)扣—百一

6：iS(3-20b)R

^，3：———-—S-2+一j．$(3-20c)如，，2——1～
其中

显然有

设增长矩阵

则

R=(1一崩。)．(1一yy’)

⋯=1 (i-l，2，3)

A=矿～·隗，磊，^】．V=y～．D．V

(3-21 a1

f3·21b)

(3—22)

0-23)

竽竿

遗

吣

．剐

S

鱼蛳

旦础

．二、

．二、

=

=

r

∥
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【，1=A．Uo=y一．D．矿．Uo

U2=A．U1=y～．D．矿．V～．D．V．Uo=V～．D2．矿．Uo

(3-24a)

(3-24b)

U”=V～·D”·矿·Uo=V～．[丑“，如“，如“】·V·Uo (3-24c)

考虑到阮4i=1，(i．1，2，3)，这样的迭代过程必然是稳定的。
类似的证明过程适用于二维TM模ADI-FDTD迭代过程。

如果采用文献[8】的方法来证明二维ADI-FDTD算法的稳定性，推导过程更加

简单明了，但所得到的结果不足以导出准确的数值色散公式。本文第五章将引用

这儿的结果用以导出二维ADI-FDTD数值色散公式。
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第四章ADI-FDTD用于谐振腔分析

在以上两章中，我们介绍了ADI—FD]’D算法的概念和方法，并从理论卜证明了

二维ADI—FDTD算法的稳定性。本章把这种方法用于二维和三维谐振腔的分析。通

过具体的数值计算以证明ADI—FDTD算法具有实践意义上的无条件稳定性，并认

识该算法在运行时问和数值误差等方面的特征。

4．1 二维金属谐振腔分析

由矩形波导中的距■导模[2l】，令传播常数∥=0，可得二维金属谐振腔中的

TE。模的场分量分布为：

疋=可jcog·等帆c。s(等H引e脚 降埘

其中

B一等～m。rr．H．．sin、／m口无x)c。俘)e问 ∽㈣

H：=‰cos(爿a c。俘少＼ ／ ＼D／

七=丽
f4-Ic)

(4—2)

∞2了= (4·3)
q烨

j

这里设，a--b=1㈥， ／a=∥。， 占=60，则对于碣I模，七=√芴， 国：√芴c，
^。=√2，采用(2-12)的三种场量归一化形式之一可得：

疋=-压F．cos伍)sin匆)c。s(耐+訇 (4．4a)

q 2-讵T．siIl伍)c。s匆)c。s(耐一訇 (4—4b)

皿=cos㈤cos匆)cos缸) (4．4c)

在lm+lm的二维空间划分20+20个网格，这样对于扭Il模，网格分辨率为
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R：牟；』兰。28．3，这样的分辨率
△0．05

。

对于通常的FDTD而言是适当的。在边

界处的电场分量为零(PEC边界条件)。

由(2．31)知，初始时刻(t=0)

E=0 (4—5a)

E。=0 (4—5b)

H：=cos(Ax)cos(,-ry) (4-5c) 图4．1场分量位置

现在分别采用解析方法、标准FDTD和ADI．FDTD三种方法求解任意时刻腔

中的电磁场分布，并对所求得的结果加以比较。

图4．2 ADI．FDTD数值解和理论解对照图

这儿空间网格尺寸Ax=缈=△=1／20=O．05(m)。采用FDTD算法，CFL稳定

性条件要求的时间步最大值为Ato=△／轭c，模拟从to=O到t，=300．△b一段时间
内的物理过程需要300步；然而ADI-FDTD算法是无条件稳定的，时间步即使不

满足CFL稳定性条件也不会发散，不妨取CFL数

CFLN=61／厶fo=．3 r2．35)

模拟相同时间内的电磁物理过程，只需要100步；采用分析方法，这一物理时间

内腔内任一点的任意场分量都可以精确地计算。不失一般性考虑点p(o．05，0．05)，将
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H：(p)的分析解和数值解对照如图4．2。

(1) 采用ADI—FDTD算法，

毫没有发散的迹象；

由图可见：

当CFL稳定性条件不满足时，计算结果丝

(2) 数值解两峰值之间的间隔大于分析解(以ADI—FDTD较为明显)，

即数值解的谐振周期大于分析解，角频率小于分析解。由(2．30)可

知，对于确定尺寸任意均匀介质填充的二维金属腔，确定模式(比

如的髓。模)的波数是确定的；考虑N(2．31)，数值解的角频率小于
分析解可以理解为数值电磁波在一种不同的介质中传播，其介电

常数大于真空中的介电常数，即所谓数值以太。数值电磁波在数

值以太中的传播速度v。=1／√胆小于真空中的光速；
(3) ADI—FDTD相位误差明显大于FDTD；随着时间的推移，数值解的

相位越来越落后于分析解，因而场分量误差越来越大。

对E，和E，分量的记录结果也作了对比分析，除了幅值差异外，所表现的规律

完全和Ⅳ：分量相同。为了进一步观察ADIoFDTD相速度与时间步大小的关系，取

CFLN=I，2，3，4分别迭代10000次，将所得结果作频谱分析结果列于表4．1，更为形

象的振荡曲线放大图见图4．3。这些结果说明，ADI-FDTD的数值计算误差随着时

间步尺寸的增加呈非线性增长态势。

表4．1不同CFLN模拟结果对比

理论值 FDTD ADI-FDTD

CFLN l 1 2 3 4

频率(X108日．) 2．1213 2．1209 2．1165 2．1084 2．095】 2．077(

相对误差(％) 0．02 0．23 O．6l 1．24 2．09

如果我们模拟从f。=0至lJt，=40000·A气一段时间内的物理过程，采用FDTD，

取CFLN=I，需要迭代40000次，耗时23秒：采用ADIoFDTD，取CFLN=4，只

需要迭代10000次，耗时22秒。这说明ADI．FDTD具有通过增加步长减少步数以

提高计算效率的潜在优势。以下通过改变网格尺寸研究网格分辨率对ADI-FDTD

数值误差的影响。

表4．2 ADI-FDTD不同网格尺寸模拟结果对比

网格尺寸△(m) 1．0／20 1．0／40 1．0／60 1．0／80 1．0／100

频率(×10。H．) 2．0951 2．1147 2．1184 2．1195 2．1202

相对误差(％) 1．24 O．3l 0．14 0．08 O．05

f 运行时间(S) 2 9 26 77 122

表4．2为CFLN=3，迭代10000次所得计算结果。由表4．2可见，当网格较密

时，ADI—FDTD计算误差很小。因此在网格尺寸不得不取得很小(和波长相比)的

情况下，如果用FDTD模拟，相应的时间步也必须取得很小，．迭代次数增加，因而



总的运行时间将很长：而如果用ADI-FDTD模拟，则可以根据误差要求，选取适当

长时间步以提商计算效率，丽不必顾及CFL稳定性条件。

_0．8

．1

窀
I

一-ADl-DF兀)CFLN告3

--·--——theoretic

一-ADI·Fm C：FLN=2
ADI-F【丌D CFLN=1

@
200 210 220 230 240 250 260 270 280 280 300

Normalized"rime
tn--t／AtO

图4，3不同cFLN模拟振荡曲线对比

4．2三维金属谐振腔分析

考虑一个lmx2mxl．5m三维盒属空腔(如图4．4)，不妨取血=缈=△z：0．1m。

为了在腔中激励起感兴趣的谐振模式，可以在腔中心附近一点或多点加上如下形
式的激励源：

只(c)=吒(q一斗学]
F表示E或H，a表示x，y或Z。

取to=4T，t=^·At=n·以Ato)，

，t10·At=10·(，．at)，这儿11

为时间步．tn=CFLN为CFL数，

△r。=△／√3c。作为对比，我们 X

同时采用三维ADI—FDTD和

FDTD分别进行模拟。

图4．4三维金属腔

、：二淞mmmmmmmm埝
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首先取CFLN=I．1，用FDTD模拟，任取腔内一点的E纪录(如图4．5)，由图

可见，FDTD很快发散，这是我们预期的结果；但是如果采用ADI-FDTD模拟，

CFLN无论取多大都不会上述情况，比如我们取CFLN=1000，由图(4．6)可见，所

得到的结果并没有发散。

图4．5 E随时间步变化图(FDTD) 图4．6 E随时间步变化图(ADI—FDTD)

接下来我们取不同的时间步，分别用两种方法模拟腔中电磁场的演化。迭代

10000次，对所纪录的场值作傅累叶分析以求得主模的频率，结果列于表4．3。

表4．3不同时间步主模频率的计算值

CFLN 0．15 0．25 0．50 0．75 1．00 2．00 3．00

主模频率(MHz) 1．2480 1．2480 1．2484 1．2488 1．2492

FDTD 相对误差(％) 0．16 0．16 0．13 O．10 O．06

主模频率(MHz’ 1．2480 1．2480 1．2476 1．2472 1．2466 1．2419 1．23“

ADI-FDTD 相对误差(％) 0．16 0．16 o．19 0．22 o．27 O．65 1．25

利用以上数据绘制曲线图4．7如下。由此图可以清楚看到，当时间步减小时，

FDTD的误差越来越大，而ADI·FDTD的误差越来越小；图中两条曲线趋于一致，

但不是趋于零。 、

表4．4不同时间步主模频率的计算值(△x=凸∥产缸=0．05m)

理论值 频率信似Hz) 1．2500 1．6671 1．8028 1．9526

CFLN 迭代饮数 耗时(S) 频率值(MHz) 1．2499 1．676l 1．8022 1．9520

FD’n) 1 20000 752 根对误差(％) 0．008 0．54 O．033 O．031

CFLN 迭代次数 耗时(S) 频率值(tv住iz) 1．2434 1．6583 1．7824 1．9301
、 r

ADI．FDTD 4 5000 608 相对误差(％) O．53 0．53 1．13 1．15

为了进一步精细地权衡两种算法在计算误差和运行时间方面的得失，将网格
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尺寸减小一倍，取缸=ay=&=0．05m，采用两种方法分别模拟从t。=0到

t，：20000，△“一段时间内腔内的电磁物理过程。对于FDTD，CFL数的最大值为

1，因而最少的迭代步数为20000：而对于ADI-FDTD，我们不妨取CFLN=4，相

应的迭代步数为5000。该谐振腔的前四个模频率间隔较大，便于将计算值和理论

值比较，所得数值结果列于表4．4。从四个模频率的计算结果看，ADI—FDTD的计

算误差整体上大于FDTD。但ADI—FDTD可以取更大的时间步，迭代步数因而总

的运行时间得以减少。

一

●
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图4．7两种方法计算三维腔主模相对误差对照

4．3小结

以上两节将两种算法分别用于二、三维谐振腔分析，所得结论可以概括为如

下五个方面：(1)时间步不满足CFL条件时，ADI-FDTD算法仍然是稳定的；(2)从

二维单模情况的分析看，两种算法的误差均表现为相位误差，或色散误差；(3)相

同条件下，ADI-FDTD每迭代一次的时间为FDTD的数倍(就上述例子而言，大

约为4倍，但一般而言还与计算域的复杂程度有关)．且误差较大：(4)ADI—FDTD

的计算误差随时步减小而减小，FDTD的计算误差则正好相反，从图中看，两种算

法的误差在时间步较小时趋于一致； (5)在网格尺寸不得不取得很小(和波长相

比)的情况下，tEII—FDTD可以根据误差要求．选取适当长时间步以提高计算效率。
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第五章ADl-FDTD的数值色散

通过上一章的分析计算我们已经对ADI．FDTD算法的数值误差有所了解，本

章将就这一问题作专门深入的研究。ADI—FDTD算法一经提出，其色散误差的研

究就一直是一个重要的课题。文献【8】中所提出的二维ADI-FDTD色散误差公式是

在一种极强的特殊条件下导出的；文献[11]采用数值实验方法研究了二维

ADI．FDTD算法的数值误差，包括色散误差和幅值误差：文献[121导出了三维

ADI，FDTD数值色散公式；文献[13】则得到了两个二维ADI．FDTD色散公式，因而

认为相应地有两种二维ADI．FDTD算法。文献[8，12，13】中所得到的数值色散公式彼

此互不相容，而且都没有相应的数值实验支持。为此5．1节首先将文献[8，13】所得

二维色散公式与实验结果对照，发现二者均与实验曲线偏差较大；接着5．2节采用

傅里叶分析方法，导出一个与文献[12】三维公式相容的二维ADI．FDTD数值色散公

式；5．3节提供了相应的数值实验证明；5．4节从色散公式出发对比研究了

ADI．FDTD和FDTD算法色散误差的相同和不同表现；为了准确完整起见，5．5节

在重新推导核实之后，提供了三维ADI-FDTD色散公式。

5．1 核实已有的二维ADI—FDTD数值色散公式

文献[8]分别计算了二维ADI—FDTD前半步和后半步空域单色模的增长因子，

结果表明，一般情况下这两个因子都不等于l，但二者的积等于1，从而证明二

维ADI—FDTD算法是稳定的。为了进一步(但也许是粗略地)认识AD：一FDTD算法

的特征，在假设以上两个因子相等的条件下，得到了下面的色散公式：

万1咖2[刳+寿咖2(竽]-击sin2(书cos。1(书p·，
当然这个公式是初步的或近似的。

文献[13]用如下形式表示二维空间某一点某时刻的场量：

尼(，，刀=EoexpU(alnm一屯仫x—k,dAy)] (5—2)

需要注意的是，在该文献中以上表示式中的时间指标n可以为整数，也可以为半

整数。当rt为整数时表示间隔为舡的不同时刻的场值，当n为半整数时表示前后

两个半时间步中间时刻的场值。这等于假设了前后两半时间步的增长因子的模都

等于l，因而与文献[8]的结论相冲突。

在引入(5-2>表示法以后，文献[13]由(2—18)导出如下形式的色散公式：
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古sin2(刳耐(期古s血2[竽]．击sin2譬，p。，
显然这个公式在X和Y轴之间不对称，文献[13]认为这是由于ADI—FDTD公式(2—18)

选择了前半步在X方向耦合、后半步在Y方向耦合的次序。把这个公式和下文(5-22)

标准FDTD公式对照可见，除了Y相关项前多了一个cos2(toAt／2)#Y，二者完全一
样。通过把(2—18)的耦合次序变为先Y、后X方向，文献[13】得到了另外一个公式：

cos2(㈢古sin2(刳古sm2(竽]=击s访2学伶。，
并把(5-3)叫做x方向AD：一FDTD色散公式，把(5—4)叫做Y方向ADI-FDTD色散公

式。

为了检验所得到的数值色散公式，设计一个这样的数值实验：考虑M×M个

矩形单元构成的x．Y平面网格(设M为奇数)，将激励源加于点S(M／2一d，M／2一d)，

另外设置数据采集点A(M／2．d，M／2)，B(M／2．d，M／2+d)沿Y轴方向，C(M／2，M／2)，

D(M／2+d，M／2+d)沿方向角口=45。的方向，为了讨论方便，设△为一长度单

位，缸=J。·A，缈=Y。·△，如果缸=缈=A(即z。=Y。=1)，通常的FDTD算法

稳定性条件要求时间步大小At s At。=△，(√2c)，但ADI—FDTD算法的时问步大小

完全没有这一限制，设At=t。·At。，当时缸=Ay=A，t。即FDTD算法的CFL数。

图5．1数值实验方案示意圈

数值计算表明，如果M取充分大的值，从边界处反射回计算域的电磁波可以

被充分地隔离，因而边界条件的精度并不重要：但是在该数值实验中，由于所研

究的数值波是高度色散的，为使采样点的数值波衰减到充分小，采样时间需要充

分长，因而为了隔离反射波，M往往需要取得很大，数值模拟所需要的时间会很

长。因而这里使用了PML边界条件(详见本文第六章)。

在该数值实验中，激励源被加在磁场分量H，(M／2．d,M／2．d)上，使用了如下通

常形式的高斯源
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以(M_d’舭-d)=以(舭-d,M／2-d)+expl一旦笋I (5_5)

取“=4·T，T⋯2 At 2·(f。Ato)，t=竹·At=聍·(f。缸o)，n为整数，表示时阳J步，
即激励源每时间步馈入一次。这儿T的取值是可变的，其原因说明如下。由后面

的图5．4、5．5可知，当△f减小时，相应的数值以太中可以正常传播的电磁波的最

高频率变得越来越大，因而需要研究的频谱范围也越来越大，但高斯源所提供的

频带宽度有限，最大频率厂坩兰1／T【22]。为了得到充分宽的频带信息，T应该取得

充分小，数值实验的结果表明，选取T=2．At，让T随△f以系数为2的比例减小

是恰当的。

在二维点源激励情况，如果实验中的数值以太可以近似地看作为一种各向同

性的色散媒质(严格地讲，FDTD和ADI．FDTD数值以太是各向异性的，如图

5．8—5．13所示)，则有[22]：

H：(f，，)=÷·f(r—vt) (5·6)

其中r为观察点离开源点的距离。于是

H：(f，‘)=÷·厂(1一vt)， (5-7a)

日：(f，，2)；下1．厂(疋一vt)：下1．，(‘+三一vt)：—；：．厂[_一v(t-墨)](5-7b)
、，，2 √，2 、，r2 V

其中L=r2一_。用F表不傅立叶变换，即

研g(r)】=￡g(f)·e-JOtdt
利用傅里叶变换公式

F[g(t+fo)】=e凤·，【g(f)】

有

日白，，2)：F[H(t，，2)】：下1．P如‘-詈’．呵，(‘一w)】
吖r2

=粤．e埘专’F[H(t，‘)】：警矿争日p，‘)
√吒 √，2

因而

丢∥‘=剽压g～Ⅳ白，^)

(5—8)

(5—9)

(5-l o)

(5-11)



由上式所得到的v即相速度v。(∞)

再来交待～下如何利用数值色散公式计算数值相速的理论值。如上文所述，

为了讨论方便，引入代数量△(为一长度单位)，设血=‘·△，缈=Y。·△，

At=t。·At。(其中出。=△“√2c))，频率f=工·c／OOO△)，相速度Vp=V。·c，

kx=k．cos(O)，七，=k·sin(e)，(注意：所有带下标n的量都是无量纲量，n表示

normalized)，贝tI(5．1)数值色散公式将表示为如下形式：

旭川∥以¨_4咖2案矗ucosl等矗¨ 限121

一￡sm 2(孟矗x．c，o．s(O)，]一杀咖2陆矗半]_0
'。h●‰

喵磷蕊0‘卜～．． -‘‘——experimental

一·theoretic 2002
。、●～ heoretic 1999

～+’，、‘-
heomtic here

⋯飞

≮． ?、． ＼

≮气
；j
'

跨⋯
l；

DirectiDnAngleIe；00 tn=l

f
Normalized Frequency fn=f／(c／100A)

图5．2理论曲线和实验曲线对照图e=0。

对于文献【13】中的两个色散公式，我们选择(5—3)所谓x方向ADI—FDTD色散公

式来研究。引用上述符号色散公式(5-3)可表示为如下形式：

眠y√∥，，一，¨=咖2岛矗u一妄s缸2陆矗立警) 给。，，

一若sm2陆矗半]cos2除“]=。
给定‘，Y。，0，五和口的值，匕的值可用牛顿迭代法求得

呕¨1)巩(f)一焉 (5-14)
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将两种色散公式的理论相速曲线和由实验结果的到的相速曲线对照作图，其

中图5．2为口=00即x方向的色散蓝线，图5．3为日=450方向的色散曲线。这里

我们取x。=y。=1，t。=1，图中横坐标表示被模拟电磁波的归一化频率，纵轴表示

数值电磁波的归一化相速。图标中theoretic 2002表示文献[13]2002年提出的色

散公式；theoretiC 1999表示文献[8]1999年提出的色散公式，theoretic here

表示本文下节将导出的色散公式，作为对比也画在了一起。由图可见，文献[8]和

文献[13]中的色散公式和实验结果偏差较大。

。1’。’’’j!{§}ijj；：：i=：=．．．．。
、

。≮≮、-．‘、．
、、

k、1＼
--r

o

～ ＼。
、 恐i、

’k一、■1一罂型紫鼎． ’． ＼≮¨⋯⋯⋯⋯
、{一一theoretic 1999 ’

、§
··--theoretic here

'

l 气

’ {}-

I
’=

，名I
毪

-
i

Dimcti on Angle -0=450 tn=1 }／

0

5．2

5 10 15 20 25 30 35 40 45

Normalized Frequency fn=f／(c／1 OOA)

图5．3理论曲线和实验曲线对照图e=450

导出新的二维ADI-FDTD数值色散公式

在3．2节稳定性证明结果的基础上通过简单的推导试可以得到一个新的二维

ADI．FDTD算法的色散公式。

由特征方程(3-19a)得

D‘。”‘。o“An9I。e}45；【2)·Q一丑)=o (5—15)

将五，=d士，·6代入上式可得

∥一24．五+l=0

五+f1=2口

将增长因子

(5—16a)

(5-16b)
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第五章ADI—FDTD的数值色散

代入上式可得

f5—17)

(5—18)

cos2(础)=竿-1-簧 (5-19)

siIl2(coAt)=簧
将S,R等记号还原即得所求色散公式

sin2(础)=

4，[盖咖2(㈢+筹s洫2(矧+鑫咖2(㈢咖2L z／

r5—20)

㈤
[，+盖咖2(竽卅+筹s谊2降]]2

(5·21)

对于二维TM模可以得到同样的数值色散公式。以下在讨论ADI．FDTD数值

色散误差时不再区分TM模和TE模。

和通常的二维FDTD色散公式

咖2肇=盖咖2㈢+筹s洫2㈣ 僵zz，

相比较，二维ADI-FDTD色散公式显得要复杂一些，但是当△r_0时两个公式有
共同的极限形式

阱古s证2㈢+专s妯2伴] p：s，

此外，△f不变，当缸，缈适当地增加时，ADI-FDTD色散公式中使其区别于FDTD

色散公式的项相对减小，因而也导致了使二者一致化的倾向。

当△E缈，At-O对，二维ADt-FDTD色散公式以及=维FDTD色散公式的共

同的极限形式为

f詈}=t2+‘2 (5．24)
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5．3用数值实验检验新的色散公式

引入和5．1节相同的符号，新的二维ADI—FDTD数值色散公式可表示为如下

一正

半卅+磊甜(缸半]]2
￡咖2陆矗x．c嵋os(O)，1+若s虹2岳^-丝警]
+赤I

4

s血2陆矗x．c心os(O)，l曲2陆矗半]
=0

(5—35)

给定‘，)，。，t。，丘的值，当o=0。或口=90。时，V。的值可用解析法求得；在一般

的传播方向上。v．的值可用牛顿迭代法求得

0

心⋯)_v磨)-怒

1孓≤S毫～、 ； ； { {、N ＼．＼弋； ； ；

N { ＼i
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n=2 、、≮扪==1／
、 | } 成一～、tn-6斗＼

ft
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I

L
j
j

夕酾磊篙。。x．缸-。。。 f=脚剐f{
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Normalized Frequency fn=f／(c／IOOA)

图5．4理论曲线和实验曲线对照图(口=90。)

r5—36)

但是牛顿迭代法的求解过程和结果对初值的依赖性较强，如果简单地取％的初值
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为v。：1，则可能出现赝解甚至进入死循环。因此在求解L～V。曲线时，假设”一苎量
的篷续函数，则当工连续变化时，心的值也连续变化。如果％(j)=蚶工(i)】‘半孑
号i增加时^的值增加)， 可设V。(i+I)--V。[六O+1)】的初值为

v。(f+1)：v．(f)一s．[v。(f—1)--Vn(明，其中s是一个可调参数，例如当日=90。，‘一26’

’≮

慕孓≮
、～．

、、、、．

≤
、 。～、

一≮ ．I÷-tn=l
_

b 弋 ≮‘n=2
＼ 、 ，／ 夕／囊j

? f； ‘-tn=4 移，／in=6_!j

j／
： ＼

、| ／I；
／

‘； 少≯
： ／

Di陀9I阿r砺Ie

� �

二燃m酿!

5．5理论曲线和实验曲线对照图(p=45。)

x。=y。=1，时间步尺寸f。--6，4，

实验模拟。图5．4表示在口=90。方向，

，1分别做了相应的理论相速计算和数

磁波的归一化数值相速随归一化频率

化曲线，图5．5表示在口=45。方向，电磁波的归一化数值相速随归一化频率变

曲线。

图可见，实验结果和理论曲线吻合较好。但在低频端，当工<1时，实验曲

明显地偏离了理论结果；在高频段，尤其是在口=45。方向，实验曲线也偏离了

论结果。

一般而言，理论和实验总会有些差别，其原因有时可能是由于理论的局限

，有时也可能是由于我们无法完全控制的实验条件，或者其他与方法相关的系

误差。上述问题则可能部分地与相速计算方法有关。我们所采用的计算方法是

数值以太的各相同性为前提的，而事实上FDTD和ADI-FDTD数值以太却是各

异性的，而且由5．4节图5．8．5．13可见，各向异性特征随时间步尺寸增加或网格
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分辨率减小(等价于被模拟电磁波频率增加)而越来越突出a

5．4 ADI-FDTD算法和FDTD算法对比

无条件稳定的ADI．FDTD算法完全摆脱了稳定性条件的限制，时间步尺寸即

使取很大的值，也不会导致发散。但是一般来说有限差分法的精度与自变量差分

值的大小相关，如果时间步尺寸或空间网格在某一或某些方向上尺寸的取值增加，

将导致更大的求解误差。ADI．FDTD算法和FDTD算法的求解误差表现为色散误

差，两种算法的色散关系式不同，因而色散误差有着不同的表现。以下从四个方

面对比研究两种算法其色散误差的相同和不同之处：1．在特定的传播方向，同一次

模拟过程中不同频率的数值波以不同的相速传播一色散数值以太；2．特定频率的
数值波在不同方向以不同的相速传播——各向异性数值以太；3相同空间网格尺

寸和时间步大小的数值模拟，ADI．FDTD算法和FDTD算法的色散程度不同；4．

空间网格尺寸变化对数值波相速度的影响。

二维FDTD算法数值色散关系为：

咖2学=怎s诅2(刳+筹s抽2㈢ 伶：：，

如果引用如前所述的归一化变量，二维FDTD算法的数值色散关系可以表示

为：

f(x。，y。，t。，口，工，v。)=

曲2嚅“卜专衄2(孟．，一半]一若凼2(孟矗半]=。
对于给定的‘，儿，t。，口，正， ％的值可用如前所述的牛顿迭代法求得。

1．在特定的传播方向，同一次模拟过程中不同频率的数值波以不同的相速传播

——色散数值以太。

图5．6表示在口=90。方向，ADI-FDTD算法和FDTD算法归一化数值相速随

归一化频率变化曲线对照，图5．7表示在日=450方向，ADI．FDTD算法和FDTD

算法归一化数值相速随归一化频率变化曲线对照，其中对不同的时间步尺寸

f。卸．25，0．5，0．75，1．00，1．25分别画出相应的理论相速曲线，其中石。=Y．=1。

尽管当t．>l时，通常的FDTD算法是发散的，即截断误差在计算过程中被逐步放

大，因而实际的计算没有意义，但是将这些曲线放在一起比较，却有一定的认识

价值。由图可见：

(1) 同一次模拟中(即给定空间网格尺寸和时间步大小)，无论在口=90*还
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是口：450传播方向上，不同的频率成分相速度不同，高频成分的色散

误差总大于低频成分，无论是采用ADI-FDTD算法还是FDTD算法。

这说明两种算法所模拟的数值电磁波并不是传播予真实的非色散媒

质中，而是一种色散数值以太；

(2)

(3)

Normalized Frequency fn=f／(c／100△)

图5．6两种算法工一k曲线对照(护=90。)

空间网格尺寸‘=Y。；1保持不变，当时间步尺寸t。较小时，两种算

法的工一v。曲线趋于一致：当时间步尺寸t。增加时，ADI—FDTD算法

的^一v。曲线逐步下沉，而FDTD算法的五～v．曲线逐步上扬。因

此如果空阃网格取相同的尺寸，采用ADI-FDTD算法，电磁场数值波

所有频率成分的色散误差总大于采用FDTD算法，且当时间步尺寸增

加时，ADI-FDTD算法的色散误差越来越大，丽FDTD算法的色散误

差却越来越小(在时间步尺寸满足稳定性条件f．<l的范围内)；

越{=}，·c／(100A)侵
^ 】

五‘7j‘工‘云2正‘R=100(5-41)
其中R=Z／A表示空间网格分辨率。 由图5．8(缸=妙)可见，数值

电磁波的色教误差在方向角疗=90*传播方向总大于在方向角

口=45。传播方向，无论是采用ADl．FD丁D算法还是FDTD算法。对
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(4)

比图5．6和图5．7可知，数值色散曲线终止点的正在0=90。的传播

方向上较小，利用所得公式对图5．6中的／：l～v。曲线终止点的网格分

辨率R进行换算，考虑到FDTD算法要求t。<l，而ADI—FDTD算法

通常采用f。>1的值，可以得出如下结论：FDTD要求的最低网格分

辨率为R>3，ADI．FDTD要求的最低网格分辨率为R>4或者更大；

，
Directior Angle 9--45 ，√

／
—I FDTD tn=1．25

霹蒸
k_ Fmtn=1．00 八．一F呻tn=0．75

FDTD tn=0．50
—— FD．巾tn=0．25

7◆镣◆◆一；⋯{： 1

÷j

ADI FDTD tn=0．25

⋯⋯ADl FD．m tn=0．50
⋯ADI FDTD tn=0．75
---ADI FD．巾tn=1．00
■■ADI FD'I'Dtn=1．25

0 10 20 30 40 50

Norm剐ized Frequency fn=f／(1006)

60

图5．7两种算法工～心曲线对照(口=45。)

当0=900时，两种算法的所有^～v。曲线的终止点在一条过原点的

直线上(另见图5．4)，原来在曲线终止点

sin[刳=s蠕·书=· cs啦，

直线方程为以=50心；当口=45。时两种算法的所有^～％曲线的终止

点也在一条过原点的直线上(另见图5．5)，在曲线终止点

s协降卜㈤确陆古和 cs4。，

直线方程为‘=50√巩；

对于ADI．FD'I"D算法，在‘～％曲线的终止点，如果工继续增加色

散关系式是否仍然有解?当口=90。，‘=儿=1，f．《时，用解析法
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可以证明：色散关系式有解，但不是v。=0，而是一个复数。

2．特定频率的数值波在不同方向以不同的相速传播——各向异性数值以太

在图5．8中，取工。=儿=1，在图5．9中，取工。=1，儿=2，若归～化频率

都取为工=5，图5．8和图5．9将对应不同的网格分辨率，图5．8中，在X一轴

D[reotlon Angle e(degree)

图5．8两种算法口～¨曲线对照(血=缈，tn取不同值)

方向和Y-轴方向网格分辨率相同R，=R，=20，而在图5．9中，在x一轴方向和

Y．轴方向网格分辨率不同置，=20,R，=10。t。取不同的值，画出若干条0～h

曲线。由图可见：

(1)无论是采用ADI-FDTD还是通常的FDTD，所模拟的数值电磁波在不

同的方向上相速度不同，即数值电磁波在一种各向异性媒质中传播；

(2)空间网格尺寸保持不变，当时间步尺寸t。较小时，两种算法的0～v。曲

线趋于一致：当时间步尺寸t。增加时，ADI．FDTD算法的0～v。曲线逐

步下沉，而FDTD算法的0一v．曲线逐步上移。因此如果空间网格取相

同的尺寸，采用ADI．FDTD算法，电磁场数值波的色散误差在所有方

向上都大于FDTD算法。不论在x、y轴方向网格分辨率是否相同，

且当时间步尺寸增加时，ADI-FDTD算法的色散误差越来越大，而

FDTD算法的色散误差却越来越小(在时间步尺寸满足稳定性条件t。<l

的范围内)：
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(3) 同一次模拟中(即给定空间网格尺寸和时间步大小)，对于某一给定的

频率成分，若工。=Y。=l，在X·轴方向和Y．轴方向的色散误差最大，

若‘=1，Y。=2，在Y．轴方向的色散误差最大，无论是采用ADI-FDTD

算法还是FDTD算法。

0．975

二=≮量壶
⋯。．i⋯”’
．．．．；·一-。1
⋯⋯。．jl量◆_!
◆■◆'

-◆．}-lI
_FDTD
—Fm
—— FDlD
Fm
ADIFDlD

⋯⋯ADIFDlD

⋯ADI FDlD
·-·ADI Fm
■-ADJ FDTD

●一ADI FDTD

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Direction Angle 0(degree)

图5．9两种算法p～v．曲线对照(Ax≠4y，f．取不同值)

3．对于给定的空间网格尺寸和时间步大小，ADI-FDTD算法和FDTD算法的色散

程度不同(图5．10、图5．11)

(1)同一次模拟中(即给定空间网格尺寸和时间步大小，如取t。=1)，高

频成分的色散误差总大于低频成分，无论是采用ADI-FDTD算法还

是FDTD算法，无论在什么传播方向上，无论在x、Y轴方向网格

分辨率是否相同；

(2)同一次模拟中(即给定空间网格尺寸和时间步大小，如取t。=1)，不

同的频率成分(正取不同的值)，采用ADI-FDTD算法，0～¨曲线

的间距比采用FDTD算法稀疏。这反映了ADI-FDTD算法所模拟的

数值以太具有更加明显的色散效应；值得一提的是，如果取血=缈，

f。=1，采用FDTD算法，在0。45‘传播方向相速度严格地等于l’

即没有色散误差；ADI-FDTD算法则没有对应的现象：

|塞

啷

嘲

嘴
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同的网格分辨率。由图5．10、图5．11可见，除了(2)所述特殊情况

外，ADI．FDTD可以通过采用较小的网格尺寸得到相对较小的色散

误差(另见图5．6、图5．7)。

Direction Angle 0(aegroo)

图5．12两种算法0～v。曲线对照(△石=4y，网格分辨率变化)

4．空间网格尺寸变化对数值波相速度的影响

(1)考虑某一频率成分(如工=1)，如果使用确定的时间步尺寸(，。=1)，不同

的空间网格分辨率分别进行模拟，ADI．FDTD和FDTD算法对空间网格尺

寸的变化有相同的反应。xm=2，对应于网格分辨率R。=50；x。=5，对应于

网格分辨率墨=201如此等等。当网格分辨率减小时，两种算法的色散误差

在所有的方向上一致地增加，且口～v。曲线有趋于重合的倾向，这可以从色

散公式得到说明，在5．2节已经述及；

(2)由图5．12、图5．13可知，如果使用非均匀网格进行ADI．FDTD或FDTD数

值模拟，考虑某一频率成分(如五=1)，粗网格中的色散误差大于细网格中

的色散误差。

5．时间步尺寸的最大值

ADI—FDTD允许CFLN>I，但时间步尺寸越大，色散误差也越大。此外当CFNL

大于确定的值时，数值相速出现复数值，这表明数值电磁波已无法在所模拟的数

o，d>ic，^。u∞：b刚L口毋N萄∈oN
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值以太中正常传播。图(5．14)说明了这一情况。根据式(5．41)1酮中的五条曲线对应的

分辨率分别为R=100、50、33、25、20，可见网格分辨率越低，CFLN的最大允许

值越小。由高斯脉冲激励的数值电磁波通常包含一个较宽的谱带，其中高频成分

的网格分辨率较低，对于给定的CFLN值，这些成分可能无法正常传播。

以上从各个不同的侧面详细地剖析对比了AD]．FDTD算法和FDTD算法的相

同和不同之处，在此基础上可以简单明了地概括如下：(1)两种算法的色散误差

对空间网格分辨率的变化有相同的反应，而对时间步尺寸变化反应不同；(2)

ADI．FDTD算法的色散误差大于FDTD算法；(3)局部地或全局地提高网格分辨

率，两种算法的色散误差都不会增加。由于ADI-FDTD时间步尺寸的选择不受到

CFL条件的约束，如果计算域中的最小网格尺寸比所模拟的电磁场波长小得多，

可以根据所要求的计算精度，充分自由地选择时间步尺寸，从而获得比FDTD算

法更高的计算效率。

5．5三维ADI—FDTD数值色散公式

在此之前，文献[3】采用由加拿大Waterloo University开发的公式推理软件

Maple V5．2证明了三维ADI．FDTD算法的无条件稳定性，文献[12】采用Maple V5．0

导出了三维ADI．FDTD算法的数值色散公式。鉴于文献[3，12】中出现的量纲不一致

错误和印刷错误，为引用参照准确方便起见，本文作者重新推导了三维ADI—FDTD

算法的数值色散公式，所幸需要的推理并不复杂，可以不使用任何公式推理软件。

推理过程基本同二维情况，这里只列出经核实所得色散公式(纠正了文献f12]所给

公式中的一处印刷错误)：

sin2(础)=

盖咖2㈢+筹s血2㈢+筹咖2降)
△f4+面丽
血‘+函丽
础4+瓦瓣

咖2㈤咖2降)
甜降]耐降]
血2㈢s近2㈢

‘[1·㈥，为一降)s蛔2眵 s曲2降)
[1+盖咖2降]]2．1+筹甜降]『·[1+盖甜降)]2
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(5—43)

令△z一。。，可由三维ADI．FDTD算法的数值色散公式直接得N-维公式

(5-21)。这两个公式是相容的。



第六章用于ADl-FDTD算法的PldL

在第四章中我们将ADI—FDTD算法用于谐振腔分析。为了将ADI·FDTD算法

用于分析开区域问题，还必须发展相应的吸收边界条件。本章第一节介绍相关的

研究动态，第二节介绍Berenger所提出的建立在场分裂基础上的理想匹配层

(PML)吸收边界条件【16．19】，第三节提出一种新的实现方法，将Berenger的PML

由通常的FDTD推广到ADI．FDTD算法中。和采用原有的方法比较，采用所提出

的新方法，吸收边界的反射误差成数量级地减小，解决了文献[15，20]中提出的问题，

实现了PML和ADI．FDTD算法有实用价值的结合。在本文第三章的工作中采用了

这一方法。

6．1 PML研究背景

当利用FDTD模拟开区域的电磁场问题时，由于计算机内存有限，必须对计算

区域截断，使计算区域有限。在截断边界上必须满足吸收边界条件(ABC)，以模拟

电磁波无反射地通过截断边界，向无限远处传播。理想的ABC是难以实现的，通

常只能采用近似的ABC。

对于近似ABC，要求

(1)能够模拟向外传播的波；

(2)引入的反射应足够小，对计算结果的影响可忽略；

(3)保证算法稳定。

采用Mur ABC差分方案是比较方便的。但通常希望FDTD算法能够模拟的动

态范围与无反射暗室动态范围相比拟，以便理论值可以与测量结果相比较。一般

暗室可以获得低于．70dB的有效无反射区。注意，低于．70dB的动态范围相当于能

够把近似ADC所导致的“反射波”的振幅抑制到不大于入射波振幅的10．4。

在通常的FDTD算法中，理想匹配层(PML)吸收边界条件[1，2】理论上可以实

现反射误差任意小。Berenger起初所提出的PML是一种建立在场分裂基础上的媒

质吸收边界条件[16】，这种ABC第一次成功模拟了可以与无反射暗室相比拟的动

态范围。这种方法的特征在于对Maxwell方程所做的场分裂修正。场分裂即场分

量一分为二，场分裂导致场方程分裂，在一分为二的场方程中分别定义不同的电

导率。可以证明，平面电磁波也是修正形式Maxwell方程组的本征解。这一数学

过程可以理解为电磁波从一种物理媒质通过媒质交界面进入另一种“物理媒质”

(PML)，在后一种媒质中电磁波满足场分裂修正形式Maxwell方程，在其中基于
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所引入的电导率，电磁波由于损耗而沿传播方向衰减，而且任何频率、任何极化、

任何方向的入射电磁波都可以无发射的通过两种媒质的平面交界面。

Berenger所取得的成功大大地激励了PML的进一步研究，UPML(单轴各向异

性PML)就是这一时期的产物[191。和Berenger的PML相比，UPML不是通过修

改Maxwell方程，而是通过各向异性媒质属性来描述吸收层。在UPML描述的吸

收媒质中，电磁场仍然满足通常形式的Maxwell方程，和Berenger通过场分裂修

正形式Maxwell方程描述的PML相比，UPML更容易被看作为一种物理媒质，只

不过其各向异性属性有些特别而已。

应该指出，这两种PML并不等价【2】，但在理论上两种方法都可以实现电磁场

在媒质交界面无反射入射。

无条件稳定的ADI．FDTD算法出现以后，如何实现ADI—FDTD和PML的结合

是一个需要解决的问题。文献Us]将Berenger的PML引入了ADI—FDTD算法，当

时间步加大时，ADI-FDTD算法仍然保持无条件稳定，但PML的性能却随时间步

尺寸的增加而迅速蜕化：文献[20]将UPML引入了ADI-FDTD算法，同样的问题

再次出现。考虑到ADI-FDTD算法通常会使用较大的时间步尺寸，如此PML的价

值将大打折扣。

为了解决这一问题，本文发展了一种新途径以实现ADI—FDTD与Berenger的

PML的结合。采用所提出的新方法，当时间步尺寸增加时，PML的反射误差几乎

保持不变，与通常的FDTD PML相比，表现出完全相同的优越性能。应该说这是

PML本来具有的。

6．2 Berenger的PML介绍

·Maxwell方程的场分裂修正[16】

我们只考虑二维TE情况，对于二维TM和三维情况，可采用类似方法进行分

析。有耗媒质中二维TE情况的场量疋，E，以满足的Maxwell方程为

岛鲁+哦=等 (6-㈨

占。堡dt鸠=一警 (6-lb)

鳓iaH：∥皿：要一誓鳓百竹以2蓄一言
式中，盯和盯‘分别表示自由空间中的电导率和磁损耗。

如果将满足(6-1)式的有耗媒质层加在FDTD网格边界的外层，

(6-1c)

设平面波沿J
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方向传播，则

(6一1)变为

E乩筝：o
钟

Js。鲁+哆=一等
卜警一耻一鲁

r6·2a)

(6-2b)

如果 !=旦
(6．2c)

则 隧i鼍 睁㈣

式中·c=了当F，叩=1偿分别为自由空间中的光速和波阻抗。于是，Ey：幔，√岛∥o V岛
⋯ 1～。1

垂直穿过真空和有耗自由空间媒质的交界面时将不会发生反射。但是，当斜入射

时，反射将增加·所以，这样构造的ABC其复合的吸收特性最好也不过与局域

Berenger为了引入规定损耗和阻抗匹配的新自由度，Hz分裂为两个分量日：。

同时引入了新的电导率盯：，仃，和磁损耗t，盯：，并规定TE情形的四个场分量(而

岛鲁+qE=掣
岛鲁+吒q=一掣
鳓警+《以=一鲁

胁警+t如学

f6—4a)

(6·4b)

r6-5a)

r6—5b)
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换句话说，Berenger构造了一般新的非物理媒质(称为PML媒质)，在该媒

质中场满足的方程为(6-4)和(6．5)(并不一定是Maxwell方程)。而这些场分量中电

场分量与FDTD网格的自由空间中的电场分量一致，磁场分量用(6．3)相联系。

可以看出，(6-4)和(6—5)(称为PML公式)代表了通常模拟的物理媒质的推广。

●TE波在PML媒质中的传播

考虑平面波在PML媒质中传播。令电场与Y轴交角为西，则

E=一凰since加(““一剐 Ey=Eo cosCe+抽(’“—彦) (6．6)

比=比。口归㈣一彦’ ％=也oP雕“一彦’ (6—7)

设晶已知(与激励大小有关)，则(6—6)和(6．7)中包含四个特定量

口，尾王k。，Ⅳ。。。将(6-6)和(6—7)代入(6．4)_jfql(6—5)，则

氏凰sin≯一，詈民sin≠：p∞。。+H，。)∞
’⋯ ⋯

占。Eo eos≯一，鲁凰c。s≯=口∞。。+日，。)∞
’⋯ ⋯

‰H。。jd∞'X Eo c。s声=蛾c。s≯

风‰一专岛。=PEo血妒

(6—8a)

r6—8b)

r6—9a)

r6—9b)

从(6—9a)和(6-9b)中提取日m和日，。，然后分别代入(6-8a)和(6．8b)中，得

黼卜剖咖妒=∥I aCOS{6i+蕊#sin触≯／1 睁-哟

M[H剖cos细卜G厄COS，妒石+卑-jar／O。Po)]伶·㈣
两式相除，得

曼：s．_in—#O-ja—,／O．嬉o)
a cos妒(1一jox}觇01

(6—11)

然后从(6-11)h‘fl(6一lOb)可得口2，拍-11)#tl(6．10a)可得罗2。于是得到两组符号相反的

Q，∥)，对应于沿相反方向传播，选取正号：

口=辱(H争O"z妒∥=簪(H割sm妒
式中．

G=属面丽面
(6一12)

(6-13a)
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取=而l-jo：'丽J6080，％=尚镊
用甲表示任何一个场分量，K为其振幅，C为光速，则由(6．6)和(6．7)，

甲：K。，m(，鼍产]。学。等，
将口和∥代／k(6—9)得

日。。=Eo。风cf-互-o‘吉睨c。s2妒

‰2凰摆‘吉％咖2妒
谈 氓_H讷+H旷氐妊‘6

z一鲁H=厍旧o 、『氏

●无反射匹配条件

如果b，，盯：)和b。仃：)满足

生：旦
岛 ／．to

图6．1波进入一般媒质和PML媒质的传播

则在任何频率和入射角呢=％=G=I，-T是(6．14)和(6．17)变为

瑚

∽

跏

哟

柳

D

一

㈣

一
一
㈣

㈣

伶

导

∞

爷

晒

∞

睁

哟睁
．q～=￡
=

q一岛
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y嘲e扣(r竺竽业)．e等2‘e等!，y。‰
。 。 ’· 。‘ ‘“

Z：．陋
～岛

(6-19)

(6-20)

(6-19)第一个指数项表明在PML媒质中波以光速沿与电场垂直的方向传播，剩余

的两个指数项表明波沿x和y方向指数衰减。(6-20)表明PML媒质中的波阻抗与真

空中波阻抗相同，且与入射角无关，这意味着电磁波以任意角度从真空中入射到

PML媒质交界厩时将无反射地进入PML媒质中，并在PML媒质中衰减地传播。

●PML的理论性能[2]

以上简单介绍了用于FDTD空间网格截断的理想匹配层(PML)理论基础，

但没有涉及PML的厚度。当用于截断FDTD网格，PML的厚度必然是有限的，

即被一个边界所截断，比如是一个PEC壁(如图6．2)，到达PEC的剩余能量将被

反射回FDTD网格区域。此外，盯和仃‘在两种媒质分界面上的不连续变化也会导

致较大的离散误差，成为一种虚假的反射误差。

图6．2二维FDTD网格的PML吸收边界结构

对于二维TEFDTD网络，Berenger提出了图6．2所示的吸收边界结构。Berenger

建议PML中的损耗应当随PML媒质层深度p适度地增加，如

,,Co)--盯。0吖艿)舶 (6-21)

其中艿为PML厚度。这样产生的反射为[2】

Rp)=e-24j-5“纠_“，即 f6-22)

当垂直入射时胄(o)=口‘24一州”’妇，当相切入射时R(90。)*1。在实际模拟时这不会
成为问题，因为工=并。处PML的反射波与y=Yo处PML边界几乎垂直而被吸收。
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一个有效的PML必须在PEC壁的反射与离散误差之问取的平衡：为了减小反

射误差，盯和盯‘应该取尽可能大的值；不幸的是，如果盯和盯+的值取得太大，由

于FDTD差分近似所导致的离散误差上升为主要矛盾，成数量级地大于PEC壁的

反射误差。大量的数值实验表明，如果采用(6．21)的变换，m的最佳值介于3和4

之间：对于厚度为10个网格单元的PML，反射误差的最佳选择为R(0)=e-16；对

于厚度为5格网格单元的PML，反射误差的最佳选择为R(O)=g～；由此决定的仃～

的最佳值为

m+1

O'opt 2而诱忑 ‘6·23)

当口和盯+的值给定值后，将(64)和(6．5)做FDTD离散即可得相应的PML差

分格式，如将(6-4a)离散如下

岩(tf麓．，一疋k扣)+．02'y、(E。I[。n+∥l+E一如)=吉(以f瑶H—H：f焉一)(s．：4)

6．3 ADI—FDTD和PML的结合

仍然以一维TE模为例，征孜一股的情况F，考虑尢反射匹配条件(6—18)以后，

Berenger的场分裂形式的Maxwell方程为

坼誓嵋坼E：掣(6-34a)钳r—蓄如y6最Ex 2二=否产 3

∽誓4-O'xSOSrEv：一掣(6-34b)岛‘言 一2f
M，警+毗∥。=一鲁(6-35a)

M鲁+qM如=鲁(6-35b)
将以上方程做ADI．FDTD离散即可得ADI-FDTD PML离散公式，问题在于如

何离散。以(6-34a)舶J，文献[15】的方法是
前半个时间步，

警陋J葛一Eh，)+半BI葛+疋b，)=古一I如峙一致l≈一)
r6．36a)
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后半个时间步，

警。IE叩I"巾+l-疋f警)+半B隐，+Ei葛)=专(以憾n+l一一H，隐n+1，1t)
砸-36b)

ADI-FDTD如此结合PML以后，仍然是无条件稳定的，且当时间步△f较小时，比

如cFLN-o．5时，实际的最大反射误差与通常的FDTD相当；但是当血较大时，

比如CFLN=7时，实际的最大反射误差达到1％以上(如图6_3所示)，这样的PML

已没有什么优越性。注意，这里没有采用Berenger建议的指数时间步进，代以时

间导数的中心差分近似，文献[24】对这种形式的有效性和优越性做过研究。

-90

-100

—Present ADI·FDTD PML Point A
·--—-·Odginal ADI-FDTD PML Point A

Original ADl-FDTD PML Point B

Presenl ADl-FDTD PML Point B 一 ．．，一一
．．一‘●‘，’，

．，‘，‘。一‘

．／。
／．，-，’

名。
，

，

_

，
，一

，

0 1 2 3 4 5 6 7 8

CFLN

图6．3 两种方法最大反射误差对照

为了理解其中原因，回过头来考虑微分方程(2．10a)。可以认为(2．18a)是

(2．10a)在空间某一点(i+I／2d)，某一时刻n的差分近似，注意E，的时间导数项

代以其向前时矧差商；(2．18d)是(2．10a)在空间同一点(i+I／2j)，后一时刻n+1

的差分近似，注意占，的时间导数项代以其向后时间差商。正是基于这一概念我们

将(6-34a)重新傲如下离散

前半个时间步，

警(疋悖一咄}．，)+O'ySOErEb=古(也‰一H枇{)(6-。，曲

娜

枷

枷

螂

珊

瑚
^墨-oE山量蓄一—墨E呈≮：
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后半个时间步，

警(啪厂E㈨+0"yo％6r啪广古(咄n+扣l r啡a+扣l{)睁s御
以下数值实验结果说明，这一概念很有价值。

6

4

k

2

量

．重。
蚕
12

-4

．6

x10"s

——Present ADI-FDTD PML(cFLN=0．5)
⋯Odglnal ADI·FD．巾PML(CFLN=0．5)
⋯⋯Fm PML(CFLN=0．5)

，” 、、
，
Y
_

p 、 7

?j
I} ／

，

、、_- 一广‘／ {
l

，， ’。。，。
，

I，
I

l，，

PointA

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

11mefinAt0)

图6．4当CFLN--0．5时A点的反射误差对照图

为了对比ADI—FDTD与PML的不同结合方式所产生的不同结果，我们来研究

一个二维TE波模拟问题。将整个计算域划分为60*60个均匀网格(含PML)，PML

吸收层加在正方形计算域的四条边带上(如图6．2所示)，厚度为10个网格。在

PML吸收层中电导率按照(6-21)和(6·23)定义，注意这里取占，=1'In=4。在计算域

中部一点C加高斯脉冲激励

以(c)=吃【30】【30】 (6-38a)

即侧咧s哪明+斗(毫产川 ㈣b，

这JLt。=cFLN表示时问步的大小，At=thato，Ato=△／V2cJ，△=Ax=Ay。
在邻近两种媒质交界面处取两点A(在邻近该点的交界面处电磁场垂直入射PML)

和B(在邻近该点的交界面处电磁场45‘斜入射PML)，取A、B两点的场

皿∞)=H：[30][49】，日。p)=Ⅳ：[49】[49】作为研究对象。为了将PML的实际反
射误差从数值解中分离出来，还需要一个作为参考的数值解，这可以通过加大计
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图6．5当CFLN=0．5时A点的反射误差(dB)对照图

f——Present AD卜FDlD PML{CFLN=4j』
l⋯OrJginal AD卜F呻PML(cFLN=4)I
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图6．6当CFLN=4时A点的反射误差对照图
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，、 ——Pmsent ADI-FDTD PML(CFLN=4)
＼， ， ⋯OfiginaI ADI-FD．巾PML(CFLN=4)
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图6．7当CFLN--4时A点的反射误差(dB)对照图

算域以隔离反射误差来求得。我们所考虑的是如下定义的相对反射误差

日。。(f)=I扫舰(|)一日呵0)I／max{abs瞳珂(f)】}(6-39)
当CFLN=0．5和CFLN=1时，Bercnger的PML还被用于FDTD数值模拟以对

比其反射误差。图6．3表示最大反射误差和时间步尺寸的关系。图6．4、6．5、6．6、

6．7表示A点附近PML的反射误差随照射时间变化规律(B点的情况类似)，其中

图6．4、6．5中，包括了标准FDTD PML的反射误差曲线作为对比，CFL数等于

O．5；图6．6、6．7中，CFL数等于4。以上所有图中，除图6．4、6．6中的反射误差

为线性表示外，其它三幅图中的反射误差均以分贝为单位表示。由图可见：

1．在ADI-FDTD数值模拟中，采用原有的方法离散修正形式Maxwell方程，

PML的最大反射误差随时间步尺寸的增加而迅速增加，而如果采用本文所

提出的离散方法，PML的最大反射误差则很稳定；

2．恰好在电磁场脉冲通过PML交界面的一段时间内，即使当CFLN较小的

时候，采用原有方法的反射误差也要比采用新方法大过数倍数十倍；

3．采用本文所提出的方法离散修正形式Maxwell方程，ADI-FDTDPML的反

射误差与FDTD PML的反射误差基本一致。

限于篇幅，这里只给出几个典型图例。更多的数据充分表明，采用原有的方
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法离散修正形式Maxwell方程式是不恰当的；而只要采用概念统一的、新的离散

方法，不论是在FDTI)还是在ADI—FDTD数值模拟中，Berenger PML的作用相同。
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ADI—FDTD是一种较新的算法，该算法区别于通常FDTD的根本特征是无条件稳

定性，采用这毒中新算法时闯步大小的选择不再受到CFL稳定性条件的限制，因而

具有通过选择恰当时间步以提高计算效率的潜在优势。

本文第二章对这一算法作了较为完整的介绍：第三章在简要说明算法稳定性

概念的基础上。提供了一种二维ADI—FDTD算法的无条件稳定性证明；第四章则把

这一算法用于二、三维谐振腔分析。这三章的主要结论有：(1)ADI-FDTD算法具

有无条件稳定性；(2)该算法的计算误差表现为数值波的相速误差或色散误差；(3)

二维ADI—FDTD占用内存比FDTD增加i／3或Z／3，三维ADI—FDTD增加1／2：(4)

ADI—FDTD每迭代一次比FDTD需要更长的时间，就本文例子而言大约为4倍。

本文第五章通过数值实验说明文献[8]和文献[13]提出的数值色散公式与实

验结果有较大偏差，并利用第四章稳定性证明所得到的增长因子方程导出一个与

实验结果吻合较好的二维ADI—FDTD数值色散公式。该公式与文献[12]所得三维公

式相容。本章中的大量图例说明：(1)相同空间网格尺寸，相同时问步大小，

ADI—FDTD较FDTD具有更大的色散误差：(2)随着时间步尺寸的增加，ADI—FDTD

的色散误差增加，而FDTD的色散误差却减小(在保证不发散的前提下)；(3)当空

闯网格尺寸增加时，两种算法的色散误差都因此而增加，而且相速曲线有趋于一

致的倾向；(4)ADI—FDTD和FDTD数值以太均为各向异性媒质：(5)如同过大的网

格尺寸将导致数值电磁波无法在FDTD数值以太中传播，过大的网格尺寸和时间步

大小都将导致数值电磁波无法在ADI—FDTD数值以太中传播；(6)频率越高，色散

误差越大，对于确定的数值模型，高于确定值的频率成分将无法传播。

本文第六章介绍了PML研究的主要成就，分析了文献[15]将PML用于ADI-FDTD

算法时，PhIL的性能随时问步尺寸增加迅速蜕化的原因，并提出了不同的方法用于

离散Berenger的场分裂形式Maxwell方程。采用本文提出来的方法，ADI-FDTD PML

不仅在CFL数小于l时与FDTD PML作用相同，而且当时间步尺寸增加时，最大反

射误差仍然稳定在-80dB上下，解决了文献[15，20]中所提出方法存在的PllL性能

蜕化阅题。

ADI—FDTD作为对FDTD算法的补充，在计算域的结构比较复杂，因而网格尺寸

相对于波长小得多的情况下，使用ADI—FDTD算法可以根据精度要求，通过选择充

分长时间步取的较高的计算效率。

与本文工作相关需要迸一步研究的题目有：(1)对于给定的精度要求，如何

选取恰当的建模参数，如空间网格尺寸和时间步大小，最好能给出一个公式；(2)
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将单轴各向异性理想匹配层(UPML)推广到ADI—FDTD；(3)相关的应用研究。
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附录A：Thomas算法

ADI—FDTD差分方程的求解归结为一个三对角系数矩阵线性方程组的求解，

有一种十分有效和简单的算法可用来求解这类方程。这种方法基本上是高斯消求

法的变种，通常称为Thomas算法[A1]。正是由于这种简单有效的求解方法，

ADI—FDTD方法的优点才更加突出。此外在其它的一些实际问题中，例如解常微分

方程边值问题，解热传导方程以及船体数学放样中建立三次样条函数等，也会遇

到求解如下对角占优的三对角系数矩阵线性方程组

bL。l

42 b2。2

q 岛 cf

口¨钆一l cp

口． b。

而

t
●

：

工H

Z

b
：
●

．{。

，简记为Ax=f． (A-I)

其中

㈨躲嚣籍誊
(b)Iblf>fclf；

(c)⋯>Ja，I+lc,I，i=2,3，⋯，n．1；

(d)lb。{>蚓．

我们利用矩阵的直接三角分解法来推导解三对角线方程组(1)的计算公式。由

系数矩阵A的特点，可以将A分解为两个三对角阵的乘积

A2LU (A-2)

其中L为下三角矩阵，U为单位上三角矩阵。下面我们来说明这种分解时可能的。
设
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bl cI

42 b2 C2

’·c一一‘

口^ 吒

％

72％

以瓯

1层

1％

艮。
1

(A一3)

其中口，，屏，以为待定系数。比较(2)式两边即得

、
bl 2口-，c1 2a,8-， ]
a。=以，b．=Yi屈一l+口。(i-2，⋯⋯，n)，} (A一4)

c。=口f8i (i_2，⋯，rl一1)，J

由于％=bl≠0，故有届=c1／b)；又h|>川>0，从而o<慨f<】．下面我们由归
纳法证明

Ja。J>lc。J≠0 (f=1,2，．一，n一1) (A一5)

从而由(4)，-⋯D。'．一t l屈=c，／a，，且o<l卢J<1(i=2，⋯，"一1)．
(4)式对i=l时成立的。现没(4)式对i一1成立，求证对i亦成立。由归纳法

假设0<I屈一。I<l，又由(3)式及A的假设条件有

l口。I=lb，一Z,8。I=lb，一“。∥。|>{6，J—ln，∥。f>』6，f—Iail>-c。≠o，
从而

屈=c，／a。，且0<恻<1(i=2，⋯，n一1)． (A-6)

概括起来，有

{o、--bI
L 7，=d。 d，=b。一ai屈一1 (i=2，⋯，n) (A一7)

r 8l=Cl／b1

L届=c。／(a．一口。屈一1) (i=2，．一，n一1) (A一8)

这就是况，由A的假设条件，我们完全确定了k。)，{属)，p，)，实现了A的LU分解。
求解Ax=f等价于解两个三角形方程组

(1)Ly=f，求Y：

(2)Ux=y，求X．

从而得剑求解三对角方程组的Thomas公式：

(1)讨算肛的递推公式

广届=c1／bl
—

L p。=ci扳b?一ai8 7。)

(2)解Ly=f

r Yl=^／bl
|L y。：(，一d。y。)／(6』一d。屈一，)
(3)解Ux=y

(i=2，⋯，月) (A一1 0)

1●●J●●●●，●●●●●，●●●J
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l xn书n
L zf=Yf—fl,x『+1 (f=n一1，n一2，’～，2,1)(A一11)

注意到上述Thomas公式的求解过程是一个顺序过程，因此这一方法有时又被

形象地称为追赶法[A2]，将计算系数届_∥2寸⋯o∥。， 以及

Y．寸Y，_⋯一Y。的过程称为向前追的过程，将计算方程组的解

x。一x。一⋯一x．的过程称为往回赶的过程。

Thomas公式实际上就是把高斯消去法用到求解三条带系数矩阵线性方程组上

去的结果。这时由于A特别简单，因此使得求解公式也特别简单，计算量仅为5n一4

次乘除法，特别是在ADI—FDTD电磁场数值模拟过程中，实际上是在反复求解形如

,ix=石的线性方程组，由于系数矩证A不变，在进入求解线性方程组Ax=．力的循

环(，=1,2，⋯，，。)之前，系数矩阵A的LU分解即已一次性完成，所以每求解一次

方程组出=石仅需增加3n一2次乘除运算(假设．‘是已知的)。如果用标准的高斯

消去法求解，则大约需要作n3次乘除运算，而迭代法也大约需要做n2次乘除运算。

因此我们说Thomas算法求解三条带系数矩阵线性方程组特别有效。
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