
摘要

1961年，Piatetski—Shapiro[1]定义了Siegel域并证明了任何Siegel域全纯同构
于有界域．接着，Vinberg，Gindikin和Piatetski—Shapiro[2]于1963年证明了任何齐
性有界域全纯同构于齐性Siegel域．1976和1977年，许以超[3】构造了一类特殊
的齐性Siegel域，即正规Siegel域D(‰，F)，并且在[4】中证明了任何齐性Siegel域
仿射等价于正规Siegel域．1976年，许以超还定出了全纯自同构群Aut(D(YN，F))
的李代数aut(D(VN，F))和仿射自同构群Aft(D(VN，F))的生成元．与此同时，
Dorfmeister给出了齐性有界域的一个代数实现和垒纯自同构群，但是该工作中一
些全纯自同构群的存在条件并不清楚．
用Cauchy．Sze95核s(z，{)，华罗庚【6】构造了典型域上的形式泊松核P(z，虿，f，})

=IS(z，{)12／s(z，互)，并证明了形式泊松核是泊松核函数．1965年，Koranyi用李群
理论证明了形式泊松核是对称Siegel域上的泊松核．若D是一个不可分解的正
规siegel域，许以超证明了形式泊松核是泊松核当且仅当D是对称siegel域．注
意到对称域的Silov边界S(D)在迷向子群的作用下是可递边界，而对于非对称
域的情形，在迷向子群的作用下，Silov边界S(D)不是可递边界，我们可以提出
下述问题：当D是非对称齐性Siegel域，在Bergman度量下，Silov边界S(D)上
的连续函数类到Laplace-Beltrami调和函数类的积分表示是什么?
为了考虑泊松积分，我们需要得到正规Siegel域最大连通全纯自同构群Aut(D(VN，F))的生成元集和固定点(俩o，0)的迷向子群Iso(D(VN，F))的生
成元集的确切表示，进而给出在迷向子群Iso(D(h，F))作用下Silov边界所有轨
道的确切表示．本文给出了固定点(vc-rvo，0)的迷向子群Iso(D(VN，F))的生成元
集并加以证明．
本文共分三章，第一章简要介绍有关背景及本文的所要解决的问题；第二章
给出本文所用的一些符号及后面证明所需要的一些定义和定理；第三章在许以
超教授关于正规Siegel域所做工作的基础上，通过求解一些常微分方程组，给出
一些单参数子群，从而得到了正规siegel域的迷向子群的生成元集．

关键词： 正规Siegel域，全纯自同构群，迷向子群，单参数子群，齐性Siegel
域，齐性有界域．



ABSTRACT

In 1961，Piatetski-Shapiro[1】defined Siegel domains and proved that any Siegel do．
main is holomorphically isomorphic to a bounded domain．Successively,in 1963，Vinberg，
Gindikin and Piatetski-Shapiro[2]proved that any homogeneous bounded domain is holo-
morphically isomorphic to a homogeneous Siegel domain．In 1976 and 1977，Yichao Xu[31
constructed a class of special homogeneous Siegel domain，i．e．normal Siegel domain

D(VN，F)，and proved that any homogeneous Siegel domain is affine equivalent to a nor-
mai Siegel domain in【4】．Also in 1976，Xu determined the Lie algebra aut(D(-，Ⅳ，F))of
the holonlorl)hic automorphism group Aut(D(V，Ⅳ，F))and the generating elements of the
affme automorphism group Afr(D(I，Ⅳ，F))．At the same time，Dorfmeister gave an alge。
braic realization of a homogeneous bounded domain and the holomorphic automorphism
group，but the existence condition of some holomorphic automorphisms in his work is not

clear

h'0211 Catmhy．Sze95 kernel s(。，i)，Hua[61 constructed the forreal Poisson kernel
P(z，i，f，∈)=IS(z，{)12／S(z，手)on a classical domain，and proved that the formal Poisson
kernel is the Poisson kernel funetion．In 1965．Koranyi proved that the formal Poisson

kerilel is the Poisson kernel on tim symmetric Siegel domains using the Lie group theory．

When D is an indecomposable normal Siegel domain．Xn proved that a formal Poisson
kernel is Poisson kernel if and only if D is a symmetric siegel domain．Note that the Silov

boundary S(D)of a symmetric domain is a transitive boundary acted by the isotropic

subgroup，but in the case of non-symmetric domain，the Silov boundary S(D)is not a
transitive boundary acted by the isotropie subgroup．So we can pose the following problem：
when D is a lion—symmetric homogeneous Siegel domain．what is the integral representa，
tion from the contimlous function class Oll Silov boundary S(D1 to the Laplace—Beltrami
harmonic function class with respect to the Bergman metric on D?

In order to consider the Poisson integral．we need to give the explicit expressions of the

followine；two sets：oue is the generating elements of the maximal connected holomorphic

automorphism group Aut(D(％，F))acting on the normal Siegel domains，the other is the
generating elements oftheisotropic subgroupIso(D(1哺，F))ofthefixedpoint(~／一1如，O)．
Particularly,we give the explicit expression of ail orbits in the Silov boundary under the

action by the isotropic subgroup Iso(D(h，F))．In this thesis，we will give the generating
element set of the isotropic subgroup Iso(D(1k，F))of the fixed point(~／一l”0，o)．
The thesis consists of three chapters．Chapter one gives a brief jntroduction to the

relevant background and poses the problem which we will solve in this thesis．Chapter

two introduces some necessary definitions and theorems needed for further arguments．In

chapter three，based on professor Yichao Xu’s work，we obtain the main results of this

thesis：give some one parameter subgroups by solving some ordinary differential equations
and get the generating element set of isotropic subgroup of normal Siegel domain．

Key words：normal Siegel domain，holomorphic automorphism group，one param-

eter subgroup，homogeneous Siegel domain，isotropic subgroup，homogeneous bounded

domain．
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第一章主要结果

1959年，Piatetski—Shapiro在研究对称有界域的自守函数时发现了Siegel域。
并在1961年ft】给出了其严格定义，证明了任何Siegel域全纯同构于有界域．接
着。Piatetski—Shapiro与Vinberg，Gindikin于1963年[2】证明了任何齐性有界域全
纯同构于齐性Siegel域，从而将齐性有界域的分类问题归结为齐性Siegel域的分
类问题．
1976和1977年，许以超f3】3构造了∥中一类特殊的齐性Siegel域，即正规Siegel

域D(¨，F)，正规Siegel域是由满足一定条件的特殊矩阵集合(N矩阵组)定义的。
并且在【4l中证明了任何齐性Siegel域仿射等价于正规Siegel域．这样齐性Siegel域
的分类就转化为正规Siegel域的分类，进而转化为N矩阵组在等价意义下的分类．
但是这个分类问题至今还未被完全解决．1976年，许以超还定出了正规Siegel域全
纯自同构群Aut(D(妇，F))的李代数aut(D(VN，F))和仿射自同构群Aft(D(¨，F))
的生成元，并给出了D(h，F)中一固定点p=(∥j蛳，o)，‰=(1，0，I，⋯，0，1))的
迷向子群Iso(D(％，F))的李代数i80(D(h，F))．与此同时，Dorfmeister给出了齐
性有界域的一个代数实现和全纯自同构群，但是该工作中一些全纯自同构群的
存在条件并不清楚．
用Cauchy-Sze95核s(五D，华罗庚【6】构造了典蛩域上的形式泊松核尸(毛-'毛西=

IS(z，{)12／s(z，劫，并证明了形式泊松核是泊松核函数．1965年，Koranyi用李群理
论证明了形式泊松核是对称Siegel域上的泊松核．若D是一个不可分解的正规
Siegel域，许以超证明了形式泊松核是泊松核当且仅当D是对称Siegel域．注意
到对称域的Silov边界S(D)在迷向子群的作用下是可递边界，而对于非对称域
的情形，在迷肉子群的作用下，Silov边界S(D)不是可递边界，我们可以提出下
述问题：当D是非对称齐性Siegel域。在Bergman度量下，Silov边界S(D)上的
连续函数类到Laplace-Beltrami调和函数类的积分表示是什么?
为了考虑泊松积分，我们需要得到正规Siegel域最大连通全纯自同构群
Aut(D(¨，F))的生成元集和固定点(、，，=‰，o)的迷向予群I∞(D(h，F))的生
成元集的确切表示，进而给出在迷向子群1∞(D(蜥，巧)作用下Silov边界所有轨
道的确切表示．本文根据exp映射下李代数和李群的对应关系以及单参数子群与
李群的李代数的密切联系，由李代数iso，(D(¨，F))确定出正规Siegel域D(¨，F)
的迷向子群Iso，(D(蜥，F))的生成元的集合．

注记l：本文从选题至行文到完成。都经许以超先生悉心指导，在此对许老
师和师母吴老师在学业和生活上的关心和教导谨致衷心的感谢．许，吴两位老师
的敬业精神和做人品格将永远是我学习的榜样．

注记2：本文初步定稿后经王天泽教授在文字上作了些修改，在此对王老师
几年来的帮助和关心表示感谢．

注记3：本文的写作参考了陈敏茹的硕士论文，谨此致谢

下面叙述本文的主要结果t ．



成元塞等南专罂誉黑慧墨翟，用ee-固定点p的迷向予群Isop(D(畅，删的生成元集可由下面的(1)．(4)给出，
一⋯⋯⋯⋯“” 哪一7，删正

(1)李子群exp(o(D(VN，F))：

勺2勺，l≤J≤N，

wo=。oOij，1≤i<J≤N
Vi。蛳以，1 SiSM

其中Oij∈O(n“)，以∈c，(觋)，且满足

。让t^玎tkoI＆=∑(erD蛆eet，^“rk
‘’U

彰Qg’码

为．‘2’。。9‘。‘D‘¨，F)))，它由e)(p(目(硝’一霹’))生成，其中e)(p(口(砑’一劣’))
～=8p，P≠i，J，

n=(；cos2口+扣+(一互I cos2口+；)sj+sin20罐’，
q，?‘一主1 7。s2。+ilh+(；cos2p+；)sj-sin20搿，
姑}=。3’，s≠￡，

叫汐=～；8in20针i1 sin2％+cos2口拱
枷川2 zp／cos0+锄∑《e!。e。sin0，P<{，

嘞=一私∑e矧《)'sin9+zpt cos8，p<f，

bYip2 zipcos8+铂∑(A岩)7ele{sin0，i<p<曩。

％—’锦∑e矗A挈8in日+zpj cosO，i<p<^

”毕=Zipcos0十勺p(A害)’sin0，P>工
u。p=一。咖AiJtp6I‘n日十白pcosO， p>J，

vp=“p，P≠i，五

Ⅵ=啦c∞口+蜥面万sin只
t。=-ujiQ,(J)sin口+蜥c08口．

(3)exp(L1)，竟由乏勇两类单参数子群生成．
(3-i)exp(口(×(“一碍‘)))：

件．=”QeqpM∑嘲
=



驴一南一仃，
仉=—vr2—1-x／—-d-2—7"c顶os万(20—+d—)e～t+c2，

一南莩型篓掣，co聃小风7⋯t驴南莩譬，co‰嘶％蹦，
唧：∑笙塑2等爷E--南l--—她I

I

·／(志／stn(√。A跏+∞s；n(＼／za跏+壤”)dO)dO，p<t
唯：∑笙塑2篙蓑--等f--竺业I

I

” sin嚷p’sino茹7

·／(南／rs；n(＼／。p≯⋯蛳in(√。p跏+c咖州一，p>i
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S．r
’

型型蠼!±盟始
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，，网cos(扣函+∞朋)“n(扣融+∞，”)
V sin∥f2(o)

(√=i、／两cos(20+c，)e￡+c2)d日)(Q塞’)‘， p<f，

铷=∑，(o)饰现p耳，移印7E8tQ≯／
8．r

’

r，~／2pg’c08(扣罅’日+弗’’)，(目)一sin(~／2碡’口+《”)，’(p)
。J sin如’’，2(日)
(～口、／石二1 ces(20+d)e￡+c2)d日)0：：’，P>i，
p 2,／-jy2(o)锄u五日，"Ofdz．U．Eah-Ult7A瑶e：e。毗p。厶—————_■刀_再厂———一”“h sin％i sin％’
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‰2善塑燮蒜耀掣
·／(南／幽(厕+∽渤(舾+∥)d6)dO，I<i<p
嘶2善塑盟鸯鬻芦巫超
·／(南／s呲俯玷+∽曲、(止蕊俐瑚胍i<l<p

扣arc培寄{，(帖厢sin(2川)+仃
在“的表达式中， c2=—--2iui+声2u!t Je；
在wn／的表达式中，酉矩阵￡钿使Hermite矩阵H=∑e地@留)。Q留《e，对角

化，A掣，s=1，⋯，nr,i为H的特征值，

掣7一嗽而赢面石蕊筹21(：弓)f(O)z甄piUpie丽's磊磊；
在"ip的表达式中，酉矩阵Uip使Hermite矩阵M=∑e：eto{；’(Q夥)e：e，对角

化，瑞’，r=1，⋯，”咖为M的特征值，

q(，r)'=arctg而丽忑丽糕簧％雨丽。

(v／二I，(o)(∑(st+厅)“p(Q嚣’)e：e。+∑弗’t|iQ搿(Q掣)e：er)+，，(o)2毕)巩，e；

在rp(p<i)的表达式中，待定参数由初值勺(o)=卸，鲁(o)=2∥了∑z≯嘶Qg’e：
确定；

—·-·——-一，
在rp(p>t)的表达式中，待定参数由初值唧(o)=s，．备(o)=2∥j∑。∥“p(Q≯)e：

确定I

在咋(p<i)的表达式中，待定参数由初值唧(o)=“p确定；
在邯(p<i)的表达式中，待定参数由初值唧(o)=郇确定；
在Wlp0<P<i)的表达式中，待定参数由初值Wlp(o)=Zip，

訾(o)=∥了三b舔’e：盈tAt；’e：eu+ZQt一,dli¨e‰锦ui啊e“l确定；



批在”fpo<。<川，望表达式中，待定参数由初值。f，(o)：。lp{
訾(。)=仃莩“cQ‰扣(硝7+仃毳拶u，面飘茹黝磊定
。，在”fp“<2<堕—篁雾达式中，待定参数由初值”扣(o)：坳，
訾(o)=仃剿Q万e跏茅+仃磊∥‰面万e三每磊．
(3-ii)exp(口(或‘”+巧2’))：
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Wlp。

其中

Wt口=

f，避型避型超生!避盟丑生
、J sin c{：’’，2(8)
(一cvQ--2-Tcos(20+c，)e￡+c2)dp)Q2’，P>i，

r 2、／j，2(o)铆％耳r％’e‰％玩h玩’A咖u1％!eu
。急^ sin壤，sin髫r

／(南／咖(~／z枷+∽咖(佩Ⅵc乎”)dO)dO，l<p<i
X-"2,／可f2(o)钆％Er，_fi7e：铴％玩。玩p’(A斧)’
怠 sin毋’’sin如’’

／r(南／咖(厕喇c(r)『)咖(席一+蛳蝴，l<i<p
r 2乒了，2(o)锄巩目，玩f7e：卸巩p鼠。可07A护
急 sin露’’sin∥

／(南／幽(撕蕊堋c(r)，)咖(~／。肛挑钟㈣抛，i<l<p

一筹，c，⋯ts弩洲驴历sin(20+d)+仃
在咙的表达式中，c2=_-2u再i+了2ur!t)et；
在唧t的表达式中，酉矩阵Up／使Hermite矩阵H 2蓦e纽(碟’)。Q譬e：er对角

化，A￡’，s=1，⋯，npi为H的特征值，灶咄丽而赢霉器赢
在”咖的表达式中，酉矩阵矾一使HerIIlite矩阵M 2∑e：etQ拶(Q≯)‘e匆对角

化，卢2’，r=1，⋯，rtip为M的特征值，

q(，r)t=arctg丽而丽爨美赢而丽



在rp(p<{)的表达式中，待定参数由初值勺(o)=sp，等(o)=2∑壤’～Q塞’e：
确定；

在％晒>{)的表达式中，待定参数由初值唯(o)=sp，努(o)=2∑罐’嘶(Q5；’)。e；
确定；

在vp(p<0的表达式中，待定参数由初值％(o)=邯确定；
在vp(p<1)的表达式中，待定参数由初值唧(o)=Up确定；
在”巾(f<P<{)的表达式中，待定参数由初值wlp(o)=锄，

訾(o)=毳[“，Q2)efzliA帮e：％+ⅥQ∥e{‰Alpui。pii‰】确定；
在”扫0<l<p)的表达式中，待定参数由初值坝p(o)=秭，

乌笋(o)=∑u{Q譬’q!z纵一“sp)’+∑毋’u，(Q舞’)。e：e。(A竽)7确定I

在wlp(i<f<p)的表达式中，待定参数由初值毗p(o)=Zip，

訾(o)=∑“f(Q￡’)。e：锄a,7+∑毋’唧(Q2’)-ie；岛A嚣P确定．
(4)exp(三三)，它由下面两类单参数子群生成．
(4-i)exp(arctg口限+舞))：

si+0n。两’
0 ．

rp2 5p+F面铆嘞，P<。，

印=8p+而磊p％，P>‘，
奶了萨

嘶产丁ii矿和，P<2，
川可j ．

％5Ti万zip，P>。，

”如=魂p+∑f兰去‰iA嚣2；￡e。，％<p<t”如=魂扣+≥r=丽‰‘A￡；弓￡es，七<p<％
Wk=z+∑南b’五p(AiT)’，k<i<Pkp kp Zki 17) ，“+；焉万”锄p。’<锄
Wkp=Zkp+∑：点z⋯(S)z．A⋯8vkp2+莓而万⋯一
们丽

地2T二i矿“‘，

旷”々而0龇(8丽’，州，
Vp=Up+；南影“础，p>t·
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(4-ii)exp(口(蟛+2南))
COS2、／互c，+A2 sin2以c，n一‘磊巧万石嚣丽’
COS2屈’+A2 sin2以c’rj“’忑巧丽i磊丽’蚍，2u咎吼+≤w。(s)e。m!笔：量专龛碧{号筹+蓦甾

罐’=罐

域’=搿

罐’=。譬

姑’=搿

”g’=髫

妨；’=辔

越“)=d5“’

)c082以c，+A2sin2以c，sin以(妒+d∥)
8in以(c，+出’7) 。OS2偷+A2sin2画
)cos2v臣4+AUsin2,c百d sin以(妒+d：：；⋯)
si‘n以p+站’’) COS2瓶lp+A2sin2画

1 cos2v懂c'+A2sin2、／酗 sin、厄(妒+d：≯’)
si‘n以F+龆’’) COS2以lP+A2sin2偷

)cos2v恒c，+A2sin2、f2c’ sin以(妒+d：：；⋯)
s’in以∽+砝’7) 。os2以妒+A2sin2以1p

1 cos2、／酣+A2sin2、厄c， sin、压(妒+d2⋯)

si‘n以F+拶)。OS2v压W+A2sin2~／如
)cos2、压c，+A2sin2、压c， sin、／互(【P+d嚣y)
sl‘rl瓶p+d∽cos2v饰+A2sin2画
cos2、／弘+A2sin2、／互c， sin、压(妒+越“)’)
sin以(c，+d!“)’) cos2、压妒+A2sin2 v／吾妒’

)．c．．．．．o．．．．．s．．．．2．．．．．．v．．．．．厦．．．．．．．．c．．．．'．．．．．+．．．．．．．．．．A．．．．．．．．2．．．．．．s．．．．i．．n．．．．．．2．．．．．．．,．．f．．．．．．2—d—
cos2以妒+A2 sin2、／如

“=1，⋯，n耐，P<i，

“=1，⋯，npj，P<i

"=1，‘一，nip，i<P<J

u=1，‘。’，npj，i<P<J

u=1，·一，“t口，P>j

u=1，⋯，njp，P>J

“=1．-··．mi

∥=∥≮鬻蒜煞一t
％=卯(妒)+ao，P<i，

Tp=gl(妒)+al，i<P<J，

％=92【妒J+a2，P>J，

州口k=曩3(1p)+a3，P<k<i，

训口≈=ga(妒)+a4，P<i<七<J，

叫础=95(妒)+a5，P<i<J<k，

训口k=卯(妒)+a6，i<P<七<J，

Wpk=97(妒)+07， i<P<J<七，

8
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Wpk=98(妒)+a8

％=99(妒)+a9，

％=910(妒)+(210

Up=gll(妒)+all

J<P<☆

P<0·

i<P<J．

P>J．

三甾r-si勺
一： !型

。(8isj一锄铴’一2)2’

c，=砺1 mm培以!三二!}三e警，A一百1-以-s,，
妒：o+c，，

。

在罐’(p<i)的表达式中，露，：。。。t。c!：j!!：!兰兰：二：{；茎；掣一i：；ji；麓，一c，
在嗡’o<i)的表达式中，

‘

晖(u。)'=arcctg(—[sjEz塑函et(竺Api)+高E zp—jApietzlj(A#)]％一嵩糕川；
在”∥(1<p<J)的表达式中，

“

∥⋯。c竖丝鬟掣一巍糕川
在。当’(t<p<j)的表达式中，

1

d；；)'=arcctg(型丝学一嵩等貔川；
在w$’(p>j)的表达式中，

“

拶⋯cct。c丝掣举一嵩怨蒜h，；
在伽；；’(p>J)的表达式中，

搿’⋯cts(—[sjzipA—i窘锄(,)严．tp t sp t一击糕h，；
9



在越“’的表达式中

《”)7：arcctg(¨两+莩执Q挈面万K (1一A2)sin2、／2c7、 ，

忑巧历干不五巧豇J一。

d；u)I=arcctg(型誓z产(S)u,耐f)(S)ler一嵩箸‰H；
在％(p<i)的表达式中，嘶，=击荨f型掣(arctgAtg画一嵩慧，+业鲤盥—靠+型掣(arctgAt91 A2 cos2v伍o A2sill2

嘞’

一 + 西’ A
、 “掣

+翥芳鬻‰)J制而(co面s2v伍d甄+A2面sin2v'2丽c')2蝴，
在rp(i<P<j)的表达式中，，。(妒)：号i荨【!!∑!!!掣(arctgAtg x／2妒一：i；号；；滁)
．sinv'2(d譬)'+搿’) 1
’

1一A2 cos2v'如+A2sin2~／如 +型掣s t r

I(arctgAtgV互妒

+嵩辫纛m徽’翥麓《若第‰“镏，e，
al=sp—91(c，)；

在％0>J)的表达式中，蜥，=击善t型掣(arctgAtg v互妒一翥慧，+型挲型丽靠+型掣(arctgAtgv曩1A2 A2si
妒。

一 cos2、压妒+ n2．压妒1 A 、 r

+嵩等彘m2’拶未麓《竺茹‰州萨tp l
82=如一m(c，)；



毗)=丽1。丢。[型掣(arctgAtg舡喾端)
．sin以(鹊7+d是’j 1
1

1一A2 cos％伽+A2sin2~／如+型掣(arctgAtg,d互妒+裟慧)】
剃纛筹方竺等麓巧鼠张错r锄％2
sin以F+剖’)8in以∥+掣’)“。Ⅵq“。1p栌俨’

。上r
’2以。惫。

(axctg Atg压妒一忑A；s、，inz妒v勘十^c。osslnv。@、，pz妒)cos‘Vz口十^‘sln。、／z妒

．塑监!煎：±盛I !
‘

1一A2 cos2v压99+A2sin2画+堂掣carctgAtgv伍妒+翥糕，，
前’罐’：：：。：ii；i；：{!i；；ji}；!i。施euA麓e：esc—t；I，7e：er，

a3=zpk一口3(c，)；

在"珠函<i<k<，)的表达式中，

毗)5丽1哥 (arctgAtg以妒一杀筹蔫)cos·VZ妒十A‘SHl。VZ∞+掣莉蒜+业掣(arctgAtg以妒十——『二刁一忑刁万石丙五砺石+———百—一 “p

+翥舅碧蓑善觏删而(co两sZv／2d甄+A2瓣sin2v压d)2铺sj出删+去涮业掣(arctgAtg西一嵩麓，
+ 东j忑瓜+型整粤型(arctg Atg以p忑刁万i丙i刁荪十———百—一 “掣

1l

型哞

稚一+r∥刁叠。n一



+：；i：i；；i；!；；；!!i；；!!}虢，，彩’壤’：：：—：l；；i；：；{i；；；i：；：i!{；；i}；!：!；；；÷磊erA。sje：e“c一器，’
a4=知k—94(cJ)；

在wpk(p<i<J<k)的表达式中，州加去蕃t型掣(arctgAtg舡翥慧，+堂鳞型—靠+堂掣carctg Atgvf21A2 COS2Vr2妒
妒’

一 十A2sin2、厄妒。 A
、 ’+煮筹彘喇?斋舞鬻州蝴”翔sk 7

+去哥业铎型(arctgAtg协煮蒜，
+ ——丢—腻+塑塑r学!咝u I(。咄础。西cos2v氢v+A2sin2偷。 A ”⋯”“””

+：：i：：；；i；i；蒜，，瑙’碰：’：ii：；；i；j{!ii；；i}i；：!j：j；i}；：：!；!；；磊erA箸e：eu c月茹，
a5=印≈一船(c，)；

在Wpk(i<P<k<J)的表达式中，

一丽1蒹【型哮遄(arctgAtg画一嵩等彘，
+ —．磊L—雨+型望≥型(arctg Atg v伍【l口COS2以妒+A2sin2西‘ A

’

+：；i：：；；：；!；}!!：：；；；!：虢，1：g’瑶’：：：i：{；；i；：{!i；；ji!；i：!{；；i}；{：i；!‰etAts*je：esA；r—k十：；ijiiiiij：：ii；i丽儿2‘一。蝌：：：ijii：ii：iiij7i：：：ijii：两。。“‘‘。“85“4’+去三【咝掣(arctgAtg协嵩蒜，
+!!墨塑型≥型芝(删。A。。以妒’

A 、一”⋯⋯’

+夏ii；；詈{i岂；；i兰等％)】粥’《≯；：了(icois2_x_／2id雾+7j：A二2s了in乏2xi／2i：c_')：2耍巧ezA霉e：enAmsk
a6=印女一96(c，)；

12
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在Ⅻ。k(i<P<J<k)的表达式中

州沪去善 (arctgAtg西一芸掰篆‰)c0S‘、／Z妒十H‘sln。、／Z妒+型掣丽志+型掣(arctg Atgv／21A2sin2v嘞 妒。

一A2 cos2、厄妒+
。

A
’

+嵩筹‰‰恻?蒜篇箍甓孑‰“蝴鸠s—k+去三【型趟A3(arctgAtg西一翥慧)+型掣型—杀—一+型掣(arctgAt91A2 COS2V伍P A2sin2v％
讵妒‘

一 上
。

A
’。’

+；：：：：；：i}：!i!!：：；；；：；‰，，壤’壤’：ii：；；；i；{；{i；；j{：ii!：：i；；；；：j!!}‰etA翟c：e“Atsrk、

烈沪去三[型掣(arctgAtg嘞一篇黼)十掣翮志+业譬型(arctgAtg画十———1_兰再广i磊i7蚕歹；_再五丽十——————再————一 。‘妒

+：；i：：；；i；!：!!!；!!：：；；：}；：‰，]弓；’攫’：i：‘：；；；i；：；!i!i；i!：：i!}；；i}；：!；!‰ercA箸，7e：euAts—k+去善【型掣(arctgAtg画一寮赫)+掣鳞型丽靠+避掣(arctg Atg讵妒+——#再—一磊刁豇i磊丽十———万一 “中

+夏i；；；i!睾：i；i譬‰，]器’弓奢：：j；i≥宇墓；；：；：蒜白cA玎tk，7A咖sk，



在唧(p<i)的表达式中，蜥，：去三[型掣(arctgAtg偷 生8inv臣acos以妒、
忑巧耳干万五骄石’+型掣—彘L一十型掣(arctgAtgAcos2V压CP A2sin2,，却 妒。

1— 2 牟
。

A 、 r

+嵩等彘蚺{t‘)意兹《善茹‰州剿eu两
。—Lr
。2以台 (arctgAtg嘞一芸器篙‰)cos·、／Z∞十^-sm4VZ∞

．sin以(略’’十∥’； 1十——F刁r一忑刁面i磊丽 +型掣(arctg Atg以妒+蒜筹彘蚺；r’毒麓嚣er丽硒
a9=Up—99(c，)；

在vp(i<P<』)的表达式中，

9lo(妒)= (axctg Atg vf2妒一害COS x／筹篇Sill‰)‘
Z妒十以‘ 。VZ妒+警鳞型丽靠+业掣(arctgAtg v压妒十——F刁一忑刁万i磊丽+———百—一 中

+ii；；；i等巴；；i未％，，尚’u5山ii号；磊≥；i≥专i!；}瀚龟A”sje：‰Q2’+去善t堂萼型(arctgAtg西一嵩蒜，
+ —百‰+型鲨鱼型(arctg Atg v压妒COS2以_p+A2sin2以妒‘ A

’

+嵩蒜舞拶∥瑞麓幕蔫筹和丽’掣
alo=Up—910(c，)；
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在％0>J)的表达式中，蚰㈤：去蒹c—cosv／2掣djp cosv／2dl(arctgAtg西一箸黼
sin以(帮7+∥) 1——F刁_一磊刁面i蕊丽 +垫竺避!堂型(删。舰以妒‘

A
、⋯”⋯5⋯。⋯

：；i：：；；i；!i：：；；：；：‰，】《；)ul“’：：：：：；；：i；：{{!i；；ji!；i!{j；；；：‰er cA窘，’e：e“。譬去蕃[型掣(arctgAtg缸嵩糕，
—瓦‰+型型鱼型(axctg Atg以妒cos2v铷+A2sin2画‘ A

”⋯+嵩蔫彘燃’蔫麓鬻er丽7馥ip
alt=郇一gll(c，)．

删一警

+

+

+

十



第二章记号及预备知识

首先给出正规Siegel的定义．
给定非负整数nij，1≤i!J S N，其中nll=l，1曼i曼N．记n= ∑ nlj

1≤{≤，≤Ⅳ

C“中点。的坐标排为

z=(81，z2，82，-一，ZN，sN))勺=(zlj，z2j，-一，勺一1，J)

其中

si∈C，z材∈cn”，。玎=(毫；’，⋯，。57“’)．

当z的坐标中sj=1，其余坐标全为零时，记z为ejj；当z的坐标中《：j=1，其余
坐标全为零时，记z为e。(t’；

给定非负整数mi，l≤i≤N，记m=∑m，．C“中点u的坐标排为
t=l

札=(札1，·一，u．Ⅳ)，

其中

吻∈CmJ， 吻=∞；¨，⋯，uP，’)， l 5 J墨N

当“的坐标中”≯’=1，其余坐标全为零时，记u为e弘
记e产(0，⋯，1，⋯，o)，其中1为第i个分量，n×m阶矩阵A的第i行第J列
元素可记为eiAe；，记E，为第s行，r列元素为1，其余元素为0的矩阵．
定义2．1设A笞，t=1，⋯，％为nlk。心k阶实矩阵， 1≤i<J兰Ⅳ；创；’，

t=1，⋯，nij为mi×mj阶复矩阵， l茎i<J≤N．矩阵组fA咎，Q黔1 5 t s nu，
1≤i<J<k≤N，称为Ⅳ矩阵组．如果它们适合以下8个条件

(1)nik=0蕴含nljnjk=0，J=i+1，⋯，k—l；
(2)

(A乎)’A跨+(A笞)7A蜚=25。,t，‘nJ“，

其中1≤s，￡墨nij，1≤i<J<k≤Ⅳ；
(3)

1ASJklAtkP=∑(er^玎8p。舻t∽rk
r

其中1≤8≤nij，1墨t≤nj口，1≤i<J<P<k SⅣ；
(4)

(A茅)’A肇=∑(龟A订spc，!』nJrpk，
r

其中1茎8≤nij，l≤t≤n妇，1≤i<J<P<k≤Ⅳ；
(5)”萨0蕴含竹玎蚋=0，j=i+1，⋯，Ⅳ；
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(6)

丽Q{．；)+丽Q∥：2以。l(mj)
其中1≤s，t S nlj，1≤i<J≤Ⅳ；
(7)

Qg’奶2=∑(e，A乎e：)Q：：’．

其中1 1 s≤nij，l≤t≤njk，l≤z<J<k≤Ⅳ；
(8)

丽。黔∑(e。鳟e，、nr／'Vj(r)k
其中l≤8 S nij，1 S￡S他诎，1 S i<J<k S N．

记。∈R”，其中

n=∑％
l三逛J兰Ⅳ

又nli=¨·=nNN=1．任取z∈舭，则。可记作

z=(rl，x2，r2，·一，XN，r_Ⅳ)，xj=(xD

其中rl，⋯，rN∈R，xij∈舻q．记

l rj 2i．3“

驰)：|囊+·啪“‰“
I专Ⅳ喇，俐，

其中1≤J≤N，于是0(z)为

嵋=njj+nj，j+l+-··+njN

阶实对称方阵，其中njk×nil阶矩阵

Rg’@)=∑e：。“(A强)’， 1兰J<k<f sⅣ

记u∈Cm，m=ml+⋯+mN，u=(Ul，·一，uⅣ)，uj∈cmJ，则

， ％ 、

驰)：I嘴心’I
I R鼬J

(2．1)

(2．2)

(2．3)

＼、●●●●●●●／

p

m

Ⅳ

Ⅳ

～

。，∽卅

Ⅳ

R．

r



为n；×mi阶矩阵，其中

《’(“)=∑e；“k耐，1≤J<≈sⅣ (2．4)

。 定义2．2给定Ⅳ矩阵组B={A跨，og’)，由Ⅳ矩阵组B定义的秩为Ⅳ的正
规Siegel域定义为

{(2，u)∈c”×cm I，rneI(。)一ReRt(u)了i丽>0， 1≤J sⅣ1，
记作D(VN，F)．
定义2．3给定l S i<J SⅣ，并设～>0，称Ⅳ×．Ⅳ对称方阵

拈(≥三)
关于指标(蚶)适合z(i，J)条件，如果
(i)任取l∈(i+1，⋯，，一1)，只要(”m““)≠0，就有

咒申=扎扫=码”J<弘

(ii)当P∈{i+1，⋯，J一1)时有

nip2嘞2npj，i<P<l；nip=nlp=npj，2<P<J．

引理2．4【16】设n／j>0，且矩阵S关于指标({，力适合定义2．3中的条件，则

∑(《)俅‰+e：e。)鸽=2‰J(％)，

∑A翟(‘e。+艺e。)(A墓)7=2乱。，(”Ⅳ)，P<i，

∑(鸽)’(e：岛+《％)A2=2以。，(”刚，

∑A咖tj、c。,％+e⋯、A琅rt)’=2‰一训， i<P<丘

以及

A为(Ag)7+一A．”Sl、(一A一"t1)，)=29。t』(““，

A器(A智)’=∑(％A⋯rle*一,,A川rj k<i<l<J，

A≈aptA缸tp)7=∑(e。以翟e：)A器， 七<i<J<p，



Q窭’(Ql；’)。=∑(e。Aiie：)o皂’，k<z<z<J，

o嚣(Q；’)。=∑(％A跫e：)Q乏’， k<i<J<P．

引理2．5[1 7]Rn或C”中的域D上的解析(或全纯)向量场X：曼∈(。)差∈
aut(D)决定的单参数子群exp(tx)为域D上的解析(或全纯)自同构Y=，(z，t)，Vt∈
R”，它是常微分方程组

—dy矿(t)：f(Ⅳ(t))如 ””“7 7

的适合初值
Ⅳ(0)=z

的唯一解析解，其中‘(z)=(a(z)，⋯，矗(。))．
定义2．6指标1≤il<⋯<i，s N是适合下面条件的最大集，这些条件是
(1)实对称方阵S关于指标(i。，i，)适合定义2．3中的条件，并且有

mi口=mi“=mh， i口<i“<it；

(2)当i≠il⋯ia-I，i<i。时，实对称方阵S关于指标(i，站)不适合定义2．3
中的条件；
(3)

Tti。i=O，id<i，i≠i口+1，⋯，ip；

(4)

∑(Q坦)7(e：e。+e：e。)日52=0，1≤“，"≤m‘，1≤i≤i。．

引理2．7116】Iso(D(VN，F))是一固定点P=(佩，0)∈D(vN，F)的迷向子
群，isop(D(vu，F))为Isop(D(VN，F))的李代数，则isop(D(vg，F))有空间直接和
分解 ～ ～

isop(D(VN，F))=o(D(VN，F))+鲥D(vlv，F))+L1+L2

其中
(i)

D(D(％F))={p幻亳+莩“t尬矗}l<7 o
l

。

是一个子代数，％是一个nij×礼蚶阶实反对称矩阵满足

L缸A苕+A学工』k=E(e，Ltf％J^“rk，

琏是一个mi x m{阶反Hermitian矩阵满足

彰o；’+Q：’玛=∑(唧工。je：)‘79’，



(ii)y(D(vN，F))是一个子空间，有基

硝’一硝’，1曼t≤ni』，x：’，硝’∈‰

(iii)i是一个子空间，有基

K!’一丘g’，或!’+F0’，1 st茎tnia,1≤。兰P

·，i％满足定义2,6．

(iv)匠是一个子空间，有基

％+瓦0，嗽+2砸9，1≤t鲰“，l<a<T≤p
i。⋯，i。。满足定义2．6．
其中

硝’一硝’=z。咎轰一。锣面0+(勺一st)南+毛莩锄A蓦e：南
一磊莩罐)ec(雒)’为+脚E。，莩etA岩南南一呦E。。莓嘞!S)etAf．，JY口曼锄-
+纠Z zjp(A等)’岳一驴A孑去+％丽差叫Q唔

K∽一掣=2(佩‰一u∽面0+2仃∑p<i∑s罐’u，q辨去
"v：i渤E E。zibplup积[qllp)e：毫+,／-j州E E。明≯e，【岛南十厅毒t‘p 5

· P" p{ Po

+乏莓钮A鬈e：南+，鬟；莓8s雒uiz“t南+葛‰¨∥南】
+厅∑p<i∑s，r龇礤豫’e：南+厅乏莓蜘q靴鼽：匆o。讲 {‘p o’’ 一"

+伍羡；u厕’坪；南十仃焘+毛莓搿)esip (∞7岳
i<p s u‘{口

”‘ l(t“ 1

+；妻。莓。％A≯去+葛础嚣毫】+p∑<i∑s捌et丽亳



+伍p∑<i∑a‰砒札t硒亳+(2仃札{t)ui q-*let--佩c)矗
+篆群kQ≯毫+,／j渤ZE。u一砑7咖tQ≯丢，吲叱⋯，¨
+掣_2(u‰+行u∽两0+z三莩剖嘶砧’e：表

+2∑z<p∑s粕(础)。e协'O；+蒹p批k毒+佰南
+∑莩％A搿8锚+∑莓8sA搿乇毒+善知(Aft)l<p p<l<i 7亳]¨

u‘如 “ a2台 i<l u4剐

+薹荨罐kt(Q跏Q≯e：南+乏荨罐kQ拶(Q∽’e：南p<l 5，r uz。i ‘f*s．r dz、’

+篆莩邯(Q∽。e，[＆’o南zli,+仃南oz'g+∑l<i莓右k(A嚣P)7罢UZlp{<p s
’ 7

“

+，主，≯V"z(U)esAw．P O魂’；+驴A嚣毫J
+仃善莩壤)ec两岳+薹莩邯础’《札t硒丢
+(2u‰+仃siet+et)O未ii+伍∑i<p∑s蜘Q≯毫
+∑∑u，(蟛)‘e：ut蟛篆，《∈(札⋯，如)；i⋯ v“p

鼠+差2 p∑<i铆磕鲁P+聂。”％去+s?矗怕毛铆毒怕聂锄去
+。丕；莩铂磷吞南+。菱，莩罐’锄cAi秒去
+。￡莩攫’卸罐毫+蹦t差+薹莩壤k面万杀
+薹莩琊!S)u⋯．f3(，s’薏+丽0，吲记⋯，¨，



瑙’+z南=z毛《’差+zs，甾’鸯+。薹莩z譬’锄铝《杀
+“；篆，莩罐’etA荽劫毫+。蓦讫，铹tp勺!一瓦0
+∑[2。乎zpt+s{∑Zpj罐e‰一∑拶锄(A箸)7A；ie矧熹
p<i 3 5．r 。‘斜

+∑[2。∥zi，+8i∑∑et群锄岛一∑∑拶铆A嚣(Ag)7e匆
i<p p<j 8 p<j 8，’

+魂p∑>J≈，(甥)L三莩毋’琊鳄(A等)7】亳+P∑>3b铀A芎蒜p>J 8 。7 J’

+i<∑k<p莩壤’铆(A等)’A箸若]+(黾勺一锄舀)jUzi斋i8 。。q’

+∑荨锄镅sj叩,p<k<i s椎瑶南+。聂。荨锄《e，es(A劫’荪匆日，r u‘o七 七<p<l 5’r u4七o

+，三。莓锄A箸e：≈*(A器)’篆+．乏。，荨罐)。tqAs，j‘埘tk<i 嘣A拶彘
p<{<～8 r” <p<j 01’

“7

+勺羡莩。2’ef(A盏)7南+。。蓦。，莩2兽狮(A菪九雠)7舞
+∑莩eVA*avj w'-⋯。参亳+勺∑莩镄)etAi<p<kp<J i<k<j 翟为S —r“ 5 ‘V

+∑pA矿sj埘,z黔A翟亳+∑莓勺，(A扩tpti<k<p<j j<p<k ：讯哦去S·r
。

“P s w。

+蚋Q∥矗+p∑<i∑s锄A盏“硒最+，篆，莩et雒sj铲,t。≯瓦0t
+善≯(A舭utQ嵯+∑i<p∑s拶嘶丽Q≯茜
+∑∑妣丽两毫删驴秽删硒
p<i n

’ 5

+％两s。)丢+2南，1螂％，㈣，乱j e{{1，⋯{ip)．
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第三章正规Siegel域的迷向子群

本章第一节为许以超教授已做工作t给出了紧李子群exp(o(D(vN，F)))，后三
节我们通过求解一些常微分方程组，求出争(D(”_v，F))，L～1，L～2中基元所决定的单
参数子群，进而给出正规Siegel域一固定点(户I‰0)的迷向子群的生成元集，
即证明了第一章中的定理．
不妨设向量。=(趴Z2，s21⋯，ZN，8N)经全纯自同构a作用后变为向最w=

(r1，W2，r2，⋯，WⅣ，TN)，向量u=(“1，⋯，“Ⅳ)变为向量V=(1／1，⋯，”Ⅳ)．

§3．1 exp(o(D(vw，F)))

exp(o(D(vN，F))可以表示为：

rj=彤，1≤J≤N，

叫ij=z,jOij， l≤i<j≤N，

仇=讹巩，1≤i≤N，

其中Oij∈0婶tj)，U{∈【，(mt)，且满足
nij

叫kA。tkojk=E(e，⋯e⋯l'、ArJk
r=l

司Qg’％：登(。，。玎。：)Qg’
r=1

§3．2 exp(目(硝’一硝’))

在这一节，我们计算硝’一z；}；’所决定的单参数子群
由引理2．5列出满足零点初值为(z，u)的微分方程组

等=zw∽面2“扣
等一。”热d8 一。J’

掣；。咱，棚 。 ”

掣嘞《e，1 p<{，瑚 “pt”1
1

簪=一∑喀’et(A黔p<t，瑚 臼一m”m”1 ’

盟dO铂A翟嘞，t<p<j⋯‘lp—fV’ 1 。

监聋一∑"窖’etA军， i<p<JdO ，

拿lp。￥’ ‘ ’

垃=Wjp(露)7，PdO >j，，、”7 7 。4

鲁一wlpA等，P>J，枷
’ 7



令

则

记

则

dv__A=％(Q∽’，dO J、’”’’

盟dO=一qQ寥，‘。V’

dv．一。E：0，P≠t，j．枷
’ 。～

(1)由{藉冀p和{J，可得坳～，·

翼臻二鼎三v(d麓o vj汐(O，L(uj缘为该常系数齐线性方程组满足初值条件 )=‰ )2 的解为

㈨删‰嘲刚(匆㈡．

A=(赫。棚乎)

肚(0蛳孥)。鞠Q学)2(iE!E I／＼ 一(Q搿)Q搿／ ＼” 一

驴七妒(。E：)，驴虬㈡，”(赫∥
． ，A11(口)』412(日)＼
expUA 2＼A21(p)A22(p)／

(∥，0删)一霎锊(芋oE)2薹学～刚E
(‰， ∥’)=薹错 (薪㈡蚓n一(妨棚0。’)
所以

(蚋)：㈦均)exp口A：(哪s8+q而龇吨Q汐sinO-t-ujcose)
24
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即

为

令

则

因为

所以

记

则

地=ui COS日+沁两siIl以
q=一“fQ攀sin日+“J c。sO．

释?品阱o．，剐o-2毫rj，)
系数齐线性方程组满足初值条件n(o)=sl'rJ(o)=勺，"g’(o)=瑙’的解

cn，。，"∥，=c吼，勺，甾’，ex。一f l
A=

，一2 2 0、 ／一1

∥=I 2—2 o I=2 I 1
＼0 0—4／ ＼0

A2n=(一1)”22n

0

0

A32(e)

exp8A=

2

A2n+l=c一-，”22”(1
Ax2(O)
A22(0)
A32(0)

，，l，【常

∞

由

滚

＼、●●J／1●0

0

0

＼、●●●●，

1

一l

0

O

0

o

O

0

2
，，If●●I、、

＼、●●，／

0

0七

l

o

0

l

～l
／，l●、、

一”
、J2一(|l

n

＼、●●／
ll—

l

_l
，，，●、、

＼、●●IJ，

o

1

0

0

0之、、●●，／

O

O

2

l

0

1

o

0
，，I-●●●●l＼

、tl●●J／、}口pp，；协船∞

A

A

A^^^口口目{i
A

A

A
，，，●●●●●l＼

＼、●●●／

0

1

0

O

0七
竽

0●0

O

0七笋甓∞∑脚b锄。p

0

0“3A，，，●●●●＼



所以

即

An(O)
A22(0)
0

0

0

A33(0)

㈦渊邓"捕(臻气1掣
+sin20zg’，
一sin 20z}J)，

(41．J<P时，同(2)的讨论．

{攀三缨’满足初值条‰p(0h，础h，的解为
Wip。z|lpcos0+锄(A等)’sin0
叼p=一盈p^窘sjn一+zjpcos0．

％‘’可得

0 ．-． 0

0

～A薯e：
0

一A翟订e：

引rAPl；J，、’

e￡(A≥”)’
0

)。。。。。渤

0

0

2三；^20

∞

_11。o
o

十

渤∞o
／＼、，／嘟∞孓簪

咖L_

o。o一

咖f^

．

，气巧哗㈡豺。

∞∑％

幻

善跚霉

E

L铲／，，．．＼

p口，I，【

1

1

0

1

2

A

A

，，，●I●lI＼

船删

hJ

t

J扣扣嘴

船

船

比

瞄

㈣

州，一0睦船

+

口

M

卅
栅
蝴一扣扣

n

q越．

《

嗡嗡罐；略略，，，，．．．．．●。，●。＼

d丽



该常系数齐线性方程组满足初值条件(w拼，”。)(o)=(铆，锄)的解为

令

则

记

则

罐川，呦)=(罐’

f ?
A=I ：

I o
＼nA讲U吼,

所以

l 0

右训，锄)。删l i
l
u

＼倒ljcti

0 _eI(硝)’、
： ： I

j岫(移)，|，卢
群r*ip订《0 ／

A=f口0，i卢

A2=f
0一芦∥ ‰)=一E

A2n=(一·)“E，A2n+1=(一trf刍i卢

exp#A=(AA21“(90拨A,2。(。0；)

0 咱(《)’、
； ! I
o 咱(A≯)7 I
A≯e：0 ／『

(∥’‰，)=E+薹等～刚E
(枷0，∥’)=薹错筹(多ip)⋯0，i口
(罐’，⋯，罐’¨，呦)=(罐 韶⋯㈦(咖cos咿0E s。i—n0(-仞)
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e
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日|l
卵m
A瓯A

蛳∑商
一一pp目一一唧e”．舛A；l班
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嘶f_私cos0+锄∑A翟e：e。sin0，

“切=一2讲∑e：e￡(A器)7 sin0+Zpj COS0．

(6)i<P<J时，同(5)的讨论．

{攀三二绺。A尹一^9⋯⋯c⋯邶H⋯燃
为

Wip=Zipcos0++2如∑(A辜)’e：e。sin8，

wpd=一Zip∑e：ecJ4挈sin0+锄cosO．

所以，exp(口(硝’一碟’))可以表示为：

rp=8p，P≠i，工

n=(互1 c。s2p+百1)＆+(一；cos2目+；)勺+目in2口甾’
。=(一互1

c。s 2口+；)巩+(互1 cos 2p+互1)勺一sin2日甾’
越i’=4i’，s≠t，

站)-一；8in2眠+；sin20sd+cos2025j’，
嘶产zpicos0+锄∑雒e‰sin8，P<i，

坳=一铆∑e础雒)’sin8+Zpj cos8，P<i，

％=zivcos+锄∑(A塞)7e：e。sinO， i<P<J，

t￡切=一饰∑e1．etA嚣’sin0+zpj cos 0，i<P<J，

叫印=魂pcos0+zjP(A等)7sin0，P>J，

wjp=一锄A玎tp。m。口+勺pcosO，P>J，

Vp=邯，P≠E，J，

％=Ui cos0+20(Q{})sin0，

vj=一¨{o￡’sinO+uj cosO．

533 exp(目(×(“一掣’))，exp(oG‘‘’+碍‘’))



在这一节，我们计算《“一耳“，或‘2)+一”所决定的单参数子群．
一计算K‘“一碍“，t∈{i¨．．，ip)所决定的单参数子群exp(目(×(“一霹。’))
由引理2．5列出满足零点初值为(：，u)的常微分方程组

嚣=2仃n∥嘞”
dz枷e=2伍∑站’％掣e，l p<{，

籍=。仃莩”≯邯硒e，}叫，
等=2向5t)vi+riet--佰‰
等=沙踟硒+佩Q黔优硒】，州，
等=沙踟Q扎佩硒e：吨嘞纠，
百dwpi=行驰+仃)邯掣e¨仃蕃蟛q硒础ek心，
百dWip=仃沙+厅)邯硒e计厅善u踟Q{；)雨eh p>{
d棚wtp=仃∑【咋啦M赫”帕啦m赫eu]，f<p<{，
訾=伍莓Ⅵ础’eMAm伍丢”∥”祗像s(哟’，l<i<p
警=伍莩研丽e‰A笋+仃∑∥％硒eⅢ泸，㈥<尸·
下面求解这个常微分方程组．
(1)先求n．
由

啬=z何t”卜z”≯
得

象咄一-面dri肌。何。竽一。警
由案=2vc再{”5“一2越“，可得

”5‘)= 盏
2，=T(n+v(=T)



由芬=2佩；‘’眦+riet一∥_e。，可得
警：z侧铲机一仃

所以可列出满足初值条件的微分方程

f务=再b(貉)2+2厅(疗+1)
{rdO)=鳓

【斋(o)=2厅舭5”一2u5”
令P=斋，并以n为自变量，P为新的未知函数，可得

p褰=毒击p2+z仃n十阀h一伍)
令“=n+∥了，可得

令q=告，可得

两边积分得

所以

令

则

p塞=；p2+2何(u一2伍)

。dq=掌砒+知，U‘ Uo

q2：一了44=-f一孑4+c，
dri du

p2丽2丽，

d删u=u2+。／-4x／。j。4；
=dO

l 1

。2石2i瓦丽

一 窒 ：一枷

以一4∥jT一4x2

(3．3．1)



所以

{d-南(z+孚)乒焉两 =——dO

。一in击(z+掣)～20 c，

。”。豇“了言乏彳(。+二i一)2一一。’

。：一≤}。i。(2口+c，)一华，。2一—丁8“【2“+。J一丁，

铲一万雨丢丢河万一佰n
2一了亏三j忑五玎五r；j了；_7i—V一1

在(3．3．1)式和(3．3．2)式中，令0=0，得

得

(2)求Vi
由

c，=删g出2u5t)

等=2何‰机旷瓜t

(3．3．2)

象=。例“丽dvi+。仃辔时珈
：2硎2’(2刷‘)q+rie￡一vr：fet)
+2、／j(2、／j越‘)2+n一、／j)仇+(2、／jn"≯一2《。’)ef

=一8剞5‘)2饥+4～／j掣5。)n吼+2、／i(n一、／：了)仇
=4、／．=b5‘’(2、／=T"≯’饥+riq一~／：：唧ef)+2、／=T(rt一、／二T)陇一4越。’吼

=4皿p筹+2伍(n一口)吡一4牡t·
令y(o)=、，石=了sin(20+c，)+~／一1，可以得到F面重要的关系式

时仃一高，
，"(p)=4伍一af(o)，

牲旷熹丽=一茄‰．
垫一器等一a伍高vi+4vi--2d02 仃器et——2—2了币i．i万一4V一1而 。1，p)“

簿等



f(O)丽d2vi=一2，，(口)等_，，即)旷2厅，，(啪。．
(，(p)q)”=一2,／-jf")e。，

所以 驴盟笺篙淼箍警学， (3。．。，‘

~／c—l 8in(2口+c，)+~／一1
1 P⋯叫

由(3．3．3)式及初值条件仇(o)=u{可得

所以

得

C1 2--2et．C2
—2ut+2uI％
s{+∥j

地=每篓1 si型n(29糟1，c。=‘

~／c一 +c，)+√一
’ ’

(3)wpi(p<i)和wip(p>i)的求法相同，这里只写出％(p<i)的求法
由

百dw#=仃∑(n+仃)嘶啦聃仃∑掣地面万啦赫

可d2w#=xfZ-iE。d。r。i(s’e孙仃莓(时州vfL-r7面dvpv讲(s’e：e。

+~／j荨—dw手(S)优i万。2’e：e，+~／j蕃喀’等面万Q≯e：唧
=一∑(n+、／：了)饰Q妄’e：q(口妄’)‘q2’e：e。

+~／=i∑(n+、／j)t￡Jp‘8i’“t7kW“p‘4i’、)。“Wp‘’i’c6：er一2∑(n+、／j)"{‘’邯Q冀’e：e。

一2∑《‘’砖’咙(啦’)‘砧’e：e，+~／丁∑罐’(ri一、／j)et(嚷’)‘o黔e，

一∑(n+、／：了)q(Q妄’)’Q塞’e’tvpq“pb,1e：唧一E”髻陇(Q妄’)’Q塞’e：％(Q饕’)。Q嚣e：e，

糟



(ri+阀∑嘶础e知硒Q≯e妒2(¨仃)∑咋础。蹦。。
、／j∑(n+ ~／_)砖’e。硒咄’e砖+2仃∑(n+√j)姑’即：。。
2(q+、／j)∑w{‘’vpQ冀)e：e。 一2∑”≯咄，”；丽’Q黔唧
+仃∑(n一仃)咄’e。面万啦矿∑(n+仃)奶丽啦细蛳。，
+∑w簧峨硒础e觚硒Q≯e矿。一tV如pik"v。丽础e蹦e，
=一4(n+、／：玎)∑％Q塞’《。’e：e。+2、／j(n+、／=T)“枷

一4∑讲”w饕’挑(Q妄’)‘v．,q譬s、c。I岛+2∑u2’q(Q￡’)’Qg’e：坼
日·r 5．r

=4正面}￡)等+2、／=i(r{+阀蛳+2∑蛳e：e。面万鹕’e矗
8-r

所以可列出满足初值条件的微分方程

令

则

挚=a仃(一≤‰)鲁+z伍而-2嘶Ⅲ％影et两Q强，
朋)祭=-2f㈣鲁一a佩Ⅲ朋)蛳蕃出t面万喘％
(朋)蛳)”=一4胛)％+2坤)蛳∑e：e。硒站’e：e，

0-r

：一2刑)蛳∑e：e。瓦两啦’eh
S-7-

z=，(口)w。，K嚣’=∑Q妄’e：e，

z”=一2z(硝’)。碟’

碱慨
如

礤

仃

斛

孵

砒麓



H=(磷’)硝’为正定的Hermite矩阵，所以，存在酉矩阵％。，使得玩‘’日u讲是对
角阵{^簧)，A暑∈R+，s=1，⋯，n州为矩阵H的特征值．

令Y=z％，则

万d2x一一也％∥

d2Y-2y I磺’
、

桫，卜

A∥
记t Y=(轧抛，⋯，‰，；)，而红=一2A塞’Y。的解为

所以

Y。=c2)sin( 目+出’’)

。％=，(8)蛳％=F=∑螂。=∑卷’sin(、／2碟’口+壤o)％
5 a

蛳：坐驾鬻垫
由(3．3．4)式及初值条件得

弘删s俩糍
所以

壤’=

蛳=高莩警，cob噼蹦
出’’：arctg

，(o)铆％e：
sin c(s)7

(3．3．4)

(4)rp(p<i)和rv(P>i)的求法相同，下面只写出rp(p<i)的求法
由

等=。仃莓咄’”一Q≯e，，



得

象=z仃车昔dw(8)唧Q龇+。仃莓咄，面dvpQ辨
=一2 E(n+~／j)唧砧’e：％Q辨t一2∑磺巩两础e；铷Q黔

a s,l

+2仃∑蟛～w(O挣两Q如一2∑础铷Q嬲仇两Q黔
=一8《”∑罐’咋姑’e：+2~／了％咄

=4例”智+2佩。吆
=a仃(一茄‰)等+z佩略

所以

，2(口)堕d堡02—．2朋)，印)丽dT-p+2~／j，2(口)蛳略

(，2(p)智)7=2,／=7／2(口)蛳咄，
将已求得的嘶{代入得

唧=莓塑毪舞铲燮
／c南／咖c痧+舢in(西+龇岫

待定参数由初值’(o)=sp，芬(o)=2~／j荨壤’嘶Q≯e{确定-
(5)％扣<i)和％0>i)的求法相同，下面只写出邯(p<i)的求法

ddV日p=莩吲et硒+仃坳Q鳓硒】，p<《

由掣=仃(n+厅)邯掣e：+伍莩罐q硒础e，，时仃=一高1得
凡印Q黔=华朋)∑磺仇硒Q器e：一扣警，



丽dvp一_；懈蕊．--：--r--t．+孚朋)莩蜘硒批硒书)掣”。硒
=莩蚺丽--!一扣掣陇硒]，

将以求得的罐’，吡代入得

邯=驴帆瞩k硒／掣81n麓等喾枷一；驴隅嘲；，e：a，r 。c二’，lF J 。o．’

·c／避监醚畿警酗逝
(~／j厄jcos(2口+c，)e￡+c2)枷)硒_，，

待定参数由初值铷(o)=Up确定．
(6)求Wlp(j<P<i)，wtp(1<i<P)和ub(1<P<《)求法相同，下面只写出

Wlp(f<P<i)的求法．
由

百dWlp=凡丢[印础‰A名《e“+地批删u脚i
t

eu]，

得

可d2tUlp=行∑智础e砌鼢u+厅丢％Q黔,百dwli雒uie：e。
+仃善等Q陬筛ui叩f u+厅∑研砝‰A譬警eu
：一∑唧Q妄’“硒掣e‰At；e：e。+~／j∑咄’e。--(础)!掣《毗；A铲ui I巍
(r{+v／-了)∑邯Q2’e：qo譬’e：qA若e：％一 ∑tt，∥唧砧’e：姚丽础e：e，At；e：e。

s，r。“．h

一∑轨甜e：地瓦丽础em譬略e。+、／j∑谢e。研确批e。A㈣ui t跏
8，rlu 8，r，"

一(n+～／=i)∑qQ譬’e：e。蟛e；邯Q基’e；e。一 ∑”饕’研。譬’e：岛A搿e：吨(o妄’)1Q竺’e：e。
s，r冉，h



=一2v∥∑邯Q2’e州t蚋u，le“+√j∑畦)et(《’)’Q譬’如“A名e：e。

一∑”po￡’e：盹(Q饕’)4 Q寥e：w“A譬e；e。一2《‘’∑qvf、2。s)吼te。A如ui”川t‰
S，r，U 0．“

+~／j∑u。(。r’罐’ez(Q黔嗽’e，erA弘％一∑砖’ⅥQ譬’站’e姒础)‘印辨te。

=一4"5‘’∑(铷Q塞’龟tw“nfpuie!。e。+地Q譬’e：e。A搿略e。)+2,,／Z1∑t嫒’Wl；A。U，ie。te。

=4俪∥等+2仃姜蟛蛳A融u
以上计算利用了公式

所以

∑岛A搿e。tt、3“(r’=Q譬’口￡’，

∑％A譬e：Q譬’=(Q蹬’)Q掺’
8

d2w2l___塑p酬锞血+2 Zw(S)wtiAEielsdO dO
钆2 。，(口)

。“

。．。

。“

m誓+2，㈣删d枷w,p=2何2㈣P篇w。(S)w⋯．AU，i出。
(触警)7=2厅㈣∑姑’撕A鼢u

将已求得的伽冀’，撕代入得

％=。丢h坦她S帮III黑SillCh蟛”“c击。
’

／(南／sin(乒面+舢in(廊b蜊坶ui t^㈣枷
待定参数由初值条件

确定

蚴，(。)=劫，，d枷wtp(、。)=∥了∑kQ≯e：％A譬e：e“+“zQ妒e：esJ4lpuiz辨t eu】



综上，exp(目(誓(“一碍‘’))可表示为

n一南一行，
⋯一、仃、／乏i=1cos(20+c，)e￡+。2地3————币广—一’
％=而1莩

Wip=南莓

f(O)z川Umelses玩{’，P<i

警邶⋯“叫％。荨塑寒嚣严
t／(南／幽(廊+舢in(西+∞蝴p<z印=荨塑鬻嚣产
·／(南／s血(舾+蛳in(舾+∽蝴p>z

”p=∑f@z西U西Er嗣o Es泛雨f
S．r

。

dO一；∑，(o)铆％％Ur,i'e：
。a．r

，，瓣cos(肛如+∞朋)_sin(扫函+∞，却)
V sin掣7f2(O)

(~／=i~／了丁c。s(2口+c，)e±+c2)dO)(QS，p<t，

铷=莓，c。，孙％日，玩，7BtQ≯／坐!：!零i≥专竽枷一；荨，c。，铴u咖耳，玩，，e：
c／避业攀辚群赴逝
(、伍~／石。：1cos(2口+c，)et+c2)棚)Qg’，P>i，
。一r 2饵，2(o)铆％％_pi’e；z“U．Ehhgti’A扫uict。e。妣P 2乙—————_—刀_刁r———～

v，u，h 811"1c矗’sin％’

·／(南／sin(∥硒+蛳in(厕+Vi㈤i 7M，l<p<i

鼬一+厂辱塑

躲坐



驴三。塑盟2 Z等麓--t耩!攀--!sp lV'“ S11]吒(r)Sin o扫。

·／(南／咖(佩b+拍血-(再万一十渤删枷，l<i<p一东盟墼篙Slnc5筠S1n严s，r，¨
’

a．

其中

·／(南／咖(厕州c(r)，)出(痧+∽嘲川<p．

筹，c，=arcts寄洲驴厢咖㈤“，+厅
在咙的表达式中，c2=—-2iu+声2u!‘Iet；
在u协的表达式中，酉矩阵￡，Pi使Hermite矩阵H=∑e：et(国掣)o掣eie，对角

化，A掣，s=1，⋯，Upi为H的特征值，

·c，(s，)7-arctg而忑忑≤辔羞蒜磊而赢：
在”。的表达式中，酉矩阵u茹使Hermite矩阵M=三e：etQ≯(o∥)e匆对角
化，灿∽r=1，⋯，n咖为M的特征值，c，(r)’-arctg而画而菇鬻荔丽赢
在rp(p<i)的表达式中，待定参数由初值rP(o)=卸，等(o)=2∥j∑壤’邯碟’e；
确定；——，
在勺◇>￡)的表达式中，待定参数由初值rP(o)=卸，智(o)=2∥j莓铝’珏p(Q掣)e：

确定5
在％(p<i)的表达式中，待定参数由初值vp(O)=邯确定；
在vp(p<i)的表达式中，待定参数由初值邯(o)=u，确定；
在Wl。“<P<i)的表达式中，待定参数由初值”妇(o)=锄，

宅笋(o)=、／=T∑f¨，o塞’e：魂t』4若e：e“+札{o譬。e：esA茹。刍eu】韧§定；



等(o)=∥了莓撕Q妒e：孙(A茅)’+∥了三搿’吻(o≯)-te：es(qu。p)’确定；

訾(o)=∥了写u￡丽e；。扣A茅+∥了∑毋’郇面孬’e：e。A垆确定．
二计算毫(t)+巧“，{∈{i¨一，i；’；所决定的单参数子群。。p(日(霉㈨+硝c’))
由引理2．5列出满足零点初值为(=，u)的常微分方程组

面dri=2riv：。+2佩黔
d枷r_pp=2∑碟’邯础e0 p<￡，

鲁=2∑彬唧硒eo p>《，
丽dvi=2∥咙+仃啪+ef)
d矿vp孕佩黔硒+％砒”i硒⋯{}
ddv口p=∑[√而黔础+丽万e加乳p>{，

等=车(州一厅)唧Q嚣e：e；+∑碟’Ⅵ硒砧’e；er'p<{，
d。w。i__2p 2驰+阃唧硒¨黔kQ≯雨-i‰p>{，
百dwtp 2萎【％啦Ⅲ赫u拍啦m粕气l，f<p<￡，
百dWlv 5莓耽砒挑，(哟7+丢∥印雨纵臂¨<㈣，
百dWlp=∑研丽e‰碍+∑毋邯丽eM铲，⋯<p．

同一中微分方程组的求解类似，计算结果即exp(p(霉‘‘)+巧‘’))的表达式见定理
中(3-ii)．

§3·4 exp(t(Bi+o蠡))，eXp(p(搿十2毒))

在这一节，我们计算口{+最，蟛’+2匆所决定的单参数子群·
一计算Bi+矗，E∈(t1，⋯，iP)所决定的单参数子群exp(t(Bi+差))



由引理2．5列出满足零点初值为(z，Ⅱ)的常微分万崔组

堕=Ⅲ7．
<i，dt piwpi
P_三2Ⅲ ’ I z’

dr2_p=w∞似一，p>i，dt tp叫 4 ‘

ddtrA=碍+1，

—dw—N；nwm，p<t，dt ¨7‘ ’

警～惭叫，
百dwkp=∑蛳A茹Ⅲ珈 七<p<l，出七。“’””‘

孥=∑邮嚣⋯,A⋯Sp、7，耿泌p，出‘■“⋯⋯

—dw—kp=∑越：’Ⅲ咖na，skpd ，

i<％<Rt‘■“⋯“

警=莩w≯陇硒，州，
警=桃，
啦dt=∑”踟Q黔p>{．拿9⋯’

‘

q”％由{耘窦·得ri=tg(t+arctg si),
(2)陇，唧i(p<i)，姚p(p>t)的求法相同，这里只写出地的求法·

由{v秘i(O)=掣ul_i幻。扭毗驴。仇孙严sec(t+arctgsi’赢
(3)印0>≤)，印(p<t)的求法相同，这里只写出％∞>‘)的求法‘

由傣t-旧．=Wip，W扣烈H呲培岛’南椰％得
rp：s，+!!!!二!-；：笋：mz：，·。8p十———订ir一。十‘妒
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(4)蜘如(≈<P<{)，Wkp(≈<i<p)，Wkp(i<k<p)的求法相同，这里只写出
wkp(k<P<i)的求法．

由 弩j莩‰锔si嘶t轳∑。sec2(¨arctg刚南％舒si铲ti a得；s
‘’

s
⋯ 1‘ d#’

“怖(0)=。卸
’。

嘶确一+莓业警掣坐％艇kpZp’向
(5)％白<1)，％(p>i)的求法相同，这里只写出铷0<i)的求法

由{警=莩掣叭姑’)7。sec2(t+arctgsi⋯1。，(s．’啦(姑’)，得
【vp(O)=嘶

％=坳+莩业斧龇丽
引入新的参数日=tgt，则t=0等价于日=0

幻(t+arctg si)：两0+si一。(t+arctgsi)：呼
所以，exp(arctgO(Bi+盎))可以表示为

si+F
n 2而’
～：Sp+_』毛2川z品，p<{，～2而铆嘞，p<‘，
唧：sp+丁』毛z徊％，p>{，唧2 T=丽铆％，p>2，

叫州：雩铆，p<瓦蛳。两铆，p<。，
∥丽”lp2两。ip，p>。，
”却硇一+莓南％磷编t<p<t
”kp=Zkp+莩南z‰(删sp，k<i<p
‰硇p+莓F0卵z⋯(s)z'⋯Asp，{<≈<p，

42



、／1+伊仇2可“”
％砷+；尚龇研，删，
唧=郇+∑高；fi2S、)u，．g，12[s’，p>{．唧2郇+；函万z一⋯一7，”乱

二计算蹬’+2南，1≤￡sn玎，{<，，{，J∈{{¨r-，ip}所确定的单参数子群
exp(目(掣+2东))·
由引理2．5列出满足零点初值为k。)的常微分方程绢

d如

dO

drj

dO

drp
d9

2rf《’

=2rjwi8’，

=2∑姑’呦《e：，P<。

啦dO=2∑”譬’ecA皋吆，f<p<』，

面arp=2wipA—Owjp，p>五

等-rivj吲(Qij)+∑姑’旧乎两，
等=蚋Q牡∑"批雨Q∽
等=∑hA釉t trz、丽．vpl、j7+喀’码万忑丽J1 p<i，
等=∑M宰略吨Q寥+蟛’vj=(cCi耐j)t一。ip。’l，{<p<J，
面dvp=∑f屿，(』4黔：地鹳’+蜷’吻i万Q纨P>j，

ddw日0=(rirj一训，J叫乏f)e￡+2《’叫玎+2龟，

警=n∑％A黟e。+∑喀’枷玎(《)’A盏e蔬p<{，

警=n∑etAl⋯pwpje。+∑碡’w“A翠(A挑h{<p<J

警=nq舭窍)’q—xTM。(s’脚铹tp L一玎sp)『I p>J，



得

等=。∑％(s)e。(⋯Asj，、7+∑呦A盏e‰(A料p<{，
面dwpj=勺厶v-．Luip(s)ctna咖sj+∑efA咖sj删瑚州蚶A嚣， {<p<J，

—d万wjp rjw{”AutP a．-r厶～(s’哟p(A等)’訇sp，p>J，

—dW五矿pk=∑[训刀J4器e：％A砷ri训托l唧+wkjASkie：e。(A；k)7叫西t e，]， p<七<i，

dw瑚pk 2荨WphihetZa”ik埘纠A茹)’+莩嘞A”sje姒栅州<女<J
!茅=∑瞅’蛳(A批罐)7+wpjA蓦e：咄女(罐)，1)p<i<J<☆，

d瑚wpk=∑畴’etA胪sj帕雒rk+∑e￡Ai3v@jw娩A劣，{<p<≈<J，

警=∑哦’％女(A学)’A毕sk+既A咖sj呦tⅥ≈雒】，{<p<J<女，
百d2lJpk=∑‰(砖)‘t舢w．A苗+”挈螂女(A筹)7雒sk】，J<p<％．
下面求解这个常微分方程组．
(1)求n，q，wij．

首先计算鹋’．
由

等_(r矿掣oh+2wg)wq+2e。

掣=nq一∑蟛2+”冉z，

辔：a吼。一翻gs)2⋯1 4-。(t，掣
：a蚶(掣捌ij 2-2)+2蟛掣
=6",‘3￡)螳dO一4”乎3—8啦



所以可列出满足初始条件的微分方程

令“：wgr，则

掣=嚼一舯％(03-8w珍
pdp=(印一2蟛r一4)d”{；)2t

令尸=P，U=“+2，贝9

令q=导，则

所以

即

生：塑二塾二!
du P

荔=3—2≯U

c，嘉+㈣一；

一击由+刍幽一百1 au

—rl qd(1刊+孺2 d(q-2)=一吉du
(q一2)2 1可。面’
4cU一1+√l一4cU

q。———弦矿—一’

P=丝鼍乒型，
p=—4c(—u+—2—)-—11+v_’l—-—4c一(u+2)，

2c
(3．4．1)

“

考蟛扩，

，～

∑硝

篮甜

一秘～攀鲤揩

=峭百



不妨在此鐾取”十”号，因为从后面的计算可知，无论取”+’’还是取”一”，最后
所得的w∥都相同．

令

令

所以

!望竺望 一ac(”∥2+z)一-+√i二i：而

由矗ug’2=sin2n，可得

所以

志”≯2刮n2a，
i1黑8基c=枷一√l— coso

江姆i，

百1瓦击‰拈瑚+t2一、／T=蕊(1一t2)一“”

1

历“。8
2√磊

√1—8c
t=口+c7

”{_；】=t匝上l+t2

、一+、F习
叫g’

进一步写出硝’的显式表达式

令

浮+雁i礤
2域’

m o

1二!丢生幻以(日+。，)
√2

。 、 。

：—i-V1—-8c珂以(p+c，)
2,／2c

。 、 ’

A：—1-以—-8c
2_、／2c

掌=



m+知=虿

＼／m。一a蝼产

=Atg扼徊+c，)

=2Atgv臣(8+c’)《’一m
令

∞=p+c7

所以 ”百。2—cos2．v郾+—A2 sin2．cry@mAsinV'2‘pcos

(t) ~／2妒

由(3．4．1)，(3．4．2)式及初值条件可得：

E拶2--sisj
c=赢与刃珂【slsJ一2材锄7一圳‘ c，2去8rctg以 1一以=丽《：’

(3．4 2)

％rj，u苫’(s≠￡)的求法相同，只写出n的求法·

dr_A=2riwlJd8 ’，，

令
。=Atg以(口+c气

咀¨

”i；)=丽mx，筹=、，x／互z_x2+广A2，
鲁一扣=赫(击一南皿2=c志一南舻

撕剐n等，
所以

A2+z2

n。。1Ti万

由初值条件n(o)：配及z=A幻、，百(日+c，)可得

所以

。。书—1+(Atg—v臣d)2A2+(At硇堕盟掣gvf2c')2。12魂——2民————1r—一
n=si
!!￡鱼!±尘型丝!
COS2√j妒+A2 sin2以妒
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在验证解的过程中，司以得到一个重要的关系式t

mA=V'2(1一A21．

(2)"州(p<i)，wp’f(p<i)，WiP0<P<J)，叫研(z<P<J)，VJip(p>j)，wjp(p>J)
Vi，Ⅵ的求法相同．下面只写出t％(p<{)的求法．
由

警=n∑％《叩t。+∑姑’wij(A翟)7雒eh
得

可d2wpi=丽dTi々一蛳～s：e弛+n拿莩d枷wpj A舞e‰

+丢掣蛳(A≥M蓦e匆+E。we：’警(《)7《e匆
=2riwi8’∑％《e：e。+rirj∑罐’ec(磺)’A塞e；e。+n∑呦A副w甜(《)’鲻sjc知,

+n∑％《e：蚴(A翟)7』4箸e，er+∑咄’埘玎(《)7雏《蚴(硝)’A粼‰

+2”乎∑”譬’姚j(《)7雒e：e，+∑咄’(rirj一”“咄+2)et(A2)7雏e：e，

=4”∥n∑wpjA蛊e：岛一ri∑t％A舅e：”玎(A蓦)7A搿e：e。

+n∑嘞《e：呦(《)’铝e，er一∑咄’wij(Ap{)’《etm(铝)7罐”缸‘‰

+2训g’∑"譬’％(铝)7铝e：e。+2瑙’∑畦’u玎(A窖)’A剡唧

+2nql啊+(--wijwlj’+2)％

=4蟛等+2(∞一wijw：j+1)％
以E计算利用了公式

下面求解二阶微分方程

龟(A薯)7A#一et=以，r；
∑雒ujc一(《)7=，；
“

(罐)7《+(A器)’A：：}=26州小“’

警=t蚓鲁+2(∞一毗脚，+1)蛳



由”g’=T号§，∞=Atgv互(O+c，)，mA=以(1一A2)，及

可得

辔却旷w。+2)协∥2

n。一。玎％+1：昔dw!tI一2峭r一1
⋯1一z2、压(^2+z2) q m222 1

2⋯百万甲—■r一_”丌函乎．1

所以

令

=椰∽高攀≯一z丐竿南～，
A2—2A4+(A2—2)z22——丽可丙广

誓=a糕警+。生希筠型％
d2"D‘
瓦声2

∞=0+c’

!丝(!二篓地盘尘堕
1+A2t92佤o d妒 +z生盟A2(1羔A2tg铲2蛳一 十以∽ ’。

+z坠篇器筹淼篙垫蛳，。。A2(c082以妒+A2sin2以妒) “Ⅳ’

(cos2画+A2sin2以妒d∥Wpi
=4以(1一A2)sin以lpcos西警+【2(1-2A2)cos2画+2(印一2)sin2v互翻"讲
((c。s2讵lP+A2sin2嘞)訾)’
=(2瓶(1一A2)sinv郾cos讵妒％)’一2(cos2以妒+A2sin2讵妒)蛳，
((cos2v郾+A2sin2、／i妒)Ⅲ耐)”：一2(cos2、压lP+A2sin2、／如)t”硝．

而Y7，_一2∥的解为：Y=dsin、／百(妒+d，)，d,d‘为待定参数
所以

cos2、厄妒+A2sin2、压妒)叫2’ =站’sin以(妒+《’’)



Ⅲ兽’(妒)= d蓦)sin讵(妒+避’7)丽刁面F磊丽 ¨=1，-．-，nm

下面利用初值条件确定雄’和露”．

警=壁垫塑盟堕％COS簇2蒜A s篙in擎坐型堕丛盟4p ( 、／2妒+o o~，2口P

初值条件转化为：

令堙’：罐’b，嗡’：譬b，，可得

所以

其中

dipS／vT。礤(?)一再(1瓦-Ai2)si丽n 2v臣d)一c，弘避鬻．
蜘叫舞鬻燃一k一，蛳
d茹)'=arcctg(竖丝甏塑塑一糕H
(3) 唧(p<{)，印“<P<J)，唧扫>J)，wp≈(p<k<i)，W砷(p<i<k<J)
嘶k如<i<j<七)，嘶七0<p<k<J)，嘶七(i<P<J<岛)．蛳0<P<七)，％(p<i)
vp(i<p<J)，％0>J)的求法相同．下面只写出唧∞<t)的求法．

智=z莓姑’”力A粼



将已求得的姑)，嘞代入得

嚣；z善鳢罢eos2篆v却撰A2sin巡2 V如)2 。拶。：却 “台 ( + ”“讲气

sin以∞+露’’)sin讵(妒+粥’7’
=sin2临c。s讵霹’’cos娩搿7+sin以妒cos以pc。s以略’’sin以搿’
+cos西sin西sin以略’7c。s扼蜗’’+cOS2以妒sin以鹳’’sin以搿

微分方程的求解转化为求下面的3个不定积分；

令t=幻以妒，可得

所以

(11
f一⋯sin2⋯v却习研却，
㈣，／裔筹黠‰觑
(III)／碡蔷鬈象研如

(I)=孬甭1(8rc培A卜。十A。t。)+e(II)=高面瓦币i嘶
(III)=丽1∽ctgAt+考品)把

+C

勺(妒)=了1z磊。1。(axctg Atgv伍妒一再AAtg。妒v／2以妒_P胂僻’7cos删7
+研1面面而1霜面sin以(删’+搿7)
+A(arctgm，、／如+i考；舌≥荪)sin以露’’stn、／i《)，】搿或’e，《e：+咖

由％(c，)=8p，可求出no



综上， exp(口(瑙’+2匆))可表示为
COS‘、／2d+A‘sin‘、／2c'n一‘忑刁万i嚣丽，
COS2屈7+A2 sin2以c，rj”，丽巧瓦i甄丽’"玎=端’et+薹”妒ea=笔墨弓雾拿筹+薹出’丽cos巧2 v压瓦di+A瓦2 s丽in2 x／'2c'蟛=∥罨鬻嵩慧，u一．，啊删，嗡。2锚。■习万万孬瓦鬲南一“，⋯，啊p<“蜡=拶≮筹兰cos2v／2盟!a+A2sln2v'互p，⋯，⋯惭心，嗡2殇。■而万万一川_1’⋯，嘞一如’”≯=。∥絮掰喾蒜筹‰
壮剖絮筹铲未筹‰
∥圳絮筹铲 sin以(妒+d2’7)忑习万i磊丽
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札=1，-一，n妇， i<P<J

u=1，。一，嘞，i<P<J

“=1

u=1

“=1．

札=1

P>J

p>J

惭

怖

‰

唧



其中

Wpk=船(妒)-4-a8

％=99(v)+a9，

vp=glo@)+alo

Up=gli(妒)+all

∑甾’2-slsj
s#t。”面Fi珊

j<P<k

P<i，

i<P<J

p>J．

c，：扣s以号蜜
妒=0+c，

A：一1
、压—=丽

2√丽

在域’(p<{)的表达式中，

d舞)'=arcctg(—[si二sj—,动(s)二rj二,sj=,,一嵩箍h，
在堙’(p<t)的表达式中，d，(U。)'=arcctg(型(—s)sj菘,FAsJ r sj,,一
在蟛’(i<P<J)的表达式中，

拶’⋯嗽c坐塑鬟掣型
在t啦’o<P<J)的表达式中，

(1一A2)sin2以c7、
忑刁嚣幸甭五刁历J_。

f!二生12 1虫!型、一一
COS2以d+A2sin2如d。。

略，’：”ccts c!!!：竺(三s)二二二s二j专翥i严sj,AsJ,一：苫霎；；爹；糍，一c，
在⋯i‘p“’(p>J)的表达式中，

∥⋯s(些坠tp t铲,‘',O)At'P(ASpylg
在q；’o>J)的表达式中，

I!二!坐呈!延兰
COS2佃+A2sin2以c，

d嚣)'=axcctg(型警tP"C"产(s)fAtpvdsp]t一嵩淼)_c，



au)j=arcctg(竺挲磐一巍筹‰川；
在砖“’的表达式中，妒，’：。。。。t。c!!兰竺!：：ji；掣一：夏；号i爹；甓，一c，；
在印∞<i)的表达式中，蜥)=击蕃[型掣(arctgAtg西一嵩燃)+型鸳碰—靠+型掣(arctgAt91A2 cos2vr2．，o A2sin2v"瓦。

西‘

一 牟
‘

A
、 ⋯。r+蕊A sin v'如cosv％a脚,,(s甥蔫蓑幕蔫舞知叫嬲，

a0=sp一90(c，)；

在rp(i<P<J)的表达式中，州沪击蕃【幽掣(arctgAtg画一翥蒜，+业鲤盥丽靠+堂掣(arctgAt91 A2 A％in2
西’

一 cos2以妒+以妒。 A
、 一7+袁舅警嚣善‰)】蝴面(c石os2",／2孤d+A瓣g、sin2v／2d)2“∞，e，，

al=昂一gl(c，)；

在r。b>j1的表达式中．

卯(妒)=去∑【
V o$．r

+

(arctg Atg vf2妒一篙COS筹罴Sln％，‘VZ妒十^。 ’Vz妒

—万‰+型型鱼型(axctg Atg以妒COS2以妒+A2sin2西1 A 一’+丽A sin q"2@cosv伍。删；)毒麓麓“黔tp
a2=8p—92(c，)'



在Wpk(p<k<i)的表达式中，

砒)=丽1。聂。[型哮型(arctg Atg x／2妒 Asin、／2妒∞s~／2妒、

cos2x／氲a+A2sin2V郾7

．sin、／2(喵’+磷’) 1
。

1一A2 cos2、压妒+A2sin2、压妒+堂学(arctgAtg嘶搿糕，】甾’z2’：：i：；；{i；：f!ii；ii}i‰euA箸e：esA赢e：er铲械忑瓦i霸忑丽i历％A羚8饰和扣’

+砺1。聂。【型鸳型(a-r'ctgAtgA 画一嵩怒)’2以。缸。‘ 3 “一一忑习万i磊丽’
．8in以(鹂)，+壤’j l
’

1一A2 cos2v却+A2sin2以妒+堂掣(axctg Atgx／2妒+嵩然”
剖列未--嘉≤u南l釜号筹--拿菱v；，lie嘏e，es c罐托矗，2幻嗥izLF十8if，JsIn州F十％，i％^赢‰岛‘惭肛挣’

在‰k0<i<k<j)的表达式中。

吼(妒)=去∑[
z、，‘8，r．u

+

(arct础s画一芸COS筹篙sin‰)‘VZ∞+^· ‘、／Z妒

—万‰+坐型型(。叫。g以妒COS2以妒+A2sin2西’ A
”⋯”“”⋯

+嵩筹底燃’赢篱嚣≥慕‰“蹴吲∞7+去蒹[幽掣(arctgAtg画一嵩蒜，
+ —万‰+塑蹙型(。。。Atg以妒COS2以妒+AUsin2廊’ A

”⋯”“””

型峰菪J

挚鱼。



．

A sin~／2【pCOS、／2妒十忑习荪i磊丽
a4=Zpk—94(c，)；

在wvk(P<i<J<％)的表达式中，

鲥沪办丢 (arctgAtg西一芸COS筹篡‰n)‘、／Z∞十A‘sl‘、／Z∞+型骘型—赢+型掣(arctgAtgv／21A2 cos％郾A2sin2v郾 妒。

一 +
。

A 、 r

+嵩筹g劫剁?毒麓《竺筹‰州蝴㈣sk，+去三[型掣(arctgAtg画一翥慧)+型掣—杀L一+型掣(arctgAtgA2 COS2V％A2sin2v却 讵妒。

l一 士
。

A
’‘r

+：：i：：；；：；：：：：!；!!：：；；j：‰，]粥’。譬’：：i：；；：；!{!；；；；：；i!{；；i}；{：!；i；÷ier—t箸e：eucA茹y
a5=卸k一船(c，)；

在Ⅲ。b“<口<％<f)的表达式中。

9e(妒)。丽1三[

+

+

(arctg Atg画一芸COS警"4-餐S1n‰‘、／Z∞A‘ 。VZ妒

sin砸(d留7+蜊 L——i刁广一忑刁荔i磊丽 +型掣(arctgAtg西
；；：：；；；i；：：：；；!!!：：}；；!}‰，，弗’。g’：i：i：；；：!；：f!i；；ji!}!：!{j；i；；{：!；；‰etA；smje：esA苗；；；i：7i；ij：：ii：i；芦。：了雹石川曩，。幻：i：ijii：i：：iijj7i：：：ijii：弼。‘“‘‘。“。8“‘9+丽1嗣业掣(arctgAtg画一嵩慧，
+

+

sin以(搿7+d{：’j 1——F砑广一忑习瓦i磊丽 +竺鳢粤塑烂(arctgAtg西’

A
’’’

：；：：：；；i；：!：ii!!!：：；；i}魏，]瑙’壤’：i：i：；；；i；：{!；i；j。：：!；器ecAts—je：euA苗
a6=Zpk一．q6(CI)

罐筇
。～露筹塑妇鲂矿一一坚涠=韶彤

型哞

粥一以一坚舻一生型晷|



在嘶e(z<P<J<k)的表达式中，州沪1⋯Z。t型掣(axctgAtgv臣妒一喾糕，+掣丽赢+堂掣型(arctgAtgV巨A2 A2 i
妒1

l— cos2、原妒+ s n2、厄妒。 J4 、 中

+夏i；；；；蔫，，罐’弓r)五：j；i；；毫；；i畿唧cA玎tk，7A咖sk+去涮型掣(arctgAtg画一翥糕，
+ —万去+型望鱼型(arctgAtg协cos2以妒+A2sin2画’ A

～’

+夏i；；；；!：!：i；：；：笺％，]舀k是’二ij；茬≥?i≥{{：：：‰龟A劫sje：‰A彗
a7=Zpk一所(c，)；

在郇≈0<P<k)的表达式中，

。。c妒，=1；、，。。Z。。【!竺尘生!掣cmrctg且ts√互妒一：i；；；i滁)
+型掣—丽L一+型掣掣(arctgAt91A2 cos2v却A％in2v锄 西’

一 +
。

A
、 ’。’

+夏i；；：詈{i6：；；：某善％)】《?。舞’二i了(cio孑s2jvIf2d夏?+iAi2isi了n2氟v：'2i：c_')蕊2两er(A等)’e：‰J4笛
+去善[
+

(删s山s,／i妒一芸喾‰)cos‘VZ廿十A‘sln⋯Vz妒

——去+型鲨鱼型(arctg Atg讵妒cos2西+A2sin2以妒。 A 一’

+ii；；；；!i}：i；i}：善薏，，罐’弓挈二：j；：；!：；毫i；i}ii{；；}；!％岛cA蚶tk，7A币sk
a8=撕一啦(c，)；
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毗，=去三c型学(arctg Atgv／2妒一高慧，+型弊型—靠+型掣(arctgAtgAcos2v佤o A2sin2 西’

1—2 + 画’ A
⋯。⋯

+翥乎鬻‰喇由蒜篇毹专嘉竿i“鼬“两+去善【型掣(arctgAtg西～翥糕，+型鬻A型2—cos2v∞杀LA2sin2一v却+型掣(删跳以妒’

1一 +
。

』4 、～～6⋯6’。7+嵩辫彘蚺∥毒麓黼er丽雨，
在唯(i<P<J)的表达式中

蛐c加去蒹 (arctg Atg v压妒一未C08拦鬟sin‰)‘VZ妒十以‘ 。、，Z舻+警鳞型丽蠡+型掣(arctg Atg x／2妒+————f三：再一吾磊；i了雹石j_孑i孟虿7蟊十————。‘了r——一 妒

+夏S号i；；!：；；i譬笺茜，，礴’越m二i舞篆≥；嚣萝丢!i：；；；!；拿高eeA黪％Q≯
+—Lr‘
‘2以台。 (嗽小s画一芸COS筹罴8ln‰V)‘VZ妒十A‘ 。Z妒+型蜂型—靠+型掣(arctg Atgv石cos2v伍。 妒’

1一A2 +A28in2渤’ A
’

+嵩等彘瞒V蒜筹希鬟乎渤er两’掣，
a10=邯一910(c，)；



911(加去∑【型掣(arctg Atg vZ2妒一丽A sin而v／2V赢,cos v砺／2W)+堂鳞趟上+型掣(arctgAtgcos2, 以妒,／2。p+A2sin292妒+——f％广一——’——一页一 ～’

+翥喾臻‰必≯蒜篇蔗专茹‰“制euQ譬+去∑【型掣(arctg Atgx／2妒一裟赫)+掣丽靠+堂哮型(arctg Atg以妒
+翥g鬻‰，，纠蒜篇篇专慕掣纛er两。≯，

吼1=‰一9ll(C／)．酬淼甓慧曼搿裂鬣嬲‘以vN础,F))一E6硝ex憾p(o(D，(vN一,F))L1 1)以。
罩竺篱5：麓言颦裟誉笠2B篡譬0，罨鬻≥舅娑主≮i鬻誊，一P—f“，K(“一群“，霉‘。)+Pl【o为基，历以．。i，硝’+2渤为基·又碟’一z芍’，玲“一“，
或‘。+碍“，最+蠢，硝’+2南所决定的单参数子群分别为exp(9(·磷’一锚J))t
eXp(口(誓(“一碍。’))，exp(e(露‘)f只(‘’))，exp(arct90(Bi+蠡))，exp(目(蜡’+2毒))·所
以，。。p(争(D("Ⅳ，F)))以“p(口(硝’一笱’))为生成元，exp(五)以e)cp(p(曩“一《’))，
e。p(口(霹‘)十奄。’))为生成元，exp(磊)以exp(arctge(Bt+鑫))，exp(8(Tff’+2南))
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