
摘要

在保险实务中，保险公司面临着诸多现实存在和潜在的各种风

险。尽管无法预测或完全防范风险的发生，但可以通过购买再保险来

转移和分散风险。同时，也叮以通过在金融市场上投资来增加自己的

财富，但投资是有风险的，再保险也需要分一部分保费给再保险公司。

因此，研究最优投资和最优再保险问题，对保险公司米说，具有很重

要的现实意义。

本论文主要研究随机控制在风险理论中的应用，通过建立动态规

划模型来解决最优投资和再保险问题。首先对扩散风险模型中的红利

分配引入投资和再保险，在边界分红方式下，得到使得期望红利最大

的最优投资和比例再保险策略，以及最大期望红利的显示表达式；并

通过数值计算给出了投资和再保险对期望红利的影响。其次，对跳．

扩散风险模型，在盈余投资于风险资产和无风险资产，以及索赔进行

比例再保险的策略下，分别在含交易费用和风险资产价格服从几何

Levy过程下，研究使得保险公司期望效用最大的最优投资和比例再

保险策略。得到最优投资和比例再保险策略，以及最大期望效用函数

的显示表达式。最后通过数值分析找到最优投资和再保险策略与各参

数之间的关系。

关键词 投资；再保险；随机控制；红利；效用函数；Hamilton—Jacobi．

Bellman(HJB)方程
’



ABSTRACT

In insurance practice，the insurance company faces many real ity ri sks

and potential risks．Although impossible to predict or completely prevent

the occurrence of risks，but they can divert and diverge their ri sks by

purchasing reinsurance．At the same time，the insurance company can

also be invested in the financial markets to increase wealth．Apparently，

risky investment can be dangerous and reinsurance also need to diverge

part of the premiums to the reinsurance company．Therefore，it is very

important practical significance for the insurance company to study the

problem of optimal investment and optimal reinsurance policy．

In this paper，we study the application of stochastic optimal control

theory on the risk theory．We solve the problems of optimal investment

nd finsurance r}licies by：he establishment of d rammingandrelnsurance policies by the estalgllshment OI aynamm programming

model．Firstly，we introduce investment and reinsurance for di ffusion

risk model with dividends．Under barrier dividend strategy,the close form

expressions for maximal expected discount dividend and the optimal

investment and reinsurance policies are obtained．The impact of

investment and reinsurance on dividend are also given by numerical

calculation．Secondly,the surplus process is assumed to follow a jump。

diffusion risk process．The insurance company has the possibility to

invest in a risk．free asset and a risky asset and to purchase porportional

reinsurance for claims．We study the optimal investment and porportional

II



reinsurance policies which maximizing the expected utility of insurance

company under the risky asset following Geometric Levy process and

transaction cost，respectively．Explicit expressions for the maximal

expected exponential utility and the corresponding optimal policies are

obtained．Finally,the relationships between optimal investment and

reinsurance policies and some parameters are given by numerical

calculation．

KEYWORDS investment；reinsurance；stochastic control；dividend；

utility function；Hamilton--Jacobi--Bellman equation
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1．1选题意义和背景

第一章绪论

在同益繁荣的现代社会，人类生活面临着诸多现实存在和潜在的各种风险。

尽管人们无法预测或完全防范风险的发生，但可以通过购买保险来转移和分散风

险。保险公司就是以承担风险、调节风险为主要业务的金融企业，其本身具有高

风险特征。风险对保险公司而言，是一把双刃剑，处理的得当就意味着滚滚利润；

一旦失控，公司将陷入破产的深渊。为了能够持续盈利，为了永久生存，保险公

司通过提高风险管理能力，来避免灾难性的损失；同时保险司公还要承担更多的

风险，拓展业务。因此，保险公司作为给他人提供保险保障的专业机构，通过各

种措施减少自身的风险，同时增加自身的收入，提高偿付能力，对保险公司的财

务稳定和长远发展有着极其重要的意义【56,581。

由于在保险实务中，竞争激烈，保险公司增加盈余的主要方法是投资，但投

资是存在风险的，如资产贬值、利率风险等。另外，保险公司把过多的资金投资

到风险资产上，资金的利用比例太高则资金的流动性差，不能满足索焙波动带来

的赔付需要；投资项目的失败，比如投资到不熟悉的领域、高风险领域等。投资

风险的暴露必然降低保险公司的投资收益，保费收入没有得到有效利用将降低保

险公司的效率，总盈余也会下降。这不仅将严重威胁保险公司的盈利，而且长期

内会影响到保险公司的存亡。因此，研究最优投资问题具有很大的现实意义160j。

保险公司减少风险的方法之一就是采取再保险。再保险的有效安排给保险公

司提供了规避巨灾的良好手段。没有再保险，保险公司就不能承保超出公司赔偿

能力的项目。而且，一旦发生了较大的赔偿额时，保险公司就算是倾其所有也无

力赔付。这将给保险公司的生存和社会安定带来巨大的影nI匈。保险公司有效的利

用再保险，就可以联合承保一些较大的项目。但是再保险是要分出一部分保费的。

因此，保险公司选择最优的再保险方式，以及确定最优再保险额度，使自身的风

险最小、利益最大是个十分重要的问题1591。

因此，研究最优投资和最优再保险问题，可以指引保险公司是否进行投资和

再保险，如何进行投资和再保险，帮助保险公司制定决策，减少保险公司的风险；
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目前，保险公司的最优投资和再保险问题已成为金融数学的研究热点问题之一。

它的理论不仅丰富和发展了现代金融，而且也沟通了数学分支与金融学、保险学
?

之间的联系，对数学的发展起了推动作用。

1．2国内外研究现状

风险理论的早期研究可以上溯到Lundberg[33J的结果，他的工作奠定了风险

理论的基础。如今，已经有大量的论文和专著对Lundbergl33】的结果做了各种形

式的推广和深入研究。其中一个方面足模型的推广，如史新风险模型、复合泊松

风险模型、扩散模型、跳功。散模型等。另外一个方面的推广是随机控制理论和

风险理沦研究的结合，如讨论破产概率、红利分配、再保险、投资、新险种开发

等领域的应用‘6西，11，12,21,25,27,28,42，4引。

有大量的文献对保险公司的破产概率和破产相关函数进行了系统研究，其主

要著作有Gerbertl引，Grandelll20】，Schmidli[44】，Dicksontl3，141，Yang and Zhang[54】

等。 ．

f‘

近年来，越来越多的人们关注最优投资和再保险问题(即投资组合问题)，

将随机控制的方法应用到保险相关问题的研究中去。这是由于保险公司可以投资

于股票市场，可以采取再保险策略。利用随机控制工具来研究保险问题，已成为

当今保险学研究的重要方向。Karl Borch 1967在伦敦阜家统计学会上说：“控制

过程的理论看上去就是为保险精算师的问题特殊研究的，而保险精算师为解决这

些问题已经奋斗了一个多世纪。如果50年前保险精算师和数学家们能知道他们

其实是在研究同一问题，并且能够联合起来，那么考虑这个问题就会有趣和有用

的多。"由此可见，随机控制在保险问题研究中的重要作用。随机控制工具主要

用来研究保险中的破产概率、红利、期望效用等问题【6¨。

Brownel31首先研究这个问题，对扩散风险模型，在盈余投资于价格服从由经

典的Black．Scholes模型的风险资产的条件下，得到了使得破产概率最小的最优投

资策略，以及最小破产概率的显示解。Hipp和Plum[261对传统风险模型，在盈余

投资于风险资产和无风险资产的条件下，研究了使得破产概率最小的最优投资策

略，得到最小破产概率所满足的Bellman方程，并且证明了解的存在性。Maritina

矛tlGilber 139]对同样的模型，不仅得到了最小破产概率所满足的HJB方程，以及证
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明了方程的解的存在性、唯一性及最优性等问题，而且还给出了具体的数值解算

法。Hippl271对索赔为复合的Cox过程的风险模型，也考虑了该问题。Yang和

Zhan9154】考虑了跳．扩散风险模型的最优投资问题，在理赔额为指数分布、Gamma

分布、Pareto分布时给出了破产概率的数值计算方法，并讨论了一些参数对破产

概率的影响。
’

Sehmidlil43】研究了扩散风险模型和传统风险模型，研究了使得破产概率最小

的最优比例再保险策略，得到了最小破产概率所满足的Bellman方程，并证明了

Bellman方程的解的存在性、唯一性及最优性。Hipp禾tlVogtt281对传统风险模型，

研究了使得保险公司的破产概率最小，得到超额损失再保险策略，得到了最小破

产概率Bellman方程，并证明了方程的解的存在性、唯一性及最优性，最后还给

出了当索赔大小分别为指数分布、移位指数分布和Pareto分布的数值解。

Schmidli[删对传统风险模型，在盈余进行投资和索赔进行比例再保险条件下，研

究了使得破产概率最小的最优投资和比例再保险策略，得到最小破产概率所满足

Bellman方程和一个适应性的最优策略，给出该方程的数值解的计算过程。最后

证明了这个方程存在一个递增解，并给出了两个数值解算例。

为了在保险组合中反应更真实的现金流，De FinettiIm】首次提出具有分红策

略的保险风险模型，发现最优的分红策略是边界分红。Gerber[16,17】，Btihlmann[21，

Lin et all351，Gerber和Shiu[191，LiE381等系统的研究了边界分红策略。Jeanblanc．

Picque和Shiryaew[321，Asmussen和Taksar[‘1提出了一个有界的分红率，也就是

单位时间红利支付不能超过一个上界，证明最优分红策略是一种更一般的边界分

红，称为阀值分红。Lin和PaVlova【361研究了复合泊松风险模型的阀值分红策略，

得到Gerber-Shiu折现罚金函数满足的积分．微分方程，给出了最终破产概率、破

产时间、破产前盈余分布。Wan[521把上述结果推广到了跳．扩散模型，也得到了

Lin和Pavlova[36J干目似的结果。近年来越来越多的学者研究具有多个阀值的分红

策略。Lin和PaVloVa例研究了复合泊松风险模型具有多层阀值的分红策略，得

到Gerber-Shiu折现罚金函数满足的积分．微分方程，通过解这个方程，给出了

Gerber-Shiu折现罚金函数的计算方法，以及最终破产概率的显示表达。

Asmussen和TasksarII|研究了扩散风险模型下保险公司的最优红利分配。

Hojgaard和Taksar[24】研究了扩散模型下的最优再保险和红利分配i’uJ题，在分红额
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有限制和分红额无限制两种情形下，得到了最优再保险策略和最优红利，且通过

数值计算讨论了再保险对红利的影响。

杨步清和叶中行【62】研究了经典保险风险模型下的最优再保险和红利问题。

他们考虑的再保险方式为比例再保险，应用动态规划原理得到了红利满足的HJB

方程。由于这个方程的显示解难以得到，他们采用近似的方法，将模型在时fuJ和

状态空问上分别离散化。再将得到的离散最优控制问题的解作为连续模型的近

似。最后的结果表明：最优回报函数是严格递增的凸函数。Taksar et．a1．15o】研究

了经典保险风险模型下最优红利和再保险问题。他们考虑的再保险方式为超额损

失再保险。他们讨论了分红有上限和没有上限两种情况，得到了最优解，并且在

文中证明了超额损失再保险优于比例再保险。得到的主要结果如下：1)分红没

有上限时：此时问题变为一个混合的单一正规扩散过程控制问题。它的解析解足

一个边界自由的线性二阶微分方程。当盈余低于五时不进行任何分红，而当盈余
●

高于五时，则将现有的资本全部用于分红j 2)分红有上限时：设上限为M>0，

此时问题为一个正规的控制问题。最优的分红策略是当盈余低于xj时不进行任何

分红，而当盈余高于五时，则将按照最大上限M进行分红。在这种情况下，超

额损失再保险业务依据发生索赔的分布以及最大上限M的人小来决定是否需要

停止。但是在所有的情况中，保持水平会一直保持不变，直到现有盈余超过五。

同样，这里的转折点x依赖于初始资本。

近年来，效用函数的研究已为保险数学的研究热点之一。Yang和Zhang[541

对跳．扩散风险模型，研究了使得财富期望指数效用最大的最优投资策略，得到

了值函数和最优投资策略的显示表达式。Guo和Bai[221对扩散风险模型，研究了

使得财富的期望指数效用最大的最优投资和比例再保险策略，得到最优投资和比

例再保险策略，以及值函数的显示表达式。梁志彬旧1对跳．扩散风险模型，在仅

投资于风险资产的条件下，研究了使得财富的期望指数效用最大的最优投资和比

例再保险策略，得到最优投资和比例再保险策略，以及值函数的显示表达式，并

给出最优策略和值函数与参数之间的关系。Irgens和Paulsenl3l】对跳．扩散风险模

型，在风险资产价格含跳的条件下，研究了使得财富的期望效用最大的最优投资

4
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和再保险策略。

我们知道在保险实务中，有许多不确定性的因素，如通货膨胀、自然灾害、

战争、金融危机等等。由于上述一些原因，进行投资时考虑无风险资产含有随机

利率或风险资产含有随机利率和随机变差更有意义。Li和Wul341考虑了随机利

率，以及风险资产的价格为随机变差的情形，给出了检验定理的证明，在幂效用

函数下，他们获得了最优的值函数和最优的投资策略。上述研究在买卖风险资产

时，都不考虑交易费用，而在实际中，买卖股票都有交易费用。Zhang et．a1．【55j

对扩散风险模型，考虑了含交易费用的使得财富的期望指数效用最大的最优投资

和再保险策略，得到了最优的值函数和最优的投资和再保险策略的显示表达式。

然而，目前还没有文献同时考虑投资和再保险对红利的影响。大部分文献在

研究最优投资和再保险策略时，一般都假设风险资产服从几何布朗运动，很少文

献考虑风险资产服从跳．扩散过程。在跳．扩散风险模型的最优投资和再保险策略

中，还没有文献考虑买卖风险资产的交易费用。因此对上述问题进行研究，无论

在理论上，还是在保险实务中，都具有非常重要的意义。

‘

1．3本文的结构和研究方法

本学位论文，共六章。

第一章为绪论，介绍了选题的背景和意义，国内外研究现状，以及本文结构。

第二章为预备知识，介绍了风险理论中的一些基本概念，如保费、再保险、

效用函数等，以及随机控制的基本理论。

第三章研究扩散风险模型的边界分红策略，得到使得期望边界红利最大的最

优投资和再保险策略，以及期望红利的显示表达式，并通过数值计算得到投资和

再保险对期望红利的影响。

第四章研究带交易费用的跳．扩散风险模型的最优投资和再保险策略，得到

使得财富期望指数效用最大的最优投资和比例再保险策略，以及最大期望指数效

用的显示表达式。 ，

’

第五章研究跳．扩散风险模型的最优投资和再保险策略，在风险资产价格服

从跳．扩散过程条件下，得到使得财富期望指数效用最大的最优投资和比例再保

险策略，以及最大期望指数效用的显示表达式。并通过数值计算得到参数对投资
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和再保险策略的影响。

第六章为总结和展望。
：

本学位论文的研究方法是：通过建立动态数学模型，解决再保险、投资之问

的合理分配，以期达到期望效用或红利最大，同时通过数值计算讨论参数对最优

投资和再保险策略的影响。采用的方法为随机控制理论和随机分析的理论，通过

求解控制问题对应的HJB方程，得到具有反馈形式的最优决策过程。

6



硕十学位论文 第二章预备知识

第二章预备知识

本章首先介绍了风险理论的一些基本概念，如保费计算方式、再保险策略、

效用函数，以及基本的保险风险模型——扩散风险模型、复合泊松风险模型、跳

．扩散风险模型，然后介绍了随机控制的理论。

2．1基本概念[20,45,59,62I ．

2．1．1保费计算基本原理

假设S为理赔额，P为保费收入，下面给出一些保费计算基本原理。

(1)净保费原理：P=E(S)

(2)期望值原理：P=(1+9)E(s)，p>0是安全负载。

(3)方差原理：P=E(S)+aVar(s)，口>0为一常数。

(4)修正的方差原理：P=E(S)+ccVar(s)／E(S)，口>0为一常数。

(5)标准差原理：P=E(s)+口√哳(s)，口>0为一常数。

(6)指数原理：p=a一1 logEEexp(ctS)]，口>o为一常数。

(7)零效用原理：u(x)是效用函数，保费P是下面方程的解

甜(w)=E[甜(w+p—s)]，w为初始盈余。

(8)风险调节原理：记s的分布函数为F(x)，p：r[1一F(x)]8出，口∈(o，1)。

2．1．2再保险方式

下面给出两种常见的再保险类型。

(1)比例再保险(proportional reinsurance)：假设理赔额为】，，则原保险公

司的理赔额为X=pY，其中p(O≤p≤1)为约定保险金额的分割比例，再保险公

、

司的理赔额为Z=(1-p)Y。
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(2)超额损失再保险(excess．10ss reinsurance)：假设理赔额为】，，则原保

险公司的赔付额为X=min{Y，b)，其中b为一常数，再保险公司的赔付额为

Z=max{Y一6，O)。

2．1．3效用函数

下面给出常用的四种效用函数。

(1)指数效用函数(CARA)：

㈨=一矿1皿， ‘(2-1)

其中∥>0是常数，该效用函数的绝对风险厌恶系数为∥。指数效用函数是在零

效用原理下，唯一一个得出独立于保险公司盈余水平的公平保费的函数，因此它

在保险数学和精算应用中有着重要地位。

(2)二次效用函数：

㈨=x一触2，石<历1 (2j2)

其中胪。是常数，该效用函数的绝对风险厌恶系数M加韶=而2p 。

(3)对数效用函数：

U(x)=fllogx，x>0 (2-3)

其中∥>0是常数，该效用函数的相对风险厌恶系数为1。

(4)幂效用函数：‘

U(x)=∥，x>0 (2．4)

其中0<∥<1为常数，该效用函数的相对风险厌恶系数为1一∥。

2．1．4保险风险模型

(1)经典风险模型
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Nt

X：x十ct—yK
‘ -“

扛l

(2-5)

其中z 2 0表示保险公司的初始盈余， c>0是保险公司单位时间的保费收入；

{K，k=l，2，⋯)是一列独立同分布的(严格)J下值随机变量，其共同分布为GCy)，

G(0)=0，期望为∥=E(X)，K表示第k次赔付的大小；{Ⅳ(，)，，≥0)是参数为

名>0的泊松过程，表示到时刻t为止的总的索赔发生次数。此外，假设

{蚱，后=1，2，⋯}和{Ⅳ(，)，，≥0}是相互独立的。Ⅳ(，)表示保险公司在时刻，的盈余，

由于未来时刻的盈余是未知的，{x(，)，f≥0}便是一个连续时|、RJ的随机过程。

(2)扩散风险模型

xt=x七ct七硼。1 (2-6)

其中x为保险公司的初始盈余，C为保费收取比率，形为一标准布朗运动，17"为

一常数。置为f时刻保险公司的盈余。

(3)跳．扩散风险模型

N(t)

x(r)=X+cl--∑匕+∥形=x+ct-S(t)+flW, (2—7)
k=l

其中x≥0表示保险公司的初始盈余； c>0是保险公司单位时间的保费收入；

{K，k=1，2，⋯)是一列独立同分布的(严格)正值随机变量，其共同分布为G(少)，

G(O)=0，期望值为∥=E(X)，K表示第k次焙付的大小；{Ⅳ(f)，f≥0)是参数为

五>0的泊松过程，表示到时}lJt为止的总的索赔发生次数；{彬，f≥0，是标准的

布朗运动，∥≥0是常数，表示扩散变差参数。此外，假设{K，k=l，2，⋯)，

<Ⅳ(，)，t≥0)和{形，，≥O}之间相互独立。x(f)表示保险公司在时刻f的盈余。

2．2随机控制理论115,45]

随机最优控制己广泛用于管理，金融等领域，其主要依托Bellman动态规划

原理(The Theory ofDynamic Programming)。下面介绍连续时间随机控制的基本

9



硕十学位论文 第二章预备知识

理论，更多的内容可参Flemming和Sonerll 51。

考虑集族F(x，，)，x∈X，f∈【t0丁】和下面的控制问题

满足

，(f，x，甜)=r’￡(x(f)，甜(f)，f矽f+g(x(r))寸max (2．8)

边界条件为x(，)=x。

贾(f)=厂(x(r)，甜(f)，z-) (2．9)

状态x(，)属于R”中的开集x，控制甜(，)是一个取值于R⋯中闭予集u的有界

可测函数。函数厂：Xx Ux R—R”，g：x专R和L：X x Ux疋斗R关于状态变

量是连续的。

一个控制序列(x(，)，甜(∽，，≤r≤r关于F(‘，)是可行的，如果x(·，，，x，“)关

于控制甜(f)，，≤f≤T是(2-9)的解并且积分(2．8)的值有定义，所有可行的

控制策略我们记为Q(f，x，“)。相应的Bellman值函数矿：x×R—R定义为

y(川一p"￡(x(f)，“(f)，r沙+g(x(丁))：(m“(·))∈Q(船)}(2-10)
引理2．1对于每个x∈X和每个to≤，≤J≤T满足

(i)对于每个可行策略(x(·)，甜(·))∈Q(，，x)，

矿(彬)≥fL(x(f)，“(f)，fpf+y(蹦(蹦，x，"))

(ii)如果存在可行策略(x’(，)，“+(纠，，≤f≤丁使得y(，，x)=，(，，x，“‘)，

y(蹦)=f三(x‘(f)，甜’(f)，f№+矿(x‘(蹦，圳’)，J)

则有

引理2．2设矿：【，o，丁]×Ⅳ对于每个x∈x和每个b≤，≤ssr满足下面的条件

(i)对于每个可行策略(x(·)，“(·))∈o(t，x，s)

矿(州)≥r￡(x(f)，“(f)，f胁+矿(蹦(蹦，训))

(ii)存在一个可行策略(x‘(·)，材‘(·))∈Q(r，x，s)·使得

矿(叫=r￡(x‘(f)，材+(f)，f陟+矿(蹦+(蹦，圳‘))
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(iii)对于所有的x∈x，边界条件矿(，，x)=g(z)成立。

则存在可行策略(x’(f)，甜‘(，))，，≤f≤丁使得y(，，x)=，(，，x，“’)，N V=I)。

定义2．3如果下面的性质成立

(i)Bellman函数V关于(f，x)在【气，T]xX是连续可微的；

(ii)对于每个(，，x)∈【，。，丁】×x，存在一个可行策略(x4(f)，材’(们，t<r<T，使得

甜‘(·)连续且矿(，，x)--I(,，x，“’)．

则称y是最优问题(2-8)和(2—9)在【，0，7’】×x上的光滑解．

定理2．4假设最优问题(2-8)和(2—9)在【f0，丁】×x上的一个光滑解存在，

也就足对于所有的(，，x)∈【to,T]x X，值函数v(t，x)获得，则

(i)Bellman函数y对于所有的(f，x)∈【t0丁]×x满足下面的HJB方程

瓢小max{吣以吵瓦OV∽彬似州)卜
和

矿(，，x)=g(x)

(ii)如果存在一个可行策略(x+(，)，甜+(f))，r s f≤丁使得“+(·)连续且

v(t,x)=，(f，x，甜’)，则对于所有的(r，x+(，))，，∈【，。，丁】，HJB方程在“+(，)获得最

小值。
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第三章扩散风险模型下再保险和投资对红利的影响

在保险实务中，由于竞争激烈，当保险公司的盈余达到一定水平时，保险公

司将降低保费或将盈余的一部分作为红利分给保单持有者。因此为了更好的描述

保险公司的现会流，需在保险风险模型中考虑分红。特别感兴趣的是两种依赖盈

余的红利策略。一是常数边界分红策略，对于常数边界分红策略，当盈余低于一

个常数边界时没有分红；当盈余高于这个常数边界时，高出部分全部作为红利分

出。另外一种分红策略是阀值分红策略，当盈余低于一个常数边界时没有分红；

当盈余高于这个常数边界时，只是把盈余的一部分作为红利分出。【29，30，40-41，49，511

本章对扩散风险模型，考虑投资和冉保险对边界分红的影响，得到使得期望

边界红利最大的最优投资和再保险策略，以及最大期望贴现红利的显式表达，并

通过数值计算得到投资和再保险对红利的影响。

3．1模型和Hamilton．Jacobi．Bellman(HJB)方程

为了使数学上更为严格，1段设所有的随机过程和随机变量都定义在完备的概

率空问(Q，F，尸)上，并且有一满足通常条件的仃一流{Z，t>O}，即F右连续且尸

完备。允许连续交易，不考虑交易费用和税收，且所有资产都是无穷可分的。

考虑下面的扩散风险模型，即保险公司的盈余为

尺(f)=x+ct+flWO)(f)，t≥o (3·1)

如果保险公司进行比例再保险，比例再保险的水平是(1-a)，这里

0≤l—a≤1为比例再保险的比率，0≤a≤l为风险暴露。如果保险公司的风险暴

露固定，则在每次理赔时保险公司支付100a％，同时再保险公司支付剩余的

lOO(1-．)％，因此保险公司的盈余为

R(t，口)=x+act+aflWO)(f)， f≥o (3-2)

此外，我们用A(t)表示，时刻投资于风险资产上的盈余数量，风险资产的价

格取，)服从几何布朗运动，即

dS(t)=S(t)Ludt+o'dW"(2)(，)】，，≥o (3—3)

12
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其中，∥和仃都是正常数，分别代表风险资产期望收益率和方差；{∥‘2’(，)．f≥o)是

一标准布朗运动。假设W‘1’(，)和W‘2’(f)相互独立。

在任何时间，，保险公司选择比例再保险策略口(，)和投资策略彳(，)作为控制变

量，定义万(f)=(口(，)，彳(，))。一旦万(·)给定，则，时刻，保险公刮的财富过程为

毗万)=川雨as(t)+批a)
即

锻(，，万)=[∥彳(，)+阳(，)]衍+仃爿(伽∥‘2’(t)+a(t)fldW‘1’(，)(3-4)

8(o)=X (3-5)

如果万(，)关于{f，，≥o}可料，且甜(，)，A(t)满足下面的条件

(1)o≤a(t)≤1；

(2) p{r彳2(，)坊<00)=l，对于所有丁<o。。
则称控制策略万(f)是可行策略。所有的策略记为H。

下面我们考虑边界分红，假设保险公司支付红利以一个常数b>0来控制。

当盈余低于b时没有红利支付；当盈余高于b时，高出的部分全部作为红利支付。

对f≥0，设D(，)为到时刻f为止支付的总的红利，则支付红利后，在时刻，，保

险公司的盈余ji(，，万)为

k(t，万)=尺(f，7r)-D(t) (3—6)

破产时刻定义为

瓦=inf{t>0：ji(协)≤o)(3-7)

设万>0是红利贴现率，联。为在初始盈余为x，控制策略为万时，到破产时

刻乃为止所有红利现值，即

鬟。=P—dD(¨． (3—8)

对石≥o，我们用V丌(x，6)表示磁。的期望，即
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矿厅(x，b)=研Ⅸ6 l R(0)=x】 (3-9)

投资和再保险的目的是使期望红利最大，即找到最优的值函数

v(x，b)=su，p．V”(x，b) (3-10)
_jrEIl

以及最优的策略万‘使得

V芹(x，b)=V(x，b) ，(3-11)

由Flemming和Sonedl51或Schmidlit451，容易得到下面的定理。

定理3．1假设V(x，b)是定义在R+上二次连续叮微函数，则V(x，b)满足下面

的HJB方程

s。u。lpl丁Llz(flZaZ+cr2A2)y”(x，6)+(ca+A／t)∥7(x，6)一万矿(x，6))=。，。≤x≤6(3—1 2)

V(x，b)=x—b+V(b，6)，x>'6 (3-13)

边界条件

y(0，6)=。，TaV(x,b)b=1 (3．14)

由Flemming和Sonerll5J或Schmidli[45】中的标准方法，容易得到下面的检验

定理。

定理3．2设形(罩；6)是定义在R+上递增二次连续叮微的凹函数，满足边界条

件(3-14)且是方程(3-12)和(3一13)的经典解，那么值函数y(x；6)和∥(x；6)是一致

的，也就是说∥(x；6)=矿(x；6)。进一步，如果可行策略7r‘满足下面的方程

l(f12a*2+024‘2)∥”(x，6)+(阳’+彳’∥)∥’(x，6)一J∥(x，6)=0，0≤x≤6=0(3-15)

W(x，b)=x—b+W(b，6)，石>b

则万+是最优策略，即w{x，6)=矿(x，6)=y”。(x,b)。

14
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3．2最优投资和再保险

3．2．1不考虑再保险和投资的风险模型

如果即不考虑再保险，也不考虑投资，则分红利后保险公司的盈余为

龌=cdt+fldW‘1’(f)一dD(t)

对于x≥0，我们假设用符号K(x；b)记作皿，。的期望，即

K(删)=Ⅱ口，。Ik(o)=x]

则在定理3．1中令A=o，a=1，可知K(x；6)满足下而的方程

及边界条件

j1∥2K，l：x，6)+cK，(z，6)一万K(x，6)=。，o≤x≤6

易知方程(3—17)的解为

K(x，b)=x-b+V,(6，6)，x>b

呻纠_0，掣卜·
K(x；b)=CIP"+C2P掣

(3—16)

(3—17)

(3—18)

(3—19)

其中1：学-c+x／c2+2ffa，吒：学-c-、／cz+2flza，因此由边界条件c3一·9，可得
Cl=一C2=石石兰歹。因此，我们有

定理3．3对于盈余过程(3．16)，期望边界红利值函数K(x；6)满足

吣∽=j筹胚倒 (3．2。)

’lx-b+Vl(6；6)，X>6

蜥：型-c+x／c乎2+2f126舻学
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3．2．2仅考虑再保险的风险模型

下面仅考虑再保险不考虑投资，则分红后保险公司的盈余为

撕(，，a)=acdt+afldW‘1’(，)一dD(t) (3．21)

设砭(x；6)为比例再保险下的最大期望边界红利函数，即

K(删)=4％阶，口)=0]
则由定理3．1知，K(x；6)满足下面的HJB方程

边界条件

叫su。，．p，仨廊2嗷啪)+阳啦，6)一蚓啪))-0，。≤x≤6
K(x，b)=x-b+V2(6，6)，x>6

V2(O,．b)_0，掣卜·

(3—22)

(3-23)

(3-24)

HJB方程(3-22)可矢㈨+一旁黼，代入(3-22)求解方程，且由边界条件
(3-24)；可得值函数％(x，6)：bl-__二q妒，其中77：乓。此时最优比例再保险策

77

¨参

略舸=睁井m‘虬因删哺

定理3·4对于盈余过椰-21)，设a=降吾卜若矧，则最大期望边
界红利值函数％(石；6)满足 ．

咐)-』≯胚矧 p25，

【x一6+K(6；6)，x<b

舯77=麦，此时最龇例再保险策略舸=降C井；若㈧删最．．。 c。 I 口‘JD+_ ＼ 厂／ o

2∥2

16
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大期望边界红利值函数为

此时最优再保险比例为a‘=1。

K(x，b)=K(x，b)

3．2．3考虑再保险和投资的风险模型

下面即考虑再保险又考虑投资，则由定理3．1知最大期望边界红利值函数

v(x，6)满足HJB方程(3-12)，(3·13)和边界条件(3-14)。因此由HJB方程(3—12)

可得

口’一旁嬲∥一旦0．2黜 (3-26)
口一歹瓦丽_一一两丽

p_叫

(3-26)代入(3．14)，化简得

12f，1,,￡f12+等]篱埘似垆。
解上述方程得

其中y= 磅1．c2 2’

V(x；b)=＆7

由边界条件(3-14)得c=歹1 6卜，。此时口。=旁南，y p卜。y

∥：乓三。由于口‘≤1，Natq笼1|qN
17"2 1一y

定理3．5对于盈余过程(3．6)，假设x≤旦巡，则最大期望边界红利值函
数V(x；b)满足

⋯2南1．c2 2’

万+一I了+。了)

Ilbl-rxr,O≤x≤6
y(x；6)={y (3-27)

lx-b+V(b；b)，x<6

最优再保险’策略口。2歹c FX7，最优投资策略

17
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彳2等专1。仃‘ 一y

3．3数值结果及经济分析

下而通过数值计算研究再保险和投资对红利的影响，以及最优投资策略的影

响因素。

3．3．1投资和再保险对红利的影响

取b=4，万=0．05，f=5，∥=5，∥=O．1，仃=0．2，则由定理3．3，定理3．4，定

理3．5，得到V(x，6)，K(x，6)，圪(x，b)与初始盈余x之I、UJ的关系，如图3-1所示。

守

蚤
薹
芦
守

箩

图3一l投资和再保险对期望红利的影响

由图3-1可以看出，K(x，4)<砭(x，4)<v(x，4)，即进行比例再保险后的期

望红利比不进行再保险的期望红利大，同时进行投资和比例再保险后的期望红利

最大，投资和再保险可使期望红利增大。

3．3．2市场价格丝对红利的影响
∥

取6=4，万=o．05，c=5，∥=5，x=3，则由定理3．5，得到V(x，b)与市场价格

18
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丝之间的关系，如图3-2所示。
仃

图3-2风险的市场价格对期望红利的影响

从图3．2可以看出，y(z，6)足风险的市场价格丝的增函数，这是因为丝越、 。

G o

大，投资风险资产能得到的收益越大，因而期望红利也越大。

3．3．3风险资产期望收益率∥对最优投资策略的影响

取万=0．05，c：5，∥=5，x=3，仃=O．4，则由定理3．5，得到A‘与∥之间的关系，
’

如图3．3所示。

图3．3风险资产的期望收益率对最优投资的影响

从图3-3可以看出，A+是风险资产期望收益率∥的增函数。因为∥越大，投

资于风险资产所能获得收益越大，因此保险公司应投资更多的盈余于风险资产。

19
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3．3．4标准差仃对最优投资策略的影响

?

取6=0．05，c=5，∥=5，X=3，∥=O．1，则由定理3-5，得到A+与仃之间的关

系，如图3．4所示。

图3．4风险资产的期望收益率标准差对最优投资的影响

从图3-4可以看出，彳‘是仃的减函数，由于仃是风险资产期望收益率的标准

差，因此盯越大，风险资产的风险越大，所以保险公司应投资更少的盈余于风险

资产。
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第四章带交易费用的最优投资和比例再保险

买卖股票是需要佣会、印花税、过户费的，即交易股票是有交易费用的，尤

其是频繁的交易时，交易费用是很大的。此外除了上述提到的交易费用外还有其

他费用。其他费用是指投资者在委托买卖股票时，向}难券营、J抄部缴纳的委托费(通

广 讯赞)、撇单费、查淘赞、Jt：，1赞、磁卡赞以及电。话委托、自助委托的制暑赞、

超时费等。这止匕费用ii要用于通讯、设备、单证制作等疗而的开支。其他费JtJ由

券商根据需要酌情收取， ‘般没有明确fFj q复费标准，只要其收费得剑、与地物价部

门批准丑p呵。凶此在风险投资时，应考虑交易费用，考虑交易费用才更符合实际

情况。⋯1

Zhang et．a1．【551仅对扩散风险模型，考虑了含交易费用的投资投资和再保险问

题。本章对跳扩散风险模型，在投资具有交易费用的条件下，研究使得期望指数

效用最大的最优再保险和投资策略。得到最优再保险和投资策略，以及最大期望

指数效用函数的显示解。

4．1模型和Hamilton—Jacobi—Bellman方程

4．1．1模型

考虑如下的跳．扩散风险模型

．Ⅳ(f)

dX,=cdt+fldW,。-d∑圪
i=1

Xo。x

(4-1)

其中x≥0表示保险公司的初始盈余； C>0是保险公司单位时间的保费收入；

{K，k=1，2，⋯)是一列独立同分布的(严格)正值随机变量，其共同分布为r(y)，

密度函数为s(y)，F(o)=0，K表示第k次赔付的大小；{Ⅳ(f)，，≥o)是参数为

彳>0的泊松过程，表示到时刻，为止的总的索赔发生次数；(彬o，，≥0}是标准的

御朗运动，∥≥0是常数，表示扩散变差参数。此外，假设{E，k=1，2，⋯)，
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{Ⅳ(，)，，≥0)和{彬o，，≥O)之间是相互独立的。{X，，，≥0}为保险公司在，时刻的盈

余。

下面考虑比例再保险，比例再保险的水平为(1一口)，即保险公司的自留额为

o≤口≤1，分出为(1一口)，即在每次理赔时保险公剐支付l oo“％，『rd时再保险公

司支付剩余的1 00(1一日)％。假没保险公司向再保险公司支付的再保费率为

(1一日)舡。+or(1一口)2舡：，J1c<A(／6+掣：)，口为一常数，“=EY，∥2=EY2。

则考虑比例再保险后，保险公司在，时刻的盈余为

ax．《c一(1一a)舡。一口(1一日)2舡：]功+∥形。一d等dr (4-2)

考虑一个会融市场，山"+1个金融资产组成，其巾一个是无风险资产(债券)，

时刻，的价格{色，，≥0)满足下面的方程

dB。=roBtdt

其中ro>o为无风险利率。，z个风险资产(股票)，在时刻f时的价格S(，)满足下

面的随机微分方程

as,(t)=S(f)【‘加+∑o,,dW7(，)】，扛l⋯2．．，刀．

其中‘≥％，％>O为常数，形(f)={W1(f)，⋯，W”(f))是玎维标准布朗运动，假设

彬7，J=0，1，2，．．．，"相互独立。

买卖风险资产都需要交易费用，设皖=[皖．，皖：，．．．，皖。】7和最=【幺。，最：，．．．，馥。】7

分别为买卖风险资产的交易费用，即买一个单位的风险资产f将花费(1+皖，)S(f)

的资金，卖一个单位的风险资产f将得到(1+鼠i)S(f)的现金。

设死，以分别为买和卖风险资产的资金，这里乃=(以，刃，．．．，硝)，7l"s=(一，

万；，．．．，矿)。因为不能同时买卖风险资产，所以有死·曩’=0。

比例再保险水平q和在风险资产上的投资死，死作为控制变量。在任意时刻
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r≥0，乃=死(r)，乃=7r(t)和比例再保险水平a=口(，)由保险公司选择，记

7r(·)=0(·)，乃(·)，曩(·))。一旦万(·)被选择了，则保险公司的财富过程为
：

d砰=【c一(1一口)彳∥1一口(1一日)2五∥2+％义_+7ch(t)(r-roI-Oh)+X,(t)(r+rol-Or．)]dt

， ．Ⅳ(，1

+【死(，)+以(，)】D’D【死(f)+曩(，)】’d彬1+fide。一d∑at, (4—3)
J=l

X04=x

其中，是咒维单位列向量，，=(，1，吃，⋯，厶)‘，D=

0"iI，0"21⋯，吒1

0"12，吒2⋯，吒2

●●⋯⋯⋯●●●⋯●

q。，cr2。，．．·，‰

定义4．1一个策略万(·)=(口(·)，％(·)，曩(·))称为可行的，如果万(·)关于流{鼻)是

可料的，且对于每个，≥o过程万(·)满足下面的条件

(1)nT％i(，)]2dt<o。a．e．对所有z<oo，f_1，2，．．．，珂

(2)n《(咖2斫<∞a．e．对所有丁<∞，f_1，2，．．．，聆
(3)0≤a≤1。

所有可行的策略记为丌．

4．1．2 Hamilton．Jacobi．Bellman(HJB)方程

假设保险公司的目的是使得时刻T时财富的期望效用最大。设效用函数为

甜(x)=聊一軎P～，其中J>o，y>o。显然有甜7>o，甜”<o。记圪(，，x)为时刻f盈

余为x时，策略为万时的期望效用，即

圪(¨)=E[“(群)IF=工]，㈣<丁
目标是寻找最优的值函数 一

v(t，x)=supV,,(f，X) (4-4)
．

7rell

和最优的策略万‘使得
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y(，，x)=匕．(，，x) (4—5)

采用Flemming和Sonerfl51或Schmidli{451中介绍的标准方法，我们得到最优

的期望财富指数效用y(，，X)满足下面的HJB；h-=}：／。

定理4．2假设1：t：1(4—4)定义的y关于，是连续可微，关于x足二次连续可微函

数，则y满足下面的HJB方程

sup{V,+【乃(，)E+疋(，)色】圪“c一(1一口)和l-a(1-a)2舡2+roxG
芹刮I

1
111

+i【万6(r)+万。(，)】D’D【7％(，)+万’(r)】7吃+i∥2比+AE[V(t，x-aY)一y(f，x)】)=0

(4-6)

边界条件

v(r，X)="(z) (4—7)

这罩¨，Vx，‰分别为V关于f的一阶导数，关于x的一阶导数和关于x的二阶导

数，且E=(‘-ro一皖。，吒一％一皖：，⋯，匕一％一气)’

垦=(1+厂。一酿l，眨+％一皖2，⋯，％+％一氏)’。

由Flemming和SonertlS]．或Schmidli[451，有下面的检验定理。

定理4．3 设矿∈C2是一凹函数是HJB方程(4．6)的解，满足边界条件(4．7)，

则(4—4)给出的期望财富指数效用V恰好等于形。进一步，若7／"+使得

彬+【z(，)E+矿(r)垦]峨+丢[五(，)+才(f)]。’。【z(，)+嚣(，)】’呢
、 +【c一(1-a')2p。一口1-a*)2舡：+卅彬+三1∥2％+彳E[∥(t,x-a'Y)一吣x)】)=o

(4—8)

贝,ll x‘(·)是最优的策略，也删-"。疋El∥(，，x)=v(t，x)=吃．(，，x)。

4．2辅助结果[46,47,55】

引理4．4设sI定义为

荆瑚叫z+(叫Bi
2 ‘4。9’
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其中z∈【0，oo)”。则Sl有唯一的最小值乏∈【0，∞)”，i．e．

1l(。’)一1乏+(D’)一1马112≤lI(D’)～z+(D’)一1 BiIl2’Vz∈[o，∞)”
‘4Jo’

Kuhn-Tucker条件对于(4．9)中Nd'N_在区间【0，oo)导致Lagrange multiplier向量

一VI∈【o，oo)”使得巧=V_(乏)=(D’D)-1乏+(D’D)_1且和乏巧=o．

引理4．5设s2定义为

荆瑚叫z+(叫色112 ‘4。1 1’

其中z∈【O，oo)”。则s2有唯一的最小值：乏∈【O，oo)”，i．e．

0(D7)一1乏+(D’)一1 B2]12-<Il(D7)-t z+(D7)一1最112’Vz∈[o，o。)”
‘4‘12’

Kuhn-Tucker条件对于(4．1 1)中最小的S2在区问[O，oo)导致Lagrange multiplier向

量瓦s[o，oo)”使得砭=Vs：(乏)=(D7JD)一乏+(D，D)_1岛和乏砭=o．

引理4．6设‘定义为

1 (4．13)

‘(z)=去z，D’Dz一层研z

其中z∈【o，00)”，这里局≥o。则7l有唯一的最小值：,olD一舌∈【o，oo)”，这里

磊=(D’)．1乏+(D’)一旦

其中乏为引理4．4给出的q(z)N唯--@d、值。进一步乏D。1舌=OR

，l(岛巧)=，l(n。一’孑)=一丢p训舌。

引理4．7设，2定义为

(4-14)

(4-15)

72(z)：圭z，D，。2一见型z ．

‘4_16’

其中z∈[o，oo)”，这罩岛≥o。则如有唯一的最小PzD。1夏∈【o，o。)”，其中
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夏=(D’)一乏+(D’)一岛

其中z：为引理4．5给出的s：(z)的唯一最小值。进一步乏D一’磊=o且

(4-17)

乞(仍砭)：乞(仍。一。芗)：一兰虏lI戛o
‘4。18’

4．3最优投资和比例再保险策略

假设有一解W(x，b)，满足形>0和％<0，则山引理4．4一引理4．7的辅助

结果，有

和

sup{死墨暇+三死肋一％]’

=％辚协唰+老乃0
、=毛和02

霉仁B岷+i1叫。一％)
=W=，inlf』1。∥吣老疋叫
=一舄夏|12

其中舌和夏由(4-14)平H(4．17)给出，所以有

菇一矿‘舌老，

把(4—19)代入(4．6)，得到

杠矿1甏 (4—19)

sup{[c一(1一a)助。一口(1一日)2舡：+％x】暇+互1∥2哌+五研∥(t,x-aY)一∥(f，x))】)
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竹三釉磊112+11夏112)=。
由Browne【3域Yang和Zhangl54l，假设有如下形式的解

(4-20)

∥(，，x)=，竹一事exp{一x7P％(r—f)+圭0舌112+Il夏112)(丁一，)+h(T-t)}(4-2·)
这里J}2(．)是一个适合的的函数使得(4．21)是(4．20)的一个解，N h(O)=0。因此有

． 彬=[帅棚训慨∥H)+到玎+㈣2)刊(丁叫】
暇=W(t，x)一聊]【_yerc}(T-t}】，％=L，，rTtrZ¨it x)-ml[Y2P2柑叫’】

五E[∥(，，x—at)一w(t，x))]=2[W(t，x)一m]E[exp{yaYe‰‘7’叫’}一1】

代入(4—20)，有

sup{_厅，(r—f)+【c一(1一日)弛一口(1一口)2舡：]卜缈‘～’】+i1∥2y2P2彬卅

+2E[exp{yaYe％‘～’)_1】)=0 (4—22)

假设 √I-2 7"
．7

G(以)：一^7(r—f)+p一(1一口)弛一口(1一口)2舡：】卜厂ero(7'-t)]+i1∥2y2P2龟(7’-f)

+2E[exp{yaYe龟‘卜。’}一1]

则令掣：o，有
“+2cqz2(1一口)=E[Yexp{yaYeto(T-t)}】 (4—23)

定理4．8方程(4．23)有唯一正根a，且0<a<1。

证明 设

办(口)=鸬+2a,u2(1一a)一E[Yexp{yaYe％‘7’一’’)]

=鸽+2a'∥2(1一日)一lyeyayem‘～’F(dy)
则

』f17(口)=-2ap2一r y2ye,o{r-,)er．y："-"F(dy)<0

办”(口)=一f Y372e2咿一％，缈”盯1’F(dy)<0

27
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凶此办(口)关于口是一单调递减、凹函擎。又因为

办(o)=2掣2>o，Jlz(1)=“一e，舻盯⋯F(dy)<0
7

所以(4—23)有唯一『F解0<a<I。

把舀代入(4．22)，得到

∥(71一，)=[c一(1一h)A／tI一口(1一a)2础2][_yer．(r-t)]+i1∥z7zPz删’-f)

+2E[exp{yhYe孵叫’}一1] (4．24)

所以
。

形(，，x)=，力一·多exp{一xyP％(7’一，)+j1(』I舌112+II夏02)(丁一，)+办(r一，))
因此，从定理4．3我们有下面的定理。

定理4．9对盈余过程(4—3)，最优的t；k例再保险策略a’为下述方程

“+2a：／12(1-a)=E[Yexp{yaYe％‘7’叫’)]

的正解，R0<口+<1。最优的投资策略为

疵=黑’
(4-25)ye

死2—i彳者 【4。2’)
¨～‘ ，

蠢=集
(4-26)ye

以2—赢 【4’Z6)
u'‘ ’，

最优的值函数为

y(，，x)=m一事exp{xye'" 112+ll夏02)(r一，)+办(丁一，)}(4-27)
其中办(丁一，)是下面方程的解。

阳一，)_【c一(1一口+)弛一口1-a‘)2他】[_zero(r-t)]+j1∥一I(7--『’
+2E[exp{ya’Ye龟‘～’)一1】 (4-28)

推论4．10当理赔分布为指数分布，即F(y1=1-e一缈，我们得H{最优的比

例再保险策略口’满足如下方释
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乃(丁一，)满足如下方程

去+芳cl一口，2南 (4—29)

咿-，)斗一(1彳)舡。一a(1彳)2圳≯砂(7训】+iI，。,')2
2

Ee2rIJ(7"-O-1]

+旯r’。’万二j笔芦孑F凼一五(丁一，)

29
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第五章风险资产含跳的最优投资和再保险

在金融实务中，有许多不确定性的因素，如利率、通货膨胀、自然灾害、战

争、金融危机以及国家宏观政策的改变等等。因此在金融市场上，随着这些不确

定因素的变化，股票必然会出现不连续的运动，所以需要考虑风险资产价格出现

跳跃的情形，也就是JxL险资产价格服从几何Levy过程。

本章在风险资产遵循跳扩散过程的条件下，对跳扩散风险模型，研究了使得

期望指数效用最大的最优再保险和投资策略。得到最优而保险和投资策略，以及

最人期望指数效用函数的显示解。并通过一些数值计算分析了，一些参数对最优

投资策略、最优比例再保险策略及风险资产中跳的程度的影响。

5．1模型和Hamilton—Jacobi—Bellman方程

5．1．1模型

’

下面假设：在交易中不考虑交易费用和税收；所有资产是无穷可分的；交易

连续进行。为了数学上更为严格，假设所有的随机变量和随机过程都定义在完备

的概率空间(Q，F，P)，满足通常条件，也就是E右连续且尸一完备。

考虑如下的跳．扩散风险模型

Nl(，)

dX,=cdt+fldW,1-dz K (5—1)
，=l

其中c>O是保险公司单位时间的保费收入；{虼，k=1，2，⋯)是一列独立同分布的

(严格)正值随机变量，其共同分布为F(y)，密度函数为f(Y)，，(o)=0，K表

示第k次赔付的大小；{NI(f)，f≥0)是参数为丑>0的泊松过程，表示到时刻r为

止的总的索赔发生次数；{形1，，≥0)是标准的布朗运动，∥≥0是常数，表示扩散

变差参数。此外，假设{E，k=l，2，⋯)，{Ⅳ(，)，，≥0)和{彬1，t≥0)之问是相互独立

的。{X，，，≥0)为保险公司在，时刻的盈余。 ．

假设保险公司的比例再保险水平为l—a，a称为风险暴露。如果保险公司的
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风险暴露a已确定，在每次理赔时保险公司支付lOOa％，再保险公司支付剩余的

100(1-a)％。同时保险公司要支付部分保费给再保险公司，假设再保险公司的

保费方式为方差保费，即保险公司向再保险公司支付的保费率为

(1-a)4∥I+口(1-a)2 A∥2，N c<五(∥l+a∥2)，口为一常数，∥l=EY，∥2=EY2。

则进行比例再保险后，保险公司的盈余为

dx．：卜(1一口)私一口(1一口)2机]衍+倒形t—d掣“r (5-2)

假设投资的金融市场有一个无风险资产：(债券)和一个JxL险资产(股票)，其中

无风险资产(债券)在时刻，的价格过程满足下面的方程：

(iBt=rBtdt 05-3)

这里，．>0是无风险利率。风险资产(股票)在时刻f它们的价格记为S(t)满足

下面的随机微分方程

嬲(，)=s(f)[∥西+o-dW,2+zN(dt，dz)] (5—4)

其中常数∥>r和仃为风险资产的期望收益率和波动率。{形2：，≥o)是一标准布

朗运动，假设{彬1：f≥o}和{形2：f≥o}独立，f工州(凼，如)是一复合泊松过程，
也就是

J[上州(凼㈣：掣互

Ⅳ2(，)是一强度为五的泊松过程，互，乞，．．．是相互独立同分布的随机变量，分布

m数是a(z)。

设6(f)为f时刻盈余投资在风险资产上的资金，以b和a作为控制参数。在

任意时刻，≥0，b=6(f)和口=口(，)由保险公司选取。我们记万(·)=(a(·)，6(·))，

一旦策略万(·)被选择，则保险公司的盈余变为

町=[∽．-r)6(f)+田+c一(1一口(，))丑“一口(1一日(，))2丑鸬]衍
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+pJKl+6(，)仃d形2+6(，)上zⅣ(斫，比)一c，∑a(，)r(5-5)N
Il《)

Xo=x

定义5．1一个策略万(·)称为可行的，如果万(·)关于流{f)是可料的，且对于

每个，≥o过程万(·)满足下面的条件：

(1)r’[6(，)】2dt<oo a．e．对所有丁<00

(2)0≤a(t1≤1

所有可行策略池为兀。

5．1．2 Hamilton-Jacobi—Bellman(HJB)方程

1段没保险公司的目标是，最大化时刻T的财富效用。并设效用函数为

纠(x)=所一≯"

其中万>0，7>o。显然有“7>o，“’<0。记圪(，，x)为时刻，时盈余为x时，策略

为万时的期望效用，即

圪(∽)=Ⅱ甜(砰)IF=x]，o<，<r
投资和再保险的目标是使得期望财富效用最大，即寻找最大的值函数

v(t，x)=sup V，(，，x) (5-6)

和最优的策略乃’使得
‘

V(t，x)=匕．(，，x) (5—7)

这是有限时间的最优控制问题，采取Flemming和Soner[151中的标准方法，

可得到最优的期望财富矿(f，x)满足下面的HJB方程。

定理5．2假设V通过(5．6)定义的，是一连续可微的函数。则V满足下面的

HJB方程

su．p{¨+[(∥一r)b+rx+c一(1一“)^H—a(1-a)2 A∥2】圪+
万∈Il
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兰(f12+如2)比+丑研y(t,x-aY)一w，砌】+五研w，x+bZ)一w，枷】)．。(5-8)
和边界条件 ?

矿(丁，x)=甜(x) (5—9)

其中形，圪，吃分别为V关于珀勺一阶导数，关于X的一阶导数和关于x的二阶导

数。

由Flemming和Soner[151或Schmidli[451，我们有下面的检验定理。

定理5．3 没W∈C2是一个满足HJB方程(5．8)和边界条件(5．9)的单凋递增、

凹函数，则(5-6)给出的最人期望财富y恰好等于形。进一步，若7／"’=(口+，b+)使

得对所有0<f<T。0≤x<o。，有

形+【(∥一，)6‘+反+c一(1一口‘)^“一口1-a*)2丑鸬]暇+圭(∥j+b*20-2)％
+丑E[形O，x-a+y)-rv(t，x))】+彳2￡[∥O，x+b‘z)一rv(t，x))]=0 (5—10)

则策略万‘是最优的策略，也就是∥(，，x)=y(，，x)=圪．(f，工)．

5．2 HJB方程的解

下面求HJB方任．L-I(5．8)满足边界条件(5．9)的解，由Browne‘31或Yang和

Zhangl541，假设有如下形式的解

∥(∽)=所一事exp-xye7{r-。+h(丁卅) (5-11)

其中办(·)是一个适合的的函数使得(5—1 1)是(5．8)的一个解，且h(O)=0。

由(5．11)有

彬=[W(t，x)一m][xrye7‘7’一¨一办’(丁一，)】

彬=【∥(，，x)一乃z]卜ye’‘r叫’】，多吃=[rv(t，z)一刀zⅡ／2P27‘7’一‘’】

五E[∥(，，z一口J，)一∥(，，z))】=A[∥(，，x)一m]E[exp{aYye7‘7’一’)一1】

22E[W(t，x+bZ)-W(t，x))]_五[∥(，，x)-m]E[exp{-Zbye州_’)-1]’(5—12)
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把以上各式代入(5-8)有

sup{一h’(71_，)+【(∥一，．)6+c一(1--)；hzl一口(1一口)2^膨】【一rd．‘7’-7’】
石eIl

+吉(∥2+62仃2)[y2e2r(r-O]+丑E【exp{aYzer(r-O)一l】
+22E[exp{-Zbyer(T-t)}一1】) (5．13)

下面寻找最优的7／"+使得(5．13)最大。设

g(a，6)=-h’(丁一f)+【(∥一r)b+c一(1一a)a／-,I一口(1一口)2丑∥2】[一yer()r'--t)]

+圭(∥2柑一【y2e2r(T-t)]+埘exp{砌∥”，))-1】
+A2E[exp{-Zbye’‘H’)一1】 (5．14)

令

—Og(a—,b)：o
a臼

则有

“+2et,u2(1-a)=E[Yexp{yaYer(T-t))】 (5．15)

令

—Og(a—,b)：o
啪

则有

∥一，l+五E[zexp{一7bZe7‘卜‘’)】=bo-2ye7‘丁一o (5．16)

引理5．4方程(5．15)有唯一根a，且0<a<1；方程(5．16)有唯一根占。

证明 设

向(口)=“+2掣2(1一口)一Jco弦yayer(T-t)F(dy)
则

办’(口)=一2％一Jco y27d(r-,)e∥卜"F(dy)<0

办”(口)=-f y3yXe2r(T-Oeray，a-"F(dy)<0

所以h(a)关于口是一单调递减、凹函数。又因为
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h(O)=2a／a2>0
■

办(1)叫一Jco声∥。¨F(dy)<0
因此(5—15)有唯一正解0<6<l。

设

g(6)=∥一r+AzE[Zexp{-ybZe’‘r叫’)卜bo-2ye7‘7’。¨

=∥一，．+五￡嬲啦d川a(dz)一bG2妒“7’训

g(b1对6求微分有

g’(6)=一如∥卜，’f z2e-∥川O(dz)一万27er(r-t)<o

因此g(_6)关于6单调递减函数，又因为

． ¨lim。g(6)>0-⋯limg(b)<0

因此(5—16)有唯一解。’

把a，占代入(5—13)我们有 ：

办’(丁一r)=[(∥一r)b+c一(1一舀)丑“一口(1一a)2^段】【一yer(T-t)]

+丢(∥2+b20．．2)[y2e2rG-')】+五E【exp{％7P7(卜，’)一l】

+AzE[exp{一Zgrer(T-t)}一1】 (5—17)

也删-*-L,疋l=j

T一，)：一r--[(,u ‘+c一(1一a)A“一口(1一舀)2 AlPz][e7‘7’叫’-1]h(T -r)b 1一，)=一 +c一(1一a)A“一口【l—a)‘
n。1’

+专(肌啪[e2r(T-O--1M“胁{妙ye”}dF(y)ds一1]
+如“￡exp{-z占矿坶(z)出一1](5-18)

所以，有

∥(¨)=脚一萼exp-xyer(r-t)+h(丁_，))

这罩办(丁一f)满足(5-18)。因此我们有下面的定理
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定理5．5对盈余过程(5·5)最优的再保险策略为口’(，)是下面方程的唯一解，

且0<a‘<1。

“+2cq．t2(卜口(，))=e[Yexp{ya(t)YeH”¨}】

最优的投资策略为6’(f)下面方程的唯一解

．

∥一尸+五研zexp{一yb(t)Ze岬’)】=b(t)G27∥叫

最优的值函数为

y(¨)=朋一导exp-xyer(T-t)+h(丁叫} (5-19)

其中办(丁一，)满足下面的方程。

h(T一，)=一手[(∥一r)6’+c一(1-a*)^∥。一a(1一口。)2丑∥：][P哪’。，l一1】

+若(肛铲一[e2r(r-O-1M“fe如{a'yyers}dF(邶一1]

+五“EeXpⅢ矿狮(z)¨]
推论5．6在(5—5)令6(，)=0，也就足不考虑投资，则最优的值函数为

K(∽)=所一軎exp卜矽er(T-t)+扛(丁_，)) (5-20)

这里h1(T-t)满足

搿(r-，)=(c一(1。)他一口1-a*)2五心一er(T-t)]+互1∥2[TZe2r(T-t)】
+AtE[exp{a‘Yyer(T-t)}-q (5-21)

推论5．7在(5-5)令五=0，也就是风险资产不含跳，则最优的投资策略6‘为

如等南 洚22，

最优的值函数为

’％(，，x)=肌一軎exp-x／er(T-t)+红(71．-，)} (5．23)
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这罩吃(丁一f)满足

h《(T-t)-_(等)2+(c一(·。)^鸽一口(，新弛)w∽f)】
+圭∥2【y2e2r(T-t)】+^E[exp{a*Yyer(7-t’}一l】 (5-24)

注5．8在推论5．7中当口’(，)=o，也就是不考虑再保险，是Yang和Zhang例

当p：0的情况。
’

定理5．9在(5．5)中令如=0，则得到投资总比不投资好。

证明 因为吃(丁一，)<矗(T-t)，所以从(5—20)和(5—23)衡U

K(，，x)>K(，，x)。

5．3数值计算及经济分析

下面通过数值计算得到一些参数对最优投资和再保险策略的影响。若风险资

产不含跳，则最优的投资策略为

6‘(，)=了kt-r刀1
所以6’(f)关于∥是单调增加的，关于仃或y是单调减小的。当JxL险资产含跳时，

也得出同样的结果。

设

F(y1=1一e一，

G(z)=prlIP唧乍2。}+qr]2e彬‘脚}，

其中P+q=1，rh>O，r／2>0且珑>r／i。因此(5—15)变为

1+4口。一口。，，2E南 ‘5·25)

(5．1 6)变为
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|u—r七
五p编 五qrl2

h+yb(t)e7‘H’]2[172-yb(t)e’‘～’】2

5．3．1最优比例再保险的影响因素

b(t)o-2ye7‘卜‘’ (5．26)

设，．=0．05，T=5，，=1，口=o．1，0．1 5，0．2，则由(5—25)得到y和口与口’(，)之问

的关系见图5．1所示。

设厂=0．2，T=5，，=l，口=o．15，则由(5—25)得到，与a‘(，)之间的关系见图5-2

所示。

Y

图5-1 a’(，)与／和口之间的关系
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图5-2 a+(，)与，．之间的关系

从图5一l，我们可以看出口+(，)是／的减踊数。厂是绝对JxL险厌恶参数，7的

值越大，保险人所承受的风险越大，因此保险人保留的再保险部分越小。从图

5—1中，我们还可以看出，a‘(f)是盯的增函数。口的值越大保险人保留的再保险

部分越大。

从图5-2，我们可以看出比例再保险策略口‘(t)是，的减函数。r是无风险利

率，，．的值越大，无风险资产的期望收益越大，因此保险人从投资中获得的收入

越多。

5．3．2最优投资的影响因素

设∥：o．1，如：2，丁：5，，：1，盯：o．2，p：昙，g：晏，77l：2，772：3,y----o．15，o．18，
3 3

0．20，0．25，则由(5-25)得到64(f)与，．和厂之间的关系如图5-3所示。
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图5-3 b’(，)与厂和／之间的关系

从图5-3，我们可以看出最优投资策略6‘(，)是厂的减函数。因为y是绝对风

险厌恶参数，y的值越大，保险人所承受的风险越大，因此保险人希望在风险资

产上的投资部分越小。从图5．3，我们还可以看出，最优投资策略是r的减函数。

因为，．是无风险利率，，越大从无风险资产中获得的利益越大，因此保险人在风

险资产上的投资越少。
1 1

设厂=o．05，T=5，f=l，y=o．15，P=詈，q=i1，r／l=2，刁2=3，五=2，仃=0．30，0．35，

0．40，由(5—25)得到6‘(，)与∥和盯之间的关系如图54所示。



图5-4 b‘(，)与∥和盯之问的关系

p

图5．5b’(，)与P和如之间的关系

从图5．4们可以看出最优投资策略6。(，)是仃的减函数。因为仃是风险资产

的变差，仃越大风险资产的波动越大，因此风险也就越大；所以当仃增加时，保

险人在风险资产上的投资将减少。

设r=0．05，∥=o．1，T=5，t=1，仃=0．2，y=o．1 5，1／l=2，r／2=3，如=o，2，3，4，P“

o．4，0．7】，则由(5-25)得到6’(，)与P和如之|、口J的关系如图5-5所示。
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从图5-5们可以看出最优投资策略6’(，)是五的减函数。五是风险资产中泊

松过程的参数，代表风险资产跳跃的程度。’如增加，代表风险资产跳跃的程度

越大，因此保险人在风险资产上的投资越少。从图5—5们还可以看出，b‘(，)是P

的增函数。p代表，风险资产向_IF向跳的程度，向正向跳的程度越大，保险人在

风险资产上的投资越多。
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第六章总结与展望

本学位论文主要研究了三方面的内容：

第一，在红利问题中引入投资和再保险。得到最大期望折扣边界红利和最优

投资和再保险策略的显示表达式，通过数值计算，得到最优策略与各个参数之间

的关系，及再保险和投资对红利的影响。

第二，对跳一扩散风险模型，研究了带交易费用的使得期望财富效用最大的

最优投资和比例冉保险策略，得到最大期单财富指数效用，以及最优投资和再保

险策略的显示解。
．

第三，对跳扩散过程，在风险资产服从几何Levy过程的条件下，得到最大

期望财富指数效用，以及最优投资和再保险策略的显示解。并通过数值计算，得

到最优投资和再保险策略与各个参数之问的关系。

从本学位论文的写作中，我们发现很多问题的研究还有待深入和进一步完

善，今后的工作可以在以下几个方面展开：

1、在跳．扩散模型中考虑投资和再保险对红利的影响。

2、投资的风险资产即含有跳，同时风险资产的收益和标准差都是随机的。

3、最优的投资消费问题。
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