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第三部分 现代控制理论习题详解 第一章 控制系统的状态空间描述

1

第一章 控制系统的状态空间描述

3-1-1 求图示网络的状态空间表达式，选取 cu 和 Li 为状态变量。

（1）

1R 2R

1C 2Ciu ou
1c

u
2c

u1i
2i

题 3-1-1 图 1

(2）

R L

C
iu ou

cu
Li

题 3-1-1 图 2

【解】：

(1)

设状态变量: 11 cux = 、 22 cux =

而

•
= 111 cuCi 、

•
= 222 cuCi

根据基尔霍夫定律得：

11
2

21
11 )]([ c

cc
ci uR

R
uu

uCu +
−

+=
•

22221 ccc uRuCu +=
•

整理得

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

+
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1
0

11
2

1

2222

12121

21

2

1

10

0

1

11

1

x
x

uy

uCR
x
x

CRCR

CRCRR
RR

x
x

i̇
̇

(2)

设状态变量： Lix =1 、 cux =2

而
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2

•
= cL uCi

根据基尔霍夫定律得：

cLLi uiLiRu ++⋅=
•

整理得

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1
0

2

1

2

1

10

0

1

0
1

1

x
x

uy

uLx
x

C

LL
R

x
x

i̇
̇

3-1-2 如图所示电枢电压控制的它励直流电动机，输入为电枢电压 au 输出为电动机角速

度ω，电动机轴上阻尼系数为f，转动惯量 J，试列写状态方程和输出方程。

aR aL

au D
f

常数=fi

J
ω LM

ai

题 3-1-2 图

【解】：

设状态变量为：

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

ω
ai

x
x

2

1

其中 ai 为流过电感上的电流，ω 电动机轴上的角速度。

电动机电枢回路的电压方程为：

baaaaa eiRiLu +⋅+=
•

be 为电动机反电势。

电动机力矩平衡方程为

LD MfJM ++=
•

ωω

由电磁力矩和反电势的关系，有

ωeb ce = ， aMD icM =

式中 ec 为电动机反电势系数， Mc 为电动机的转矩系数。

J 为电动机轴上粘性摩擦系数， f 电动机轴上等效转动惯量。

整理得
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第三部分 现代控制理论习题详解 第一章 控制系统的状态空间描述

3

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1

2

1

2

1

10

10

0
1

x
x

y

M
u

J

L
x
x

J
f

J
c

L
c

L
R

x
x

L

aa

M

a

e

a

a

ω

̇
̇

(注：解是非唯一的)

3-1-3 试求图示系统的模拟结构图，并建立状态空间表达式。

（1）

11

1

+sT
K

s
K3

)(sU )(sY
12

2

+sT
K

s
1

1
1

4 +sT

15

5

+sT
K

题 3-1-3 图 1

（2）

as
c
+

)(1 sU )(1 sY

bs
d
+

)(2 sU

s
1

es
f
+

g

)(2 sY

题 3-1-3 图 2

【解】：

(1)

如题 3-1-3 图 3 设状态变量
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4

1

1

T
K

2

2

T
K

1

1
T

3K
4

1
T

2

1
T

4

1
T

5

1
T

)(sU 6x6ẋ 4x4ẋ
2ẋ 2x

3x 3ẋ

5ẋ5x

1ẋ 1x
)(sY

5

5

T
K

题 3-1-3 图 3

2
4

1
4

1
11
x

T
x

T
x +−=̇

)( 3432 xxKx −=̇

23 xx =̇

6
2

2
5

2

2
4

2
4

1
x

T
K

x
T
K

x
T

x +−−=̇

5
5

2
5

5
5

1
x

T
x

T
K

x −=̇

)(
1

1
1

1
6

1
6 xu

T
K

x
T

x −+−=̇

1xy =

写成矩阵的形式得：

[ ]xy

u

T
K

x

TT
K

TT
K

T
K

T
K

T

KK
TT

x

000001

0
0
0
0
0

10000

0
1

000

1000

000010
0000

0000
11

1

1

11

1

55

5

2

2

2

2

2

33

44

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

−−

−

−

=̇

（2）

如图题3-1-3 图 4 设状态变量
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第三部分 现代控制理论习题详解 第一章 控制系统的状态空间描述

5

3x3ẋ

1u 1x

a

2x2ẋc

d f4x4ẋ

b

3ẋ

e

2u

1y

g

2y

题 3-1-3 图 4

21 xx =̇

)( 4122 xucaxx −+−=̇

433 fxexx +−=̇

23244 dudgxdxbxx +−+−=̇

11 xy =

32 xy =

1xy =

写成矩阵的形式得：

xy

u

d

c
x

bdgd
fe
ca

x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

−−
=

0100
0001

0
00
0
00

0
00

00
0010

̇

(注：此题解并非唯一的)

3-1-4 已知系统的微分方程，试将其转变成状态空间表达式。

(1) uyyyy 2642 =+++ ̇̇̇̇̇̇
(2) uuyyy 237 +=++ ̇̇̇̇̇̇
(3) uuuyyyy 23745 ++=+++ ̇̇̇̇̇̇̇̇̇

(4) uuyyy +−=++ ̇̇̇ 323)4(

【解】：
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6

在零初始条件下，方程两边拉氏变换，得到传递函数，再根据传递函数求状态空间

表达式。

此题多解，一般写成能控标准型、能观标准型或对角标准型，以下解法供参考。

（1）传递函数为：

642
2)( 23 +++

=
sss

sG

状态空间表达式为：

[ ]xy

uxx

002

1
0
0

246
100
010

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

=̇

（2）传递函数为：

307
2

37
2)(

2323 +++

+
=

++

+
=

sss
s

ss
ssG

状态空间表达式为：

[ ]xy

uxx

012

1
0
0

703
100
010

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

=̇

（3）传递函数为：

745
23)( 23

2

+++

++
=

sss
sssG

状态空间表达式为：

[ ]xy

uxx

132

1
0
0

547
100
010

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

=̇

（4）传递函数为：

2030
13

23
13)( 23424 ++++

+−
=

++

+−
=

ssss
s

ss
ssG

状态空间表达式为：

[ ]xy

uxx

0031

1
0
0
0

0302
1000
0100
0010

−=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

=̇
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第三部分 现代控制理论习题详解 第一章 控制系统的状态空间描述

7

3-1-5 已知系统的传递函数，试建立其状态空间表达式，并画出结构图。

（1）
6116

1)( 23

2

++++

++
=

sss
ss

sG （2）
65
13)( 2

2

++

++
=

ss
ss

sG

（3）
)3()1(

4)(
2 ++

=
sss

sG （4）
133

32)( 23

2

+++
++

=
sss

ss
sG

【解】：

此题多解，一般可以写成能控标准型、能观标准型或对角标准型，以下解法供参考。

（1）

[ ]xy

uxx

111

1
0
0

6116
100
010

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

=̇

结构图如图题3-1-5 图 1 所示

1x2x2ẋu

6

3x3ẋ
3ẋ y1ẋ

6

11

题 3-1-5 图 1

（2）
65

521
65

5265
65
13)( 22

2

2

2

++

+
−=

++

−−++
=

++

++
=

ss
s

ss
sss

ss
ss

sG

uy

uxx

+−−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
=

]25[

1
0

56
10̇

结构图如图题3-1-5 图 2（a）所示
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8

1x2x2ẋu 3ẋ
y

1ẋ

2

6

5

5

题 3-1-5 图 2(a)

或有

3
1

2
11

65
13)( 2

2

+
−

+
−=

++

++
=

ssss
ss

sG

[ ] uxy

uxx

+−−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

−
=

11

1
1

30
02̇

结构图如图题 3-1-5图 2（b）所示

u

2

3

y

1x1ẋ

2x2ẋ

题 3-1-5 图 2(b)

（3）

)3()1(

4)(
2 ++

=
sss

sG

)1(
1

)1(

2
)3(

3
1

3
4

)(
2 +

−
+

+

−
+

+

−
+=

ssss
sG
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第三部分 现代控制理论习题详解 第一章 控制系统的状态空间描述

9

xy

uxx

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
−−−=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−
=

12
3
1

3
4

1
0
1
1

1000
1100
0030
0000

̇

结构图如图题3-1-5 图 3 所示

u

y

1x1ẋ

3
4

2x2ẋ
3
1

4x4ẋ 3x3ẋ
2

−

−

3

−

题 3-1-5 图 3

（4）

133
32)( 23

2

+++

++
=

sss
ss

sG

[ ]xy

uxx

123

1
0
0

331
100
010

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

=̇

结构图如图题3-1-5 图 4 所示
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10

1x2x2ẋu

3

3x3ẋ 3ẋ y1ẋ

3

3

2

题 3-1-5 图 4

3-1-6 将下列状态方程化成对角标准型。

（1） uxx ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=
1
0

65
10

̇

（2） uxx
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

=

1
5
3

7
1
2

6712
203
010

̇

（3） uxx
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

=

0
1
1

6116
100
010

̇

【解】：

（1）

特征方程为：

0)5)(1(56)( 2 =++=++= λλλλλD 。

特征值为：

5,1 21 −=−= λλ

系统矩阵 A为友矩阵，且特征值互异，因此可以化为对角标准型，其变换矩阵 P为
范德蒙矩阵。

变换阵：

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= −

11
15

25.0,
51
1111 1

21
PP

λλ

线性变换后的状态方程为：

uxubPxAPPx ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=+= −−

25.0
25.0

50
01

)()( 11̇

（2）

特征方程为:
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第三部分 现代控制理论习题详解 第一章 控制系统的状态空间描述

11

0)3)(2)(1(6116
6712
23
01

23 =+++=+++=

+

−−

−

=− λλλλλλ
λ

λ
λ

λ AI

特征值为：

3,2,1 321 −=−=−= λλλ 。

设变换阵：P=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

333231

232221

131211

PPP
PPP
PPP

由 0)( =− ii PAIλ 得

当 11 −=λ 时， 0
5712
213
011

31

21

11

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

−−

P
P
P

取

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1
1
1

31

21

11

1

P
P
P

P

当 22 −=λ 时， 0
4712
223
012

32

22

12

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

−−

P
P
P

取

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1
4
2

32

22

12

2

P
P
P

P

当 33 −=λ 时， 0
3712
233
013

33

23

13

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−

−−

P
P
P

取

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

3
3
1

33

23

13

3

P
P
P

P

变换阵：

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−−=

311
341
121

P ，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−=−

15.15.2
123
15.25.4

1P

线性变换后的状态方程为：

uxx
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−

=

165.13
2015
275.18

300
020
001

̇

（3）

特征方程为：

0)3)(2)(1(6116)( 23 =+++=+++= λλλλλλλD 。

特征值为：

3,2,1 321 −=−=−= λλλ 。
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12

系统矩阵 A为友矩阵，且特征值互异，因此可以化为对角标准型，其变换矩阵 P为：

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

941
321
111111

2
3

2
2

2
1

321

λλλ
λλλP

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−=−

5.05.11
143
5.05.23

1P

线性变换后的状态空间表达式为：

uxx
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

=

5.2
7
5.5

300
020
001

̇

3-1-7 将下列状态方程化成约旦标准型。

（1） uxx ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

1
0

21
12

̇

（2） uxx
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

3
7
1

5
2
3

311
201
214

̇

（3） uxx
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

=

1
0
0

452
100
010

̇

【解】：

（1）

特征方程为：

0)3)(1(34
21
12 2 =++=++=
+−
−+

=− λλλλ
λ

λ
λ AI

特征值为：

3,1 21 −=−= λλ 。

设变换阵： ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2221

1211

PP
PP

P

由 0)( =− ii PAIλ 得：
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第三部分 现代控制理论习题详解 第一章 控制系统的状态空间描述

13

当 11 −=λ 时， 0
11
11

21

11 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

−
P
P

取 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
1

1P

当 32 −=λ 时， 0
11
11

22

12 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−

−−
P
P

取 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
1
1

2P

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
11
11

P ， ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=−

5.05.0
5.05.01P

线性变换后的状态空间表达式为：

uxubPxAPPx ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=+= −−

5.0
5.0

30
01

)()( 11̇

（2）

特征方程为：

0)3)(1(
311
21
214

2 =−−=

−−

−−
−−

=− λλ
λ

λ
λ

λ AI

特征值为： 1,3 321 === λλλ 。

设变换阵：

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

333231

232221

131211

PPP
PPP
PPP

P

当 31 =λ 时，由 0)( 11 =− PAIλ 得： 0
011
231
211

31

21

11

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
−−

P
P
P

，取

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1
1
1

1P

当 32 =λ 时，由 122 )( PPAI −=−λ 得：

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
−−

1
1
1

011
231
211

32

22

12

P
P
P

，取

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0
0
1

2P

当 13 =λ 时，由 0)( 33 =− PAIλ 得： 0
211
211
213

33

23

13

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

−−

P
P
P

，取

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1
2
0

3P

变换阵：
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14

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

101
201
011

P ，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

=−

110
211
210

1P

线性变换后的状态空间表达式为：

uxx
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

43
25
18

100
030
013

̇

（3）

特征方程为：

0)2()1(254)( 223 =−−=−+−= λλλλλλD 。

特征值为：

2,1 321 === λλλ 。

系统矩阵 A为友矩阵，且特征值有重根，因此可以化为约当标准型，其变换矩阵 P为：

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
== 3

1

1
1321 P

d
dP

PPPPP ⋮⋮
λ

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1
1
11

2
1

11

λ
λP ，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

2
1
0

2
1
0

1

2

λ
P ，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

4
2
11

2
3

33

λ
λP

变换阵：

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

421
211
101

P ，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
−

=−

121
132
120

1P

线性变换后的状态空间表达式为：

uxx
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1
1
1

200
010
011

̇

3-1-8 已知状态空间表达式， uxx
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−

=

32
41
11

410
030
012

̇
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第三部分 现代控制理论习题详解 第一章 控制系统的状态空间描述

15

（1）试用 xPx 1~ −= 进行线性变换，变换矩阵

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=−

100
020
001

1P 求变换后的状态空间表达式。

（2）试证明变换前后系统的特征值的不变性和传递函数矩阵的不变性。

【解】：

（1）

xPxxPx ~~ 1 =⇒= −

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−

== −

45.00
030
05.02

~ 1 APPA

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
== −

32
82
11

~ 1BPB

uxx
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

=

32
82
11

~

45.00
030
05.02

~̇

（2）证明：

变换后的系统矩阵为 APPA 1~ −= ，输入矩阵为 BPB 1~ −=
特征值的不变性：

AsIPAsIPAPPPsPAPPsI −=−=−=− −−−− 1111

传递函数矩阵的不变性：

BAsICBPPAsICPPBPPAsIPCP

BPAPPPsPCPBPAPPsICPsG
1111111

1111111

)()(])([

)()()(
−−−−−−−

−−−−−−−

−=−=−=

−=−=

验证：

变换前的特征方程为：

0)4)(3)(2()(1 =+++= λλλλD

变换后的特征方程为：

0)4)(3)(2()(2 =+++= λλλλD
)()( 21 λλ DD =

所以变换前后系统的特征值是不变的。

3-1-9 已知两个子系统的传递函数矩阵分别为
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16

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
++=

s

sssG 10

2
1

1
1

)(1 ，
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

++=
0

1
1

1
1

3
1

)(2

s

sssG ，试求两子系统串联后和并联后的传递函数

矩阵。

【解】：

（1） 串联

)(1 sG 在前， )(2 sG 在后时

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+++

+++

++

++=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
++

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

++==

)2)(1(
1

)1(

1
)3)(2)(1(

662
)3)(1(

1

1
0

2
1

1
1

0
1

1
1

1
3

1

)()()(

2

2

12

sss

ssss
ss

ss

s

ss

s

sssGsGsG

)(2 sG 在前， )(1 sG 在后时

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

++++
+

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

++

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
++==

0
)1(

1
)1(

1
)3)(2)(1(

52

0
1

1
1

1
3

1

1
0

2
1

1
1

)()()(
2

21

ss

ssss
s

s

ss

s

sssGsGsG

（2） 并联

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

++
+

++
+

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+++
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
++=+=

ss

ss
s

ss
s

s

ss

s

sssGsGsG 1
)1(

1
)2)(1(

32
)3)(1(

42

0
1

1
1

1
3

1

1
0

2
1

1
1

)()()( 21

3-1-10 已知离散系统的差分方程为 )(2)1()()1(5)2(3)3( kukukykykyky ++=++++++

，求系统的状态空间表达式，并画出系统结构图。

【解】：

根据差分方程，在零初始条件下，方程两边Z 变换，得到系统的脉冲传递函数为

153

2
)(

23 +++

+
=

zzz
z

zG

[ ] )(012)(

)(
1
0
0

)(
351
100
010

)1(

kxky

kukxkx

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

=+

其结构图如图题3-1-10 图所示：
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第三部分 现代控制理论习题详解 第一章 控制系统的状态空间描述
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)(1 kx)(2 kxu )(3 kx 3ẋ y1−z 1−z 1−z

3

5

2

题 3-1-10 图

3-1-11 已知离散系统的状态空间表达式为 )(
1
0

)(
)(

31
10

)1(
)1(

2

1

2

1 ku
kx
kx

kx
kx

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
，

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

)(
)(

11)(
2

1

kx
kx

ky ，求系统的脉冲传递函数。

【解】：

HGzICzW 1)()( −−=

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=

−

1
0

31
1

11
1

z
z

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

−−
=

1
0

1
13

13

1
11

2 z
z

zz

13
1

2 −−

+
=

zz
z

也可以直接写出。

3-1-12 已知系统的脉冲传递函数，试求系统的状态空间表达式。

（1）
6116

22)(
23

2

+++

++
=

zzz
zzzG

（2）
254

1)(
23 +++

=
zzz

zG

【解】：

此题多解，一般可以写成能控标准型、能观标准型或对角标准型，以下解法供参考。

（1）
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[ ] )(212)(

)(
1
0
0

)(
6116
100
010

)1(

kxky

kukxkx

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

=+

（2）

[ ] )(001)(

)(
1
0
0

)(
452
100
010

)1(

kxky

kukxkx

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

=+
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第二章 状态空间表达式的解

3-2-1 试求下列矩阵A 对应的状态转移矩阵φ（t）。

（1） ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
20

10
A （2） ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

04
10

A

（3） ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=
21

10
A （4）

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

=

452
100
010

A

（5）

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0000
1000
0100
0010

A （6）

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

λ
λ

λ
λ

000
100
010
000

A

【解】：

（1）

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+

−
=−=Φ −

−
−−−

)2(
1

0

)2(
11

}
20

1
{])[()( 1

1
111

s

sssL
s

s
LAsILt

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+
−

=
−

−
−

t

t

e
e

s

sssL
2

2
1

0
5.05.01

)2(
1

0

)2(
5.05.01

（2）

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++

+
−

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
=−=Φ −

−
−−−

tt
tt

s
s

s

ss
s

L
s

s
LAsILt

2cos2sin2

2sin5.02cos

44

4
4

1

4}
4

1
{])[()(

22

221
1

111

（3）

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
−

++

+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
−

=−=Φ −
−

−−−

22

22
1

1
111

)1()1(

1
)1(

1

)1(

2

}
21

1
{])[()(

s
s

s

ss
s

L
s

s
LAsILt

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−

+
=Φ

−−−

−−−

ttt

ttt

teete
teete

t )(

（4）

特征值为： 2,1 321 === λλλ 。

由习题3-1-7(3)得将 A阵化成约当标准型的变换阵 P为
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

421
211
101

P ，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−

−

=−

121
132
120

1P

线性变换后的系统矩阵为：

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

== −

200
010
011

~ 1APPA

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
t

t

tt

tA

e
e
tee

e
2

~

00
00
0

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
===Φ −

121
132
120

00
0

00

421
211
101

)(

2

1
~

t

tt

t

tAAt

e
tee

e
PPeet

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−++−−−

−−++−−−

−−++−−

=Φ
ttttttttt

ttttttttt

tttttttt

eteeeteeetee
eteeeteeetee
eteeeteetee

t
34838424
22534222

2322
)(

222

222

222

（5）

为结构四重根的约旦标准型。

04321 ==== λλλλ

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==Φ

1000
100

2
1

10

6
1

2
11

1000
100

!2
1

10

!3
1

!2
11

)( 2

32

2

32

t

tt

ttt

t

tt

ttt

eet tAt λ

（6）

λλλλλ ==== 4321

虽然特征值相同，但对应着两个约当块。

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
==Φ tA

tA
At

e
eet

2

1

0
0)(

[ ] [ ]ttA eeA λλ =⇒= 1
1
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=⇒
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

t

tt

ttt

tA

e
tee

ettee

eA
λ

λλ

λλλ

λ
λ

λ

00
0

2
1

00
10
01

2

2
2

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==Φ

t

tt

ttt

t

At

e
tee

ettee
e

et

λ

λλ

λλλ

λ

000
00

2
1

0

000

)(
2

或 }

000
100

010

000

{])[()(

1

111

−

−−−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−

−−

−

=−=Φ

λ
λ

λ

λ

s
s

s
s

LAsILt

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
−
+−+−

−
+−

−

+−+−
−

+−
−

= −

λ

λλ

λλλ

λ

s

ss

sss

s

L

1000

)(

11
00

)(

1

)(

11
0

0001

2

32
1

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

t

tt

ttt

t

e
tee

ettee
e

λ

λλ

λλλ

λ

000
00

2
1

0

000
2

3-2-2 已知系统的状态方程和初始条件

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1
0
1

)0(,
210
010
001

xxẋ

（1）用laplace 法求状态转移矩阵；

（2）用化标准型法求状态转移矩阵；

（3）用化有限项法求状态转移矩阵；

（4）求齐次状态方程的解。

【解】：

（1）
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[ ] }
210

010
001

{)()(

1

111

−

−−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

−

=−=Φ

s
s

s
LAsILt

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

−

−

= −

ttt

t

t

eee
e

e

sss

s

s

L
22

1

0
00
00

)2(
1

)2(
1

)1(
10

0
)1(

1
0

00
)1(

1

（2）

特征方程为：

0)2()1(
210

010
001

2 =−−=

−−

−

−

=− λλ
λ

λ
λ

λ AI

特征值为：

2,1 321 === λλλ 。

1
110

000
000

)( 11 ==
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

=− nrankAIrank λ

1
110
000
000

)( 2
2

1 ==
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=− nrankAIrank λ

由于 112 == nn ，所以 1λ 对应的广义特征向量的阶数为1。

求满足 0)( 11 =− PAIλ 的解 1P ，得：

0
110

000
000

31

21

11

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−− P
P
P

，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0
0
1

1P

再根据 0)( 22 =− PAIλ ，且保证 1P 、 2P 线性无关，解得：

[ ]TP 1102 −=

对于当 23 =λ 的特征向量，由 0)( 33 =− PAIλ 容易求得：

[ ]TP 1003 =

所以变换阵为：
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[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

==

110
010
001

321 PPPP ，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=−

110
010
001

1P

线性变换后的系统矩阵为：

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

== −

200
010
001

~ 1APPA

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
t

t

t

tA

e
e

e
e

2

~

00
00
00

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==Φ −

ttt

t

t

t

t

t

At

eee
e

e
P

e
e

e
Pet

22

1

2 0
00
00

00
00
00

)(

（3）

特征值为：

2,1 321 === λλλ 。

2
12110

1 λλλ aaae t ++=

121 21 λλ aate t +=

2
32310

3 λλλ aaae t ++=

即

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

t

t

t

e
te
e

a
a
a

3

1

1
1

2
33

1

2
11

2

1

0

1
210

1

λ

λ

λ

λλ
λ
λλ

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

−

t

t

t

e
te
e

2

1

421
210
111

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

−

=
t

t

t

e
te
e

2111
232

120
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−−

−+

+−

=
ttt

ttt

tt

etee
etee

ete

2

2

2

232
2

2
210 AaAaIae At ++=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−

=
ttt

t

t

eee
e

e

220
00
00

(4)

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−

=Φ=
t

t

ttt

t

t

e

e

eee
e

e
xttx

222
0

1
0
1

0
00
00

)0()()(

3-2-3 试判断下列矩阵是否满足状态转移矩阵的条件，如果满足，试求对应的矩阵A。

（1）

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

=Φ

tt
ttt

sincos0
cossin0

001
)( （2）

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
=Φ

−

−

t

t

e
e

t
2

2

0

)1(5.01
)(

（3）
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+−−

+−−
=Φ

−−−−

−−−−

tttt

tttt

eeee
eeeet

22

22

2
222)( （4）

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

++−

+−+
=Φ

−−

−−

tttt

tttt

eeee
eeeet

33

33

5.05.0
25.025.05.05.0)(

【解】：

（1）

I
tt
tt

t

≠
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

=Φ

=
010
100
001

sincos0
cossin0

001
)0(

0

∵

∴不满足状态转移矩阵的条件。

（2）

I
e
e

t
t

t
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
=Φ

=
−

−

10
01

0
)1(5.01)0(

0
2

2
∵

∴满足状态转移矩阵的条件。

由 )()( tAt Φ=Φ̇ ，得 AA =Φ=Φ )0()0(̇ 。
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3-2-5 已知线性定常系统的状态方程为 uxx ⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡
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⎤
⎢
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⎡
−

=
1

1
)0(x 试

求输入为单位阶跃函数时系统状态方程的解。

【解】：
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3-2-7线性定常系统的齐次方程为 )(tAxx =̇ ，已知当 ⎥
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是来自指数函数 tetu −=)(2 的采样。试求系统的输出响应 y（KT）。
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所以第一部分的Z 反变换为：
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所以第二部分的Z 反变换为：
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利用递推算法求解差分方程组：
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3-2-10 已知连续系统的状态方程为：
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系统的初始状态为
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试求当控制序列为 )1(2)( 秒== TkTkTu 时离散系统的状态 )(kTx 。

【解】：

利用递推算法求解差分方程组：
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3-2-11 已知离散系统的结构图如题 3-2-11 图所示，
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题 3-2-11图

(1)求系统离散化的状态空间表达式；

(2)当采样周期 1.0=T 秒时，输入为单位阶跃函数，且初始条件为零时离散系统的输出

)(kTy 。

【解】：

方法一：

①依据方框图求闭环脉冲传递函数：
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②依据闭环脉冲传递函数写出状态空间表达式：
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方法二：

系统中连续时间被控对象的传递函数为：

）（）（））（（ 2
1

1
1

21
1)(

+
−

+
=

++
=

ssss
sG

系统中连续时间被控对象的状态空间表达式为：
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故被控对象的离散化状态方程为：
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根据系统结构图，系统输入量为 )(tr ，输出为 )(ty ，而被控对象的输入
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1 kTxkTxkTr
e

e
kTx
kTx

e
e

Tkx
Tkx

T

T

T

T

+−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
−

−

−

−

)(
5.05.0

1

)](
)(

5.05.05.05.0
112

])1[(
])1[(

2

2

1
22

2

1

kTr
e

e

kTx
kTx

ee
ee

Tkx
Tkx

T

T

TT

TT

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

++−

−−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+

+

−

−

−−

−−

系统输出方程为：
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[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

)](
)(

11)(
2

1

kTx
kTx

kTy

令 1.0=T 秒，离散化状态方程为：

)(
0906.0
0952.0

)](
)(

9094.00906.0
0952.08097.0

])1[(
])1[(

2

1

2

1

kTr

kTx
kTx

Tkx
Tkx

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+

+

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

)](
)(

11)(
2

1

kTx
kTx

kTy

当输入为单位阶跃函数，初始条件为零时离散系统的输出为：

)()]()[()( 11 kDuzHuGzICZky +−= −−

)]()[()( 11 zHuGzICZky −− −= 可得。

或与方法一一样，利用 ∑
−

=

−−Φ+Φ=
1

0

)()1()0()()(
k

j

jHujkxkkx

一步一步地求。

3-2-12 线性时变系统的状态方程为 ux
e
ex
t

t

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
=

−

−

0
5

50
)1(50

5

5
̇ ，求采样周期 T=0.2秒时，

系统的离散化方程。

【解】：

由于采样周期较小，可以采用近似离散化的方法。

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
=+=

−

−

−

−

k

k

k

k

e
e

e
e

IkTTAkTG
10

11
10
01

50

)1(50
2.0)()(

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

0
1

0
5

2.0)()( kTTBkTH

)2.0()2.0()2.0()2.0())1(2.0()))1(( kukHkxkGkxTkx +=+=+

)2.0(
0
1

)2.0(
10

11
))2.0)1(( kukx

e
e

kx
k

k

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

−
=+

−

−
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第三章 线性控制系统的能控性和能观性

3-3-1 判断下列系统的状态能控性。

（1） ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
0
1

,
01
01

BA （2）

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

=

11
10
01

,
342
100
010

BA

（3）

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

=

02
00
11

,
100
030
013

BA （4）

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1
1
1
0

,

000
000
000
001

1

1

1

1

BA

λ
λ

λ
λ

【解】：

(1)

[ ] 2,
10
11

==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

== nrankUABBU cc ，所以系统完全能控。

(2)

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−==

7111
1110
1001

2 ⋯BAABBU c

前三列已经可使 3== nrankUc ，所以系统完全能控（后续列元素不必计算）。

（3）

A为约旦标准型，且第一个约旦块对应的B 阵最后一行元素全为零，所以系统不完全

能控。

（4）

A阵为约旦标准型的特殊结构特征，所以不能用常规标准型的判别方法判系统的能控

性。

同一特征值对应着多个约旦块，只要是单输入系统，一定是不完全能控的。

可以求一下能控判别阵。

[ ] 2,

1
1
1

3210

3
1

2
11

3
1

2
11

3
1

2
11

2
11

32 =

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

== cc rankUBABAABBU

λλλ
λλλ
λλλ
λλ

，所以系统不完全能控。

3-3-2 判断下列系统的输出能控性。
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(1)

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

=

xy

uxx

011
101

02
00
11

100
030
013

̇

(2)

[ ]⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

=

xy

uxx

001

1
0
0

6116
100
010

̇

【解】：

（1）

已知

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−

=

02
00
11

,
100
030
013

BA ， ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
011
101

C ， ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

00
00

D

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

⋯
⋯

11
13

00
002BCACABCBD

前两列已经使 [ ] 22 == mBCACABCBDrank ，所以系统输出能控。

（2）

系统为能控标准型，所以状态完全能控。又因输出矩阵C 满秩，且输出维数 m小于

状态维数n，所以状态能控则输出必然能控。

2-3-3 判断下列系统的能观性。

(1)

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

=

xy

xx

121
110

342
100
010

̇

；(2)

[ ]⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

xy

xx

11

01
11

̇
；

(3)

[ ]⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

=

xy

xx

110

300
020
012

̇
；（4）

[ ]⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

xy

xx

411

100
040
004

̇

【解】：

（1）

已知 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

=
121
110

,
342
100
010

CA
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⋮
442
121
110

2
0

CA
CA
C

V

前三行已使 30 == nrankV ，

所以系统完全能观（后续元素不必计算）。

（2）

[ ]11,
01
11

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= CA

2,
12
11

00 ==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= nrankV
CA
C

V

所以系统完全能观。

（3）

状态空间表达式为约旦标准型，且 C阵对应于第一个约旦块的第一列元素为零，所

以系统状态不完全能观。

（4）

状态空间表达式为约旦标准型的特殊结构形式，所以不能用常规方法判系统的能观

性。同一特征值对应着多个约旦块，只要是单输出系统，一定是不完全能观的。

也可求

2,0,
41616
444
411

00
2

0 ==
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= rankVV
CA
CA
C

V

所以系统不完全能观。

3-3-4 设系统状态方程为 BuAxx +=̇ ，若 1x 、 2x 是系统的能控状态，试证状态 21 xx βα +

也是能控的（其中α、β为任意常数）。

【解】：

设：

[ ]xCxy βα==

因为，状态 1x 和 2x 能控，所以至少有

[ ] 21 =− BAABBrank n⋯ 。

而由系统输出能控的判别阵得：

[ ] [ ] 1)( 12 == − BAABBCrankBCACABCBrank n⋯ ，（C 阵又满秩）。

所以 [ ]xCxy βα== 一定是能控的。
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3-3-5 设系统∑1和∑2的状态空间表达式为

[ ] ⎩
⎨
⎧

=

+−=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

= ∑∑
22

222
2

11

111
1

2
:

12

1
0

43
10

:
xy

uxx

xy

uxx ̇̇

（1）试分析系统∑1和∑2的能控性和能观性，并写出传递函数；

（2）试分析由∑1和∑2组成的串联系统的能控性和能观性，并写出传递函数；

（3）试分析由∑1和∑2组成的并联系统的能控性和能观性，并写出传递函数。

【解】：

（1）

2,
23
12

;2,
41
10

:1 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=∑ oocc rankVVrankUU

⎩
⎨
⎧

=

+−=
∑

22

222
2

2
:

xy
uxẋ

两个子系统既能控又能观。

（2）以系统1 在前系统2 在后构成串联系统为例（串联顺序变化状态空间表达式不同，

又都是SISO 系统，传递函数相同）：

系统有下关系成立：

uu =1 ， 12 yu = ， 2yy =

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

1

x
x

x

[ ] [ ]xxCy

uxu
b

x
ACb

A
x

1000

0
1
0

212
043
010

0
0

2

1

212

1

==

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=̇

[ ] ;2,
410

1341
410

2 =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

== cc rankUbAAbbU

3,
447
212
100

2

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= oo rankV

CA

CA
C

V

串联后的系统不能控但能观。
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传递函数为：

1
1

112
1

2212 )()()()()( bAsICbAsICsGsGsG −− −−==

[ ]
)34(

1

)2)(34(

2
1
0

43
1

12]1)2(1[
22

1
1

++
=

+++

+
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
××+×=

−
−

sssss
s

s
s

s

（3）并联后的系统数学模型为：

系统有下关系成立：

uuu == 21 ， 21 yyy +=

并联后的状态空间表达式为：

[ ] [ ]xxCCy

uxu
b
b

x
A

A
x

112

1
1
0

200
043
010

0
0

21

2

1

2

1

==

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=̇

[ ] ;3,
421
1341
410

2 =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

== cc rankUbAAbbU

3,
456
223
112

2

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= oo rankV

CA

CA
C

V

并联后系统既能控又能观。

传递函数为：

2
1

221
1

1121 )()()()()( bAsICbAsICsGsGsG −− −+−=+=

[ ]
6116

782
2

1

)34(

2
]1)2(1[

1
0

43
1

12
23

2

2
1

1

+++

++
=

+
+

++

+
=×+×+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
= −

−

sss
ss

sss
s

s
s

s

3-3-6 已知系统的传递函数为
182710

)(
23 +++

+
=

sss
assG

（1）试确定a 的取值，使系统成为不能控或为不能观；

（2）在上述a 的取值下，求使系统为能控的状态空间表达式；

（3）在上述a 的取值下，求使系统为能观的状态空间表达式。

【解】：

系统的传递函数可以写成：
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)6)(1)(3(182710
)( 23 +++

+
=

+++
+

=
sss

as
sss

assG

(1)

当 =a 1，3，6 时，系统传递函数出现零极点对消现象，则系统可能不能控，或不能

观或即不能控又不能观。

(2)

在上述 a的取值下，求使系统为能控的状态空间表达式；

能控标准型为：

[ ]⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

=

xay

uxx

01

1
0
0

102718
100
010

̇

(3)

在上述a 的取值下，求使系统为能观的状态空间表达式。

能观标准型为：

[ ]⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

=

xy

u
a

xx

100

0
1

1010
2701
1800

̇

3-3-7 已知系统的状态空间表达式为

[ ]⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

xcbay

u
c
b
a

xx
λ

λ
λ

00
00
01

̇

试问能否选择常数 a、b、c使系统具有能控性和能观性。

【解】：

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ++

=
2

2

2 2

λλ
λλ

λλλ

ccc
bbb

babaa
U c

在上述行列式中，无论 a、b、c 如何取值，都有两行元素线性相关，则 0=cU ，

2=crankU 。
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+=
222

0

2 λλλλ
λλλ

cbaa
cbaa
cba

V

在上述行列式中，无论 a、b、c 如何取值，都有两列元素线性相关，则 00 =V ，

20 =rankV 。

所以，无论常数 a、b、c取何值，系统都不能控和不能观。

3-3-8 系统的结构如题 3-3-8 图所示，图中 a、b、c、d均为实常数，试建立系统的状

态空间表达式，并分别确定当系统状态能控和能观时 a、b、c、d应满足的条件。

)(tu

b

)(1 tx

c

a

)(2 tx

d

)(ty

题 3-3-8 图

【解】：

系统状态空间表达式为：

[ ]⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

+−−=

++−=

xy

ux
bd
ca

x

xy
ubxdxx
ucxaxx

01

1
1

1

212

211 ̇
̇
̇

系统能控的条件为：

[ ] 0
1
1

≠−+−−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

+−
== cabdU

bd
ca

AbbU cc 。

系统能观的条件为：

0,
01

0 ≠=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= cV

cacA
c

V o 。

3-3-9 设系统∑ ),( CA 的系数矩阵为

[ ]00,
010
001 1

321

cC
aaa

A =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−−

=
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其中 1321 ,,, caaa 为实数。试问系统∑ ),( CA 能观的充要条件是什么？要求用 A、C中的参

数具体表示。

【解】：

.0,00

00100

31
2

3
3
10

313212
2
1

321
3
1

13113121121
2

1

131211

1

2
0

≠≠⇒≠−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−−=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−−=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

acacV

aaaaaaa
aaac

caacacaacaca
cacaca

c

CA

CA
C

V

3-3-10 已知系统的状态空间表达式为

[ ]⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=

xccy

u
b
b

xx

21

2

1

32
10

̇

欲使系统中有一个状态既能控又能观，另一个状态既不能控又不能观，试确定参数

2121 ,,, ccbb 应满足的关系。

【解】：

2,1,023)( 21
2 −=−==++=−= λλλλλλ AIf

A为友矩阵，且特征值互异，所以

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
== −

11
12

,
21
1111 1

21
21 PPPP

λλ

xPx =

[ ]⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

+
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

xccccy

u
bb
bb

xx

2121

21

21

2

2
20
01̇

显然，当状态 2x 既能控又能观，而状态 1x 既不能控又不能观的条件是：

⎩
⎨
⎧

≠−−=+

≠−=−

0,02

02,0

1221

2121

bbbb
cccc

⎩
⎨
⎧

≠−=

≠=
⇒

02

0

12

21

bb
cc

当状态 1x 既能控又能观，而状态 2x 既不能控又不能观的条件是：

⎩
⎨
⎧

≠+=−−

≠−=−

02,0

0,02

2112

2121

bbbb
cccc

⎩
⎨
⎧

≠−=

≠=
⇒

0

02

12

21

bb
cc
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3-3-11 设 n 阶系统的状态空间表达式为
⎩
⎨
⎧

=
+=

Cxy
buAxẋ

，试证：

（1）若 Cb=0，CAb=0，CA2b=0，……CAn-1b=0，则系统不能同时满足能控性和能观性条件。

（2）如果满足Cb=0，CAb=0，CA2b=0，……CAn-2b=0，CAn-1b≠0 则系统总是又能控又能观

的。

【解】：

（1）以三阶系统为例：

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=×
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=×

bCAbCA
bCA

bCAbCAbCA
bCAbCACAb
bCACAbCb

bAAbb

CA

CA
C

UV c
43

3

432

32

2

2

2
0

0
00

000

0,0 00 =×=× cc UVUV

所以该系统不能同时满足能控性和能观性条件。

（2）以三阶系统为例：

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=×
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=×

bCAbCAk
bCAk

k

bCAbCAbCA
bCAbCACAb
bCACAbCb

bAAbb

CA

CA
C

UV c
43

3

432

32

2

2

2
0 0

00

,0,00)( 0
323

0 ≠≠⇒≠==× cc UVbCAkUV

所以该系统既能控又能观。

3-3-12 已知系统的微分方程为 uyyyy 66116 =+++ ̇̇̇̇̇̇ ，试写出对偶系统的状态空间表达

式及其传递函数。

【解】：

因为 )(])([)()( 11 sGbAsICCAsIbsG TTTTT
原系统对偶 =−=−= −−

又因为单输入/单输出系统传递函数矩阵为一个元素，所以二者传递函数是相同的。

6116
6)( 23 +++

=
sss

sG

系统传递函数无零点，所以不会出现零极点对消现象，系统既能控又能观。

能控标准型为：

[ ]⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

=

xy

uxx

006

1
0
0

6116
100
010

̇
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能观标准型为：

[ ]⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−

=

xy

uxx

100

0
0
6

610
1101
600

̇

3-3-13 已知系统的状态方程为 uxx ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

1
1

21
01

̇ ，试求出它的能控标准型。

【解】：

[ ] 21,
11
11

=<=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

== nrankUAbbU cc 。

所以系统不能控，不存在能控标准型。

3-3-14 已知系统的状态空间表达式为

[ ]⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
=

xy

xx

11

42

01
̇

试求出它的能观标准型。

【解】：

判系统的能观性：

2,
43
11

00 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= rankV
CA
C

V

所以系统能观。

方法之一：

①求变换阵

[ ]

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

−

−

11
12

,
21
11

1
1

1
0

,

1
0110

1
01110

TATTT

VTATTT

②设 xTx 0= 对原状态空间表达式做线性变换得：

[ ]⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

xy

xx

10

51
40̇

方法之二：

依据特征多项式 45)( 2 +−=−= ssAsIsf 直接可以写出能观标准型的A，C 阵。
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

51
40

A ， [ ]10=C 。

3-3-15 已知系统传递函数为
34
86)(

2

2

++

++
=

ss
sssG ，试求能控标准型和能观标准型。

【解】：

系统的传递函数可以写成：

1
34

52
34
86)(

22

2
+

++

+
=

++

++
=

ss
s

ss
sssG

传递函数无零极点对消，系统既能控又能观。

能控标准型为：

[ ]⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=

uxy

uxx

25

1
0

43
10

̇

能观标准型为：

[ ]⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

uxy

uxx

10

2
5

41
30

̇

3-3-16 已知完全能控系统的状态方程为 uxx ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
1
0

01
10

̇ ，试问与它相应的离散化方

程 )(
sin
cos1

)(
cossin
sincos

)1( ku
T
T

kx
TT
TT

kx ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=+ 是否一定能控。

【解】：

已知 )(
sin
cos1

)(
cossin
sincos

)1( ku
T
T

kx
TT
TT

kx ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=+ ，

离散系统完全能控的条件为 cM 矩阵满秩。

而 [ ]
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+−−

+−−
==

TTTTT
TTTT

GHHM c
sincos)cos1(sinsin

sin)cos1(coscos1 2
，所以系统是否能控，取决

于采样周期T 的取值使能控判别阵满秩。

[ ]
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+−

+−−
==

TTTT
TTTT

GHHM c
sincos2sinsin

sin)cos1(coscos1 2

)1(cossin2 −= TTM c

当 ),2,1( nkkT ⋯=≠ π 时， 2)( =cMrank 离散化方程也是能控的。
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3-3-17 试将下列系统分别按能控性、能观性进行结构分解。

（1） [ ]111,
1
0
0

,
340
010
121

−=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

= CbA

（2） [ ]111,
1
0
0

,
041
020
122

−=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−−

= CbA

【解】：

（1）

①按能控性进行结构分解

[ ] 2,
931
000
410

2 =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−
== cc rankUbAAbbU

所以系统不完全能控，需按能控性进行结构分解，构造非奇异变换阵 cT 。

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

031
100
010

cT ，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=−

010
001
103

1
cT

按能控性进行结构分解后的系统状态空间表达式为：

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

c

c

c

c

c

c

x
x

y

u
x
x

x
x

121

0
0
1

100
241
230

̇
̇

②按能观性进行结构分解

2,
591
231
111

0
2

0 =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= rankV
CA
CA
C

V

所以系统不完全能观，需按能观性进行结构分解，构造非奇异变换阵 1
0
−P 。
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=−

001
231
111

1
0P ，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−=

213
112
100

0P

按能观性进行结构分解后的系统状态空间表达式为：

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

0

0

0

0

0

0

001

0
2
1

111
043
010

x
x

y

u
x
x

x
x
̇
̇

（2）

①按能控性进行结构分解

[ ] 2,
101
000
210

2 =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
== cc rankUbAAbbU

所以系统不完全能控，需按能控性进行结构分解，构造非奇异变换阵 cT 。

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
= −

010
001
100

,
001
100
010

1
cc TT

按能控性进行结构分解后的系统状态空间表达式为：

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−

−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

c

c

c

c

c

c

x
x

y

u
x
x

x
x

111

0
0
1

200
221
410

̇
̇

②按能观性进行结构分解

2,
121
101
111

0
2

0 =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= rankV
CA
CA
C

V

所以系统不完全能观，需按能观性进行结构分解，构造非奇异变换阵 1
0
−P 。
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

=−

110
011
100

,
001
101
111

0
1

0 PP

按能观性进行结构分解后的系统状态空间表达式为：

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

−−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

0

0

0

0

0

0

001

0
1
1

112
032
010

x
x

y

u
x
x

x
x
̇
̇

3-3-18 试将下列系统分别按能控性和能观性进行结构分解。

（1） [ ]0103,

2
1

0
0

,

4214
0201

0032
0001

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

−
= CbA ；

（2） [ ]211,
2
2
1

,
102
322
001

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

= CbA 。

【解】：

（1）

系统的特征方程为：

0)1)(2)(3)(4()( =−++−=−= λλλλλλ AIf

化为对角标准型，其变换阵为：

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−−

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

= −

0001
010333.0
0015.0

1333.01429.0127.1

,

18
17

3
1

7
1

1

3
1100

2
1

010

1000

1PP

化成对角标准型为：
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[ ]xy

uxx

333.3100

0
1
0
667.1

1000
0200
0030
0004

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=̇

可以看出系统不能控也不能观，需按能控性和能观性进行结构分解。

其中 3x 为能控能观的状态变量 cox ； 1x 为能控不能观的状态变量 ocx ； 4x 为不能控

能观的状态变量 ocx ； 2x 为不能控不能观的状态变量 ocx
将上述方程按 cox ， ocx ， ocx ， ocx 的顺序排列，则有：

[ ]xy

u

x
x
x
x

x
x
x
x

0333.301

0
0
667.1
1

3000
0100
0040
0002

2

4

1

3

2

4

1

3

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

̇
̇
̇
̇

或写成

[ ]xy

u

x
x
x
x

x
x
x
x

oc

c

c

co

oc

c

c

co

0333.301

0
0
667.1
1

3000
0100
0040
0002

0

0

0

0

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

̇
̇
̇
̇

（2）

[ ] 3,
202

26122
111

2 =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

== cc rankUbAAbbU

3,
1147
521
211

0
2

0 =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= rankV
CA
CA
C

V

系统既能控又能观，无需分解。

3-3-19 已知系统的微分方程为 uuuyyy 8634 ++=++ ̇̇̇̇̇̇ ，试分别求出满足下列要求的状态

空间表达式：

（1）系统为能控能观的对角标准型；

（2）系统为能控不能观的；

（3）系统为能观不能控；

（4）系统为不能控也不能观的。

【解】：
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1
3
5.0

1
5.11

34
52

34
86)(

22

2

+
+

+
+

=+
++

+
=

++
++

=
ssss

s
ss
sssG 。

传递函数无零极点对消，则原系统既能控又能观。

)()(
3
5.0)(

1
5.1)( sUsU

s
sU

s
sY +

+
+

+
=

设：

u
x
x

x
x

uxx
uxx

sU
s

sX

sU
s

sX
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⇒

⎩
⎨
⎧

+−=

+−=
⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
=

+
=

1
1

30
01

3)(
3

1)(

)(
1

1
)(

2

1

2

1

22

11

2

1

̇
̇

̇
̇

[ ] u
x
x

uxxy +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=++=

2

1
21 5.05.15.05.1

人为增加一对偶极子，得：

1
34

521
)34(

)52()(
23

2

2
+

++

+
=+

++

+
=

sss
ss

sss
sssG

系统能控不能观的状态空间表达式为：

[ ]⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

=

uxy

uxx

250

1
0
0

430
100
010

̇

系统能观不能控的状态空间表达式为：

[ ]⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−=

uxy

uxx

100

2
5
0

410
301
000

̇

系统既不能控又不能观的状态空间表达式为：

[ ]⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

uxy

uxx

05.05.1

0
1
1

000
030
001

̇
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3-3-20 已知系统的状态空间表达式为

[ ]⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

=

xy

uxx

211

2
2
0

102
322
001

̇
，利用线性变换 Txx = ，

其中

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=

110
100
101

T ，对系统进行结构分解。试回答以下问题：

(1)不能控但能观的状态变量以 1x ， 2x ， 3x 的线性组合表示；

(2)能控且能观的状态变量以 1x ， 2x ， 3x 的线性组合表示；

(3)试求这个系统的传递函数。

【解】：

111 ,,,
010
110
011

−−− ===
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

= CTCTBBTATAT

线性变换后系统的状态空间表达式为：

[ ]xy

u
x
x
x

x
x
x

101

0
2
2

220
032
021

3

2

1

3

2

1

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

̇
̇
̇

系统的特征方程为：

0)2()1()( 2 =−−=−= λλλλ AIf

将线性变换后的系统变成约当标准型，变换阵为：

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=

221
010
5.010

P ，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−

=−

022
010
164

1P

约当标准型为：

[ ]5.211
~

,
0
2
4

~
,

100
110
002

~ 11 ==
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

==
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

== −− PCCBPBPAPA

A~为约当标准型，可以看出系统完全能观，状态 3
~x 不能控。

因为：
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Txx = ， xPx ~=

TxPx 1~ −=

xx
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

002
100
314

~

所以不能控但能观的状态变量 3213 34~ xxxx ++−=

能控且能观的状态变量 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

1

3

3

2

1

2

1

2002
100

~
~

x
x

x
x
x

x
x
̇
̇

线性变换不改变系统的传递函数，用约当标准型的能控能观的部分即最小实现求传

递函数：

[ ]xy

uxx

~11

2
4~

10
02~

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=̇

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
×=−=

−
−

2
4

10
02

11~)~(~)(
1

1

s
s

bAsICsG cococo

)2)(1(
2
−−

−
=

ss
s

3-3-21 已知系统的传递函数矩阵为

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

++
+

=

3
4

)2)(1(
3

)(

s
s
ss

s

sG ，

（1）求系统的能控标准型实现，画出系统的状态图；

（2）求系统的能观标准型实现，画出系统的状态图；

（3）用传递函数并联分解法，求系统对角标准型的实现，画出系统状态图。

【解】：

.3,2,1 === nmr

)(

3
4

)2)(1(
3

)()(
)(
)(

2

1 sU

s
s
ss

s

sUsG
sY
sY

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

++
+

==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

)(
1
0

)(
2
9

3
6

1
1

6116

1 2
23

sUsUss
sss

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+++
=

能控标准型为：
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uxx
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

=

1
0
0

6116
100
010

̇ ux
y
y

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

1
0

132
169

2

1

系统状态图如题 3-3-21图 1 所示。

1x2x2ẋu 3x3ẋ 3ẋ
1y

1ẋ
9

2y

6

6

6

11
2

3

题 3-3-21图 1

能观标准型为：

uxu
B
B
B

x
IaI
IaI
Ia

x

mm

mm

m

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

−

−

−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

=

1
1
3
6

2
9

601000
060100
1100010
0110001

600000
060000

0
0
00

2

1

0

22

12

022

̇

ux
y
y

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

1
0

100000
010000

2

1

系统状态图如图题 3-3-21图 2 所示。

课后答案网 www.khdaw.com 
 

 

若侵犯了您的版权利益，敬请来信通知我们！  ℡ www.khdaw.com

kh
da

w.co
m

kh
da

w.co
m



第三部分 现代控制理论习题详解 第三章 线性控制系统的能控性和能观性

63

1x

2x2ẋ

u 3x3ẋ 3ẋ 1y1ẋ

4x

5x

4ẋ

5ẋ

3ẋ 2y
6x6ẋ

9

11

3

6

6

6

11

2

6

6

题 3-3-21图 2

对角标准型为：

)(
1
0

)(

3
1

2
1

1
2

)(

3
4

)2)(1(
3

)(
)(

2

1 sUsU

s

sssU

s
s
ss

s

sY
sY

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+
−

+=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

++
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

)(
2

1)(
1

2)(1 sU
s

sU
s

sY
+

−
+

=

)()(
3

1)(2 sUsU
s

sY +
+

=

设：

)(
3

1)(),(
2

1)(),(
1

1)( 321 sU
s

sXsU
s

sXsU
s

sX
+

=
+

=
+

=

u
x
x
x

x
x
x

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
1
1

300
020
001

3

2

1

3

2

1

̇
̇
̇

)()(2)(
2

1)(
1

2)( 211 sXsXsU
s

sU
s

sY −=
+

−
+

=

)()()()(
3

1)( 32 sUsXsUsU
s

sY +=+
+

=
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u
x
x
x

y
y

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
0

100
012

3

2

1

2

1

系统状态图如题 3-3-21图 3 所示。

1y

u 1x1ẋ
2

2x2ẋ

2

3x
3ẋ 2y

3

题 3-3-21图 3

3-3-22 已知系统的微分方程为
⎩
⎨
⎧

−=+++

+=+++

)2(

)1(22

212211

212211

uuyyyy
uuyyyy

̇̇̇
̇̇̇

，试求该系统的最小实现。

【解】：

由（1）式-（2）式和2×（2）式-（1）式得：

⎩
⎨
⎧

−=+

=+

2122

211

3

2

uuyy
uyy
̇̇

̇

在零初始条件下，拉氏变换得：

)(
1

12)( 21 sU
s

sY
+

×=

)(
1

13)(
1

1)(

)(
1

1
3)(

1
11

)](3)([
1

1
)(

211

21212

sU
s

sU
s

sU

sU
s

sU
s
s

sUssU
s

sY

+
×−

+
−=

+
×−

+
−+

=−
+

=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
=

+
=

)(
1

1)(

)(
1

1
)(

22

11

sU
s

sX

sU
s

sX
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⇒

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

01
00

31
20

,
10
01

10
01

u
u

x
x

y
y

u
u

x
x

x
x
̇
̇

[ ] 2,
1010
0101

==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
== nrankUAbbU cc

2,

31
20
31
20

00 ==

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= nrankV
CA
C

V

系统完全能控能观，所以上述系统为最小实现。

3-3-23 从传递函数是否出现零极点对消的现象出发，说明下图题 3-3-23图中闭环系统

∑的能控性与能观性和开环系统∑0的能控性与能观性是一致的。

∑ 0
)(tu )(ty
∑

题 3-3-23图

【解】：

设开环系统的传递函数为
)(
)(

)(0 sD
sM

sG = ，则开环系统能控且能观的条件是无零极点

对消，即 )(sM 和 )(sD 无公因子。而闭环系统的传递函数为
)()(

)(
)(

sDsM
sM

sG
+

= 。

①开环系统传递函数 )(0 sG 有零极点对消时， )(sM 和 )(sD 有公因子，设为 )( as + 。

则闭环系统传递函数
))()()((

)()(
)(

sDsMas
sMas

sG
′+′+

′+
= 也有零极点对消，所以闭环系统∑的能控

性与能观性和开环系统∑0的能控性与能观性是一致的。

②开环系统传递函数 )(0 sG 没有零极点对消时， )(sM 和 )(sD 没有公因子，则闭环系

统传递函数
)()(

)(
)(

sDsM
sM

sG
+

= 也没有公因子，没有零极点对消，所以闭环系统∑的能控

性与能观性和开环系统∑0的能控性与能观性也是一致的。
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第四章 控制系统的稳定性

3-4-1 试确定下列二次型是否正定。

(1) 312321
2

3
2

2
2

1 2624)( xxxxxxxxxxv −−+++=

(2) 2321
2

3
2

2
2

1 26410)( xxxxxxxxv ++−−−=

(3) 312321
2

3
2

2
2

1 422410)( xxxxxxxxxxv −−+++=

【解】：

（1）

04
131
341
111

,03
41
11

,01,
131

341
111

<−=

−−

−

−

>=>⇒
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

−

=P

二次型函数不定。

(2)

03
410

1103
031

,01
103
31

,01,
410

1103
031

<−=

−

−

−

>=
−

−
<−⇒

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

=P

二次型函数为负定。

(3)

017
112
141
2110

039
41
110

,010,
112
141
2110

>=

−−

−
−

>=>⇒
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
−

=P

二次型函数正定。

3-4-2 试确定下列二次型为正定时，待定常数的取值范围。

312321
2

31
2

21
2

11 242)( xxxxxxxcxbxaxv −−+++=

【解】：

312321
2

31
2

21
2

11 242)( xxxxxxxcxbxaxv −−+++=

x
c

b
a

xT

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

−

=

1

1

1

21
21
11
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0
21

21
11

,0
1

1
,0

1

1

1

1

1
1 >

−−

−

−

>>

c
b

a

b
a

a

满足正定的条件为：

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++>+

>

>

111111

11

1

44
1

0

cabcba
ba

a

3-4-3 试用李亚普诺夫第二法判断下列线性系统的稳定性。

;
10

01
)4(;

11
11

)3(

;
32

11
)2(;

11
10

)1(

xxxx

xxxx

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=

̇̇

̇̇

【解】：

（1）

设

2
2

2
1 5.05.0)( xxxv +=

⎩
⎨
⎧

≠≤
==

−=−−=+=
)0(0
)0(02

2
2

221212211)(
x
x

xxxxxxxxxxxv ̇̇̇ 为半负定。

又因为 0)( ≡xv̇ 时，有 02 ≡x ,

则 02 ≡ẋ ，代入状态方程得： 01 ≡x .

所以系统在 0≠x 时， )(xv̇ 不恒为零。

则系统渐近稳定，又因为是线性系统，所以该系统是大范围渐近稳定。

（2）

设

2
2

2
1 5.05.0)( xxxv +=

21
2

2
2

12122112211 33)32()()( xxxxxxxxxxxxxxxv +−−=−++−=+= ̇̇̇

0
35.1
5.11

,01
35.1
5.11

>
−

−
<−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
⇒= xxT

PxxT=
P负定，系统渐近稳定，又因为是线性系统，所以该系统是大范围渐近稳定。

（3）
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设

2
2

2
1 5.05.0)( xxxv +=

2
2

2
12122112211 )()()( xxxxxxxxxxxxxv −−=−−++−=+= ̇̇̇

xxT ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

10
01

PxxT=
P负定，系统渐近稳定，又因为是线性系统，所以该系统是大范围渐近稳定。

（4）

两个状态变量相互独立，所以可以单独分析各变量的稳定性。

( )
( )⎩

⎨
⎧

==

≠≥
==⇒==

00
00

)(5.0)( 2
1111

2
1111 x

x
xxxxvxxvxx ̇̇̇

( )
( )⎩

⎨
⎧

==

≠≤
−==⇒=−=

00
00

)(5.0)( 2
2222

2
2222 x

x
xxxxvxxvxx ̇̇̇

所以系统不稳定。

3-4-4 试确定下列系统平衡状态的稳定性。

)(
001
323

031
)1( kxkx

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−=+

【解】：

方法一：

采用第一方法，确定特征多项式对应的特征值是否在单位圆内。

0
01

323
031

)( =

−

+

−−

=−=

z
z

z
AzIzf

   1.2346 

2.6974i - 0.1173
2.6974i + 0.1173

3

2

1

−=

=

=

z
z
z

特征多项式对应的特征值均在单位圆外，所以系统不稳定。

方法二：

采用第二方法，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−=

001
323

031
G 。
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设

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

105.0
015.0
5.05.01

P

因为1>0， 075.0
15.0
5.01

>= ， 05.0
105.0
015.0
5.05.01

>= ，所以 P正定。

Pxxxv T=)( 正定。

)())(()( kxPPGGkxkv TT −=∆

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−

=−

001
323

031

001
323

031

105.0
015.0
5.05.01

030
023
131

PPGG T

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

85.17
5.165.4

75.48

因为8>0， 075.27
65.4
5.48

>= ， 05.4
85.17
5.165.4

75.48
>= ，所以 P正定。

)(kv∆ 为正定，所以系统在原点不稳定。

3-4-5 设离散系统状态方程为 0)(

0
2

0

100
010

)1( >

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=+ kkx
k

kx ，求平衡点 0=ex 渐近稳

定时 k 值范围。

【解】：

方法一：

采用第一方法，确定特征多项式对应的特征值是否在单位圆内。

0
2/0

10
01

)( =

−

−

−

=−=

zk
z

z
AzIzf
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   0

2k-0.5

2k0.5

3

2

1

=

=

=

z
z

z

2012k0.5 <<⇒<± k 时平衡点渐近稳定。

方法二：

Pxxxv T=)( 正定。

)())(()( kxPPGGkxkv TT −=∆

)()()( kQxkxkv T=∆

令

IQ −=

PPGGQ T −= ，设

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

332313

232212

131211

PPP
PPP
PPP

P

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=−

100
010
001

0
2

0

100
010

010
2

01

000

332313

232212

131211

332313

232212

131211

PPP
PPP
PPP

kPPP
PPP
PPP

kPPGG T

0,0,0,1 23131211 ====⇒ PPPP

233222 4
12,1

4
12

k
P

k
P

−
=−

−
=

所以

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−

=

2

2

4

12
00

01
4

120

001

k

k
P

P为正定，则

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<<⇒
>

−

>−
− 20

0
4

12

01
4

12

2

2
k

k

k 时系统渐近稳定。

课后答案网 www.khdaw.com 
 

 

若侵犯了您的版权利益，敬请来信通知我们！  ℡ www.khdaw.com

kh
da

w.co
m

kh
da

w.co
m



第三部分 现代控制理论习题详解 第四章 控制系统的稳定性

75

3-4-6 设系统的状态方程为 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1

2

1

5.12
10

x
x

x
x
̇
̇

，试求这个系统的李亚普诺夫函数，

然后再求从封闭曲线 100)( =xv 边界上的一点到封闭曲线 05.0)( =xv 内一点的响应时间上

限。

【解】：

令

IQ =

IPAPAT −=+
求矩阵 P，即

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

−

10
01

5.12
10

5.11
20

2221

1211

2221

1211

PP
PP

PP
PP

⇒

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

2
1

4
1

4
1

4
5.5

P

所以李氏函数为：

2
221

2
1 5.05.0

4
5.5)( xxxxxv ++=

)()( 2
2

2
1 xxxv +−=̇

011 =−=− −− IPIQP λλ

0=− PI λ

则

3062.21 =λ ， 6938.02 =λ

955.10
100

05.0
ln

1
),(

),(
ln

1

200min
0 =−=−=−

λη txv
txv

tt

3-4-7 试确定下列非线性系统在原点处的稳定性。

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++−−=

+++−=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+=

−−=

)(

)(
)2()1(

2
2

2
12212

2
2

2
11211

3
2212

3
1211

xxxxxx

xxxxxx

xxxx

xxxx
̇

̇

̇

̇

【解】：

（1）采用非线性系统线性化的方法，在平衡点原点处线性化得：

课后答案网 www.khdaw.com 
 

 

若侵犯了您的版权利益，敬请来信通知我们！  ℡ www.khdaw.com

kh
da

w.co
m

kh
da

w.co
m



第三部分 现代控制理论习题详解 第四章 控制系统的稳定性

76

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−−
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

=
∂

∂
=

=

=

= 11
11

311
131

0
2

2

2
1

02

2

1

2

2

1

1

1

0
x

x

xT x
x

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

A

022
11

11 2 =+−=
−−

−
=− ss

s
s

AsI

系统的两个特征值均在右半平面，则系统在平衡点附近不稳定。

（2）采用非线性系统线性化的方法，在平衡点原点处线性化得：

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

++−+−

+++−
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

=
∂

∂
=

=

=

= 11
11

3121
2131

0
2

2
2

121

21
2

2
2

1

02

2

1

2

2

1

1

1

0
x

x

xT xxxx
xxxx

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

A

022
11

11 2 =++=
+

−+
=− ss

s
s

AsI

系统的两个特征值都在左半平面，则系统在平衡点附近渐近稳定。

3-4-8 试确定下列非线性系统在原点处稳定时的参数 a、 b的取值范围（其中二者均大

于或等于零，但二者不同时为零）。

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−−=

=
3

2212

21

bxaxxx

xx

̇

̇

【解】：

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

=
∂

∂
=

=

=

= abxa
x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

A
x

x

xT 1
10

31
10

0
2

2

02

2

1

2

2

1

1

1

0

1
1

1 2 ++=
+

−
=− ass

as
s

AsI

结论：系统在原点渐近稳定的充要条件是 a大于 0, b任意（同时还需满足题目要

求）。

3-4-9 试证明系统
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=

=

2
2

12112

21

xxaxax

xx

̇

̇
在 0,0 21 >> aa 时是全局渐近稳定的。

【解】：

求平衡点:
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⎩
⎨
⎧

=

=
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−=

==

0
0

0

0

2

1

2
2

12112

21

e

e

x
x

xxaxax

xx

̇

̇

设

2
2

2
11 5.05.0)( xxaxv +=

)( 2
2

1221221122111)( xxaxaxxxaxxxxaxv −−+=+= ̇̇̇

02
2

2
12)( <−= xxaxv̇

结论 01 >a ， )(xv 正定； 02 >a ， )(xv̇ 负定，系统渐近稳定。

因为 ∞⇒x 时， ∞⇒+= 2
2

2
11 5.05.0)( xxaxv ，所以系统又是大范围渐近稳定。

3-4-10 试用克拉索夫斯基法确定非线性系统在原点 0=ex 处为大范围渐近稳定时，参数

a和 b的取值范围。

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=

+=
3

2212

211

bxxxx

xaxx

̇

̇

【解】：

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

=
∂

∂
= 2

2

2

2

1

2

2

1

1

1

311
1
bx

a

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

J
T

令

IP =

)()()( xfxfxv T=

)(
311
1

)(2)(])[()( 2
2

xf
bx

a
xfxfJJxfxv TTT

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

=+=̇

系统在 0=ex 处渐近稳定的条件是 )(xv̇ 负定。而 )(xv̇ 负定的条件为：

013
311
1

,0 2
22

2
>−+−=

+−
< abxa

bx
a

a

大范围渐近稳定的条件是：

∞⇒x 时 ∞⇒)(xv
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而 ∞⇒x 时， ∞⇒+−++= 23
221

2
21 )()()( bxxxxaxxv

所以系统大范围渐近稳定的条件是： 013
311
1

,0 2
22

2
>−+−=

+−
< abxa

bx
a

a

3-4-11 试用变量-梯度法构成下述非线性系统的李氏函数。

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

+−=

22

2
2
111 2

xx
xxxx

̇
̇

【解】：

求平衡点:

⎩
⎨
⎧

=

=
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−=

=+−=
0
0

0
02

2

1

22

2
2
111

e

e

x
x

xx
xxxx

̇
̇

设

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∇

∇
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
=∇

2

1

222121

212111

V
V

xaxa
xaxa

V

2
222

2
2

2
1122

3
111212112

2
111 22)()()( xaxxaxxaxxaaxaxVxv T −+++−−=∇= ̇̇

若选

0,1 21122211 ==== aaaa 021
1

2
12

2

1 ==
∂
∂∇

==
∂
∂∇

a
x
V

a
x
V

满足旋度方程条件

2
221

2
1 )21()( xxxxxv −−−=̇ 。当 5.021 <xx 时， )(xv̇ 负定

而 )(5.0)( 2
2

2
12

)(

0
21

)0(

0
1

11221
xxxdxxdxxv

xxxxx
+=+= ∫∫

==
为正定。

当 5.021 <xx 时，系统在平衡点渐近稳定。

3-4-12设非线性系统方程为

⎩
⎨
⎧

=

+−=

)(

),()(

232

212111

xfx
xxfxfx

̇
̇

式中 0),0(,0)0()0( 2231 === xfff

试求系统原点 0=ex 稳定的充分条件。

【解】：

由第一法，
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02

3

2

2

1

2

1

1

0
0

=

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂
∂

∂

∂

∂
+

∂

∂
−

=
∂

∂
=

x

xT

x
f
x
f

x
f

x
f

x
f

A

稳定条件为：

0
1

2

1

1 <
∂
∂

+
∂
∂

−
x
f

x
f

， 0
2

3 <
∂

∂

x
f

由克拉索夫斯基法

设

xxxv T ̇̇=)( 为正定。

xFxxv T ̇̇̇ =)(

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂

∂

∂

∂
∂

∂
+

∂

∂
−

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂

∂
∂

∂

∂

∂
+

∂

∂
−

=
∂

∂
+

∂

∂
=

2

3

2

2

1

2

1

1

2

3

2

2

1

2

1

1 0

0
)(

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f
x
f

x
f

x
f

x
f

x
fF

T
T

T

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂
+

∂

∂
−

=

2

3

2

2

2

2

1

2

1

1

2

)(2

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

当

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂

∂
>

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂
−

<
∂

∂
+

∂

∂
−

2

2

2

2

3

1

2

1

1

1

2

1

1

)()(4

0

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

时渐近稳定。

当

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂

∂
≥

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂
−

∂

∂
≥

∂

∂

2

2

2

2

3

1

2

1

1

1

2

1

1

)()(4
x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

时稳定。

3-4-13 试用阿依捷尔曼法分析下列非线性系统在原点 0=ex 处的稳定性。结构如题

3-4-13 图所示。

0)( =tr
)1(

1
+ss

e )(eF

5)( eeeF +=

c
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题 3-4-13 图

【解】：

当输入为零时，非线性系统方程可以写成

0)( =++ eFee ̇̇̇

若取状态变量： exex ̇== 21 , ，那么系统的状态方程为：

⎩
⎨
⎧

−−=

=

)(22

21

eFxx
xx

̇
̇

(1)在 0=ex 处将非，线性环节输入-输出特性用一直线近似 keeF =)( ，取 1=k
则线性化状态方程为：

⎩
⎨
⎧

−−=

=

122

21

xxx
xx

̇
̇

(2)取二次型函数作为系统的李氏函数，则有

Pxxxv T=)( ， Qxxxv T−=)(̇

取

IQ =

得到 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

15.0
5.05.1

P 2
221

2
15.1)( xxxxxv ++= 为正定。

(3)

x
k

kk
xxxxkkxxxxxxxxxxv T

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−−
=−−+−=+++=

11
1

)22(23)( 2
221

2
122212111 ̇̇̇̇̇

当 0<−k ， 0)1( 2 >−− kk 时 )(xv̇ 为负定，从而求得 618.2382.0 << k 时系统稳定，即

只要非线性环节的曲线在 e382.0 和 e618.2 范围内变化，原非线性控制系统就是大范围渐

近稳定的。

☆3-4-14 下列是描述两种生物个数的瓦尔特拉（bolterea）方程

⎩
⎨
⎧

+=

+=

2122

2111

xxxx
xxxx

δγ

βα
̇
̇

式中 1x ， 2x 分别表示两种生物的个数。α β γ δ 为非零实数。 0>α ， 0>δ ， 0<β ， 0<γ 。

（1）确定系统的平衡点。

（2）在平衡点附近线性化，并讨论平衡点的稳定性。

【解】：

（1）
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⎩
⎨
⎧

=+=

=+=

0

0

2122

2111

xxxx
xxxx

δγ

βα
̇
̇

得到平衡状态：

⎩
⎨
⎧

=

=

0

0

2

1

e

e

x
x

，

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=

β
α
δ
γ

e

e

x

x

2

1

（2）线性化
⎩
⎨
⎧

++=

++=

21122

21121

)(

)(

xxxxx
xxxxx

ee

ee

δγδ

ββα
̇
̇

对于平衡点：

⎩
⎨
⎧

=

=

0

0

2

1

e

e

x
x

，
⎩
⎨
⎧

=

=

22

11

xx
xx
γ

α
̇
̇

特征值为：

⎩
⎨
⎧

−=

−=

γλ

αλ

2

1

因为 0>α ， 0<γ 所以
⎩
⎨
⎧

>

<

0

0

2

1

λ

λ
，由第一法，系统不稳定。

对于平衡点：

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=

β
α
δ
γ

e

e

x

x

2

1

，

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=

12

21

xx

xx

β
δα
δ
βγ

̇

̇

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

0

0

β
δα

δ
βγ

A

特征值为：

αγλλ == 21

因为 0>α ， 0<γ ， 1λ ， 2λ 为纯虚数，由第一法，无法确定系统的稳定性。

12

21

1

2

)(
)(
xx
xx

dx
dx

βα
δγ

+
+

= ， 0
)(

1
1

1
2

2

2 =
+

−
+

dx
x
x

dx
x
x δγβα

constxxxxd =−+− 1212 lnln δβγ

或 constxxxxd =+−+ )ln()ln( 1122 δγβ
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其轨迹图如图题3-4-14 图所示

2x

1x

β
α

−

δ
γ

−

题 3-4-14 图

可见
⎩
⎨
⎧

=

=

0

0

2

1

e

e

x
x

为不稳定的平衡点。

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=

β
α
δ
γ

e

e

x

x

2

1
为稳定的平衡点。

☆3-4-15试求下列非线性微分方程

⎩
⎨
⎧

−−=

=

212

21

sin xxx
xx

̇
̇

的平衡点，然后对各平衡点进行线性化，并判断平衡点是否稳定。

【解】：

求平衡点:

⎩
⎨
⎧

=−−=

==

0sin

0

212

21

xxx
xx

̇
̇

⎩
⎨
⎧

=

±±==
⇒

0

2,1,0

2

1

e

e

x
nnx ⋯π

线性化方程

⎩
⎨
⎧

=−−=

==

0)cos(

0

2112

21

xxxx
xx

ė
̇

对于平衡点

⎩
⎨
⎧

=

=

0

2

2

1

e

e

x
nx π
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则
⎩
⎨
⎧

−−=

=

212

21

xxx
xx

̇
̇

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=
11

10
A

特征方程为 01)1( =++λλ ，特征根都在左半平面，所以系统为渐近稳定。

对于平衡点

⎩
⎨
⎧

=

+=

0

)12(

2

1

e

e

x
nx π

⎩
⎨
⎧

−=

=

212

21

xxx
xx

̇
̇

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
11

10
A

特征方程为 01)1( =−+λλ ，有一个特征根在右半平面，所以系统不稳定。

☆3-4-16非线性系统状态方程为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+−=

=

12
2

22

21

)1( xxxax

xx

̇

̇
0>a 试确定平衡状态的稳定性。

【解】：

求平衡点:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+−=

==

0)1(

0

12
2

22

21

xxxax

xx

̇

̇

⎩
⎨
⎧

=

=
⇒

0

0

2

1

e

e

x
x

线性化方程为:

⎩
⎨
⎧

−−=

=

122

21

xaxx
xx

̇
̇

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=
a

A
1

10

特征方程为 01)( =++ aλλ

0>a 时特征根都在左半平面，所以系统为渐近稳定。

☆3-4-17非线性系统状态方程为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=

=

2
3

12

21

xxx

xx

̇

̇
试用克拉索夫斯基法确定系统原点的稳定性。
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【解】：

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2
3

1

2

2

1

2

1

)(
)(

)(
xx

x
xf
xf

xf
x
x

x
̇
̇

̇

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=
∂

∂
=

13
10)()( 2

1xx
xfxJ

设

xPxxv T ̇̇=)( ， ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2212

1211

PP
PP

P

[ ]xxPJPxJxxQxxv TTT ̇̇̇̇̇ )()()( +==

令 IQ −= ，则 )(xv̇ 为负定。

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
=

10
01

13
10

11
30

2
12212

1211

2212

1211
2

1

xPP
PP

PP
PPxQ

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+=

=

++=

2
1

6

1
6

1
2
1

2
3

6

1

2
1

22

2
1

12

2
12

1
11

x
P

x
P

x
x

P

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

++

=⇒

2
1

6

1

6

1
6

1
2
1

2
3

6

1

2
1

2
1

2
1

2
12

1

xx

x
x

xP

因为 0
2
1

2
3

6

1 2
12

1

>++ x
x

，

而
2

1
2

1
2

1

2
12

1 6

1

6

1)
2
1

6

1)(
2
1

2
3

6

1(
xxx

x
x

P −+++=

0
4
1

4
3

6

1
4
1 2

12
1

>+++= x
x

P ，P正定，所以系统在原点处渐近稳定。

∞→+= 2
2

2
1 xxx 时，

2
2

3
12

1
2

3
122

1

2
2

2
12

1

))(
2
1

6

1
()(

6

1
2)

2
1

2
3

6

1
()( xx

x
xxx

x
xx

x
xv +++−−+++=

∞→++++= 2
2

3
1

4
1

2
2

2
2

2
1 )(

2
1

6
1

2
1

2
3)( xxxxxxxv
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所以在原点大范围渐近稳定。

☆3-4-18试用变量梯度法构造下列系统的李雅普诺夫函数。

⎩
⎨
⎧

+=

=

22112

21

)()( xtaxtax
xx

̇
̇

。

【解】：

设

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∇

∇
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
=∇

2

1

222121

212111

V
V

xaxa
xaxa

V

2
22222122121212

2
1211

2
2122111 )()()()()()( xataxxataxxataxataxaxxaxVxv T +++++=∇= ̇̇

[ ] 2
2222122122121211

2
1211 ))(()()()( xataaxxataataaxata +++++=

若选

0,1),( 211222111 ===−= aaataa

则 021
1

2
12

2

1 ==
∂
∂∇

==
∂
∂∇

a
x
V

a
x
V

满足旋度方程条件

2
22 )()( xtaxv =̇ 。

当 0)(2 <ta 时， )(xv̇ 为半负定。

而 2
2

2
112

)(

0
21

)0(

0
11 5.0)(5.0)()(

11221
xxtaxdxxdxtaxv

xxxxx
+−=+−= ∫∫

==
。

则当 0)(1 <ta 时 )(xv 为正定。且当 ∞→x 时， ∞→+−= 2
2

2
11 5.0)(5.0)( xxtaxv

所以当
⎩
⎨
⎧

<

<

0)(
0)(

2

1

ta
ta

时，系统在原点大范围渐近稳定。
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第五章 状态反馈和状态观测器

3-5-1 已知系统结构图如图题3-5-1 图所示。

(1)写出系统状态空间表达式；

(2)试设计一个状态反馈矩阵，将闭环极点特征值配置在 j53±− 上。

)(ty
)2(

1
+s1

1
+s

)(tu )(1 tx )(2 tx

题 3-5-1 图

【解】：

方法一：

根据系统结构直接设状态变量如题3-5-1 图所示，写状态空间表达式：

[ ]xy

uxx

10

1
1

21
01

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

−
=̇

2
31
11

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
= cc UrankU

系统能控，可以设计状态反馈阵。

设状态反馈阵为 ][ 21 kkK =

状态反馈控制规律为： Kxru −=

求希望特征多项式：

34625)3()(* 22 ++=++= ssssf

求加入反馈后的系统特征多项式：

)22()3()( 121
2 kskksbKAsIsf ++−++=+−=

依据极点配置的定义求反馈矩阵：

]1316[
13

16

34)22(

6)3(

2

1

1

12 =
⎩
⎨
⎧

=

=
⇒

⎩
⎨
⎧

=+

=+−
K

k
k

k
kk

方法二：

[ ] [ ] [ ]1316)346(
31
11

10)(*10 2
1

1 =++⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
==

−
− IAAAfUK c

方法三：（若不考虑原受控对象的结构，仅从配置极点位置的角度出发）

求系统传递函数写出能控标准型：
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232
1

)1
1

1
(

)(
)(

2 ++

−
=

+
−

+
=

ss
s

sssU
sY

[ ]xy

uxx

10

1
0

32
10

−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=̇

求系统希望特征多项式：

34625)3()(* 22 ++=++= ssssf

求状态反馈矩阵 K~ ：

[ ] [ ] [ ]33236234
~

21 =−−== kkK

[ ][ ] [ ] [ ]5.05.0
31
11

1010
1

1
1 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
==

−
−AbbP

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

10
5.05.0

1

1

AP
P

P

[ ]1316~ == PKK

3-5-2 已知系统的传递函数为
)2)(1(

10
)(
)(

++
=

ssssU
sY

试设计一个状态反馈矩阵，使闭环系

统的极点在-2， j±−1 。

【解】：

依据系统传递函数写出能控标准型

sssssssU
sY

23

10
)2)(1(

10
)(
)(

23 ++
=

++
=

[ ]xy

uxx

0010

1
0
0

320
100
010

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

=̇

求系统希望特征多项式：

464]1)1)[(2()(* 232 +++=+++= ssssssf

求状态反馈矩阵：

[ ] [ ] [ ]144342604321 =−−−== kkkK 。
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3-5-3 已知系统的传递函数为
)3)(1)(2(

)2)(1()(
++−

+−
=

sss
sssG ，试问是否可以通过状态反馈，

将传递函数变为
)3)(2(

)1(
++

−
ss

s
和

)3)(1(
)2(
++

+
ss

s
，若有可能，分别求出状态反馈阵 K，并画出

结构图。

【解】：

系统传递函数无零极点对消，所以系统既能控又能观。可以通过状态反馈进行极点

的任意配置。另有状态反馈不改变系统的零点。

(1)由闭环传递函数得希望极点为-2，-2，-3。

受控对象传递函数：

652
2

)3)(1)(2(
)2)(1()(

23

2

−−+
−+

=
++−

+−
=

sss
ss

sss
sssG

受控对象状态空间表达式的能控标准型：

[ ]xy

uxx

112

1
0
0

256
100
010

−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

=̇

希望特征多项式为：

12167)3()2()(* 232 +++=++= ssssssf

状态反馈矩阵：

[ ] [ ] [ ]5211827516612321 =−++== kkkK 。

结构图如图题3-5-3 图 1 所示：

1x2x2ẋu 3x
3ẋ 3ẋ y1ẋr

6

2

5

2

18

21
5

题 3-5-3 图 1
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（2）由闭传递函数得希望极点为-1，1，-3。

希望特征多项式为：

33)3)(1)(1()(* 23 −−+=+−+= sssssssf

状态反馈矩阵：

[ ] [ ] [ ]143235163321 =−+−+−== kkkK 。

结构图如图题3-5-3 图 2 所示：

1x2x2ẋu 3x
3ẋ 3ẋ y1ẋr

6

2

5

2

3

4

题 3-5-3 图 2

3-5-4 已知系统状态空间表达式为

[ ]xy

uxx

210

0
1
1

310
301
100

−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

=̇
，试判断系统的能控性和能观

性，若不完全能控，用结构分解将系统分解为能控和不能控的子系统，并讨论用状态反

馈是否可以使闭环系统稳定。

【解】：

判系统的能控性和能观性：

[ ] 2,
210
311
101

2 =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

== cc rankUbAAbbU

2,
432
321
210

0
2

0 =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= rankV
CA
CA
C

V
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系统不能控不能观。

按能控性进行结构分解：

取

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= −

111
011
001

,
110
011
001

1
cc RR

分解后的状态空间表达式为：

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−

−−

=+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−

c

c

c

c
c

c

c
c

c

c
cc

c

c

x
x

x
x

CRy

u
x
x

ubR
x
x

ARR
x
x

211)(

0
0
1

100
221
110

)()( 11

̇
̇

因为不能控分量对应的特征值为-1，因此对系统的稳定性无影响，所以可以通过状

态反馈的方法，对能控子空间进行极点的任意配置（左半平面），从而使系统稳定。

3-5-5 已知系统的传递函数为
)3(

)1()(
2 +

+
=

ss
ssG ，设计一个状态反馈矩阵，将闭环极点配

置在-2，-2，和-1处，并说明所得的闭环系统是否能观。

【解】：

被控对象状态空间表达式的能控标准型：

因为系统的传递函数可写成：

232 3

1

)3(

)1()(
ss

s
ss
ssG

+

+
=

+

+
=

所以能控标准型为：

[ ]xy

uxx

011

1
0
0

300
100
010

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

=̇

闭环后的希望特征多项式为：

485)1()2()(* 232 +++=++= ssssssf

状态反馈系数阵：

[ ] [ ] [ ]284350804321 =−−−== kkkK 。

闭环传递函数为：
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2223 )2(
1

)1()2(
1

485
1)(

+
=

++

+
=

+++

+
=

sss
s

sss
ssGb

系统闭环传递函数出现零极点对消现象，又有原受控对象本身能控，且状态反馈不

改变系统的能控性，所以该闭环系统不能观。

3-5-6 已知系统状态方程为 uxx
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

1
0
0

130
100
001

̇ ，试判断系统是否可以通过状态反馈

分别配置以下两组特征值：（1）{-2，-2，-1}；（2）{-2，-2，-3}。若能配置，求出反

馈阵。

【解】：

判系统的能控性：

[ ] 2,
211
110
000

2 =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

== cc rankUbAAbbU

系统不能控.

按能控性分解：

取

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= −

001
010
110

,
011
010
100

1
cc RR

u
x
x

ubR
x
x

ARR
x
x

c

c
c

c

c
cc

c

c

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−

0
0
1

100
011
030

)()( 11

̇
̇

不能控子空间的特征值为-1。

（1）对能控子空间进行极点配置，极点位置在-2，-2：

uxx cc ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

0
1

11
30̇

44)2()(* 22 ++=+= ssssf

[ ] [ ] )(*10 1
21 AfUkkK c

−==

[ ] [ ]65)
10
01

4
11
30

4
11
30

(
10
01

10
21

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−
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所以 [ ]065=K

原系统的状态反馈阵 K为：

1−= cRKK

[ ] [ ]510
001
010
110

065 =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

×=K

（2）因为状态反馈不能改变不能控部分的极点，而不能控部分的极点为-1，所以不

能通过状态反馈将极点配置在{-2，-2，-3}。

3-5-7 已知系统状态空间表达式为

[ ]xy

uxx

01

1
0

00
10

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=̇

，试设计一个状态观测器，使状态

观测器的极点为-r，-2r，(r>0)。

【解】：

方法一：

判能观性 2,
10
01

00 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= rankV
CA
C

V 。系统能观，可以构造状态观测器。

确定观测器的希望特征多项式：

22 23)2)(()(* rrssrsrssf ++=++=

确定观测矩阵 [ ]TllL 21= ，观测器的特征多项式为：

[ ] 21
2

2

1 01
00
10

0
0

)()( lsls
l
l

s
s

LCAsIsf ++=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=−−=

)()(* sfsf =

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
⇒

2
2

1

2

3

rl

rl

方法二：

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= −

1
0

)(* 1
0

2

1 VAf
l
l

L
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−

2

1
2

2

2
3

1
0

00
10

00
10

2
00
10

3
00
10

r
r

rr

方法三：

被控对象特征多项式：

2

00
10

)( ssIAsIsf =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=−=

确定观测器的希望特征多项式：

22 23)2)(()(* rrssrsrssf ++=++=

对应于能观标准型的观测器矩阵：

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

r
r

r
r

aa
aa

l
l

L
3

2

03

02
*
* 22

11

00

2

1

对应于原系统的观测器矩阵：

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= −

01
10

,
1
0

1
0

11
1

01 AppPVP o

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
== 2

2

2
3

3

2
01
10

r
r

r
r

LPL o

3-5-8已知系统的状态空间表达式为

[ ]xy

uxx

011
1
0
2

101
110
321

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−−

=̇

（1）设计一个全维观测器，将观测器的极点配置在-3，-4，-5处。

（2）设计一个降维观测器，将观测器的极点配置在-3，-4处。

（3）画出其结构图。

【解】：

（1）

方法一：

确定能观性：

3,
1053
431
011

0
2

0 =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= rankV
CA
CA
C

V

系统能观，可设计观测器。

求希望特征多项式：
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604712)5)(4)(3()(* 23 +++=+++= sssssssf

求观测器特征多项式：

LCAsIsf +−=)(

计算观测器系数矩阵：

令 )()(* sfsf = 得

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

5.13
5.15
5.6

L

方法二：

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= −

5.13
5.15
5.6

1
0
0

)(* 1
0

3

2

1

VAf
l
l
l

L

结构图如图题3-5-8 图 1 所示：

u

1x1ẋ

2x2ẋ

3x3ẋ

y
∑ ),,( CBA

y

2

2

3 5.13

5.15

5.6

题 3-5-8 图 1

(2)

确定降维观测器的维数：m=1，n=3，则 n-m= 2。
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分解输出系数矩阵c，获得线性变换矩阵 T，对原状态空间表达式进行线性变换，使

各输出变量y 变成各状态变量的单值函数：

[ ] [ ] [ ]01,1,011 2121 ==== ccccC

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= −

−
−

× 100
010
011

,
100
010
011

100
010
011

0
1

1
1

22

21 T
I
cc

T

[ ] 1,001 xyCTC ===

,
111
110
421

2221

12111
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−−

== −

AA
AA

ATTA

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=−−=−=

11
11

,
1
0

,42,1 22211211 AAAA

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
== −

1
0

,2,
1
0
2

21
1 BBBTB

计算线性变换后降维观测器的反馈矩阵

122

1

×

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=
l
lL （一个输出两个状态）

127)4)(3()(* 2 ++=++= sssssf

[ ]42
11
11

0
0

)()(
2

1
1222 −−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=−−=

l
l

s
s

ALAsIsf

)22()224( 2112
2 llslls −++−−+=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=⇒=

8333.2
1667.3

)()(*
2

1

l
lLsfsf

求降维状态观测器的状态方程（状态变量z）

uy
z
z

uBLByALAyLzALA
z
z

z

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=

−+−++−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

6667.6
3333.6

12
13

3333.126667.6
6667.113333.5

)()())((

2

1

1211211222
2

1

̇
̇

̇

求降维状态观测器的输出方程（系统针对于线性变换后的状态信号
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3

2

1

ˆ
ˆ
ˆ

ˆ

x
x
x

x ）
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

yz
yz

y

yLz
y

x

x
x

8333.2
1667.3

ˆ

ˆ
ˆ

2

1

3

2

1

求对应于原系统的降维状态观测器的状态信号 x̂：

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

+

−−

==
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

yz
yz
yz

xT
x
x
x

x
8333.2
1667.3
1667.2

ˆ

ˆ
ˆ
ˆ

ˆ

2

1

1

3

1

1

绘制模拟结构图

依据受控对象，降维观测器的状态方程，以及

原系统的降维观测器的输出方程:

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

+

−−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

yz
yz
yz

x
x
x

x
8333.2
1667.3
1667.2

ˆ
ˆ
ˆ

ˆ

2

1

1

3

2

1

结构图如图题3-5-8 图 2 所示：

1z

2z2ż

1ż

3333.5

6667.11

3333.12

3333.6

6667.6

13

12

−

1667.2

1̂x

8333.2

3x̂

1667.3

2x̂

−

−

−

6667.6−

yu
∑ ),,( CBA

−

题 3-5-8 图 2

3-5-9已知系统的传递函数为
)2)(1(

1)(
++

=
sss

sG ，

(1)确定一个状态反馈矩阵 K，使闭环系统的极点为-3和
2
3

2
1

j±− ；
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(2)确定一个全维状态观测器，并使观测器的极点全部为-5；

(3)确定一个降维状态观测器，并使观测器的极点在-5处；

(4)分别画出闭环系统的结构图。

(5)求出闭环传递函数。

【解】：

(1)

系统的传递函数可写成：

ssssss
sG

23
1

)2)(1(
1)(

3 ++
=

++
=

能控标准型为：

[ ]xy

uxx

001

1
0
0

320
100
010

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

=̇

希望特征多项式：

344]
4
3

)
2
1

)[(3()(* 232 +++=+++= ssssssf

反馈矩阵：

[ ] [ ] [ ]123342403321 =−−−== kkkK

（2）

确定能观性：

3,
100
010
001

0
2

0 =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= rankV
CA
CA
C

V

系统能观。

求观测器的希望特征多项式：

1257515)5()(* 233 +++=+= sssssf

求观测器特征多项式：

)32()23()3()( 21321
2

1
3 lllsllslsLCAsIsf ++++++++=+−=

计算观测器系数矩阵：

令 )()(* sfsf = 得

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

=

10
37
12

L

（3）
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m=1，n=3，则 n-m= 2。

[ ]001=C ，则输出本身为状态变量的单值函数，无须进行线性变换。

对受控对象状态空间表达式直接分块求状态观测器的反馈矩阵

122

1

×

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=
l
lL （一个输出

两个状态）

[ ],00,1 21 == cc

[ ] [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
===

32
10

,
0
0

,01,0 22211211 AAAA

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

1
0

,0 21 BB

2510)5()(* 22 ++=+= ssssf

)()( 1222 LAAsIsf −−=

)23()3( 211
2 +++++= llsls

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⇒=

2
7

)()(*
2

1

l
l

Lsfsf

降维观测器的状态方程z

uy
z
z

uLBByLAALyzLAA
z
z

z

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=

−+−++−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
0

34
47

34
17

)()())((

2

1

1211211222
2

1

̇
̇

̇

降维观测器的输出方程 x̂

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

yz
yz

y

Lyz
y

x
x
x

2
7

ˆ
ˆ
ˆ

2

1

3

2

1

（5）

闭环传递函数为：

344

1

]
4
3

)
2
1

)[(3(

1
)(

23
22 +++
=

+++
=

sssss
sGb

（4）

题（2）的结构图如图题3-5-9 图 1 所示：

题（3）的结构图如图题3-5-9 图 2 所示：

课后答案网 www.khdaw.com 
 

 

若侵犯了您的版权利益，敬请来信通知我们！  ℡ www.khdaw.com

kh
da

w.co
m

kh
da

w.co
m



第三部分 现代控制理论习题详解 第五章 状态反馈和状态观测器

99

ur

37

2x2ẋu 3ẋ 3ẋ 1ẋ 1xx3

3

y

∑ ),,( CBA

2

10

y

3

2

12

题 3-5-9 图 1
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y

1z

2z2ż

1ż

3x̂

2x̂

1̂x

2

7
7

4

3

47

34

2

3

∑ ),,( CBAur

题 3-5-9 图 2

3-5-10 设系统的状态空间表达式为
⎩
⎨
⎧

=
+=

Cxy
BuAxẋ

，现引入状态反馈 xkru ˆ−= 构成闭环系

统， x̂为x 的估值。

(1)写出该系统状态变量 x的全维渐近观测器的状态方程；

(2)写出带状态反馈全维观测器的闭环系统的状态方程，并画出包括状态反馈及全维观测

器的闭环系统的结构图。

【解】：

（1）

BuxLCALyBuxAxLCLyx +−+=++−= ˆ)(ˆˆˆ̇

（2）

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−+=++−=

+=

BuxLCALCxBuxAxLCLCxx

BuAxx

ˆ)(ˆˆˆ̇

̇

xKru ˆ−=
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Cxy =

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−−+=−+−+=

+−=−+=
⇒

BrxBKLCALCxxKrBxLCALCxx

BrxBKAxxKrBAxx

ˆ)(ˆˆ)(ˆ

ˆˆ
̇
̇

Cxy =

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⇒

x
x

Cy

r
B
B

x
x

BKLCALC
BKA

x
x

ˆ
0

ˆˆ̇
̇

闭环系统结构图如图题3-5-10 图所示：

题 3-5-10 图

3-5-11 已知系统的状态空间表达式为

[ ]xy

uxx

10

2
0

06
15

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=̇

，

(1)画出系统结构图；

(2)求系统传递函数；

(3)判定系统的能控性和能观性

(4)求系统的状态转移矩阵 )(tΦ ；
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(5)当 0)(,
3
0

)0( =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= tux 时，系统的输出 )(ty ；

(6)设计全维状态观测器，将观测器的极点配置在 1010 j±− 处；

(7)在（6）的基础上，设计状态反馈矩阵 K ，使系统的闭环极点配置在 55 j±− 处。

(8)画出系统总体结构图。

【解】：

(1)

系统结构图如图题3-5-11 图 1 所示：

1x1ẋ

−

y

2x2ẋu

5
6

−2

题 3-5-11 图 1

(2)

)3)(2(
)5(2

)()( 1

++
+

=−= −

ss
s

bAsICsG

(3)

传递函数无零极点对消，则既能控又能观。

或：

[ ] 2,
02
20

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
== cc rankUAbbU

2,
06
10

00 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= rankV
CA
C

V

系统既能控又能观。

(4)

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
+

++

++
−

++=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

+
=−==Φ −

−
−−−

)3)(2(
5

)3)(2(
6

)3)(2(
1

)3)(2(
6

15
])[()( 1

1
111

ss
s

ss

ssss
s

L
s

s
LAsILet At

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−

+−+−
=

−−−−

−−−−

tttt

tttt

eeee
eeee

3232

3232

2366
32

(5)

[ ] )0(69
3
0

2366
3210)( 32

3232

3232
≥−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−

+−+−
= −−

−−−−

−−−−

tee
eeee
eeeety tt

tttt

tttt
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（6）

观测器的希望特征多项式：

20020100)10()(* 22 ++=++= ssssf

观测器矩阵为 [ ]TllL 21= ，

观测器的特征多项式：

[ ]10
06
15

0
0

)()(
2

1
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=−−=

l
l

s
s

LcAsIsf

)665()5( 122
2 +++++= llsls

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

==

=
⇒

⎩
⎨
⎧

=++

=+
⇒=

83.19
6

119

15

200)665(

20)5(
)(*)(

1

2

12

2

l

l

ll
l

sfsf

（7）

希望特征多项式： 501025)5()(* 22 ++=++= ssssf

状态反馈后的特征多项式：

[ ]212
0

06
15

0
0

)()( kk
s

s
bKAsIsf ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=−−=

)6210()25( 122
2 +−+++= kksks

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−=−=

=
⇒

⎩
⎨
⎧

=+−

=+
⇒=

5.9
2
19
5.2

50)6210(

10)25(
)(*)(

1

2

12

2

k

k

kk
k

sfsf

[ ] [ ]5.25.921 −== kkK

（8）

全维观测器的状态空间表达式为：

LyBuxLCAx ++−= ˆ)(ˆ̇

)ˆ(ˆˆ yyLBuxAx −++=̇

)ˆ(
15
83.19

2
0ˆ

06
15ˆ yyuxx −⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=̇

系统总体结构图如图题3-5-11 图 2 所示：
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5u

2x̂ 2ẋ̂
2

15

5.2

y

83.19

−

−

1x̂ 1ẋ̂

−

5.9

ur ∑ ),,( CBA

6

−

ŷ

题 3-5-11 图 2
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