
 第一章  事件与概率 
1、解： 
(1) P｛只订购 A 的｝=P{A(B∪C)}＝P(A)-{P(AB)+P(AC)-P(ABC)}=0.45-0.1.-0.08+0.03=0.30. 
(2) P｛只订购 A 及 B 的｝=P{AB}-C｝=P(AB)-P(ABC)=0.10-0.03=0.07 
(3) P｛只订购 A 的｝=0.30, 
   P｛只订购 B 的｝=P{B-(A∪C)}=0.35-(0.10+0.05-0.03)=0.23. 
   P｛只订购 C 的｝=P{C-(A∪B)}=0.30-(0.05+0.08-0.03)=0.20. 
∴P｛只订购一种报纸的｝=P{只订购 A}＋P{只订购 B}＋P{只订购 C}=0.30+0.23+0.20=0.73. 
(4) P{正好订购两种报纸的} 

＝P{(AB-C) ∪(AC-B) ∪(BC-A)}=P(AB-ABC)+P(AC-ABC)+P(BC-ABC) 

=(0.1-0.03)+(0.08-0.03)+.(0.05-0.03)=0.07+0.05+0.02=0.14. 

(5) P｛至少订购一种报纸的｝= P｛只订一种的｝+ P｛恰订两种的｝+ P｛恰订三种的｝ 
             =0.73+0.14+0.03=0.90. 
(6) P｛不订任何报纸的｝=1-0.90=0.10. 
 

ACABAABCABCA ⊃⊃⇒⊂⊃⇒= 且显然)(2、解：（1）ABC ，若 A 发生，则 B

与 C 必同时发生。 

（2） ，B 发生或 C 发生，均导致

A 发生。 

AC ⊂⊂⇒⊂⇒= 且ABACBACBA ∪∪∪

（3） 与 B 同时发生必导致 C 发生。 ACAB ⇒⊂

CBABCA ∪⊂⇒⊂ ，A 发生，则 B 与 C 至少有一不发生。 （4）

nAAA ∪"∪∪ 21 )()( 11121 −−−−++−+= nn AAAAAA ""3、解：  

121121 −+++ nn AAAAAAA "" ．                   (或)＝

CAB4、解：（1） ={抽到的是男同学，又不爱唱歌，又不是运动员}； 

CBA           ={抽到的是男同学，又爱唱歌，又是运动员}。 

ABCAABC ⊃⇒=（2） ，当男同学都不爱唱歌且是运动员时成立。 

BC ⊂（3）当不是运动员的学生必是不爱唱歌的时， 成立。 

CBACA ==⇒=（4）A=B 及 ，当男学生的全体也就是不爱唱歌的学生全体，也

就不是运动员的学生全体时成立。也可表述为：当男学生不爱唱歌且不爱唱歌的一定是男学

生，并且男学生不是运动员且不是运动员的是男学生时成立。 
 
5、解：设袋中有三个球，编号为 1，2，3，每次摸一个球。样本空间共有 3 个样本点（1），

（2），（3）。设 { } { } },2{,1,3,2,1},3{ =−=== BABABAA ∩∪{ } { } { }3,3,1,2,1 === CBA    ，则
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{ 3,2,1=+CA }。 
 
6、解：（1）{至少发生一个}= . DCBA ∪∪∪

CABDBACDDABCCBADDBACDCAB +++++ . （2）{恰发生两个}=

DCAB（3）{A，B 都发生而 C，D 都不发生}= . 

DCBADCBA ∪∪∪= . （4）{都不发生}=

CBADDBACDCABDCBADCBA ++++  （5）{至多发生一个}=

CDBDBCADACAB ∪∪∪∪∪= .                    

7、解：分析一下 之间的关系。先依次设样本点iE iE∈ω ω，再分析此 是否属于

等。（1） 为不可能事件。 ),(),( ikijEEijE kjj ≠≠≠ 6E   41EE

（2）若 5E∈ω ，则 )4,3,2,1( =∈ iEiω ，即 φ=iEE5 。 
（3）若 4E∈ω ，则 32 , EE ∈∈ ωω 。 
（4）若 3E∈ω ，则必有 2E∈ω 或 1E∈ω 之一发生，但 

21EE∈ω 。由此得 ,32313 EEEEE =∪ ， φ=321 EEE 。  

（5）若 2E∈ω ，则必有 1E∈ω 或 3E∈ω 之一发生，由此得      Ω== 06 , EE φ         

23212 EEEEE =∪ 。 
（6） 中还有这样的点1E ω ：12345，它仅属于 ，而不再属于其它1E )0,1( ≠iEi 。诸 之间的

关系用文图表示（如图）。 
iE

8、解：（1）因为 ，两边对 x 求导得 nn
nnn

n xnCxCxCx ++++=+ "2211)1(

1211 2)1( −− +++=+ nn
nnn

n xnCxCCxn " ，在其中令 x=1 即得所欲证。 

（2）在上式中令 x=-1 即得所欲证。 

（3）要原式有意义，必须 ar ≤≤0 。由于 ，此题即等于

要证∑ .利用幂级数乘法可证明此式。因为 

kb
b

k
b

rb
ba

ra
ba CCCC −+

+
−
+ == ,

=

+
+

−+ ≤≤=
a

k

rb
ba

kb
b

rk
a arCCC

0
0,

baba xxx ++=++ )1()1()1( ，比较等式两边 的系数即得证。 rbx +

 

9、解： 15.0
33
5/ 3

11
1
5

1
5

1
6 === AAAAP  

 
10、解：（1）第一卷出现在旁边，可能出现在左边或右边，剩下四卷可在剩下四个位置上任

意排，所以  5/2!5/!42 =×=p

1E   

  21EE   31EE  
 5E

     
  32 EE
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（2）可能有第一卷出现在左边而第五卷出现右边，或者第一卷出现在右边而第五

卷出现在左边，剩下三卷可在中间三人上位置上任意排，所以 10/1!5/!32 =×=p  

（3）p=P{第一卷出现在旁边}+P{第五卷出现旁边}-P{第一卷及第五卷出现在旁

边}=
10
7

10
1

5
2

5
2

=−+ . 

10/310/71 =−=P（4）这里事件是（3）中事件的对立事件，所以  

（5）第三卷居中，其余四卷在剩下四个位置上可任意排，所以  5/1!5/!41 =×=P

 
11、解：末位数吸可能是 2 或 4。当末位数是 2（或 4）时，前两位数字从剩下四个数字中

选排，所以  5/2/2 3
5

2
4 =×= AAP

 

12、解：  m
n

m
n

m
n

m
n CCCCP 33/321=

 
13、解：P{两球颜色相同}=P{两球均白}+P{两球均黑}+P{两球均红} 

33.0
625
207

25
9

25
15

25
6

25
7

25
10

25
3

==×+×+×= . 

 
14、解：若取出的号码是按严格上升次序排列，则 n 个号码必然全不相同， 。N 个不

同号码可产生 种不同的排列，其中只有一个是按严格上升次序的排列，也就是说，一种

组合对应一种严格上升排列，所以共有 种按严格上升次序的排列。总可能场合数为 ，

故题中欲求的概率为 . 

Nn ≤

!n

n
NC nN

nn
N NCP /=

 
15、解法一：先引入重复组合的概念。从 n 个不同的元素里，每次取出 m 个元素，元素可

以重复选取，不管怎样的顺序并成一组，叫做从 n 个元素里每次取 m 个元素的重复组合，

其组合种数记为
m

mn
m
n CC 1

~
−+= . 这个公式的证明思路是，把 n 个不同的元素编号为 ,n，

再把重复组合的每一组中数从小到大排列，每个数依次加上

",2,1

1,,1,0 −m" ,则这一组数就变成

了从 共 个数中，取出 m 个数的不重复组合中的一组，这种运算构

成两者之间一一对应。 

1−+mn1,,2,1 −+mn"

若取出 n 个号码按上升（不一定严格）次序排列，与上题同理可得，一个重复组合对

应一种按上升次序的排列，所以共有
n
NC~ 种按上升次序的排列，总可能场合数为 ，从而 nN

nn
nN

nn
N NCNCP //~

1−+== . 

解法二：现按另一思路求解。取出的 n 个数中间可设 n-1 个间壁。当取出的 n 个数全部
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相同时，可以看成中间没有间壁，故间壁有 种取法；这时只需取一个数字，有 种取

法；这种场合的种数有 种。当 n 个数由小大两个数填上，而间壁的位置有 种取

法；数字有 种取法；这种场合的种数有 种。当 n 个数由三样数构成时，可得场

合种数为 种，等等。最后，当 n 个数均为不同数字时，有 n-1 个间壁，有 种取

法；数字有 种取法；这种场合种数的 种。所以共有有利场合数为： 

0
1−nC 1

NC

10
1 Nn CC −

1
1−nC

2
NC 21

1 Nn CC −

1
1
−
−

n
nC32

1 Nn CC −

n
NC n

N
n
n CC 1

1
−
−

n
nN

n
N

n
nNnNnNn CCCCCCCCCm 1

1
1

32
1

21
1

10
11 −+

−
−−−− =++++= " . 

此式证明见本章第 8 题（3）。总可能场合数为 ，故所还应的概率为 nNn =1

nn
nN NCnmP // 111 −+== . 

 

}1,,2,1{ −M"16、解：因为不放回，所以 n 个数不重复。从 中取出 m-1 个数，从

中取出 个数，数 M 一定取出，把这 n 个数按大小次序重新排列，则必有 。

故 。当

},1{ NM "+

mn− Mxm =

11 −<− mM mnMN −<−n
N

mn
MN

m
M CCCCP /1

1
1
1

−
−

−
−= 时，概率 . 0=P或

17、解：从 中有放回地取 n 个数，这 n 个数有三类：<M，=M，>M。如果我们固

定 次是取到<M 的数， 次是取到>M 的数，当然其余一定是取到 M 的。 

N,,2,1 "

1k 2k

当次数固定后，<M 的有 种可能的取法（因为每一次都可以从1)1( kM − 1−M 个数中取

一个），>M 的有 种可能的取法，而=M 的只有一种取法（即全是 M），所以可能

的取法有 种。对于确定的 来说，在 n 次取数中，固定哪 次取到

<M 的数，哪 次取到>M 的数，这共有 种不同的固定方式，因此 次取到<M 的

数， 次取到>M 的数的可能取法有 种。 

2)( kMN −

1)1( kM − 2)( kMN − 21,kk 1k

2

1

1 k
kn

k
nC −×2k 1k

212

1

1 )()1( kkk
kn

k
n MNMC −−× −2k

设 B 表示事件“把取出的 n 个数从小到大重新排列后第 m 个数等于 M“，则 B 出现就

是 次取到<M 的数， 次取到>M 的数的数，1k 2k mnkmk −≤≤−≤≤ 21 0,10 ，因此 B 包含

的所有可能的取法有 种。所以 ∑ ∑
−

=

−

=
− −−

1

0 01 2

212

1

1 )()1(
m

k

mn

k

kkk
kn

k
n MNMCC
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nN
BP 1)( = ∑ ∑

−

=

−

=
− −−×

1

0 01 2

212

1

1 )()1(
m

k

mn

k

kkk
kn

k
n MNMCC . 

 
18、解：有利场合是，先从 6 双中取出一双，其两只全取出；再从剩下的 5 双中取出两双，

从其每双中取出一只。所以欲求的概率为 48.0
33
16/ 4

12
1
2

1
2

2
5

2
2

1
6 === CCCCCCP  

 
19、解：（1）有利场合是，先从 n 双中取出 2r 双，再从每双中取出一只。 

)2(,/)( 2
2

21
2

2 nrCCCP r
n

rr
n <=  

（2）有利场合是，先从 n 双中取出一双，其两只全取出，再从剩下的 双中取

出

1−n
22 −r 双，从鞭每双中取出一只。 

r
n

r
n

rr
n

rr
nn CCnCCCCCP 2

2
22

1
222

2
221

2
22

1
2
2

1 /2/)( −
−

−−−
− == . 

（3） . r
n

r
nn

r CCCP 2
2

42
2

242 /2 −
−

−=

（4） . r
n

rr
n CCCP 2

2
2
2 /)(= r

n
r
n CC 2

2/=

20、解：（1）P{任意取出两球，号码为 1，2}= . 2/1 nC

1−n（2）任取 3 个球无号码 1，有利场合是从除去 1 号球外的 个球中任取 3 个球

的组合数，故  P{任取 3 球，无号码 1} . 33
1 / nn CC −=

（3）P{任取 5 球，号码 1,2,3 中至少出现 1 个} 

= P−1 {任取 5 球，号码 1,2,3 不出现} . 55
3 /1 nn CC −−=

3−n其中任取 5 球无号码 1,2,3，有利场合是从除去 1,2,3 号球外的 个球中任取 5 个球的组

合数。 
21、解：（1）有利场合是，前 次从1−k 1−N 个号中（除 1 号外）抽了，第 k 次取到 1 号球， 

                   kkkk NNNNP /)1(/1)1( 11 −− −=⋅−=

（2）考虑前 k 次摸球的情况， 。 NAAP k
N

k
N /1/11

1 =⋅= −
−

22、解法一：设 A={甲掷出正面数>乙掷出正面数}，B={甲掷出反面数>乙掷出反面数}。考

虑 A A={={甲掷出正面数 乙掷出正面数}。设≤ 发生。若乙掷出 n 次正面，则甲至多掷出 n

次正面，也就是说乙掷出 0 次反面，甲至少掷出 1 次反面，从而甲掷出反面数>乙掷出反面

数。若乙掷出 次正面，则甲至多掷出1−n 1−n 次正面，也就是说乙掷出 1 次反面，甲至少

掷出 2 次反面，从而也有甲掷出反面数>乙掷出反面数，等等。由此可得 

B=≤= }{ 乙掷出反面数甲掷出反面数}{ 乙掷出正面数甲掷出正面数 ≤=A . 

1)()()()( =+=+∴ APAPBPAP  
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),()( BPAP =显然 A 与 B 是等可能的，因为每人各自掷出正面与反面的可能性相同，所以

从而
2
1)( =AP 。 

解法二：甲掷出 个硬币共有 个等可能场合，其中有 个出现 0 次正面，有 1+n 12 +n 0
1+nC

1+n1
1+nC 个出现 1 次正面，…， 个出现1

1
+
+

n
nC 次正面。乙掷 n 个硬币共有 个等可能

场合，其中有 个出现 0 次正面， 个出现 1 次正面，…， 个出现 n 次正面。若甲掷

个硬币，乙掷 n 个硬币，则共有 种等可能场合，其中甲掷出正面

比乙掷出正面多的有利场合数有 

n2

n
nC0

nC 1
nC

1+n 121
1 222 ++ =⋅= nnnn

"++++++= +++ )()( 2103
1

102
1

01
11 nnnnnnnnn CCCCCCCCCm  

    )()( 101
1

110
1

n
nnn

n
n

n
nnn

n
n CCCCCCCC +++++++= +

+
−

+ ""

利用公式 及 得 1
1

−
+ += r

n
r
n

r
n CCC n

n
n
n CC =+
+

1
1

++++++++++= "))(())(()( 210321021010
1 nnnnnnnnnnnn CCCCCCCCCCCCm  

 

 

)())(( 101101 n
nnn

n
n

n
nnn

n
n

n
n CCCCCCCCC ++++++++ −− ""

    [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++++= ∑

<2

1201210120 )()(
i

nnnnnn CCCCCCCC +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++ ∑

<3

120122 )(
i

nnnnn CCCCC

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++++ ∑∑∑

<<−<

−−

ni
n

n
n

n
n

ni
n

n
n

n
n

n
n

n
n CCCCCCCC 121

11

1121 )()(" + 

    ∑ ∑∑
≥>≥ ==

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=+=

0

2

0

111

0

21 2)(
ijn

n

i
nnn

n

i
n CCCC

2
12/2/ 122

11 === +nnnmP所以欲求的概率为  . 

2+n    应注意，甲掷出 个正面的1,,1,0 +n" 个场合不是等可能的。 

 
23、解：事件“一颗投 4 次至少得到一个六点”的对立事件为“一颗投 4 次没有一个六点”，

后者有有利场合为，除去六点外的剩下五个点允许重复地排在四个位置上和排列数，故， 

P{一颗投 4 次至少得到一个六点}= −1 {一颗投 4 次没有一个六点}= . 5177.06/51 44 =−

投两颗骰子共有 36 种可能结果，除双六（6，6）点外，还有 35 种结果，故 
P{两颗投 24 次至少得到一个双六} 

= −1 {两颗投 24 次没有一个双六}= . 4914.036/351 2424 =−
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比较知，前者机会较大。 
 

131313 =C  

5、解：

24、解： 335= CCCCP 0129.0/ 13
52

2
13

 

0106.0
4

13
52

9
43

13
13

13
26

13
39

13
52

13
13

13
26

13
39

9
43

4
4

1
4 =

×
==

C
C

CCCC
CCCCCC

P . 2

或解为， 134 张 A 集中在特定一个手中的概率为 ，所以 4 张 A 集中在一个人手中

、解：（1） 这里设 A 只打大头，若认为可打两头 AKQJ10 及

 
（ ）取出的一张可民由 K，Q，…，6 八个数中之一打头，所以 

11 == CCC . 

（3）取出的四张同点牌为 13 个点中的某一点，再从剩下 48 张牌中取出 1 张，所

以    4

52
9
48

4
4 / CCC

的概率为  0106.0/4 13
52

9
48 =×= CCP . 

 

0000015.0/4 5
52 == CP . 26

A2345，则答案有变，下同。

2

0000123.0/ 5
5284P

 .00024.0/ 5
524

1 =CCCP

（4）取出的 3 张同点占有 1 个点中一个点，接着取出的两张同点占有其余 12 个

点中的一个点，所以 2131 == CCCCCP

5 张牌占有 13 个点中 5 个点，

所以 51 =CCP  

(6){异花顺次五张牌}={顺次五张牌}－{同花顺次五张牌}。顺次五张牌分别以 A，

K，…，6 九个数中之一打头，每张可以有四种不同的花；而同花顺次中花色只能是四种花

中一种。

五张牌}－{同花顺次五张牌

13=  

3

  52412413  

(5)5 张同花可以是四种花中任一种，在同一种花中，

 .00144.0/ 5

.00198.0/ 5
52134= C

所以 

p = P{顺次 [ ] 511511} .0000294.0/)( 529449 =−= CCCCC  

（ 7）三张同点牌占有 13 个点中一个占有剩下 12 个点中两个点，所以

21231
13 == CCCCP

（8）P{五张中有两对}=P{五张中两对不同点}+P{五张中两对同点} 

  114

.524124C  0211.0/)( 5

.0475.0// 5
524124

1511222 CCCCCCCCC  

        （9） 5
52

31
4

3
12

2
4

1
13 == CCCCp  

若记（ i）事件为 ，则 而事件

13524114412 =+= CC

(C .423.0/)

iA 94835251 ,,, AAAAAAAA ⊂⊂⊂⊂        （10）
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95 ,, AA " 两两不相容，所以  ∑
==

=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

9

5

9

5

.506.0)(11
i

i
i

i APAPp ∪
                                                        y  
27、解：设 x，y 分别为此二船到达码头的时间，则          24  F             E 

240,240 ≤≤≤≤ yx . 两船到达码头的时间与由上述 

条件决定的正方形内的点是一一对应的（如图）      
设 A 表事件“一船要等待空出码头”，则Ａ发生意味   ４ 

着同时满足下列两不等式                  

4,3 ≤−≤− xyyx                 Ｃ０ ３       24                      

43 ≤−≤− xyyx 及由几何概率得，事件Ａ的概率，等于正方形ＣＤＥＦ中直线  之间的

部分面积，与正方形 CDEF 的面积之比，即 

27.01152/31124/21
2
120

2
124 2222 ==⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×+×−=PA   

28、解：设 x，y 分别为此二人到达时间，则          y    F      N       E 

87,87 ≤≤≤≤ yx 。显然，此二人到达时间         8 

),( yx 与由上述条件决定的正方形 CDEF 内和             M                 H 

点是一一对应的(如图)。                            7                   D 

设 A 表事件“其中一人必须等另外一人的            C       G    
时间 1/2 小时以上“，则 A 发生意味着满足如下       0    7             8   x 

2
1

2
1

>−>− xyyx 或不等式  。由几何概率得， 

事件 A 的概率等于ΔGDH 及ΔFMN 的面积之和与正方形 CDEF 的面积之比，所以 

4
1)11/()

2
1

2
1

2
1

2
1(

2
1)( =××+×=AP  

 

2211 ,, xAXxAXaAB ===29、解：设 则             2x

axax ≤≤≤≤ 21 0,0 ，                      a 

),( 21 xx 与由上述条件决定的正方形 EFGH 内的点是一一            I   

对应的（如图）。 

（I）设 。 12 xx > ,, 122111 xxXXxAX −==                        II 

a
2
1

  ，则三线段构成三角形的充要条件是       E        22 xaBX −=        a   1x

 8



⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

<⇒>−+−

>+⇒−>−+

>⇒−>−+

,
2
1)()(
2
1)()(

2
1)(

11212

211221

22121

axxxaxx

xaxxxxax

axxaxxx

    这决定三角形区域 I。 

（II）设 。 21 xx > ,, 212111 xxXXxAX −== 22 xaBX −= ，则三线段构成三角

形的充要条件是     

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>⇒−>−+

<⇒>−+−

>⇒−>−+

,0)(
2
1)()(

2
1)(

2121

21221

12211

axxxax

axxxaxx

axxaxxx

    这决定区域 II。 

  （III）当 时，不能构成三角形。由几何概率知， 21 xx =

( ) ( )
面积正方形

面积矩形面积
三线段构成三角形

EFGH
IIIP +Δ

=}{  

8
3/

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1 2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×+××= aaaaa  

                                                            z 
30、解：设 0 到三点的三线段长分别为 x,y,z，即相应的                1            C 

右端点坐标为 x,y,z，显然 1,,0 ≤≤ zyx 。这三条线        

段构成三角形的充要条件是：                           A                  D 
xzyyzxzyx >+>+>+ ,, 。 

    在线段[0，1]上任意投三点 x,y,z。与立方体                    0               1 

10 ≤≤ x ， 10 ≤≤ y ， 中的点            1                       y 10 ≤≤ z ),,( zyx

一一对应，可见所求“构成三角形”的概率，等价于在       x               B 
边长为 1 的立方体 T 中均匀地掷点，而点落在 

xzyyzxzyx >+>+>+ ,, 区域中的概率；这也就是落在图中由ΔADC，ΔADB，ΔBDC，

Δ AOC ， Δ AOB ， Δ BOC 所 围 成 的 区 域 G 中 的 概 率 。 由 于  ,1)( =TV

2
11

2
1

3
131)( 33 =×××−=GV ， 

2
1)(/)( ==∴ TVGVp  

由此得，能与不能构成三角形两事件的概率一样大。 
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31、解：设方格边长为 a。当硬币圆心落于图中阴影部分 
才与边界不相交（图中只取一个方格）。由几何概率得 

方格面积

阴影部分面积
硬币与线不相交 =}{P                   1 

22 /)1( aa −= . 

令                                              a –1 01.0/)1( 22 =− aa

因为当 时，硬币必与线相交（必然事件），故只需考虑               a 1≤a

9
11,1.0/)1( ==− aaa

9
11<aa>1．当止式得   。即当方格边长 时，才能使硬币与

线不相交的概率小于 1%。 
 

32、解：从（0，1）中取出的两数分别为 x,y，则 与     y ),( yx

正方形 ABCD 内的点一一对应。                           1  D       C 

（1） 直线 与 BC 交点坐标为（1，0.2），与            (I ) 2.1=+ yx

DC 点坐标为（0.2，1），所以由几何概率可得                  
 A           B 

( ) 68.01/8.08.0
2
11}2.1{ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ××−==

正方形面积

面积阴影区域
两数之和小于

IP  

    （2）双曲线
4
1

=xy 与 BC 交点坐标为 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
1,1              1 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1,

4
1

与 DC 交点坐标为 ，所以由几何概率得 

( )
正方形面积

面积阴影区域
两数之积小于

IIP =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

4
1

 

1

4
1

1

4
1 ln

4
1

4
1

4
11

4
1 xdx

x
+=+×= ∫ 6.04ln

4
1

4
1

=+=    

4
1

=xy2.1=+ yx 的交点坐标为（如图） （3）直线 与曲线

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−=
=+=

,268.0111.06.0
932.0111.06.0

1

1

y
x

   . 
⎩
⎨
⎧

=
=

932.0
268.0

2

2

y
x

4
1

} ∴P{两数之和小于 1.2，两数之积小于
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( )
==

正方形面积

面积阴影区域 III
∫ ∫ ∫ +−+++−+×

268.0

2.0

932.0

268.0

1

932.0
)2.1(

4
1)2.1(12.0 dxxdx
x

dxx  

1

932.0

2
932.0

268.0

268.0

2.0

2 2.1
2
1ln

4
12.1

2
12.0 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+= xxxxx  

593.00160.03116.00657.02.0 =+++=  
 

)( 212121 AAAAAA −= ∪∪33、证：当 时，2=n ， 与1A 212 AAA − 两者不相容，所以 

)()()()()( 212121221 AAPAPAPAAAPAAP −+=−=∪ . 

此即当 时原式成立。 2=n
    设对 原式成立，现证对 原式也成立。 n1−n

}{)( 1111 nnnn AAAPAAAP ∪∪"∪∪∪"∪ −− =  

}{)()( 1111 nnnn AAAPAPAAP ∪∪"∪∪"∪ −− −+=  

}{)()( 12111 nnnnnn AAAAAAPAPAAP −− −+= ∪"∪∪∪"∪  

对前后两项分别应用归纳假设得 

)( 11 nn AAAP ∪∪"∪ −  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−++−= −
−

≥>≥−

−

=
∑∑ )()1()()( 11

2

11

1

1
n

n

ijn
jii

n

n

AAPAAPAP "" )( nAP+  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−++−− −
−

≥>≥−

−

=
∑∑ )()1()()( 1

2

11

1

1
nnnjni

n

ijn
njnini

n

i

AAAAAAPAAAAPAAP ""  

)()1()()( 21
1

11
n

n

ijn
jii

n

i
AAAPAAPAP "" −

≥>≥=

−++−= ∑∑ . 

至此，原式得证。 
 

34、解：设 个战士拿到自己的枪}，iAi 第{= Ni ,,2,1 "= 。 之间相容，现用上题公式

解。 

iA

,/1!/1)!1()( NNNAP i =×−=  

!/1)(,),(/1!/1!/11)!2()( 21
2 NAAAPjiANNNAAP NNji =≠==××−= """ . 

由公式得 

P{至少有一个战士拿到自己的枪}  )( 21 NAAAP ∪"∪∪=
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)()1()()( 21
1

11
N

N

ijN
jii

N

i
AAAPAAPAP "" −

≥>≥=

−++−= ∑∑  

!
1)1(11 1

2
21

N
C

A
C

N
C N

N
N

N
NN

−−++−= "  

∑
=

−
− −

=−++−=
N

k

k
N

kN 1

1
1

!
)1(

!
1)1(

!2
11 "  

注：由此可求得，事件“至少有一个战士拿到自己的枪”的对立事件的概率为 

∑∑∑
===

− −
=

−
=

−
−=

N

k

kN

k

kN

k

k

kkk 021

1

!
)1(

!
)1(

!
)1(1  P{N 个战士没有一个战士拿到自己的枪}

 

35、解：某 k 个指定的战士拿到自己的枪的概率是 。利用上题注（视这里 个

战士都没有拿到自己枪的概率为

kN −K
NA/11 =

∑
−

=

−
=

KN

j

j

j
P

0
2 !

)1(
。恰有 k 个战士拿到自己的枪，则这 k 个战

士可以是 N 个战士中任意的 k 个战士，从 N 个战士中选出一组 k 个战士共有 种选法，

所以事件“恰有 k 个战士拿到自己枪“的概率，是事件”某 k 个指定战士拿到自己的枪，且

其余 个战士没有拿到自己的枪“概率的 倍，可得 

k
NC

kN − k
NC

∑∑
−

=

−

=

−
=

−
−=

kN

j

jkN

j

j

k
N

k
N jkjA

C
00 !

)1(
!

1
!
)1(1

P{恰有 k 个战士拿到自己枪} . 

 

}{ 号考签未被抽到第xAi =36、解：设考签编号为 ，记事件N,,2,1 " ，则 

nn
i NNAP /)1()( −= ， 

""),(/)2()( jiNNAAP nn
ji ≠−= ， 

0/)()( 21 =−= nn
N NNNAAAP " ； 

诸 相容，利用第 33 题公式计算得 iA

P={至少有一张考签未被抽到}  }{ 21 NAAAP ∪"∪∪=

∑ ∑
= ≥>≥

−−++−=
N

i ijN
N

N
jii AAAPAAPAP

1 1
21

1 )()1()()( ""  

01)1(
)2()1( 1221 +−++

−
−

−
= −−

n
N
N

N
n

n

Nn

n

N
N

C
N

n
C

N
N

C "  
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∑
−

=

− −
−=

1

1

11 )()1(
N

i
n

n

N
i

N
iNC . 

 
37、解：这些比赛的可能结果，可以用下面方法表示： 

aa，acc，acbb，acbaa，acbacc，acbacbb，… 
bb，bcc，bcaa，bcabb，bcabcc，bcabcaa，… 

其中 a 表甲胜，b 表乙胜，c 表丙胜。 

k2
1

在这些结果中，恰巧包含 k 个字母的事件发生的概率应为 ，如 aa 发生的概率为 1/4，

acbb 发生的概率为 1/16 等等。则 

[ ] [ ] "++++= )()()()()( bcabccPacbaccPbccPaccPcp
7
2

2
12

2
12

2
12

963
=+×+×+×= " . 

，得 )()( bpap =由于甲，乙两人所处的地位是对称的，所以

14
5)

7
21(

2
1)()( =−== bpap . 

38、证：设父胜子的概率为 ，子胜父的概率为 ，父胜母，母胜父，母胜子，子胜母的

概率分别是 。则诸 间有关系：

1p 2p

6543 ,,, pppp ip 3165 ,1 pppp <=+ 。仿上题，设首局为父对

母，比赛的可能结果为：    ， 3523452362313 ,,, abcabbcaccaaa
， 41654316426454 ,,, bacbaacbccbbb

a 表父胜，但父胜母与父胜子的概率不同，为明确起见，比赛结果中字母附加下标，下标中

i 对应概率 ，故    ip
( ) )()()( 31643523131 aacbPabcaPaaPap ++=  3164352313 pppppppppp ++=

类似地，第一局若父对子，则可得 
( ) )()()( 13521641312 aabcPabcaPaaPap ++=  1352164131 pppppppppp ++=

第一局若子对母，则 
( ) )()( 1353163 aabPaacPap +=  315631135316 )( pppppppppppp =+=+=

易见 。由于 ，所以)()( 23 apap < 31 pp < 3523135231641641 , pppppppppppppppp << ，因

此 。 )()( 12 apap <

从而        这说明父的决策最优。 )()()( 321 apapap >>

 

39、解：  qrBPBAP −=−= )()( ∪)()()( BBAPBAPBAP −=−= ∪

rBAPBAPBAP −=−== 1)(1)()( ∪∪        . 

40、证：设 .由 可得， ， BAC ∪⊂21 )(, CBACCBC =−= BAC ⊃

∴ ，21 CCC ∪= φ=21 CC ∩           （1） 

又 ∴                                      ABC ⊃ ABBCAAC == )(1

再由 得                                         A     C)()( 1CPBP ≥ 2            C1  B  

  （2） )()()()()()( 11 CPAPBPAPABPACP ≥==

由 并利用 得 AC ⊂2 1)( ≤AP
            （3） )()()()( 222 CPAPCPACP ≥=
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由（1），（2），（3）可得 
{ } )()()( 2121 ACACPCCAPACP ∪∪ ==  

 )()()()()()( 2121 CPAPCPAPACPACP +≥+=

[ ] )()()()()( 21 CPAPCPCPAP =+=               
 
41、证：（1） ，由单调性及 得 21 AAA ⊃ 1)( 21 ≤AAP ∪

 )()()()()( 212121 AAPAPAPAAPAP ∪−+=≥

. 1)()( 21 −+≥ APAP
（2） ，两次利用（1）的结果得 321 AAAA ⊃

 1)()())(()( 213321 −+≥≥ AAPAPAAAPAP
  1)()(1)( 213 −++−≥ APAPAP 2)()()( 321 −++= APAPAP

42、解：设 N 阶行列式中元素 ，行列式展开式的每一项为不同行不同列元素的乘积。对

于每一项中的各个元素，从第一列中取一个元素有 N 种取法，当从第一列中取的元素取定

后，再从第二列中取一个元素有

ija

1−N 种取法，接着从第三列中取一个元素有 种取法，

等等。每种取法教都是等可能的，共有 种取法。 
2−N

!N
设 表事件{N 阶行列式的项含 }， ，则 Nk ,,2,1 "=kA kka

1
11

!
1!)1()(

N
k

ANN
NAP ==⋅−= ， 

""),(1
!

11!)2()(
211 ji

AN
NAAP

N

≠=⋅⋅−=  

!
1( 21 N

AAAP N =）"  

至少含一个主对角线元素的项的概率为 

∑ ∑
= ≥>≥

−

=

−++−=
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ N

k ijN
N

N
k

N

k
k AAAPAAPAPAP

1 1
21

1
11

1

)()1()()( ""∪  

!
1)1(11 1

2
2

1
1

N
C

A
C

A
C N

N
N

N
N

N
N

−−++−= "  

!
1)1(

!2
11 1

N
N −−++−= " . 

∑
=

−−
N

k

k

k
N

1

1

!
1)1(!由此得包含主对角线元素的项数为             

注：不含主对角线元素项的概率为 

∑
==

−=
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

N

k

k
N

k
kN k

APP
01 !

1)1(1 ∪ e
PNN

1lim =
∞→

，   . 

43、证：设袋中有 A 个球，其中 a 个是白球，不还原随机取出，第 k 次才首次取得白球的

概率为   
k
A

a
k

aA
k

A
AA

P
11−

−=
)1()2)(1(

)2()1)((
+−−−

+−−−−−
=

kAAAA
kaAaAaAa

"
"      . )1,,2,1( +−= aAk "

因为袋中有 a 个白球， 个黑球，若一开始总是取到黑球，直到把黑球取完为止，则至

迟到第 次一定会取到白球；也就是说，第一次或第二次…或至迟到第 次取得

aA−
1+− aA 1+− aA
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白球事件是必然事件，其概率为 1。所以 

aaAA
aAa

AA
aAa

A
a

)1()1(
12)(

)1(
)(

+−
⋅−

++
−
−

+=
"
"

"  1211 +−+++= aAppp "

a
A
得 等式两边同乘以

a
A

aaA
aA

AA
aAaA

A
aA

=
+−
⋅−

++
−−
−−−

+
−
−

+
)1()1(
12)(

)2)(1(
)1)((

1
1

"
"

" . 

44、解：有明显疗效的频率为 368/512=71.9%，所以，某胃溃疡病人若服此药，约有 71.9%
的可能有明显疗效。 
45、解：此 BA,,,φΩ−σ 域首先包括 诸元素，然后通过求逆，并交运算逐步产生新的元素，

得共包含 16 个元素： 

{ }BAABBAABBAABBAABABABABABABABABBABA ∪∪∪∪∪∪ ===Ω ,,,,,,,,,,,,,,,φ  

证一：现证明它是包含 A，B 的最小 −σ 域。首先它包含 A，B；由于所有集均由 A，B
产生，故最小。集是有限个，故只需证它为代数，即按如下两条验证集系封闭即可： 

① 若 ，则 ； FC∈ FC ∈
② 若 ，则 。能动验证知确为代数。 FDC ∈∪FDC ∈,
证二：由图知，两个集至多可产生四个部分，可称之 

为产生集的最小部分，从这四个部分中任取 0，1，2，3， 
4 个求并集，共同构成                                        A          B 

164
4

3
4

2
4

1
4

0
4 =++++ CCCCC                          1   2   3        4 

个集。故若能找到 16 个由 A，B 产生的不同的集，则它们 
一定是由 A，B 产生的 域，为此只须验证如上 16 个集 −σ
两两不同就够了。也可在一开始就根据这 16 个集的构成法依次构造出来，即得欲求的 −σ 代

数，而不需要再证明。 
46、证：记 F={ 的一切子集} Ω

（i）Ω是 的子集，所以 。 F∈ΩΩ
(ii) 若 ，则 A 是 的子集， 。 FA∈ A−Ω FAA ∈−Ω=Ω Ω也是 的子集，所以

(iii) ，当然有FiAi ∈= ),2,1( " ",2,1, =⊃Ω iAi 。任一 。必有某一 ，使∪
i

iA∈ω iA

iA∈ω ，所以 Ω∈ω ，从而 ，即 也是i
i

Ai∪⊃Ω i
i

Ai∪ 的一个子集，故 。 FAi i
i

∈∪Ω

∴F 是 域。 −σ

47、证：设 是 域，记 . ∪
Tt

tFF
∈

=)( TtFt ∈ −σ

(i) 每一 ，所以 ，即∩
Tt

tF
∈

∈Ω . F∈Ω∈Ω tF

(ii) . FA∈ ∈A ∈A FA∈，则 每一 ，由 是tF tF −σ 域得 每一 ，所以tF tTt
FA ∪

∈
∈ ，从而
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(iii) ，则诸 必属于每一 ，由于 是FiAi ∈= ),2,1( " tA tF tF −σ 域，所以∪ 每一 ，

即 . 

i
iA ∈ tF

FFA t
Tti

i =∈
∈
∩∪

域。 ∴ 是f −σ

{ }),(~ xMB −∞=48、证：一维波雷尔 −σ 域 是由左闭右开区间灶产生的{ ),[ bamB = } −σ 域， 是

由形如 区间类产生的 域。 ),( x−∞ −σ
因为         ),(),(),[ abba −∞−−∞=

B~ B~等式左边是 中两个集的差，由此知 包含一切形如 的集，而 B 是由一切形如 的

集类产生的

),[ ba ),[ ba

BB ⊃
~

。 −σ 域，所以

又由于   ， ∪
∞

=

+−−=−∞
1

)1,[),(
n

nxnxx

BB ~
⊃等式右边是 B 中集的可列并，由此知 B 包含一切形如 . ),( x−∞ 的集，与上段同理得

BB =
~

∴ . 

49、解：算术中的计数：以 表集合 E 包含的元素的个数。（1） 非负。（2）对

，若任意两个 与

)(Es )(Es

niEi ,,2,1, "= iE )( jiE j ≠ 都不包含相同的元素，则 ，

即和集中包含元素的个数等于每个集所包含元素个数之和，集函数 具有有限可加性。

（3）若

∑
=−

=
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ n

i
i

n

i
i EsEs

11

)(∪
)(Es

φ=E 0)( =φs是空集，它不包含任何元素，则有 。 

几何度量中的长度：以 表区间的长度。（1） 非负。（2）对区间 ，

若任两个 与 都不相交，则 ， 具有可列可加性。（3）空集

)(Em )(Em ",2,1, =iEi

∑
∞

=

∞

−

=
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

11

)(
i

i
i

i EmEm ∪jE φiE )(Em 的

长度 0)( =φm 。 

当区间改成区域，长度改成面积或体积时，如上结论也成立。 

把算数中计数、几何度量中的共同性质——非负，可列可加性，空集对应值为 0——抽

象出来，并加以适当地推广，就得到测度的概念。以一维 L-测度为例， ，区间

的 L-测度就是区间的长度；利用有限可加性定义由集系

abbaL −=),[

{ }1,),,[ Rbaba ∈),[ ba 产生的环上

的测度，再利用测度延拓就得到了波雷尔域 B上的 L-测度。 

50、解：在概率论公理化结构中，定义在事件域 F 上的集合函数，若满足(1)非负性：

；(2)规范性： ；(3)可列可加性：若FAAP ∈≥ ,0)( 1)( =ΩP φ==∈ jii AAiFA ,,2,1, " ，

则 ；则称 P为 F 上的概率。由这三条性质可推得

ji ≠

∑∑
∞

=

∞

=

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

11
)(

i
i

i
i APAP 0)( =φP 。与上题比

较可知，定义在 F 上的概率 P 实质上就是定义在 F 上的规范性测度。 
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中样本点总数

包含的样本点数

Ω
=

AAP )(Ω⊂A},,{ 1 nωω "=Ω概率的古典定义： ；对 定义其概率为 。P

具有非负性，有限可加性， 0)( =φP 。这里的概率 P 相当于算术中的计数，所不同的是，P

还具有规范性，即 ( ) 1=ΩP Ω。这里 P 实质上是定义在 F={ 的一切子集}上具有规范性的测度。 

几何概率的定义： ,Ω⊂G Ω 与 G 都是波雷尔可测集，对 G 定义其概率为

，其中 表示区域 G 的 L-测度。显然 P 具有非负性。由 L-测度具有可

列可加性得 P 也具有可列可加性。另外，

( ) ( ) ( )Ω= L/GLGP ( )GL
( ) ( ) 10 =Ω= P，P φ 。所以 P 是定义在 上的

具有规范性的测度。 
BF ∩Ω=
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第二章 条件概率与统计独立性 
 

1、解：自左往右数，排第i个字母的事件为Ai，则 

4
2)(,

5
2)( 121 == AAPAP ，

2
1)(,

3
1)( 1234123 == AAAAPAAAP  

1)( 12345 =AAAAAP 。 

所以题中欲求的概率为 
( ) ( ) ( ) ( )12345123412312154321 )()( AAAAAPAAAAPAAAPAAPAPAAAAAP =

30
11

2
1

3
1

4
2

5
2

=⋅⋅⋅⋅=           

2、解：总场合数为 23=8。设A={三个孩子中有一女}，B={三个孩子中至少有一男}，A的

有利场合数为 7，AB的有利场合为 6，所以题中欲求的概率P（B|A）为 

( )
7
6

8/7
8/6

)(
)(

===
AP

ABPABP . 

3、解：（1）M 件产品中有 m 件废品， mM − 件正品。设 A={两件有一件是废品}，B={两
件都是废品}，显然 BA ⊃ ，则   ( ) 2211 /)( mmmMm CCCCAP += −   ，  22 /)( Mm CCBP =
题中欲求的概率为 

)(/)()(/)()|( APBPAPABPABP ==
12

1
/)(

/
2211

22

−−
−

=
+

=
− mM

m
CCCC

CC

MmmMm

Mm . 

（2）设 A={两件中有一件不是废品}，B={两件中恰有一件废品}，显然 AB ⊂ ，

则       ( ) ,/)( 2112
MmMmmM CCCCAP −− +=   . 211 /)( MmMm CCCBP −=

题中欲求的概率为 

)(/)()(/)()|( APBPAPABPABP ==
1

2
/)(

/
2112

211

−+
=

+
=

−−

−

mM
m

CCCC
CCC

MmMmmM

MmMm . 

（3）P{取出的两件中至少有一件废品}= ( )
)1(

)12(/ 2211

−
−−

=+− MM
mMmCCCC MmmMm  

4、解：A={甲取出一球为白球}，B={甲取出一球后，乙取出一球为白球}，C={甲，乙

各取出一球后，丙取出一球为白球}。则  
)(

)(
ba

aAP
+

=   甲取出的球可为白球或黑

球，利用全概率公式得 
)|()()|()()( ABPAPABPAPBP +=     

ba
b

ba
b

ba
a

ba
b

ba
b

+
=

−+
⋅

+
+

−+
−

⋅
+

=
11

1
 

甲，乙取球的情况共有四种，由全概率公式得 
)|()()|()()|()()|()()( BACPBAPBACPBAPBACPBAPABCPABPCP +++=

 



2
1

)1)((2
2

)1)((
)1(

−+
−

⋅
−++

+
−+

−
⋅

−++
−

=
ba

b
baba

ab
ba

b
baba

bb
 

2)1)((
)1(

2
1

)1)(( −+
⋅

−++
−

+
−+

−
⋅

−++
+

ba
b

baba
aa

ba
b

baba
ab

 

ba
b

bababa
babab

+
=

−+−++
−+−+

=
)2)(1)((

)2)(1(
. 

5、解：设B={两数之和大于 10}，Ai={第一个数取到i}， 9,,1,0 "=i 。则
10
1)( =iAP ， 

5,3,2,9/)1()|(,0)|()|( 10 "=−=== iiABPABPABP i ;  ,9/)2()|( −= jABP j

9,8,7,6=j 。由全概率公式得欲求的概率为 

∑
=

===
9

0
356.0

45
16)|()()(

i
ii ABPAPBP . 

6、解：设A1={从甲袋中取出 2 只白球}，A2={从甲袋中取出一只白球一只黑球}，A3={从
甲袋中取出 2 只黑球}，B={从乙袋中取出 2 只白球}。则由全概率公式得 

)()|()()|()()|()( 332211 APABPAPABPAPABPBP ++=  

2
2

2

22

2
2

2

2
1

11

2
2

2

2
2

2

++++++

+

+++

+ ++=
βαβα

α

βα CC
Cc

CC
CCc

cc
CC

ba

ab

ba

ba

BA

aa . 

7、解：A1={从第一袋中取出一球是黑球}，……，Ai={从第一袋中取一球放入第二袋中，…，

再从第 袋中取一球放入第i袋中，最后从第i袋中取一球是黑球}， 。则 1−i Ni ,,1"=

)(
)(,)( 11 ba

bAP
ba

aAP
+

=
+

= . 

一般设
)(

)(
ba

aAP k +
= ，则

)(
)(

ba
bAP k +

= ，得 

)(
)()|()()|()( 111 ba

aAPAAPAPAAPAP kkkkkkk +
=+= +++ . 

由数学归纳法得       
)(

)(
ba

aAP N +
= . 

 
8、解：设A1={飞机第一部分中两弹}，A2={飞机第二部分中两弹}，A3={飞机第一部分

中一弹}，A4={其它情况}，则 
.),( 4321 Ω=+++≠= AAAAjiAA ji φ  

.04.02.02.0)(,01.01.01.0)( 21 =×==×= APAP  
A3={第一弹中第一部分且第二弹中第二部分，或第一弹中第一部分且第二弹中第

三部分，或第一弹中第二部分且第二弹中第一部分，或第一弹中第三部分且第二弹中第

一部分}， 
18.01.07.01.02.07.01.02.01.0)( 3 =×+×+×+×=AP ， 



.77.0)]()()([1)( 3214 =++−= APAPAPAP  

设 B={飞机被击落}，则   .0)|(),3,2,1(1)|( 4 === ABPIABP i  

由全概率公式得 ∑
=

=
4

1
)()|()(

i
ii APABPBP .23.018.004.001.0 =++=  

 
9、解：设Ai={第i回出正面}，记 ，则由题意利用全概率公式得 )( ii APp =

)()|()()|()( 111 iiiiiii APAAPAPAAPAP +++ +=  

            )1()12()1)(1( 111 ppppppp −+−=−−+= 。 
已知 ，依次令cpi = 1,,2,1 "−−= nni 可得递推关系式 

),1()12( 1 pppP nn −+−= −    ,),1()12( 21 "pppP nn −+−= −−  

).1()12()1()12( 12 pcppppP −+−=−+−=  
解得 

,)12(])12()12()12(1)[1( 122 −− −+−++−+−+−= nn
n pcppppP "  

当 时利用等比数列求和公式得 1≠p

1
1

)12(
)12(1

)12(1)1( −
−

−+
−−
−−

−= n
n

n pc
p

ppp .)12()12(
2
1

2
1 11 −− −+−−= nn pcp   （*） 

（1）若 ，则1=p CpCp nnn =≡
∞→

lim, ； 

（2）若 ，则当0=p 12 −= kn 时， cpn = ；当 kn 2= 时， cpn −= 1 。 

若
2
1

=c ，则
2
1lim,

2
1

=≡
∞→ nnn pp  

若 1
2
1

≠c ，则 nn
pcc

∞→
−≠ lim,1 不存在。 

（3）若 10 << p ，则由（*）式可得 

.
2
1)12()12(

2
1

2
1limlim 11 =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+−−= −−

∞→∞→

nn

nnn
pcpp  

 
10、解：令 分别表示第 i 次交换后，甲袋中有两只白球，一白一黑，两黑球的

事件，则由全概率公式得 
iii CBA ,,

)|()()|()()|()()( 11111 nnnnnnnnnnn CAPCPBAPBPAAPAPAPp +++++ ++==  

nnnn qrqp
4
10

4
10 =⋅++⋅= ， 

)|()()|()()|()()( 11111 nnnnnnnnnnn CBPCPBBPBPABPAPBPq +++++ ++==  

,
2
11

2
11 nnnnnn rqprqp ++=⋅++⋅= ， 

)|()()|()()|()()( 11111 nnnnnnnnnnn CCPCPBCPBPACPAPCPr +++++ ++==  



nnnn qrqp
4
10

4
10 =⋅++⋅= . 

这 里 有 11 ++ = nn rp ， 又 1111 =++ +++ nnn rqp ， 所 以 11 21 ++ −= nn pq ， 同 理 有

，再由nn pq 21−= nn qp
4
1

1 =+ 得 )21(
4
1

1 nn pp −=+ 。所以可得递推关系式为 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−==

++

++

11

11

21

)21(
4
1

nn

nnn

pq

ppr
， 

初始条件是甲袋一白一黑，乙袋一白一黑，即 1,0 000 === qrp ，由递推关系式得 

nnnn pppr
2
1

4
1)21(

4
1

11 −=−== ++ "=+−=−−= −− 11 4
1

8
1

4
1)

2
1

4
1(

2
1

4
1

nn pp  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

=
−

+
−

++−=

+

+

+

+

+

2
11

2
11

4
1

2
)1(

2
)1(

2
1

2
1

1

1
0

1

2

2

32

n

n

n

n

n p"  

21
1

2
1

3
1)1(

6
1

2
1)1(1

6
1 ++

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅−+=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−−=

n
n

n
n

， 

1
1

11 2
1

3
1)1(

3
221

+
+

++ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅−+=−=

n
n

nn pq . 

.
3
2lim,

6
1limlim ===

∞→∞→∞→ nnnnnn
qrp  

 
11、解：设An={家庭中有n个孩子}，n=0,1,2,…，B={家庭中有k个男孩}。注意到生男孩

与生女孩是等可能的，由二项分布 )
2
1( =p 得 

.
2
1

2
1

2
1)|(

n
k
n

knk
k
nn CCABP ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−

 

由全概率公式得 

∑∑
∞

=

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

kn

n
k
nn

kn
nn CapABPAPBP

2
1)|()()( ∑

∞

=

+

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

0

1
1

1 2i

k

k
pCa （其中 ） kni −=

∑
∞

=
+ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

0

1
1

1 22 i
k

k pCpa .
)2(

2
2

1
2 1

`1

+

−−

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= k

kkk

p
apppa  

 
12、解：（1）设 A={至少有一男孩}，B={至少有 2 个男孩}。 BABBA =⊃ , ，由



1
)2(

0 <
−

<
p

p
得    

           ,
)1)(2(

)2(
1

)2(
2

2
)2(

2)(
1

1 pp
ap

p
p
p

p

p
a

p
apAP

k
k

k

−−
=

−
−
−

⋅
−

=
−

= ∑
∞

=
+  

22

22

2

2
1 )1()2(

)2(
1

)2(
2

2
)2(

2)(
pp

ap

p
p
p

p

p
a

p
apBP

k
k

k

−−
=

−
−
−

⋅
−

=
−

= ∑
∞

=
+ , 

p
p

AP
BP

AP
ABPABP

−
===

2)(
)(

)(
)()|( . 

 
（2）C={家中无女孩}={家中无小孩，或家中有 n 个小孩且都是男孩，n 是任意正

整数}，则 

   ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

−
−=

1 2
1

1
1)(

a

n
nap

p
apCP  

)2)(1(
32

21
1

2
1

2
1

1
2

pp
papp

p
ap

p
ap

p

ap

p
ap

−−
+−−

=
−

+
−

−=
−

+
−

−=  

A1={家中正好有一个男孩}={家中只有一个小孩且是男孩}，则 

apapAP
2
1

2
1)( 1 =⋅= ，且 ， CA ⊂1

所以在家中没有女孩的条件下，正好有一个男孩的条件概率为 

)(
)(

)(
)()|( 11

1 CP
AP

CP
CAPCAP ==

)32(2
)2)(1(

)2)(1(
322

1
22 papp

ppap

pp
papp

ap
+−−
−−

=

−−
+−−

= . 

 
13、解：设 A={产品确为合格品}，B={检查后判为合格品}。已知 ，98.0)|( =ABP

96.0)(05.0)|( == APABP ， ，求 。由贝叶斯公式得 )|( BAP

)|()()|()(
)|()(

)(
)()|(

ABPAPABPAP
ABPAP

BP
ABPBAP

+
==  

                      9979.0
9428.0
9408.0

05.004.098.096.0
98.096.0

==
×+×

×
= . 

14、解：设 分别为自 250 米，200 米，150 米处射击的事件，B 为“命中目标”

事件，则

321 ,, AAA
1.0)|(,05.0)|(,2.0)(7.0)(,1.0)( 21321 ===== ABPABPAP，APAP ， 



2.0)|( 3 =ABP ，求 。 间互不相容，B 能且只能与 中之一同时发生，由

贝叶斯公式得 
)|( 1 BAP iA iA

)()|()()|()()|(
)()|()|(

332211

11
1 APABPAPABPAPABP

APABPBAP
++

=  

0435.0
23
1

2.02.07.01.01.005.0
1.005.0

==
×+×+×

×
= . 

 
15、解：记事件“发AAAA”为A4，事件“发BBBB”为B4，事件“发CCCC”为C4，事

件“收ABCA”为D，则 为求 ，考

虑到发AAAA，而收到ABCD，有两个字母被准确收到，另两个字母被误收，故

。同理可求得  

,3.0)(,4.0)(,3.0)( 444 === CPBPAP )|( 4ADP

0144.02.06.0)|( 224 =×=ADP 344 2.06.0)|()|( ×== ADPBDP
0048.0= ，欲求的概率是 ，而事件 间两两互不相容，又 D 能且

只能与 之一同时发生，由贝叶斯公式得欲求的概率为 

)|( 4 DAP 444 ,, CBA
444 ,, CBA

)|()()|()()|()(
)|()()|( 444444

44
4

CDPCPBDPBPADPAP
ADPAPDAP

++
=  

5625.0
16
9

0048.03.00048.04.00144.03.0
0144.03.0

==
×+×+×

×
= . 

16、证： 
（1） )())(( BCACPCBAP ∪∩∪ = )()()( ABCPBCPACP −+=  

)()()()()()()( CPBPAPCPBPCPAP −+=  
)()()]()()()[( BAPCPABPBPAPCP ∪=−+= ， 

           ∴ 与 C 独立。 BA∪
    （2） )()()()()()( CPABPCPBPAPABCP ==  
           ∴AB 与 C 独立。 

（3） ))(()())(( BACPCBAPCBAP −Ω==− )()( ABCPACP −=  
                 )()()()()( CPBPAPCPAP −=  
                 )()()]()()[( BAPCPABPAPCP −=−= ， 

∴ BA − 与 C 独立。 
17、证： )(1)()( BAPBAPBAP ∪∪ −== )])()([1 PABBPAP −+−=  
               ))(1))((1()()()()(1 BPAPBPAPBPAP −−=+−−=  

           )()( BPAP= ， 

同理可证  )()()( CPAPCAP = , 

)()()( CPBPCBP = . 
又有 

)(1)()( CBAPCBAPCBAP ∪∪∪∪ −==  

         [ ])()()()()()()(1 ABCPBCPACPABPCPBPAP +−−−++−=  



++++−−−= )()()()()()()()()(1 CPBPCPAPBPAPCPBPAP  
    )()()( CPBPAP−  

))(1))((1))((1( CPBPAP −−−= )()()( CPBPAP= ， 

所以 CBA ,, 相互独立。 
18、证：必要性。事件 相互独立，用归纳法证。不失为一般性，假设总是

前连续 m 个集 取

nAAA ,,, 21 "

iÂ iA 的形式。当 时， 1=m
)()()()( 11221 nnnn AAPAAPAAPAAAP """" −−=  

)()()()( 12 nn ApAPAPAP "" −= )()()( 21 nAPAPAP "= 。 

设当 时有 km =
)()()()( 1111 nkknkk AAPAPAPAAAAP """" ++ = , 

则当 时 1+= km
)()()( 1121211 nkknkknkk AAAAPAAAAPAAAAP """""" ++++ −=  

       )()()()()()()()( 1121 nkknkk APAPAPAPAPAPAPAP """" ++ −=  

       )()())(1)(()( 211 nkkk APAPAPAPAP "" ++−=  

       )()()()()( 211 nkkk APAPAPAPAP "" ++=  
从而有下列 2n式成立： 

)ˆ()ˆ()ˆ()ˆˆˆ( 2121 nn APAPAPAAAP "" = , 

其中 取 或iÂ iA iA 。 
 充分性。设题中条件成立，则 

)()()( 11 nn APAPAAP "" = ,                      (1) 

)()()()( 1111 nnnn APAPAPAAAP −− = "" .               (2) 

∵   φ=−− nnnn AAAAAA 1111 "∩" , 

∴   )()( 111111 nnnnn AAAAAAPAAP −−− = "∪"" . 

    (1)+(2)得         )()()( 1111 −− = nn APAPAAP "" 。                    (3) 
同理有 

)()()()()( 121121 nnnnnn APAPAPAPAAAAP −−−− = "" , 

)()()()()( 121121 nnnnnn APAPAPAPAAAAP −−−− = ""  
两式相加得 

)()()()( 121121 −−−− = nnnn APAPAPAAAP "" .          （4） 
(3)+(4)得 

)()()()( 22121 −− = nn APAPAPAAP "" 。 

同类似方法可证得独立性定义中 个式子， 12 +− nn

∴   相互独立。 nAA ,,1 "
 



19、证： ),()(00)()( φφφφφ PPPP =×==  

          ),()(1)(),()(0)( ΩΩ==ΩΩΩ==Ω PPPPPP φφ  

          ),()()()( BPPBPBP Ω==Ω  

          ),()()()( APPAPAP Ω==Ω  

             )()()( BPAPBAP = （见本章第 17 题）， 

          )()()()()()()( BPAPAPABPAPABAPBAP −=−=−=  
                 )()())(1)(( BPAPBPAP =−= ， 

同理可得     )()()( BPAPBAP = 。证毕。 

20、解：P{三次射击恰击中目标一次}= 

          7.0)5.01)(4.01()7.01(5.0)4.01()7.01)(5.01(4.0 −−+−−+−−=  

           36.0=
P{至少有一次命中}=1-P{未击中一次} 

                 91.0)7.01)(5.01)(4.01(1 =−−−−=  

21、解：（1）P{所有的事件全不发生} }{ 1 nAAP "=  

                                 ∏
=

−==
n

k
kn pAPAP

1
1 )1()()( " 。 

    （2）P{至少发生其一}  )( 1 nAAP ∪"∪=

                        ∏
=

−−=−=
n

k
nnn pAAPAAP

1
11 )1(1)(1)( "" 。 

（3）P{恰好发生其一} +−−−+−−= )1()1()1()1()1( 32121 nn ppppppp ""  

                       nn ppp )1()1( 11 −−−++ ""  

                    。 ∑ ∑ ∏
= ≥>≥ =

−−++−=
n

i ijn

n

i
i

n
jii pnppp

1 1 1

1)1(2 "

22、解：本题中认为各元件发生故障是相互独立的。记 ={元件 发生故障}， ={元

件 发生故障}， ={元件 发生故障}。则 

0A k 1A

1k 2A 2k
     P{电路断开} )()()()( 210210210 AAAPAAPAPAAAP −+== ∪  

                328.02.02.03.02.02.03.0 =××−×+= 。 

23、解：以 表事件“A 于第 k 次试验中出现”，kA ε=)( kAP ，由试验的独立性得，前 n

次试验中 A都不出现的概率为 

)()()()( 2121 nn APAPAPAAAP "" = n)1( ε−= 。 

于是前 n 次试验中，A 至少发生一次的概率为 

)(1)1(1)(1 21 ∞→→−−=− nAAAP n
n ε" 。 

这说明当重复试验的次数无限增加时，小概率事件 A 至少发生一次的概率可以无限地向

1 靠近，从而可看成是必然要发生的。 

24、解：我们认为各车床或同一车床制造的各个零件的好坏是相互独立的，由此可得 

2509.07.08.0}{ 23 =×=所有零件均为一级品P 。 



25、解：利用的二项分布可得 

}2{1}{ 个全是乙类细菌至少有一个甲类细菌 nPP −=  

n
n

C 2
20

0
20 21

2
1

2
11 −−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= 。 
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⎝
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=乙两类细菌各占一半甲 。 

 
   
26、解：利用二项分布得 

npnPP )1(1}{1}{ −−=−= 次全部出现反面至少出现一次正面 。 
11 )1()1(1}{ −−−−−= n

n
n ppCpP 至少出现两次正面 1)1()1(1 −−−−−= nn pnpp 。 

 
27、解：（1）设 A，B，C 分别表示每局比赛中甲，乙丙获胜的事件，这是一个

3
1)()()( === CPBPAP 的多项分布。欲丙成为整场比赛的优胜者，则需在未来的三

次中，丙获胜三次；或在前三次中，丙获胜两次乙胜一次，而第四次为丙获胜。故本题

欲求的概率为 
02003

3
1

3
1

3
1
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3
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3
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⎜
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⎟
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⎜
⎝
⎛=p 。 

 
28、解：利用两个的二项分布，得欲副省长的概率为 

∑
=

=
n

i

i，iPp
0

}{ 次正面乙掷出次正面甲掷出  

11

0 2
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29、解：事件 A 出现奇数次的概率记为 b，出现偶数次的概率记为 a，则 
"++= −22200 n

n
n

n qpCqpCa ， 

"++= −− 33311 n
n

n
n qpCqpCb 。 

利用 ，可解得事件 A 出现奇数次的概率为 nn pqbaqpba )(,1)( −=−=+=+

[ ] nn pqpb )21(
2
1

2
1)(1

2
1

−−=−−= 。 

顺便得到，事件 A 出现偶数次的概率为 npa )21(
2
1

2
1

−+= 。 

30、解：事件“在出现 m 次 A 之前出现 k 次 A”，相当于事件“在前 次试验中

出现 k 次 A，

1−+mk
1−m 次 A ，而第 次出现km + A ”，故所求的概率为 

 
mkk

mk
mkk

mk qpCqqpC 1
1

1 −+
−

−+ =⋅  



注：对事件“在出现 m 次 A 之前出现 k 次 A”，若允许在出现 m 次 A 之前也可以出现

次 A， 次 A 等，这就说不通。所以，事件“在出现 m 次

1+k
2+k A 之前出现 k 次 A”的等

价事件，是“在出现 m 次 A 之前恰出现 k 次 A”。而对事件“在出现 m 次 A 之前出现 k
次 A 之前”（记为 B）就不一样，即使在出现 m 次 A 之前出现了 1+k 次 A， 次 A
等，也可以说事件 B 发生，所以事件 B 是如下诸事件的并事件：“在出现 m 次

2+k
A 之前恰

出现 i 次 A”， ",1, += kki 。 

31、解：设 =nA {经 n 次试验后，黑球出现在甲袋中}， =nA {经 n 次试验后，黑球出

现在乙袋中}， =nC {第 n 次从黑球所在的袋中取出一个白球}。记  ),( nn APp =

",2,1,0,1)( =−== npAPc nnn 。当 时，由全概率公式可得递推关系式： 1≥n
)()|(_)()|( 1111 −−−−= nnnnnnn APAAPAPAAPp  

)()|()()|( 1111 −−−− += nnnnnn APACPAPACP  

N
q

N
Np nn

11
11 ⋅+

−
⋅= −− )1(11

11 −− −+
−

= nn p
N

p
N

N
, 

即       )1(12
1 ≥+

−
= − n

N
p

N
Np nn 。 

初始条件 ，由递推关系式并利用等比级数求和公式得 10 =p
nn

n N
N

N
N

NN
N

NN
p ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
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⎠
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⎛ −
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⋅+=
− 221211 1
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⎛ −
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=
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n

N
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⎟
⎠
⎞

⎜
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⎛ −

+=
2

2
1

2
1

。 

若 ，则1=N 12 += kn 时 0=p ，当 kn 2= 时 1=np 。 

若 ，则对任何 n 有2=N
2
1

=np 。 

若 ，则2>N
2
1lim =

∞→ nn
p （N 越大，收敛速度越慢）。 

32、解：利用普阿松逼近定理， 5005.01000 =×=λ ，查表计算得 

∑
=

−=
1000

2

11000
1000 )995.0()005.0(}{

i

iiCP 至少有两件废品 9596.051 55 =−−≈ −− ee ， 

∑
=

−=
5

2

11000
1000 )995.0()005.0(}5{

i

iiCP 件废品不超过 6160.0
!

5 5
5

0
=≈ −

=
∑ e

ii

i

。 

设以 90%的概率希望废品件数不超过 k，则 



∑
=

−
k

i

iiC
2

11000
1000 )995.0()005.0( 90.0

!
5 5

0
=≈ −

=
∑ e

i

k

i

i

， 

解得 。 8=k
33、解：P={有 10 个或更多个终端同时操作}=P{有 10 个或不足 10 个终端不在操作} 

∑
=

− ==
10

0

20
20 9829.0)7.0()3.0(

j

jjjC 。 

34、解：利用普阿松逼近定理计算 5001.05000 =×=λ ，则打中两弹或两终以上的概

率为 
001.0)999.0(5000)999.0(1 49995000 ×−−=p 9596.051 55 =−−≈ −− ee  

35、解：设 A 表事件“某事实际上是可行的”， A 表事件“某事实际上是不可行的”，B
表“多数人说可行”，B 表“多数人说不可行“，利用二项分布得 

∑
=

− ===
7

4

7
7 7102.0)4.0()6.0()|()|(

i

iiiCABPABP  

所以作出正确决策的概率为 
)|()()|()( ABPAPABPAPp +=  

7102.0)|()]()()[|) ==+= ABPAPAPABp 。 
36、解：（1）由题意得，产生了 k 个细菌，且这 k 个细菌全部是甲类细菌的概率为

kk

e
k

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
1

!
λλ

，所以产生了甲类细菌而无乙类细菌的概率为 
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λλλ eee

k
p

k

kk
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      （2）产生乙类细菌而无甲类细菌的概率与（1）中概率相同，所以欲求的条件概

率为 

P{有 2 个乙类细菌|产生的细菌中无甲类}
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37、解：事件“有两个以上的人生于元旦”的对立事件是“生于元旦的人不多于两个”

利用
365
1

−p 的二项分布得欲求的概率为 

1502

50 365
11

365
11

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= ∑

i
iCp  

00037.0
365

364)492536450364(1
50

482

=
×+×+−

= 。 



38、解：每个错字出现在每页上的概率为
500

1
=p ，500 个错字可看成做 500 次努

里试验，利用普阿松逼近定理计算， 1
500

1500 =×=λ ，得 

P{某页上至少有三个错字}= 1-P{某页上至多有两个错字} −1

∑
=

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
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⎜
⎝
⎛−=
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1500
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500 500
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500

11
i

i

C  

0803.0)
2
1(1 111 =++−≈ −−− eee . 

39、解：设月初库存 k 件，则应有 

∑ ∑
=

∞

+=

−− ≤=≥
k

i ki

ii

e
i

pe
i0 1

77 001.0
!

7,999.0
!

7
即 . 

当 时，171=+k 000958.0=p ； 161=+k 时， 002407.0=p 。所以在月初进货

时要库存 16=k 件才行。 
40、解：设每盒装 100+k 只，为使每盒有 100 只以上的好钉，每盒次品数应当 ，

则应有         . 

1−≤ k

80.0)985.0()015.0( 100
1

0
100 ≥= −+

−

=
+∑ iki

k

i

i
kCp

由于 k 值不大，有 
5.1015.0100015.0)100( =×≈+ k  

利用普阿松逼近定理计算， 5.1=λ ，上式可以写成 

∑
−

=

− ≥=
1

0

5.1 80.0
!
)5.1(k

i

i

e
i

p . 

查表得当 21=−k 时， ；当808847.0=p 11=−k 时， 。取557825.0=p
3,21 ==− kk ，。所以一盒应装 103 只，才能保证每盒中有 100 只以上好钉的概率

小于 80%。 
41、解：每一毫升平均含一个细菌，每 2 毫升含 2 个，所以每只试管中含有细菌数

服从 2=λ 的普阿松分布。由此可得 
P{5 个试管中都有细菌} ； 4833.0)1( 52 =−= −e

P{至少有三个试管中有细菌} . ∑
=

−−− =−=
5

2

5221
5 9800.0)()1(

i

ii eeC

计算时利用了 的二项分布。 21 −−= ep
42、解：设一分钟内通过某交叉路口的汽车数服从λ的普阿松分布，则 

P{1 分钟内无车} 20201 .ln,.e i −=== − λλ 611.=  

由此得，2 分钟内通过的汽车数服从 2232 .i =×= λλ 的普阿松分布，从而 2 分钟

内多于一车的概率为 
83102231 223223 .e.ep .. =×−−= −− . 

43、解：若蚕产 i 个卵，则这 i 个卵变为成虫数服从概率为 in,p = 的二项分布，所



以 
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44、解：设 s={该分子在时刻 s 还没有再受到碰撞}，则 

)()()(1 ττλτ Δ+Δ=Δ− oP ， 
))(1)(()()()( ττλτττττ Δ−Δ−=Δ=Δ+ oPPPP ， 

τ
τττλ

τ
τττ

Δ
Δ

−−=
Δ

−Δ+ )()()()()( oPpPP
， 

令 0→Δτ 得             λ
τ
ττλ

τ
τ

−=−=
)(
)('),()(

P
PP

d
dP

， 

积分得                  . λττ −= ceP )(
当 0→τ 时， 1)( →τP ，所以 ，从而 1=c
                        . λττ −= eP )(

45、证：可利用巴纳赫氏问题证明。某数学家带着两盒火柴，每次用时他在两盒中任意

抓一盒，从中取出一根，因此连续地抽取构成了一串
2
1

=p 的贝努里试验。假定最初每

盒火柴恰巧包含 N 根，我们考虑：数学家第一次发现空盒子地时刻。在这一时刻，另一

盒火柴可能还有 r 为 0，1，…，N 根火柴。设从第一盒中选取为“成功”。“当发现第一

盒火柴空时，第二盒中尚有 r 根火柴“这一事件，等价于”恰有 rN − 次失败发生在第

N+1 次成功之前“，这个事件的概率为 )
2
1,1;12( ++− NrNf （见巴斯卡分布）。考虑

到两盒火柴所处的地位相同，可得事件”发现一盒空，另一盒中尚有 r 根火柴“（记为 ）

的概率为 
rA

rNrN

N
rN

N
rN

NrNf +−−+−
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⎜
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2
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2
1,1;122 . 

r 取 0 到 N 的诸事件 之和显然是必然事件，由此可得 rA

∑
=
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⎠

⎞
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N
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0

2 12
2

， 

两边同乘以 并利用组合性质变形得 N2

∑
=

−− =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−N

r

NrN

rN
rN

0

)( 22
2

， 

令 ，并注意到对应 r 从 0 变到 N，而 k 是从 N 变到 0，即得要证的等式 krN =−



∑
=

− =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +N

r

Nk

k
kN

0

22 . 

 
46、证：任何一个非 1 的自然数，皆可唯一地（不计次序时）分解为素数的乘积，要证

两数互素，只需验证这两数没有公共素因子就行了。为此，把素数排列为 ，

对任何 （自然数）定义事件 
"<< 21 pp

Nt,
NA tN ,,2,1{, "在= 中独立地取两整数 ηξ , ，ξ 与η不含公因子 。

把所要求的“事件”的概率定义为 

},,, 21 tppp "

( ))(limlim ,tNNt
APl

∞→∞→
。 

为计算 ，定义 )( ,tnAP
{

1
Pm

kii =" 自 1,2,…,N 中独立地取两整数 ηξ , ，它们有公因子 。 },,,
21 kiii ppp "

则由事件容许的和的概率公式得 

∑∑
≥>≥=

−+−+−=
1

21
1

, )1(1)(
ijt

t
t

ij

t

i
itN mmmAP ""              （1） 

显然有

2

1

1

1
⎟
⎟

⎠
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⎜
⎜

⎝
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⎥
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⎢
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⎞
⎜
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⎟
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⎞
⎜
⎜
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⎛
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因而 

∑∑∑
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k
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ii k kk

k
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pp

m
N
C
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1 1 111
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       （2） 

（2）式左端的
N
C k

t2
的来由是， 

NppppNppNpp
kkkk iiiiiiii

2121111
222222

2

1111
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⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−
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， 

而和式中一共有 项。由（1），（2）得 k
tC

∑ ∑ ∑
= ≥>≥ =
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t

i ijt

t

k

k
t
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C
Nppp1 1

222
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)( ,tNAP≤ ∑ ∑ ∑
= ≥>≥ =
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t

i ijt

t

k

k
t
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C
Nppp1 1
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2111 "
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            （3） 

 
在（3）中令 ∞→N 得 



∏∑ ∑
== ≥>≥

∞→ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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t

i it

t

i

t

ijt

t

jii
tNN pppppp

AP
1

222
11 1

222,
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" ， 

再令 ，并利用黎曼函数∞→t 2

6)2(
π

ξ = （参看华罗庚著“数论导引”P236，225）得，

欲求的概率为 

[ ] ∏
∞

=
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==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

1
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π
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47、解：假设产品合格率 ，不妨设99.0≥p 99.0=p 。现从 10000 件中抽 100 件，可

视为放回抽样。而 100 件产品中次品件数服从二项分布，利用普阿松逼近定理得，次品

件数不小于两件的概率为 
2642.0199.001.0100)99.0(1 1199100 =−−≈××−−= −− eep  

此非小概率事件，所以不能据此断定该车间谎报合格率。（注意，这并不代表可据此断定，

该车间没有谎报合格率。） 
 



第三章  随机变量与分布函数 
1、 解：令 nξ 表在 n 次移动中向右移动的次数，则 nξ 服从二项分布， 

nkppCkP knkk
nn ",1,0,)1(}{ =−== −ξ  

以 表时刻时质点的位置，则 nS
nnS nnnn −=−−= ξξξ 2)( 。 

nξ 的分布列为 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−− −− nn

n
n

n
n pppCppCp

n
"
"

22211 )1()1()1(
210

。 

nS 的分布列为 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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+−+−−

−− nn
n

n
n

n pppCppCp
nnnn

"
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22211 )1()1()1(
42
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2、 解： qppqPPP +=+== }{}{}1{ 成失失成ξ ， 

",}{}{}2{ 22 pqqpqqpppqPPP +=+=+== 成成失失失成ξ  
所以ξ 的概率分布为 

",2,1,}{ 2 =+== kpqqpkp k
。 

 

3、 解： （1） ∑
=

⋅==
N

k
N

N
ckf

1
)(1 ，     1=∴c 。 

        （2） ∑
∞

=

−==
1

)1(
!

1
k

k
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k

c λλ
，    1)1( −−=∴ λec 。 

 
4、 证： ，且 0)( ≥xf

∞−∞

∞−

−−∞

∞−

∞

∞−
−==− ∫∫∫ 0

||||

2
1)( xxx edxedxedxxf  

)(xf∴ 是一个密度函数。 
 

5、 解：（1）
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −<−<−=<< )109(

2
1)10(

2
1)106(

2
1)96( ξξ PP  
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2
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⎜
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⎭
⎬
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⎩
⎨
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（2）
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
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2
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2
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2
1)127( ξξ PP  
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2
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2
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2
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⎭
⎬
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⎩
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（3）
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
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2
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2
1)1013(

2
1)1513( ξξ PP  

               060597.0)
2
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2
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2
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2
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2
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ <−<= ξP  

 
6、 解：7+24+38+24+7=100， 93.0100/)7100(}{ 4 =−=< xP ξ ， =< }{ 3xP ξ  

100/)38247(}{ 3 ++=< xP ξ 69.0= ，查表得 69.0)5.0(,93.0)5.1( ≈Φ≈Φ 。

由题设得 

}{)60(
3
1)60(

3
1)( yPxyPx <=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =−<−=Φ ξξ  

令 5.1)60(
3
1

=−= yx ， 解 得 ， 即5.64=y 5.644 =x 。 由 对 称 性 得    =1x

5.55)605.64(60 =−− 。再令 5.0)60(
3
1

=−y ，解得 5.61=y ，即 。由对

称性得

5.613 =x

5.58)605.61(602 =−−=x 。 

7、 解：（1） 90.0)3.1( =Φ ，而 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Φ=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −<−=< )5(

2
1)5(

2
1)5(

2
1}{ aaPaP ξξ ，

令 3.1)5(
2
1

=−a 解得 6.7=a 。 

（ 2 ）由 01.0}|5{| =>− aP ξ 得 005.0}5{ =>− aP ξ ，从而
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤− aP

2
1)5(

2
1 ξ  

=0.995，而 995.0)6.2( =Φ 所以 2.5,6.2
2
1

== aa 。 

8、 证：（1）设 0}{)()(, 211212 ≥≤<=−> xxPxFxFxx ξ ，所以 ，

非降。 
)()( 12 xFxF ≥

)(xF
（2）设 011 xxxxx nn <<<<<< − "" ， 由概率的可加性得 xx ↓1

}{)( 0
0

1 xxPxxP
i

ii ≤<=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤<∏
∞

=
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[ ] )()()()( 0
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1 xFxFxFxF
i

ii −=−∑
∞

=
+ 。 

由此得  [ ])()(lim)()( 00 xFxFxFxF
n

−=−
∞→

， 

)(),0()(lim)( xFxFxFxF nn
+==∴

∞→
右连续。 

（3）  }1{}{1 ∑
∞

∞→

+≤<=∞<<−∞=
n

nnPP ξξ



[ ] )(lim)(lim)()1( mFnFnFnF
mnn −∞→∞→

∞

∞→

==−+= ∑ 。 

由 单 调 性 得 与 均 存 在 且 有 穷 ， 由)(lim xF
x −∞→

)(lim xF
x ∞→

1)(0 ≤≤ xF 及 上 式 得

1)(,0)( =∞=−∞ FF 。 

9、 证： }{}{}{ 1221 xPxPxxP <−≤=≤≤ ξξξ }){1(}{ 22 xPxP ≤−−≤= ξξ   
1}{}{ 12 −≥+≤= xPxP ξξ )(11)1()1( βααβ +−=−−+−≥ . 

∴不等式成立。 

10、证法一：定义 则 是

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∞∈
∈<≤

−∞∈
=

),1(,1
]1,0(},0{

]0,(,0
)(

x
xxP
x

xF ξ )(xF ξ 的分布函数。由题

设得，对任意 ]1,0[2 ∈x 有 }2{}0{ xxPxP <≤=<≤ ξξ ，即有

}0{2}20{ xPxP <≤=<≤ ξξ 。由此得 )(2)2( xFxF = 。逐一类推可得，若 ，

则 ，或者

]1,0[∈nx

)()( xnFnxF = )()(1
n
xFxF

n
= 。从而对有理数

n
m

，若 x
n
m

与 x都属于[0,1]，

则有 )(xF
n
mx

n
mF =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

。再由 的左连续性可得，对任意无理数a，若 与)(xF ax x都属

于[0,1]，则 )()( xaFaxF = 。 
因为区间 与[0,1]的长度相等，由题设得 )1,0[

1}10{}10{)1( =≤≤=<≤= ξξ PPF . 
由此及上段证明得，对任意 ]1,0[∈x 有 xxFxF == )1()( ，即 为 )(xF

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
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≤
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1,1
10,

0,0
)(

x
xx

x
xF  

∴ ξ 服从[0,1]上均匀分布。 
   证法二：如同证法一中定义ξ 的分布函数 ，由 单调知它对[0,1]上的 L－测

试几乎处处可微。设 ，当

)(xF )(xF
)1,0(, 21 ∈xx )2,1](1,0[1 =∈Δ+ ixx 时，由题设得 

}{)()( 1111 xxxPxFxxF Δ+<≤=−Δ+ ξ  
)2(}(}{ 222 xFxxFxxxP −Δ+=Δ+<≤= ξ  

 
等式两端都除以 xΔ ，再令 可得，由 存在可推得 也存在，而且

。从而对任意 有

0→Δx )(' 1xF )(' 2xF
)(' 2xF )(' 1xF= )1,0(∈x cxF ≡)(' 。当 ]1,0[∈x 时显然有 。

一点的长度为 0，由题设得

0)(' =xF
0}1{}0{ ==== ξξ PP 。由上所述可知ξ 是连续型随机变

量， 是其密度函数，从而定出)(' xF 1=c 。至此得证ξ 服从[0,1]均匀分布。 

11、证：（1）
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
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⎭
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⎨
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若令 σσσ ln_(,)()(,
)2(

1)( 2
02 −=−=

−
= DmxxTQ ， π2ln)( −=xS ，则有 

)}()()()(exp{)( xSDxTQxf ++= σσσ  

这就证明了正态分布 是单参数),( 2
0 σmM )0( >σσ 的指数族。 

（2）
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⎩
⎨
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⎬
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⎪
⎨
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2
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若令

0
2

0

2

2
0

2

2
0 2

1ln
2

)(,2
1

)(,)(,)(
πσσσσ

+=
−

===
xxS

m
mDxxTmmQ ，则 

)}()()()(exp{)( xSmDxTmQxfm ++=  

所以正态分布 是单参数),( 2
0σmN )( ∞<<−∞ mm 的指数族。 

（3） }!lnlnexp{
!

);( kke
k

kp
k

−−== − λλλλ λ
。 

若令 !ln)(,)(,)(,ln)( kkSDkkTQ −=−=== λλλλ ，则

)}()()()(exp{);( kSDkTQkp ++= λλλ ，所以 );( λkp 是单参数 )0( >λλ 的指数族。 

（4）关于 ],0[ θ 上的均匀分布，其密度函数为  
⎩
⎨
⎧

>>
≤≤

=
0,0

0,/1
)(

xx
x

xf
或θ
θθ

θ

)(xfθ 是定义在 ∞<<∞− x 的函数，由于它是 x的分段表示的函数，所以无法写成形

式   )}()()()(exp{)( xSDxTQxf ++= θθθ ，
故 关于)(xfθ θ不是一个单参数的指数

族。 
12、证：分别对固定的 和 有 0x 0y

⎩
⎨
⎧
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=
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0
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0
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yxF
xy
xy

yxF 。 

 
由上式显然可得 对每个变元非降，左连续，而且满足 (2.6)及 (2.7)，即

，

),( yxF
,0),( =−∞ yF 1),(,0),( =+∞+∞=−∞ FxF 但有 

1)0,0()1,0()0,1()1,1( −=+−− FFFF , 

这说明当取 1,0 2121 ==== bbaa 时(2.5)式不成立。所以 不是分布函数。 ),( yxF
13、证：必要性： 



dxdyekedxdyyxf
y

a
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y
a
b

xa
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−

−+−
⋅=

2
2)(

),(  

令 yvy
a
bxu =+= , ，得 1,, =−== Jv

a
buxvy 。设 
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v
a
bac
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),(  

 
要积分收敛，必须 ，由此得应有 以及 。利用0/)(,0 2 >−> abaca 02 >− bac 0>c

∫
∞

∞−

− = πdue u2

可得 
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2

2
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−

⋅⋅=∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−
−− ππ
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a
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∴    
π

2back −
=  

从而题中所列条件全部满足。 

以上诸步可逆推，充分性显然。 

14、解：设 ),()()(),( 21 yxhyfxfyxf += 是密度函数，则由 得

。又 

0),( ≥yxf
)(2)(),( 1 yfxfyxh −≥

∫∫ ∫ ∫ ∫∫ ∫∫+=+== dxdyyxhdxdyyxhdyyfdxxfdxdyyxf ),(1),()()(),(1 21 ， 

所以应有 。 0),( =∫∫ dxdyyxh

反之，若 ， 可积且)(2)(),( 1 yfxfyxh −≥ ),( yxh 0),( =∫∫ dxdyyxh ，显然有

且0),( ≥yxf 1),( =∫∫ dxdyyxf ，即 是密度函数。 ),( yxf

所以为使 是密度函数， 必须而且只需满足

且 。 

),( yxf ),( yxh )(2)(),( 1 yfxfyxh −≥

0),( =∫∫ dxdyyxh
 

15、解：（1） ∫ ∫
∞ ∞ −−=

0 0
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0
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（2） { } ∫∫ −−=<<
1

0

2

0

221,2 dyedxeP yxηξ ( )( ) )1)(1(|| 141
0

2
0

2 −−−− −−=−−= eeee yx
。 

（3）ξ 的边际分布，当 时0≤x 0)( =xfξ ，当 时有 0>x
xyx edyeexf 2

0

2 22)( −−∞ − == ∫ξ . 
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222ηξ
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)2(2 22(1(2 dxeedxee xxxx  

2224244 )1(21)22()1( −−−−−− −=−+=−+−= eeeeee . 

（5）当 时 ；当 时有 0,0 >< yx 0)|( =yxf 0,0 >> yx
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e
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e
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利用（2）的结果可得 
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16、解：作变换，令 θρθρ sin,cos =−=− byax ，则 ρ=|| J 椭圆区域为 
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则 s/λρ = ，且 
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当 ∞→λ 时， 1)}(),{( →∈ ληξ DP ，由此得 ∫
−

=
π σπσ

θ
2

0 2

21
2 1

21
r

d
S
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17、证：设多项分布为 
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r
rr pp

kk
nkkP 11

1
11

1

!!
!},,{ "
"

" === ξξ ，              （1） 

∑∑
==

==≥
r

i
i

r

i
ii pnkk

11
1,,0 。                   （2） 

利用（2）可以把（1）改写成 
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由边际分布的定义并把（3）代入得 

},,{},,{ 1111

0,

2211

111

1

−−

≥≤++

−− ===== ∑
−−

−

rr

knkk
k

rr kkPkkP

rr

r

ξξξξ ""

"

 

          

×
−−−

−−−
×

−−−
= ∑

−

−

−

− −−

=
−

−−

−

−−

−
21

1

1
21

0
1

111

21

2121

21

)!(!
)!(

)!(!!
! r

r

r
r kkn

k

k
r

rr

r

rr

k
r

k

p
kknk

kkn
kknkk

ppn "

"
"

""
"

 

              11)1( 121
−−−−

−−−−−× rkkn
rr ppp ""

由二项式定理得 
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把（4）与（3）比较知，边际分布仍服从多项分布。多次类推可得 
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从而知任意边际分布均服从多项分布（包括二项分布）。 

18、解：（1）ξ 的密度函数为，当 时0≤x 0)( =xpξ ；当 时，注意积分取胜有选

取，得 
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（2）η的密度函数为，当 0≤y 时 0)( =ypη ；当 时， 0>y
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令 ytx = ，当 0=x 时 0=t ，当 yx = 时 1=t ，所以 
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其中用到 −β 函数与 −Γ 函数的关系式。 

19、证：我们有 

1121)(21,1)(0 =−≤−≤≤≤ iiii xfxF , 

1]1)(2][1)(2][1)(2[1 332211 ≤−−−≤− xFxFxF , 

 

代入 的表达式得                           (1) ),,( 321 xxxfα ),,( 321 xxxfα 0≥
又有 
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由（1），（2）知 是密度函数。用与上面类似的方法计算可得边际密度函数

为 

),,( 321 xxxfα

)(),,( 1132321 xfdxdxxxxf =∴∫∫∫ α ,   )(),,( 3321321 xfdxdxxxxf =∫∫∫ α  

)(),,( 2231321 xfdxdxxxxf =∫∫∫ α . 

 

20、解： 

（1）为求 ),( ξζ 的联合概率分布，分别考虑下列三种情况： 其中利用到独立性。 )1,( ≥ki
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21、解：（1）边际分布的密度函数为，当 ]1.0[∈x 时 0)( =xfξ ；当 时， 10 ≤≤ x

∫ ∫
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∞−
===

1

0
24),()( xxydydyyxfxfξ  

同理，当 ]1.0[∈y 时 0)( =yfη ；当 10 ≤≤ y 时 yyf 2)( =η 。 ，

所以

)()(),( yfxfyxf ηξ=
ξ 与η独立。 

（2）边际密度函数为，当 ]1.0[∈x 时 0)( =xfξ ；当 10 << x 时 

∫ ∫
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当 ]1.0[∈y 时 0)( =yfη ；当 时 10 ≤≤ y
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在区域 中均有 ，所以10 << y )()(),( yfxfyxg ηξ≠ ξ 与η不独立。 

22、证：当 ππ 20,20 ≤≤≤≤ yx 时 ，ξ 与η的联合分布密度为 
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其余 0),( =yxpξη 。当 π20 ≤≤ x 时， 
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8
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其余 。由于0)( =xpξ ζηξ ,, 三者在密度函数的表达式中所处地位相同，故得当

ππ 20,20 ≤≤≤≤ zx 时， ；当
24/1),( πξζ =zxp ππ 20,20 ≤≤≤≤ zy 时，

；当
24/1),( πηζ =zyp π20 ≤≤ y 时， πη 2/1)( =zp ；当 π20 ≤≤ z 时，

πζ 2/1)( =zp ；在其余区域内，诸边际密度函数均取 0 值。由于

 ),()(),( ypxpyxp ηξξη = ),()(),( zpxpzxp ζξξζ = ),()(),( zpypzyp ζηηζ = 故

ζηξ ,, 两两独立；但当 πππ 20,20,20 <<<<<< zyx 时有

，故)()()(),,( zpypxpzyxp ζηξ≠ ζηξ ,, 不相互独立。 

23、证：当 1|| <x 时， 
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其余 。同理当 时，0)( =xpξ 1|| <y 2/1)( =ypη 其余 当  

时有

0)( =xpη ,1||0 << x
10 << y )()(),( ypxpyxp ηξ≠ ，所以ξ 与η不独立。 

现试能动分布函数来证 与 独立。 的分布函数记为 ，则当 时， 
2ξ 2η 2ξ )(1 xF 10 ≤< x
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),( 22 ηξ 联合分布函数记为 ，则当),(3 yxF 1,10 ≥≤≤ yx 时 

xxPyxPyxF =<=<<= }{},{),( 222
3 ξηξ  

同理得当 1,10 ≥≤≤ xy 时 ),(3 yxF y= ；当 10,10 ≤≤≤≤ yx 时 
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合起来写得         
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不难验证 )()(),( 213 yFxFyxF = 对所有 yx, 都成立，所以 与 独立。 
2ξ 2η

24、证：（1）由褶积公式及独立性得 
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这就证明了 21 ξξ + 具有普阿松分布，且参数为 21 λλ +  
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25、证：由题设得 
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4
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}1{}1{
4
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同理可证  }1{}1{}1,1{ =−=+=−= ζξζξ PPP ，

}1{}1{}1,1{ −=−=+−=−= ζξζξ PPP . 

所以ξ 与ζ 相互独立。用同样的方法可片η与ζ 也相互独立。但 

}])1,1{}1,1[{}1,1({}1,1,1{ −=−========= ηξηξηξζηξ ∪∩PP ， 

8
1}1{}1{}1{ ==== ζηξ PPP ， 

所以 ζηξ ,, 只两两独立而不相互独立。 
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27、解：（1）由 0}0{ ==ξP 知，η以概率 1 取有限值。当 时， 0>y
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当 时， 0=y
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28、解：设直径为随机变量 d，则 
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1 ay π≤ 时 0)( =yFa ；当 2

4
1 by π> 时 1)( =yFa 。由此对 求导（利用对参

数积分求导法则）得圆面积的分布密度为，当
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29、解：ξ 与η的密度函数为 
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由卷积公式及独立性得 ηξζ += 的分布密度函数为      y 

dxxypxpyp )()()( −= ∫
∞

∞− ηξζ             （2）      2             C 

把（2）与（1）比较知，在（2）中应有 10 ≤≤ x ， 

10 ≤−≤ xy ，满足此不等式组的解  构成         D               ),( yx
图中平面区域平形四边形 ABCD，当 10 ≤≤ y 时          1              B 

yx ≤≤0  ,当 21 ≤≤ y 时 11 ≤≤− xy 。所以当 

10 ≤≤ y 时（2）中积分为 
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对其余的 y有 0)( =ypζ 。 
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由求商的密度函数的公式得 
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31、解：作变换，令 yxtyxs −=+= , ，得
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与η独立知，它们的联合密度应是它们单个密度的乘积，由此得 U，V 的联合密度函数为 
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所以 U,V 两随机变量也相互独立，且均服从 N（0，2）。 

32、解：当 时由独立性得 0>y
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当时。求导得的密度函数为，当时；当时 

 

 

33、解：设 在内任意投两点),0( a 21,ξξ ，其坐标分别为 yx, ，则 21,ξξ 的联合分布密度

为 
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积分 S 为平面区域 ABCDEF 的面积，其值为               y 
222 2)( zazzaa −=−− ，所以                                 E    D 

22 /)2()( azazzF −=η . 
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36、解：U 的分布函数为，当 0≤t 时 0)( =tF ；当 时有 0>t
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则 U 服从指数分布，V 服从柯西分布，且 )()(),( vpupvup VU ×= ，所以 U，V 两随机变

量独立。 
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当 时，0≤x 0)()( == xpxp ηξ 。设
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由此知 U 服从分布服从分布，且 U与 V 相互独立。 
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由此得 U 服从 −Γ 分布 ，V 服从(0,1)分布，且 U 与 V相互独立。 )2,1(G
40、解:（2.22）式为 
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设 U，V 的边际分布密度函数分别为 ，欲 U 与 V 独立，必须且只需)(),( tfsf VU



)()(),( tVU fsftsf ⋅= ，由 的表达式可知，这当且仅当 时成立。U，
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41、解：（1）因为指数中二次项 的系数分别为xyyx ,, 22 1,
2
1,1 −−− ，所以与(2.22)式

（见上题解答）比较知，可设其配方后的形式为 
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所以 ηξ , ，从而 ηξ + , ηξ − 均匀正态分布。 

44、解：（1）将弦的一端 A 固定，另一端 B 在圆周上等可能分布，记 1ξ 表示沿逆时针方

向 弧长，则
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（2）假定弦垂直于某直径，取该直径为 x 轴，圆心为坐标原点，记 2ξ 表示弦的中点坐
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（3）以圆心为原点建立直角坐标系 XOY，记弦中点的坐标为 ),( 21 ηηη = ，则η在圆内
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三种解法的随机变量虽都服从均匀分布，但由于随机变量不同，所以就得出了不同的结

论。 
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− ∩∩
λ

λ
λ

λ BfBf 11 )( 。                  （3） 

反之，若 ( )λ
λ

ω Bf∩
Λ∈

−∈ 1
，则ω 属于每个 ( ) )(1 Λ∈∈− λλBf ，亦有 )(ωf 属于每个

)( Λ∈λλB ，即 ，从而 ， ∩
Λ∈

∈
λ

λω Bf )( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∈

Λ∈

− ∩
λ

λω Bf 1

∩∩
Λ∈

−

Λ∈

− ⊃⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∴

λ
λ

λ
λ )(11 BfBf 。                  （4） 

由（3），（4）式即得（交集的逆像等于每个集逆像的交） 

∩∩
Λ∈

−

Λ∈

− =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

λ
λ

λ
λ )(11 BfBf 。 

（3）若 )(1 Bf −∈ω ，则 Bf ∈)(ω ，亦有 )(1 Bf −∈ω ，从而 )(1 Bf −∈ω ，所以

)()( 11 BfBf −− ⊃ 。反之，若 )(1 Bf −∈ω ，则 )(1 Bf −∈ω ，亦有 Bf ∈)(ω ，即

Bf ∈)(ω ，从而 )(1 Bf −∈ω ，所以 )()( 11 BfBf −− ⊃ 。 

由以上证明可得 )()( 11 BfBf −− = ，即互为对立事件的逆像也是互为对立的事件。 

 

46、证：必要性。设ξ 是随机变量，则对 BC∈ 有 FC ∈∈ })(:{ ωξω ，又 ， 1),( Bx ∈−∞
Fxx ∈−∞∈=<∴ ),()(:{})(:{ ωξωωξω . 

充分性。记 ，现证 M 是}))(:(,:{ 1 FARAAM ∈∈⊂= ωξω 1R 中 −σ 域。 

（1） ，故FR ∈Ω=∈ })(:{ 1ωξω MR ∈1
。 

（2）若 ,由上题MC∈ )()( 11 CfCf −− = 得

FCC ∈∈−Ω=∈ })(:())(:( ωξωωξω ,故 MC ∈ 对余集运算封闭。 

（3）设 ，由上题（1）中结论得 ，",MCi ∈ MC
i

i ∈
∞

=
∪

1

M 关于可列并集运算封闭。 



由(1)－(3)知，M 是 −σ 域的集类。由条件知， , }:),{( 1RxxM ∈−∞⊃

1
1}:),{( BRxxSM =∈−∞⊃∴ , 

其中 S{A}表示由集类 A 产生的 −σ 域。由此得证ξ 是一随机变量。 
 
 

 

 
 
 



第四章  数字特征与特征函数 
 

1、解： ∑ ∑
∞

=
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=
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a
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a
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=
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10 << p

∑ ∑
∞

=

∞
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′
⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛
+

=
′
⎟
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⎞
⎜
⎝

⎛
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1
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p
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a
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a
a
a

a

a
E =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+⋅
+

=∴ 2

1
1

1
1

1ξ 。 

采用同样的方法并利用 aE =ξ 得 

[ ]∑∑
∞

=

∞

=

+−
+

=
⎥
⎥
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⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
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=
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1
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k

k
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a
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=
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=

−
+

+
+

=
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)1(
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1
1

1
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k

k

k pkk
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″

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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″
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

+= ∑
∞

= )1(11

2

1

2

p
p

a
pap

a
pa

k

k 2
3

2

2
)1(

2
1

aa
pa

pa +=
−

⋅
+

+=  

)1()2()( 2222 aaaaaEED +=−+=−= ξξξ 。 
 

2、解：设 ，其中nμμμμ +++= 2
1

⎩
⎨
⎧

=
出现次试验若第

出现次试验若第

Ai，

Ai
i 0

,1
μ ，则 

∑∑
==

==
n

i
i

n

i
i pEE

11
μμ ，由试验独立得诸 iμ 相互独立，由此得 

)1(
11

i

n

i
i

n

i
i ppDD −== ∑∑

==

μμ 。 

3、解：η服从两占分布，由第二章第 29 题得， PP == }1{η {事件 A 出现奇数次}= 

==−− }0{,)21(
2
1

2
1 ηPp n P{事件 A 出现偶数次} np)21(

2
1

2
1

−+= ，所以 

npE )21(
2
1

2
1

−−=η ， 

nnn pppD 2)21(
4
1

4
1)21(

2
1

2
1)21(

2
1

2
1

−−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−=η . 

4、解：设ξ 表取一球的号码数。袋中球的总数为 )1(
2
121 +=+++ nnn ，所以 



nk
nn

k

nn

kkP ,,,2,1,
)1(

2

)1(
2
1

}{ =
+

=
+

==ξ . 

∑
=

+=
++

⋅
+

=⋅
+

=
n

k
nnnn

nn
k

nn
kE

1
)12(

3
1

6
)12)(1(

)1(
2

)1(
2ξ . 

5、解：由于μ 是分布，所以应有 ∑∑
∞

=

∞

=

=⋅==
00

1
!

}{
n

n

n n
BAnP μ ，即 。

又由已知

BB eAAe −== ,1

a
n

ABnE
n

n
=⋅= ∑

∞

= !0

μ ，即 a
n
BAB

n

n

=
−∑

∞

=

−

0

1

)!1(
， ,  aABe B = ,aB =∴  

aB eeA −− == 。 
6、解：μ 表示摸出 c 个球中白球个数，摸 c 个球可视为不放回地摸 c 次。记 

⎩
⎨
⎧

=
次摸到黑球第

次摸到白球第

i
i

i ,0
,1

ξ ，则 cξξξμ +++= 21 。由第二章第 7 题得 == }1{ iP ξ   

)( ba
a
+

， 。所以ci ,,2,1=
)( ba

aE i +
=ξ ， 

ba
ac

ba
acEE

c

i
i +

=
+

⋅== ∑
=1

ξμ . 

7、解：设 μ 表示抽出 k 张卡片的号码和， iξ 表示第 i 次抽到卡片的号码，则

kξξξμ +++= 21 ，因为是放回抽取，所以诸 iξ 独立。由此得，对 。 ki ,,2,1=

∑∑
==

+
=

+
⋅==⋅=

n

j

n

j
i

nnn
n

j
nn

jE
11 2

1
2

)1(111ξ ， 

)1(
2
1

21 +=+++= nkEEEE kξξξμ ； 

)12)(1(
6
1

6
)12)(1(11

1

22 ++=
++

⋅=⋅= ∑
=

nnnnn
nn

jE
n

j
iξ ， 

( ) )1(
12
1)1(

4
1)12)(1(

6
1 2222 −=+−++=−= nnnnEED iii ξξξ ， 

)1(
12
1 2

21 −=+++= nkDDDD nξξξμ 。 

8 、 解 ： 设 μ 为 所 得 k 张 卡 片 上 号 码 之 和 。 对 nii k ≤<<≤ 11 有

}{ 21 kiiiP +++=μ k
nC

1
= ，由定义得 

∑ ∑
≤<<≤ =

−
−=+++=

nii

n

m
k
n

k
n

k
n

k
k

m
C

C
C

iiiE
11 1

1
1

21
1)(μ             （*） 

每次抽卡片 k 张称为一组，对于每个固定的卡片 m，在卡片 m 所在的组中，其余 张1−k



卡片可以从剩下 1−n 张卡片中任意抽取，所以 m 总共被抽到的次数（或所在的组数）

为 ，转换成对 m 求和就得到上式。由此得 1
1
−
−

k
nC

2
)1(

2
)1( +
=

+
⋅=

nknn
n
kEμ . 

为求方差，先求 ，由定义得 2μE

∑ ∑∑
≤<<≤ ≤<≤≤<<≤

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++=⋅+++=

nii kjt
jtk

nii
k
n

k
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k
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iiii
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iiiE
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1

2
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2 2)(11)(μ  

∑ ∑
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−
−

−
− ==

n

m nji
k
n

k
n

k
n

k
n ij

C
C

m
C

C
1 1

2
22

1
1 2  

其中前一个和式得来的理由同（*）式。为获得后一和式，仍考虑每次抽得的一组 k 张卡

片。在卡片 i 和 j 所在的组中，其余 2−k 张卡片可以从其余 2−n 张卡片中任意抽取，

所以卡片 i 和 j 同时被抽到的次数为 ，即得第二个和式的系数。继续运算得 2
2
−
−

k
nC

( ) ( )[ ]∑
=

−
− −++++++++=

n

m
k
n

k
n nnnn

C
C

m
n
kE

1

2
222 )1(3221

2
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⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

−
+

−
−

+
++

⋅= ∑
−

= 2
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⎡
−
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−
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−
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=
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)12()1(
)1(4
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⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−−−+−+++= )12(

6
1)1(

4
1)1(

2
1)1()12)(1(

6
1 nnnnnkknnk  

)23)(1)(1(
12
1)12)(1(

6
1

++−+++= nnkknnk  

    ))(1(
12
1)( 22 knnkEED −+=−=∴ μμμ . 

9、证：  ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

==≥
11

}{}{
k kjk

jPkP ξξ

               
+=++=+=++=+=+== }3{3{}2{}3{}2{}1{ ξξξξξξ PPPPP  

     . ∑
∞

=

===
1

}{
k

EkkP ξξ

10、解：此题属于有放回抽样的情形，利用允许重复的排列计算。若 n 辆车的车牌号中

最大号码为 k，则其中应至少有一个牌号为 k，所以有利场合数应为， 与那些 n 个牌

号中没有号码 k 的种数 之差，从而有 

nk
nk )1( −



[ ] Nk
N
kkkP n

nn

,,2,1,)1(}{ =
−−

==ξ . 

∴    ∑∑
−

==

−=
−−

⋅=
1

11

)1( N

k
n

nN

k
n

nn

N
kN

N
kkkEξ . 

11、解： ∫
∞

∞−

−− −
== ))((

2
1 ||

λ
μ

λ
ξ λ

μ xtdxxeE
x

令  

∫
∞

∞−

−+
= dtet t||

2
μλ

∫∫
∞

∞−

−∞

∞−

− += dtedtet tt ||||

22
μλ μμ =+= 0 . 

∫
∞

∞−

−
=−=

−−

))(()(
2
1

||

2

λ
μμ

λ
ξ λ

μ

xtexD
x

令  

    ∫∫
∞ −∞−∞

∞−

− +−==
0

2

0

2222 2)( dtteetdtet ttt λλλ  

    2

0

2

0

2

0

2 2)(22)(2 λλλλ =−=+−=
∞−∞ −∞− ∫ ttt edtteet . 

12、解：分子平均速度为 

∫
∞

−

==
0 3

2

)(4 2

2

a
xtdxe

a
xxE a

x

令
π

ξ  

( ) ∫∫
∞ −

∞
−−∞

=+−=⋅=
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2

0

3 22224 222

ππππ
adtteaeatadtet ttt

。 

分子平均动能为 

∫
∞

−

==⎟
⎠
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⎜
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⎛

0 3

2
22 )(4
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2
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13、证： 21ξξ 的联合密度为
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

−
−

−= 2

2

2

2

2
)(

2
)(exp),(

σσ
ayaxyxp ， 

∴  ∫∫= dxdyyxpyxE ),(),max(),max( 21 ξξ  

               ∫∫ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
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x

x
dyyxypdxdyyxxpdx ),(),(

（利用密度函数的积分值为 1，减 a 再加 a） 
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x
adyyxpaydxdyyxpaxdx ),()(),()(  

（在前一积分中交换积分次序，在后一积分中交换 x 与 y 的记号） 
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14、证：  ∫ ∫∫ ∫∫ ∞−

∞∞
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( ) ( )∫∫
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00 )(1)(1)()( dxxFxFxdxxFxxF  

由均值存在得 ， ∫
∞
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∞<)(|| xdFx

∴  ， ∫
−
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A
AxdFxAAF )(0)(||)(0 当

∫
∞

+∞→→≤−≤
B

BxdFxBFB )(0)(||))(1(0 当  

以此代入 ξE 的计算式即得  。 ( ) ∫∫ ∞−

∞
−−=

0

0
)()(1 dxxFdxxFEξ
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