
摘要

变分法在离子声波方程中的应用

摘 要

随着计算机科学的迅速发展，大型线性方程组的求解已经不

成问题；但对于非线性方程，尤其是强非线性方程，迄今为止还

没有一种通用的有效求解方法。自20世纪60年代开始，非线性

科学得到了突飞猛进的发展。由于非线性方程问题的复杂性和特

殊性，非线性方程没有统一的求解方法， 因而出现了求解非线性

方程的各种方法，所有这些方法都有一定的局限性。

本文把变分法应用于非线性离子声波方程，建立了其相应的

变分原理。变分原理的建立除了在求解近似解析解方面有很大的

实际价值外，它还能揭示方程的本质特征，因而变分法得到普遍

的关注。

我们知道，大多数非线性波方程含有一阶导数，迄今无法寻

求含一阶偏微分方程的变分原理。为了克服这个困难，我们引进

适当的变换，使得变换后的方程就存在变分原理。

本文第一章首先介绍变分法的一些基本概念；一般来讲，建

立非线性方程的变分原理比较困难的，为了阐述建立变分原理的

方法，在第二章，我们给出了几个具体的例子来说明如何从场方

程出发来建立其相应的变分原理。本章也简单介绍了变分反问题

的一些基本方法。 通过几个例子(非线性Yang．Mill方程和电化
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学方程)显示半反推法是建立变分原理的有效方法；第三章介绍

了求解非线性方程的几种常用方法，包括传统的摄动法和约化摄

动法；第四章讨论了KdV方程变分原理的建立，并应用Ritz方法

得到了孤立波解。与精确解比较说明变分法是求解非线性波动方

程的有效方法之一；基于离子声波方程的复杂性，很难直接建立

其相应的变分原理。为此在第五章，我们引进了一个特殊函数，

建立了以特殊函数等为独立变量的广义变分原理。对变分原理进

行适当的简化后，应用Ritz方法，得到了离子声波方程的一个新

孤波解，该孤波解揭示了波的振幅、波速以及孤子宽度之间的相

互关系。

关键词非线性波动方程，离子声波，孤波解，变分法，Ritz法
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VARIATIONAL APPROACH TO ION ACOUSTIC、7l硝VE

EQUATIONS

ABSTRACT

With the development of the computer science，there exits no

difficulty in solving linear equations now,however,we have no

universal approach to nonlinear equations especially those with

strong nonlinearity．The nonlinear science has been caught much

attention since 1 960s，and the nonlinear equations are becoming

richer and richer．The nonlinear equations have some special

characters，and various different methods with merits on the one hand

and disadvantages on the other hand are introduced to solve various

nonlinear equations．

In this thesis，we apply the variational method to the ion acoustic

wave equations，and it is shown to be a great success．In addition to

the tremendous practical importance of variational principles in

establishing approximate methods，there are some reasons of a nlore

fundamental nature which motivate variational formulation in

SClenCe

As it is well known that there exists no variational formulation
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for differential equations with first-order derivatives which OCCURS in

most nonlinear wave equations．In order to overcome the difficulty,a

transformation is introduced．The transformed equations admit a

variational formulation．

Chapter 1 introduces some basic characters of the variational

principle．It is always difficulty to establish a variational principle

for nonlinear equations，some examples are given in Chapter 2 to

illustrate the way how to construct variational formulations direct

from the field equations．It is shown that the semi·inverse method is

very effective and convenient to construct variational formulae of

some nonlinear equations，e．g．，Yang—Mill equation，the nonlinear

electrochemical equation and others．In chapter 3，various

approximate analytical methods including classical perturbation

method and reductive perturbation method are introduced．Chapter 4

discusses the establishment of a variational formulation for the

well—known KdV equation．The Ritz method is applied to solve its

approximate solitary solution．Comparing of the approximate

solution with the exact one reveals the effectiveness of the

variational method．Chapter 5 discusses the nonlinear ion acoustic

wave equations in details．In order to establish a variational

formulation，a special function is introduced． A generalized

Ⅳ



variational principle is established．Based on the established

variational theory,a new approximate solitary solution is obtained by

Ritz method，revealing the relationship among the velocity，height

and the solitary width of the wave．

Liu Hongmei(Mechanics of Solids)

Supervised by Prof．He Jihuan

KEY WORDS：nonlinear wave equation，solitary wave，ion acoustic

wave，variational method，Ritz method
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第一章绪论

第一章绪论

随着非线性科学研究的进展，非线性方程(包括非线性常微分方程、非

线性偏微分方程、非线性差分方程和函数方程等)的求解已成为广大物理学、

力学、地球科学、生命科学、应用化学、应用数学和工程技术科学工作者研

究非线性问题所不可缺少的。

非线性方程没有统一的求解方法，它是应用数学的一个研究范畴。在一

般非线性方程专著中基本上是从群分析或变换群的方法论述，有些非线性方

程即便求出解析解，也是以隐函数形式出现，不便于应用。而非线性方程在

实际应用中有着广泛的意义，对非线性方程解的研究成为广大科研工作者致

力解决的重要问题。

而变分法是解微分方程的一种重要的近似方法，它把解微分方程问题转

化为一个泛函的极值问题，通过求变分问题的极值(驻值)而给出方程的近

似解。

1．1变分法的研究现状及其发展

变分法的历史非常悠久，历史上最早的变分原理是由P．Fermat提出来

的，Fermat原理是根据当时的光学、哲学、神学和审美学的原理而提出来

的，用数学公式可表示为

，=e警一咖 (1·，

式中’，是光线速度。

变分法的发展初期是和微积分的迅速发展分不开的，除了牛顿在1687

年的工作外，1696年和1697年Bernoulli提出了最速下降线(brachisto．ehrone)

问题及短程线(geodesic line)iin]题。

最速下降线问题可用数学公式表示为
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．，=e 矗x—}min (1．2)

许多当时最著名的数学家，诸如Calileo、Leibniz、Newton及Jacobi

等都参加了该问题的研究，从而大大促进了变分法的发展。

20世纪变分法发展非常迅速，这主要表现在弹性力学方面，如1950年

钱令希提出了余能原理；同年又出现了Helling—Reissner广义变分原理【1·2，31，

1954年又出现了胡海昌．鹫津久一朗(Hu．Washizu)广义变分原理【214】；1964年

钱伟长系统地论述了拉氏乘子法并第一次用拉氏乘子法推导得到了胡．鹫广

义变分原理【l】，这无疑是一次重大飞跃。1983年钱伟长首次发现临界变分

现象，并应用高阶拉氏乘子法消除了临界变分现象，从而得到了更为一般的

广义变分原理【l】，这是固体力学变分法的重要里程碑。在此之前，建立广义

变分原理都是用先验的方法，即先列出泛函，然后证明泛函取驻值是否满足

场方程和边界条件。

流体力学的第一条变分原理是Kelvin于1849年提出来的。对于理想流

体，在相同的边界条件下，不可压势运动具有最小动能【5】。1868年Helmholtz

提出了不可压粘性流体的最小能耗原理。1929年Bateman提出了第一条可

压无旋理想流体的变分原理【5】。

Hamilton原理在流体力学中的应用在上世纪50年代和60年代是一个热

门话题。许多学者(如Herivel)都想套用Hamilton原理来建立流体力学的变

分原理。结果证明对于理想流体在Lagrange空间中的流动，Hamilton原理

是成立的：而在Euler空问中，这种努力曾不断遇到困难【6l，例如，t955年

Herivel曾在Euler空间中导出过理想流体的Hamilton型变分原理，但它并

不能代表理想流体的所有流动，对于均熵流只能得到无旋方程，然而根据

Croeeo定理，均熵不一定无旋【71。1963年林家翘￡81对Herivel现象作认真研

究，对Herivel变分原理加了三个所谓的林家翘约束后，变分原理可应用于

～般的流体。1968年Seliger和Whitham[91进一步发展了林家翘约束理论。

1983年Ecer和Akayll01为减少林家翘数作了很多努力，从而使得林家翘约

束理论变得实用，并进行了大量的二维有限元计算，取得了很好的成果。1993

2
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年刘高联⋯1应用林家翘约束理论建立了变域变分理论，谢定裕112]和

Finlayson[5】分别将林家翘约束理论用于分层流体变分原理和磁流流体的变

分原理的建立。1984年钱伟长【13】运用权余法和拉氏乘子法，推导出了粘性

流体力学的广义变分原理。

从数学的角度看，变分法研究的是极值(或驻值)性质。变分法的一个最

重要的优点是我们能够利用变分直接方法来解决工程上的一些问题，它已经

广泛应用于数学、物理、力学、控制论等各个领域，是研究物质系统的能量

(泛函)与方程之间的关系的一门科学。

根据泛函求极值的方法为我们许多领域的问题提供了不同的概念，求解

一些泛函的极值问题完全等价于求解某些与之相应的微分方程。所以。这种

方法对不同领域中的许多数学物理问题赋予了一种完全不同的新观点。例

如，在光学中，一束光线在真空中从一点到另～点所需的时间相对于一族“容

许”的光程取极值等价于辐射光程的Maxwell方程。这就是著名的Fermat原

理。在质点力学中，对于动能和位能的差值(即拉格朗日函数)在二点之间沿

一族“容许”的路径积分而取极值所得到的路程与应用牛顿定理推导而得出

的正确路程完全一致，这就是Hamilton原理。在弹性力学中，我们首先需要

研究的是所谓的最小位能原理。这～原理是对一个物体的总位能相对于一族

容许的位移场取极值，使满足物体的平衡方程。

1．2非线性方程的研究状况及其发展

自20世纪60年代开始，非线性科学飞速发展，因而非线性科学的内容

也日趋丰富，在物理学、力学、地球科学、生命科学、应用化学等各个学科

中有着广泛的应用，随着生产力发展的需要，人们必须深入到非线性问题的

研究领域中去。以力学学科为例，正如钱伟长在“关于非线性力学”f14】～

文中指出的，本世纪40年代人造纤维与塑料的问世(它们的本构关系是非线

性的)，航空工业采用薄的固体材料(因而产生大变形)，飞机飞行速度要突破

“声障”(跨声速方程)，这就是非线性力学出现的工业与生产背景。在非线

性领域中，由于叠加原理不适用了，原先那些数学方法有些就失效了。尽管

线性方程定解问题的适定性(存在性、唯一性和稳定性)在非线性方程中同样
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存在，但非线性方程的适定性问题要复杂得多，并且非线性方程有许多自身

的特点，这就导致了非线性方程没有统一的求解方法。

由于非线性方程在实际应用中有着广泛的意义，从而对非线性方程解的

研究成为广大科研工作者致力解决的重要问题。渐近分析是理论研究中进行

近似计算的有效方法，渐近方法中的奇异摄动理论是解决弱非线性问题行之

有效的手段之一。目前，国际上有关渐近理论与摄动方法的书籍大体上有两

类：一类是Bender和Orszag的《高等应用数学方法》1151和Nayfeh的《摄

动方法》Il 6】为代表。另外，在很多文献中着重给出了一些求解物理学中的

非线性方程的方法，主要有试探函数法、摄动法、行波解、相似变换和自相

似解、特殊变换法、散射反演法及Baeklund变换等各种方法【17·18】。对于目

前常用的数值方法在求解强非线性方程时会遇到一些困难，如对初始近似非

常敏感，当初始近似解在真解附近时，则容易收敛；但当初始近似解远离真

解时，迭代过程很难收敛。有些非线性方程即便求出精确解，也是以隐函数

或特殊函数的形式出现，不便于应用与理解。

1．3本文的主要工作及其意义

本论文将从变分法的角度来研究某些非线性方程，通过建立起非线性方

程的变分原理来研究所讨论的方程。为此，我们建立了一些常见的非线性方

程的变分原理，通过对变分原理的研究可更深入地了解这些非线性方程及其

解的主要特征，进而得到非线性方程的近似解，为解非线性方程提供一个有

效的解题思路。

首先，并不是所有的微分方程都能找到相应的变分原理，本文将对如何

建立变分原理作一简单论述，通过各种方法进行类比，然后结合实例，如

Yang—Mill方程、非线性电化方程等，建立相应的变分原理。

其次，大部分非线性方程都存在某些基本特征，这些基本特征可用非线

性分析方法近似地求得，本文对某些非线性方程的各种解法做出比较，再结

合建立起的变分原理，利用Ritz法来求解非线性方程。寻求离子声波方程

的孤立波解一直是人们关注的问题之一，本论文将从变分法入手，得到了一

个新的孤立波解。

4
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第二章建立交分原理的方法

建立变分原理目前还没有普遍适用的方法，是变分学中一个很难的课题，

特别是对于强非线性方程，很难建立其相应的变分原理。建立变分原理有很

多种方法，有经典反推法[19,20,21,22】、变量变换法[23,24】、积分算子法【20】、钱

伟长权余法⋯等。刘高联在流体力学变分原理的研究上也做了很多工作，

特别是在流体力学反问题和杂交问题的变分原理的建立做了很多创造性的

工作【251。文献【6】提出了一种建立广义变分原理的方法一半反推法。

本章将用具体例子阐述如何应用半反推法建立非线性方程的变分原理。首

先介绍一下变分法的概念。

2．1变分法的概念‘261

变分法是解微分方程的一种重要的近似方法，它把解微分方程问题转化为

一个泛函的极值问题，即变分问题，通过求变分问题近似解而给出方程的解。

最近应用变分法求解非线性方程得到了普遍关注，如在文献【15】中讨论了如

何应用变分法求解非线性SchrSdinger方程。

为了阐述变分法的基本思想，我们首先考虑泛函的基本概念。一个自变量

x的函数Y=y(x)，它随自变量x变化，如果有另一个变量，，其值取决于函

数关系)，(力，称‘，是y(x)的泛函，记为m(x)】。注意它依赖于yO)，而不是

简单的y值。

例如一个质点沿光滑的轨道Y=y(z)从彳点自由下滑到B点，如下图所示。



第二章建立变分原理的方法

所需时间

图2—1

．，=p=片=r器 (2．1)

‘，的大小与轨道y(x)有关，时间，取决于整个轨道形状则不是Y值，即取决

于函数关系Y=y(功，J称为y(x)的泛函。

如果我们要选取一个适当的轨迹Y=y(x)，使质点从A自由下滑到B所需

时间最短，这就是求泛函，【J，O)】的极值问题。泛函的极值问题称为变分问

题。在物理学中变分原理有广泛的应用，例如光学中的Fermat原理：光从

某点传播到另一点所取的实际路程是使花费的时间为极值，力学中的最小作

用量原理。在数理方法中，交分法也是一种重要的求解特征值、特征向量的

有效方法。

2．2变分问题的求解【271

求解变分问题方法分为两类：一类是间接方法，将变分问题转化为微分方

程(称Euler方程)再求解；另一类是直接方法，是指不通过求解Euler方程

而直接从泛函出发，根据问题分析，直接引入含有几个待定系数的试函数，

利用极值条件，求得待定系数值。

6



第二章建立变分原理的方法

2．2．1 Euler方程

泛函的极值(或驻值)的必要条件称为Euler方程。Euler方程是将变分

问题转化为微分方程的求解。

为简单起见，设泛函‘，只依赖于自变量X函数y(∞和导数Y’(x)，即

且满足固定边界条件

J(y(x))=e F(圳，)，协

y(xo)2Yo．灭而)=M

(2．2)

(2．3)

设F对x，Y，Y’是连续可导的，当函数)，(功有微小变化y专)，+砂(毋称为变

分)，泛函变化可写成如下形式：

J(Y+6y)一‘，(力=DF(砂+8yy’+8y’)一F(w，Y’)协

*e(爹砂+可OF∥进 (2．4)

泛函的变分可表示为

洲=e髻聃爹∥涉

应用积分算子与微分算子的可交换性，即

则式(2．5)中

8y’：万要)，：要(万y)出 出

e雾撇=e爹丢㈣皿
7

(2．5)
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=爹砂睫一Lr‘,可OF石d c砂逑

取固定端点变分为零，ay[，而=o，万yI嗍=o，则有

e爹砂镊=一e丢彰，锨

将式(2．7)代入式(2．5)得到

Ⅷ=r学一丢c》城=。

由变分曲是任意的，上式为零的必要条件是

』万aF一旦,Ix舀oy=。{砂
、“

【y(Xo)=Yo，八五)=M

(2．6)

(2．7)

(2．8)

(2．9)

这就是对应泛函(2．2)变分问题的Euler方程。

对于较复杂一些的泛函，其Euler方程可以仿照式(2．9)推导过程给出，

饲如

(1)泛函-，取决于y@)和z(x)两个函数的情况

，=【y(x)，z(瑚=rF(训，毛y,Zt)t盘 (2，10)

由万rF(x，y，乞y’，z’)出=o给出Euler方程

f～aF
d【—aFay dr ayj)=oJ

、 一

‘

}一d【≯aFdx=oL出 、瑟“

(2．11)
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(2)泛函取决于y(x)及Y的高阶导数，由

导出Euler方程

J e F(x，Y，Y’，)，。，Y”)ax=0由
(2．12)

idF一夏d匆aF)+万d2匆OF)一善(争=。 (2．13)

(3)泛函取决于多元函数u(x，力，由

导出Euler方程

2．2．2Ritz方法

占rF(w，“，也，u,)axdy=0 (2．14)

瓦OF一瓦0尉0F一面0‘剖0F=。 (2．15)

这是一种直接方法，它是根据问题分析给出试函数。其特点是试函数必须

满足边界条件。试函数中包括几个待定系数，即假设

y(x)=f(x，q，岛⋯) (2．16)

使泛函‘，成为cl，c2，⋯的多元函数。泛函的极值(驻值)问题转化为多元函数的

极值(驻值)问题：

堂：o
钯

求解方程组(2．17)即可得到q,c2，⋯的值，从而得到问题的近似解。

9

(2．17)
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下面举例说明Ritz方法的具体应用。

考虑泛函

m例=f◇“一Y2—2xy)dr (2．18)

求y@)取，极小值，其中y(O)=O，yO)=O。

根据边界条件选择试函数：

Ⅳ

只∞=∑ak(1-x)x‘
I-l

取打=1，2来计算近似值。先求行=1的情形，此时有

代入泛函中，得

令

从而得

于是得以下近似解

咒(x)=ai(1一x)x

(2．19)

(2．20)

J(ad=f[彳(1—2x)2一砰(1一x)2—2a1(1一x)xz]dx
3 2 1

2而听一iq (2·21)

再求，l=2的情形，此时设

蔷=。

5

q。丙

M(加素(1一班

lO

(2．22)

(2．23)

f2．24)
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弘(x)=al(1-x)x+a2(1一x)x2=x(1一x)(q+alx) (2．25)

代入泛函中，且令

从而得

于是得以下近似解

堂：0．旦：0
a岛d瓯

7l 7
q 2了丽，吒5石

y2(x)卟咖岛+雨7 x)

对于泛函(2．18)的解析解为

y(x)=罢一x
SIIll

近似解与精确解的比较如下图所示：

图2-2

(2．26)

(2．27)

(2．28)

(2．29)
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从上图可以看出，Ritz法是一种有效的方法，上例中二阶近似的精度已经相

当高了。

2．3变分反问题

把微分方程及边界条件转化为泛函极值问题，称之为变分反问题。变分问

题一直被学术界所重视。1978年的IUTAM会议上一些学者提出一些新的建立

变分原理的方法，如Athel等[2s1提出了建立耗散系统的变分原理。由于奇数

阶导数不存在相应的变分原理，所以在处理时需要引入伴随变量。刘高联在

变分反问题也做了大量工作，提出各种流体力学反问题和杂交问题的变分原

理。 最新变分反问题的进展可参考Sieniutycz和Farkas的专著【291。在文

献[29】中研究了各种变分反问题，包括Navier-Stokes方程的变分原理。本

文将应用半反推法建立问题的变分原理。

半反推法的基本思想是构造某一形式的试泛函，然后使其Euler方程满足

场方程。在文献【6】中，对如何寻找试泛函有详细的论述。半反推法主要由

三条路线组成：第一条，从已知的场方程及边界条件出发构造多变量的广义

变分原理；第二条，从已知的单变量或少变量的变分原理出发构造多变量的

广义变分原理；第三条，通过构造一个适当的能量试泛函来建立多变量广义

变分原理。

下面以几个非线性方程为例阐述半反推法的基本思想。

2．3．1 Yang—Mills方程

我们考虑Yrang．MiIls方程f1 71如下形式：

∥2)，。一，P222y=O

∥2，一e2口2P2Y2z=O

上述方程中各变量的物理意义见文献【17】。

该方程是耦合的方程组，Fh(2．30)式我们可以设泛函的形式可表示为

12

(2．30)

(2．31)
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J()，，z)=『(圭∥2y“+三e2p222y2+F)dx (2．32)

式中F为z或其导数的待定函数。

上述试泛函的特点是：对Y独立变分即可得到方程(2．30)，这样F只是z

的函数．对z独立变分，我们得

e2p2砂2+_8F：0
0Z

式中SF为对z的变分导数，可定义为
占z

8F aF a aF 铲aF

瓦2i一瓦瓦+丽忑⋯

我们的目标是使方程(2．33)与方程(2．31)等价，为此我们设

娑：_c2秒：：一嬖：，瓦一矿矿一争矿

从上式(2．34)我们可确定F，得

F：三笆：，：
2口2

这样我们得到了以下的一个变分原理：

(2．33)

(2．34)

(2．35)

彤，力=』(矿1 y‘+寺2严+圭e2p222y2)凼 (2．36)

我们取泛函J(y，z)的变分8J(y，z)=O，则有

州y，加艿且矽1 y‘+寺2∥+主92p222y2)办
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=妒y’曲。口f1．2 z'6z'+e2p222y缈+e2p2秒28z)dx

=f(-p2yu。oy一万)B2 z"Sz+e2p222y艿y+e2p2砂2占z)出

=f【-(p2y。_e2p222力砂一学z协z—e2矿纠2)万z】出=。

由8y及8z的任意性，我们得到Euler方程

芦2少一e2p222y=O

譬办z-eZp2zyz=o
口‘

(2．37)

(2．3s)

(2．39)

化简(2．38)及(2．39)11p得(2．30)及(2．31)。这也正表明了(2．30)及(2．30这个耦合

方程组是变分问题(2．36)的Euler方程。

2．3．2非线性电化学系统

近年来，很多学者对非线性电化学的研究做出了一些模型【30，311，Scott等【30】

得到固体聚合物电解质的一个近似模型，其方程如下：

碧一脚exp(M，护。

窘一鸩cexp(Ms护。

(2．40)

(2．41)

其中叩是标准超电势，c是标准电流密度，z是标准距离，M、鸠及坞是

常参数。

其边界条件：

刁’(0)=O，c(O)=c0

14
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c’(o)=0,1／(1)=巨 (2．43)

对于方程(2．40)和(2．41)看起来似乎很简单，但是要求它的数值解或者解析解

都很难的。Cheng等应用Adomian分裂算法【321讨论了这个问题，但在这个

过程中，计算Adomian多项式相当繁琐且得到的解是弱收敛的。而交分法

可克服这些缺点，我们应用半反推法【6】来建立其变分原理。

由(2．40)和(2．41)得到

其中墨，局是常数。

把(2．44)代／N．(2．40)得到

。：等，7+即+玛弘茁刁似I豺K2 (2．44)

碧一(蚴+MKz+MIK2)e坳=。 (2．45)

由(2．45)式我们可以设其泛函形式表示为

对玎独立变分得

于是有

坳)=琏(》2一篆(铆局妙调出 (246)

碧叫即峨炉”+等=。 (2．4，)

孚：一Mm77 M辨_，W．P。’
面 “ (2．48)
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由于

因此

IM2rleum却如=万IMzrleum砌=万静d。蚴)

=艿瞪叩抄一瓦M．__L。．2 eMJ4姥 (2-49)

肛一(等秒一坞M2。eUj4)
于是得N(2．45)对应的变分原理

坳)=畦◇2+鸠砖叩一方酬川忙

+嵯(料K2)exp(Ms撒
求其Euler方程得

jdL=一—d—(—dL—)：M2玎exp(Ms叩)d如 z、drL。
。l “’

(2．50)

(2．51)

+M(蜀z+岛)exp(Ms,z)一导南：o (2．52)ag化

通过化简，我们可发现(2．52)与(2．45)是等价的。

2．3．3化学反应

考虑一化学扩散反应【33】

要-V．D,V“也研
4

16
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其中c’是化学反应含量，一也是每单位体积的化学反应率，见是有效扩散

系数．

假设此反应的扩散反应过程是稳定的，方程(2．53)可化为‘

其边界条件为

见(矿02c,+，2_o咖e)=也

罢．o’of=c,
or

引入变量C=一／Cs和R=firo，于是我们便得到N-F2rNt331

祟OR+三R箜OR=≯2c“z
’

篆(o)=0，co)=1

这里≯=J再i7面，毛是化学反应常数。
对于式(2．56)变形得

由于

R2磐+旯箜：R2≯2C一
觎2 觎 ’

(2．54)

(2．55)

(2．56)

(2．57)

(2．58)

6彦2c篆，2dR；p2 OOR-》C2 cdR ∽s，，

J a臣n笙+l∥搬=触2c”艿CdR (26。)

17
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于是得到下面的变分原理

旧=睁2(篆)2+等∥凇 (2．6·)

式(2．60相应变分问题的Euler方程

生aC旦OR(寿OC=。、

o，

其中G=aClaR，L为Lagrange函数：

(2．62)

上：!R：(等)2+璺c州 (2．63)2、觎’ 刀+1 、 7

这样我们可得到泛函(2．61)的Euler方程：

∥c”一b-塞R(R2历OR)=。 (2．64)

方程(2．64)与(2．5s)等价。

对微分方程转化为变分问题，这样就可利用Ritz方法求得近似解，从

而得到原微分方程的近似解。

利用Ritz方法，可以选择满足边界条件簧(o)=o和c(1)=l的试函数，
进而得到其近似解。

为了说明问题，讨论≯=1时近似解与精确解的比较，讨论珂=l和n=5的

情况。

1)当n=l时，取一阶近似，由边界条件令

C=a+n—a)R2 (2．65)
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把(2．65)代入(2．61)并结合n=1，得

∞)=琏R2(-2aR+2砰+i2硝州l叫购2瑚

由Ritz法，令

由此得

因而得一阶近似为

尝=o

a=0．847826l

<2．66)

(2．67)

(2．68)

C=O．8478261+0．1521739R2 (2．69)

取二阶近似，同样由边界条件，令

C=a+掀2+(1一口一b)R3 (2．70)

同样把(2．70)代／N(2．61)并结合n=l，由Ritz法得到二阶近似为

C=0．85146871+0．13371931R2+O．01481 198R3 r2．71)

由此我们可以进行比较，如图2—2所示

19
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图2—2

2)当行=5时，同理可以得到一阶近似和二阶近似，如图2-3所示：

图2-3

由以上几个例子可看出，变分法是求解非线性方程的有效数学工具，而

半反推法在建立变分原理的有效方法之一。
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第三章求非线性方程的一些解法

尽管绝大多数非线性方程很难求其精确解，但一般来讲，大部分非线性

方程都存在某些基本特征，这些基本特征可用非线性分析方法近似地求得，

如果再结合数值方法，则可求解绝大多数非线性方程。

对于一般相对简单和经典的非线性方程，主要是常微分方程、差分方程

和函数方程的求解，这些利用简单变换和直接积分的方法求解。

下面针对其中的方法并结合文献【16][17】对一些具体非线性方程的解法

作一阐述。

3．1摄动法

摄动法【16】是求解非线性方程的一种重要的方法，这在很多文献中都出现

过，这种方法的第一步是在方程中引进无量纲的小参数F(0<占《1)；第二步

是将方程的解展开为小参数占的幂级数，从而可以依次求得方程的各级近似

解；第三步是分析摄动级数的收敛性，它通常在自变量变得很大时不收敛，

为了解决这个问题在经典的正规摄动法的基础上出现了许多奇异摄动法。

对于正规摄动法、多尺度方法、PLK方法、平均值方法等方法【171在这里

不一一阐述，仅对约化摄动法作一详细的说明。

约化摄动法是在PLK方法【171的基础上发展起来的一种摄动方法，其目的

是化复杂的非线性方程或方程组为比较简单的且可准确求解的非线性演化

方程，如Burgers方程、KdV方程、mKdV方程和非线性Schr6dinger方程

等。

约化摄动法的第一步是作所谓GM(Gardner—Morikawa)变换，第二步再作

摄动展开，然后再化复杂的非线性方程或方程组为简单的非线性方程。

3．1．1 GM(Gardner．Morikawa)变换【171

约化摄动法常用于求解非线性波动，但不同的非线性波动受不同的物理

规律控制，频散系数不同，因而慢变的空间、时问尺度也不同。设F为一无

2l
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量纲的小参数(它通常为无量纲振幅)，则通常的GM变换的形式为

f=s8(x—ct)，f=Eat

其中口，p和c为常数。

下面是不同非线性方程的GM变换。

KdV方程：

Burgers方程：

mKdV方程：

非线性Schrodinger方程：

善=ofll2(x—ct)，f=占372t

f=E(X--ct)，f=占2r

f=占(x-ct)，f=93t

善=F@一cst)，T=E2t

(3．1)

(3．2)

(33)

(3．4)

(3．5)

在(3．5)式中咚表群速度。

由此可见，对于约化摄动法首先需要确定(3．1)式的d，∥值，这个问题需

要根据具体的方程具体对待。

3．1．2约化摄动法

为了说明约化摄动法，我们举例说明。

浅水波的Boussinesq方程组
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宴+“盟+g丝+三日宴：0百棚夏+g瓦+j爿磊丽2

丝+“丝+^塑：o
西 叙 叙

(3．6)

第一步，作GM变换，即利用式(3．2)。在此变换下有

将(3．7)代入(3．6)得

旦=∥2磊a Einc瑟aat 丢=∥2杀 (3．7)
8f 8∈二abc 8￡

。。

s罢叫妻+“妻+g妻+等c，善茜一2也啬+∥》=o8瓦吖面栅琵+g面+了(∥石面以矿。石磊F¨矿否歹)。o
占丝一c婴+^丝+矗丝：0
af 苗 西 鸳

(3．8)

第二步，对／,／和h作摄动展开。因静止时(／,／=O)流体深度为日，因此，摄动

展开应为

fh=H+s矗+占2髓+⋯

i甜：s％：^■

将(3．9)代A(3．8)，得到其～阶近似和二阶近似方程组分别为

和

一c鲁+辔=o8{。8∈

一c盟+何堕：o
a{8{

(3．9)

(3．10)
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鲁一c专M嚣+g薏+j1细争=。
鲁一c嚣+屿面Oh,+啊嚣+嗉～ 。。m，

一阶近似(3．10)的两个方程分别对善积分，并取积分常数为零，则得到

由此有

由(3．11)和(3．13)得二阶近似

这就是KdV方程。

3．2行波解

q=gh,，以=矗地

c2=gH=c02

(3．12)

(3．13)

石Oh,+西3co q．面O／’+i1％日旁=。 (314)

求非线性方程的行波解是将方程的解写成下列形式：

甜2”(f)，孝2x一甜 (3．15)

其中c为常数，相当于波的移动速度。

下面以广义的热传导方程为例说明一下。

广义的热传导方程为

罢：r昙(圹为西 苏、 良7 (3．16)
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其中r为导温系数，tTt"为常数。当口=0时，方程(3．16)化为线性热传导方程。

把(3．15)式代入方程(3．16)，得

一c妾：茁要(矿安) (3．17)
d￡d{、d{’

、

上式两边对f积分一次，取积分常数为零，得

当口≠0时，上式对f积分求得

"h生+一c：0
d{K

(3．18)

“=[一!!(f一磊)】17口=【一E．Sc(x—ct一磊)】1，。 (3．19)
r r

其中彘为积分常数。当口=0时，方程(3．18)积分求得

甜：4e÷：彳e{(“) (3．20)

其中爿为积分常数。

从20世纪60年代开始，对非线性现象的研究发生了根本性的变化，发现

许多不同的非线性偏微分方程有某些共同的性质，有共同的求解方法和性质

相似的解。而对于KdV方程在物理学与工程学科的许多问题中相继出现，

如等离子体中的磁流体波、离子声波、弹性体中的纵色散波等。下面两章我

们就KdV方程以及等离子体中的离子声波方程作一详细的讨论。
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第四章KdV方程

KdV方程是1895年荷兰数学家Korteweg和他的学生de Vries在研究水

波时，发现s．Russel观察到的孤立波【341是波动过程中非线性效应与色散现

象互相平衡的过程，并导出了如下形式的方程

其中口为常数。

4．1 KdV方程的一般解法

Ut+O／UUx+“m=0 (4．1)

文献【17】应用行波法，齐次平衡法和Jacobi椭圆函数展开法求解KdV方

程，得到了该方程的准确周期解及孤波解，且给出了若干新的精确解析解。

对于一般形式的KdV方程

为寻求它的行波解，令

代入KdV方程(4．2)得

丝0t+群罢+∥雾=o缸’缸’
(4．2)

善=x-ct，u(x，f)=“(f) (4．3)

吖毒+“面0u+喀=。 ∽4，

通过积分等过程，求得(4．2)的行波解【34】。

当口>0时，其行波解为

恍地氆)cn2(1膝睁删∽觚¨ (45)
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其中岛为积分常数，而

当p<0时，其行波解为

七：[／／1--U2：
、|砘一蜘

(4．6)

一小：飞灯c扛矗睁㈣(u2<u<zh， @，，

其中磊为积分常数，而

k=[112-193．
、『坼一鸭

由其行波解可知它是周期函数，其振幅为

口=％一U2

对于方程H．1)的行波解，我们同样令

其中c为常数。

将(4．10)代入(4．1)，得

对善积分一次得

其中A为任意常数。

善2x—ct．u(x，f)=“(孝)

一c“t+OtUU,f+u；§{=0

喇+要“2+％=彳
2

¨

(4．8)

(4．9)

(4．10)

(4．11)

(4．12)
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用％乘(4．12)式两边，并对毒积分得

3uf2+CfU3--3CU2-6Au=6B (4．13)

其中B为任意常数。

由于孤立波是一个局部波，当善j+oo时，“(掌)及其各阶导数都趋于零，于

是由式(4．12)和(4．13)知，应有

从而(4．13)式变为

4=B=0

3唯2="2(3c—au)

(4．14)

(4．15)

从(4 1 5)可看出，只有当3c一伽≥0时，KdV方程才可能有实的行波解。当

“=兰时，％=0。由此可知当f由--oo变N+oo时，“由零上升到极大值丝，
口

’

口

然后又下降到0，这种形状的波就是前面提到的孤立波。

4．2 KdV方程的变分方法

为了更好的获得KdV方程的孤立波解，我们从变分法的角度去考虑。

在文献【35】中首先把方程(4．15)改写为

解之得(可查积分表)

望：必
u43c—O'ld

。

(4．16)

州飞f厮压clu 2忑1 h铡要 (4．17)
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其中A为积分常数。不妨设A=0(否则作f的平移)，则(4．17)式可化为

／,／=》h2车2 f=——SeCn一——亡
盯

其中sech(x)为双曲正割函数。

而“=sech2X的图形如下

l 。} l—mF(日l

一卜 一}一
f
／ ⋯．＼
}
l ⋯r‘

i ／i i＼ ；
i／； i＼i l {

_i i K二[⋯■一

(4．18)

图4．1

如图4一l，这说明KdV方程有孤立波解，同时也会发现其解的复杂性，因为

要用到特殊函数的计算。

下面我们对KdV方程建立变分原理。

考虑KdV方程的形式为：

拿一6甜宴+垂：o瓦曲甜面+万．0

它是一个三阶的非线性偏微分方程，

将行波解(3．1 5)代入式(4．19)后得

(4．19)

它的非线性项为甜_Ou，是二次非线性
aX

(4．20)

O=

塑妒
+

咖～彬

凹

”“
幽一彬
吖
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两边对善积分，并取积分常数为零，有

一删一3u2+—d，2u：O
dP

由此我们可得到(4．19)的变分原理为

(4．21)

，=胯cu2+u3+j1铲．du西 ∽：：l

我们用Ritz方法求KdV方程的孤立波解。

令

则

”=psech2(菇)

赛一2朋融2(gf)tanh(鳓

将式(4．23)及(4．24)代入式(4．22)得

则

(4．23)

(4．24)

‘，=n主印2蛐％()+p3 sech6(g卅1(4p2q2 sech4(q{：)tanh2(㈣)】鸳

：生×2+芝×一8+2p2qx一2
2q 3 巧15 15

：生+堕+一4p2q3留 159 15
(4．25)
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由上两式得

由此得

因此式(4．23)可变为

即

f5c⋯12p 4q2
1 5c：一8p+492

一≯1 g=压舻一j。．g=√i

舻÷ech2(出D2 、V4～

心，f)=一量sedh2睚∽∞】
此结果与文献【36】中的结果是一致的。

令

则式(4．30)变为

c=k2

毗f)-一等sech2[k(x-kZt)】

(4．26)

(4．27)

(4．28)

(4．29)

(4．30)

(4．31)

(4．32)

和和吐幻里婶争立驴坠劲竖∞
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以下是式(4．32)在k=2时的图形。

2

'5

彳
1

0．5

0

4

_4．10

图4-2 k=2，-4≤t≤4，-10≤x≤10

当k=2。t=0时，如图所示：

、 ／／
＼ ／

l }
l |
＼

f |
’f l
| |
| j

图4-3 k=2，t=0，--4≤x≤4
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5．1引言

第五章离子声波方程

在自然界中，波是一种非常普遍的物理现象，空气能产生和传递声波，

平静的水波上投下一块石子马上出现波浪向四面八方传开。在物质的第四态

等离子体中，同样也产生和传播各种形式的波，由于等离子体中大量带电粒

子的相互影响，尤其在有外加磁场的情况下，等离子体中的波动现象更复杂

得很。

等离子体是由电子和离子组成的电离气体。由于离子的质量现比电子

的质量％大得多(堕“103)，放惯性也大得多，相应的运动频率也要低得多。
聊。

因此，对于热等离子体中的低频扰动，由于等离子体具有强烈的恢复准电中

性倾向，电子和离子都能响应。这时，描述电子和离子的一维纵波传播的动

力学方程【37，38】为

盟+昙(％t)：oot氟⋯7

盟+昙(％吒)：oot缸⋯’

M_e+v》电纠鲁

(5．1)

(5．2)

(5．3)

他％e+心》砸E一瓦豢 (5．4)

竽：4疗。(nj-n,)四
(5．5)

其中nj，'t-'j，mj分别表示离子(．，--i)和电子(，=P)的密度数、速度和质量；E是

电场。绝热压缩过程已通过压力梯度项挈：l誓(，：f，e)考虑到方程中去。
Ox ’废
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5．2离子声波传播的力学分析

离子声波是没有磁场时的等离子体波。因为是低频长波其速度跟空气中

的声波速度的表达式相同，因而称离子声波，但它与空气中的声波又有很大

的差别，其机理是电荷分离所产生的扰动电场引起电子和离子之间的耦合。

在无碰撞的等离子体中，驱动离子声波传播的力来源于离子的热压力和

由于电荷分离而产生的静电力。当等离子体受到低频扰动形成所谓稠密区域

和稀疏区域时，一方面，离子的热压力使离子扩散；另一方面，在离子的过

剩区域中电荷分离产生静电场。但是，这个电场由于受到周围电子的不完全

屏蔽，还有量级为r,／e的电势m泄露出来，且有娑=-E。这爵，关于电子
的运动方程为(5．4)，由于电子质量很小，在低频扰动下，忽略(5．4)式左边的

惯性项，N(5．4)式成为

丝+三盟：0--e，—一+—：——一=
缸心0x (5．6)

由予电子的运动比离子波快得多，所以正=常数是个很好的近似。所以求解

(5石)式得

西：量lll生
8 ‰ (5．7)

在泄露电势m的作用下，离子从稠密区被压缩到稀疏区，为使离子声波

不受朗道阻尼m，381而传播，其必要条件为：刍《l，当t为有限值时，可忽
』0

略(5．3)中右边第二项，于是，方程变为

盟+v堕；三E：一三丝
吉+E云5i肚一ii (5．8)

这样，具有Boltzmann分布的高温电子气体中的冷离子的运动方程便为

(5．1)、(5．5)、(5．6)、(5．8)式，即
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百ant+去(啪=o西 教～“

萼：4钟(n。-ne)盘

一。塑+三堕：0
舐％缸

(5．9)

(5．10)

(5．11)

誓+vf冬：三E：一三罢 (5．12)
a ‘叙 m 缸

、

7lml

上式通过消变量及无量纲变换就可得到

塑+甜塑+三鱼：0
百Ⅷ瓦+i瓦2

(5．13)

署+警+丢唔+V丽0，【_I犁On～ ∽㈣

近年来，等离子体中的一维离子声波问题已有较多的研究‘39，40,411，文献【41】

采用摄动方法推导出了KdV方程，文献[42】得出线性色散关系中存在色散

项，是非线性方程有孤立波解的必要条件。

5．3离子声波方程的变分原理

考虑以下形式的离子声波方程【43】

害+昙㈣瑚
害+瓦0气．1 V2+妒)=o
堡√+”：0
良2

(5．15)

其中n，v，≯分别为离子密度、运动速度、低频电势。
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下面通过建立变分原理来进一步研究。由(5．15)的第一式，我们引进一特殊

函数甲，并定义为

(5．16)

为了更好的建立(5．15)式的变分原理，应用半反推法【6】，考虑试泛函

地")=f2毋e【v詈+哇州)罢调出 (5．17)

其中F是n，v及其导数的待定函数。

对≯取变分，得Euler方程为

其中

塑+坚：o
钕 6西

等2两OF一讲e_C睨or)一昙c静+昙c毒+芸Ot c矛一·却 印讲睨 苏、a以7缸”a丸’ ”a丸7

由(5．1 8)结合(5．16)式及其(5．15)的第三式，得

由此可得

所以

些：一丛：一。：垂√
勖 反 苏2

F一三(罢～坝v)

(5．18)

(5．20)

(5．21)

玎

胛押一缸胛一西
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地俨)=r研e【V詈+吃1 V2埘芸一圭(尝)2_冉f(v)]dx (5．22)

为了进一步识别，，对v取变分，得

结合(5．16)得

由此

竺+，丝+型：0
融 敏 6～

(5．23)

掣：一些一v罕：--(一nv)--Vn=0 (5．24)
西 Ot 缸

、

最后，我们得到如下的变分原理

且令

厂=A(A为常数)

帅旗甲)=f2出e【V詈+(j1 V2堋罢一丢《严冉彳协

细詈+哇V2均罢一三c髻～+4
对于上述方程分别对甲，≯及v取变分，得

一詈一萨a．一I V22堋=o西苏、
“

譬+耄√：o
ax ax2

竺+。型：o
Ot 彘

(5．25)

(5．26)

(5．27)

(5．2s)

结合(5．16)便得到(5．15)式，由此得iiE(5．15)是变分问题(5．26)式的Euler方程。
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设

n=n(O，”=”g)，≯=矿④，善=x—d (5．29)

将式(5．29)代入(5．15)，得

一嘉+丢c州=o
一立+，旦：一生
d芎d{d{

堡：一一聆
妒

(5．30)

上式的前两式对善积分，设㈦_'∞时，刀j1，v寸。

则

由(5．31)式的前两式，得

n(c-v)=c

l(c-v)2=1C2--≯

旦至：∥一n
df2

E焉C
把(5．16)和(5．32)式代入(5，27)式，并取A=1得

三=一lnv2+n西一三2拦"0x"12_∥+1

(5．31)

(5．32)
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因此，(5．26)n-J写为

《一c正面一丢(譬)：√+l (5，33)
Z戤

，=2-c扩面一主(警)2-“1皿 (534)

下面利用2．3节中Ritz法寻找其孤立波解。

令

则

矿=psech2(qx)

掣；-2pqsech：(qx)tanh(掣)
盘

由Taylor级数展开式可得

∥巧一詈一万2一参+0(奶

如w+譬+￡6+D(∽
将上两式代入式(5．34)近似得

(5．35)

(5．36)

，=f(一丢(警2+害一罟扔出 (5．37)

将(5．35)和(5．36)代入式(5．34)得

J=f【_j1～*p2畔2 ch4(qx)tanh2(弘))

+可1--C2 p2 sec^4(弘)+等c4C4 p3 sech6(qx)]dx
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由Ritz方法知

由此得

=-2p2q．吾+警告t等等吾
4p29．1-c2 P2。4(3一c4)P3一百+可’了十可+i

12c4 2

p2 3-_嚣q‘

由此，知振幅P不仅仅与孤立子的宽度q有关，还与波速c有关。

5．4化离子声波方程为KdV方程

(5．38)

(5．39)

(5．40)

对于离子声波方程(5．15)，我们利用前面提到的约化摄动法【171作适当的变

换，可将其化为KdV方程。

令

则

手=F2(x—f)． (5．41)

旦Ot=占；旦OT一占；杀，昙=E12昙(5 42)一邵2一q2琵’瓦 瑟 )

40

枷

卸
￡g，一矿警警一～蛐一～塑"垡：2Ⅳ一印Ⅳ一却
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将(5．41)式代入(5．15)，得

再令

将式(5．44)代入(5．43)，得

一阶近似

解得

二阶近似

s瓦an一嚣+壶(肿)=。s瓦一琵+琵‘肿)-o

占鱼一堡+。曼：一丝占——一一+V一28t a导 a{ a芎

￡堡=e，一／'1￡o：=’一

一堡+堕：o
a善 a善

一亟：一丝
a{8{

啊=魂

要：尝(可取啊：v1)
a毒 a掌

1 1

(5．43)

(5，44)

(5．45)

(5．46)

(5．47)

+

一

～办"铲

}

占

占^++耋!q硝

1I

lI

=

ll

V尹

”
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由(5．48)式的第三式可得

丝一丝+垫出+8v_生2：o
Or 8{8{8{

巫一丝+弘亟：一丝
8t 8￡ ’a{8￡

擎和j1冉％ (5．4。)

尝：饕+饕稿一冬 (5．49)
8{1 a{8{”a{

、 ’

把(5．48)式的第一、二式代入(5．49)式，并结合(5，46)及(5．47)得

即

令

方程(5．51)变为

百03nl：一盟+堕一vl丛+磊盟一堕一旦业一一Or2a{1 8{a{
1

a{1I 8{ af 8t a∈

=≈要一2％鲁 (5．50)
af

1

af
、

娑+钨饕+三鍪：o (5．51)
8f“a￡2 8P

、 。

稿“(扣1，f=哇)毛 (5．52)

型一6西型+塑：o
8t ?8s 8s|

42

(5．53)
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方程(5．53)式为KdV方程，这样，离子声波方程就可转化为KdV方程来研

究了。

在4．2节中用变分法讨论过对于(5．53)的孤立子解为

㈣=一扣2[店旷卵)】 (5．54)

其中，c是孤子传播速度，孤子振幅为三，孤子宽度为√吾。由(5．52)式便得

代回原来变量，可得

稿专掘鼬2店(犯训 (5．55)

船力毛‰鼬2警协-(1+警础】 (5．56)

令k2=V稀，贝Jl(5．56)式变为

庐=主如ech2jk”o+等)r】 (5．57)

以下是j}=j1时，(5．57)式的图形如下：
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图5肌=i1，一20-<t_<20，一lO<x<lo

而当七=j1，f=o时，其图变为：

，，

一士 。土＼
{ ⋯＼
y f

7 1
．／ ＼

图s·z后=吉，r=o，之o≤zs20

10

!

由(5．56)式可看出，孤立子的宽度与s：成比例。当￡一0时，孤立子变平，

趋近于定态，传播速度趋近于速度l，这与文献[41]的结论是一致的。同时，

¨

∞

∞

¨

o却
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振幅与孤立子的宽度为

p=三掘占，g=萼届)2 (5．5s)

对于离子声波方程(5．15)，文献【17】有孤立波解

满足以下关系式

闰妇ch2再睁磊) (5．59)

P=6q2 (5．60)

对于(5．40)式，当c--91时，恰好变为(5．60)式，从而说明(5．40)式的适应性

更广。 ．

通过以上分析可以看出，变分法是求解孤波解的有效方法之～，并且能

反映孤波的波速、波宽和波高之间的内在关系(参考式5．40)，而一般方法

只能求出波宽与波高之间的关系(参考式5．60)，这充分说明了变分法具有

更广的适应性。
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第六章结论与展望

本文应用变分法研究了非线性波动方程，得到了一些初步结果，显示了

变分法是寻求非线性方程的孤波解的有效方法之一。本文主要的工作可概括

如下：

1．详细阐述了如何应用半反推法建立非线性方程的变分原理，开拓了半

反推法的应用范围。用具体例子阐述变分原理的建立过程及求解方法；

2．为了建立非线性波动方程的变分原理，我们引进了一个变换， 使得

变换后的方程存在变分原理。首先我们建立KdV方程的变分原理，得到的近

似解恰好是方程的精确解，这充分说明变分法的有效性；

3．由于非线性离子声波方程的复杂性，很难直接建立相应的变分原理。

为此我们根据质量方程引进了一个特殊函数，并以特殊函数为独立变量建立

了相应的变分原理，最后应用Ritz法得到一个新的孤波解，它反映了波速与

波宽和波高之间的内在联系。

本文尝试了用变分法求解非线性波动方程的孤波解，得到了初步结果。

还有很多工作有待于进一步完善。

1．该方法有一定的局限性，只有在建立变分原理后才能有效使用。因

此寻求建立变分原理更有效的方法将具有理论和应用价值；

2．该方法适用于其他形式的非线性波动方程。如果选择适当的试函数，

可以求解非线性波动方程各种形式的解，如周期解、compact解等；

3．进行数值计算，并与得到的解析解比较，进一步说明该方法的有效

性。
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