
 

 

    

题目1证明题    一般 

      
。使

，内至少存在一点上正值，连续，则在在设

 
bb

dxxfdxxfdxxf

babaxf

 

a 

 

 

 

a 
  )(

2

1
)()(

  ),(  ],[ )(







 
解答_ 

      从而原式成立。

又

即

使在一点由根的存在性定理，存

时，由于

证：令





















































 

a 

 

 

 

a 

 

 

 

a 

 

a 

 

 

 

a 

 

a 

 

a 

 

 x

 

a 

)(2

)()(

)()()(

)()(

0) F(

b)(a, 

0)()(

0)()(

0)( ],[

)()()(

dxxf

dxxfdxxf

dxxfdxxfdttf

dttfdttf

dttfbF

dttfaF

xfbax

dttfdttfxF

b

bb

b

b

b

bx

Q

 
 

题目2证明题    一般 

      
。证明

且上可导在设

2)(
2

)(:

,0)(,)(,],[)(

ab
M

dxxf

afMxfbaxf

b

a





 

解答_ 

      
。

有由定积分的比较定理

又

则微分中值定理

上满足在由假设可知证明

2)(
2

)()(        

,         

)()(          

),(   M ,(x)f         

x)(a,               ))((                  

)()()(          

,          

],[)(),(,:

ab
M

dxaxMdxxf

axMxf

bax

axf

afxfxf

xaxfbax

b

a

b

a


















 

题目16证明题          
。证明：

上连续，，在设

 



aa

dxxafxfdxxf

aaxf

 

0 

2 

0 
  )]2()([)(

 )0( ]2,0[  )( 

 

解答_ 

      
。

，则令

由于















a

aaa

a

a

aa

dxxafxf

dttafdxxfdxxf

dtdxtax

dxxfdxxfdxxf

 

0 

 

0 

 

0 

2 

0 

2 

 

 

0 

2 

0 

 )]2()([                 

 )2( )( )(

2

)()()(

 



 

 

题目5证明题     

      
。

；

为正整数，证明：设

   sin)2(

  cos)1(

 

 

2

 

 

2

























kxdx

kxdx

k

 
解答_ 

      。

。




































































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2

()0
2
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 ]2sin

4

1

2

1
[

2

2cos1

sin)2(
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2
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2
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 ]2sin

4

1

2

1
[

2

2cos1

cos)1(
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2
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k

x
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k

x
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题目18证明题    一般 

           
。试证

且上有一阶连续导数在设

1)]([:

.1)0()1(.]1,0[)(

21

0




 dxxf

ffxf

 
解答_ 

     。

证明

1          

1)]0()1([2         

1
0

1
)(2         

)(2)]([         

1)(2)]([         

01)(2)]([]1)([:

1

0

1

0

1

0

2

2

22















ff

xf

dxdxxfdxxf

xfxf

xfxfxf

 
 

题目3证明题    

      
。则

上连续，在区间若函数

  ])([)()(

 ],[  )( 

 

 

 

  
b

a

b

a
dxxabafabdxxf

baxf

 
解答_ 

 



 

 

      
。

时

时且

则作代换





























1

0 

1 

0 

1 

0 

 

 

])([
1

])([
1

)]()([

)(

0

1

)(,)(

dxxabaf
ab

dttabaf
ab

dtabtabaf

dxxf

tax

tbx

dtabdxtabax

b

a

 
题目21证明题    一般 

      
。证明：

上连续在设函数

 



2 

0 

2
 

0 
   )cos(

4

1
)cos(

, ]1,0[  )( 

dxxfdxxf

xf

 
解答_ 

      
。得证

则令在后一积分中

为周期的函数是以显然证

















































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





















2 

0 
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0 
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0 
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0 
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0 

2 

0 
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0 
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0 

0 
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2
 

2
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0 

2 

0 
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4

1
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)cos(4

])cos()cos([2

)cos(

)cos()cos(

))cos((

)cos(

,

])cos()cos([2

)cos(2

)cos(

)cos(:

dxxfdxxf

dxxf

dxxfdxxf

dxxf

dxxfdttf

tdtf

dxxf

tx

dxxfdxxf

dxxf

dxxf

xf

 
题目22证明题    一般 

。，则连续，且在若函数   0)()()()(
 

 
  xfdttfxfRxf

x

a  
解答_ 



 

 

      。

已知

常数

考虑函数

有且

可导在

连续在

Rxxf

c

ceaf

dttfaf

ceexfc

cxp

exfxfexfexfxp

Rxexfxp

xfxf

xfdttfxfRx

Rxf

Rxf

x

a

a

xx

xxx

x

x

a

































        0)(

0

0)(

0)()(

f(x)            )(

)()(

0)]()([)()()(

.)()(

0)()(

)())(()(

)(

)(

 

 

1
 

 

 
题目23证明题    一般 

          
。证明：

为周期的连续函数，是以设

  )()2()()(sin

 )( 

 

0 

2 

0  






dxxfxdxxfxx

xf

 
解答_ 

      
。

，则令

证明：由于



































































 

0 

 

0 

 

0 

2 

0 

 

0 

 

0 

2 

 

2 

 

 

0 

2 

0 

)()2(     

)()sin()()(sin     

)()(sin  

)()sin(      

)(])[(sin(      

)()(sin         

        

)()(sin)()(sin       

)()(sin          

dxxfx

dxxfxxdxxfxx

dxxfxx

dxxfxx

dxxfxx

dttftt

xt

dttfttdxxfxx

dxxfxx

 
题目24证明题    一般 

      
成立。

都有不等式对于任何试证明

上连续且单调递减在设

 



1 

0

 

0 
)()(

],1,0[:

, ]1,0[ )(

dxxfqdxxf

q

xf

q

 
解答_ 



 

 

      
。

故单调递减又

即由于

从而则令



















1 

0

1 

0 

 

0 

1 

0 

1 

0 

1

0 

1 

0 

 

0 

)()()(

)()(

)()(,)(

,1

)()()(

,,

dttfqdtqtfqdxxf

dttfdtqtf

tfqtfxf

tqtq

dtqtfqqdtqtfdxxf

qdtdxqtx

q

q

 

题目25证明题    一般 

     
。证明

且上单调增加在设

2

)()(
)()()()(:

.0)(.],[)(

 

 

bfaf
abdxxfafab

xfbaxf

b

a







 

解答_ 

      
。

有并相加分别代入上式将

故又因

之间与在

点处的展式为在

时由假设证明

)(
2

)()(
)(      

)(4))](()([2       

)(2)()()(2)]()([       

)(2)()()(2)()(       

,,,       

))(()()(       

.0) (        

)xt  (                                                  

   ))( (
!2

1
))(()()(         

)(].,[         

)()()(          

)()( ].,[:

2

ab
bfaf

dxxf

dxxfabafbf

dxxfxdxxfbadxxfdxafbf

xfxxfbaxfafbf

atbt

xtxfxftf

f

xtfxtxfxftf

xtfbat

afabdxxf

afxfaxbax

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a








































 
题目26证明题    一般 

      。上单调增在证明：

，

，

上连续且单调递增。，在设函数

.],[)(

)()(      

)(  )(
1

)(      

][)(

baxF

afaF

bxadttf
ax

xF

baxf

x

a






 

 
解答_ 

 



 

 

      上单调增。在

，

，从而，故满足且单调增

上连续，则在从而连续在点

时，当

，由积分中值定理内的每个证明：对

],[)(          

b)x(a     0(x)F          

f(x)) f(x a .f(x)          

bxa        
) ()(

          

)])( ([
)(

1)(
          

)(
)(

1)(
)(          

],[)(.)(          

)()() (lim)(lim         

a ax          

x) (a     ) (a)-)(x (
1

)(
1

)(          

],[

2

2

axax

baxF

ax

fxf

axf
axax

xf

dttf
axax

xf
xF

baxFaxF

aFaffxF

ff
ax

dttf
ax

xF

xba

x

a

x

a













































 















Q

 
题目27证明题    一般 

     
。证明

上二阶可导且在设

  )
2

()()(    :

,0)(],[)(

ba
fabdxxf

xfbaxf

b

a







 

解答_ 

      
。

由题设知

之间与介于

有处展开在将

)
2

()(

)
2

)(
2

(
2

1
)

2
()()(

)
2

)(
2

(')
2

()(

0) (

.)
2

ba
x (

)
2

)( (
!2

1
)

2
)(

2
(')

2
()(

,
2

)( ),(

21

2

ba
fab

a

bba
x

ba
f

ba
fabdxxf

ba
x

ba
f

ba
fxf

f

ba
xf

ba
x

ba
f

ba
fxf

ba
xfbax

b

a

















































 
题目28证明题    一般 

      。内满足在

，证明函数可导，且上连续，在在设

  0)( ),( 

)(
)(

0)( ],[  ],[ )(

 

 










xFba

dt
ax

tf
xF

xfbabaxf

x

a

 
解答_ 

 



 

 

      
。

又

内递减在，故时，由已知

b)(a,               0)(F

0a-x

) f()f(

b)(a,                 x, 

 ),( )(0)(),(.

)(

) ()(
         

][a,          
)(

) ()()()(
         

)(

)()()(
)(

2

2

 

 





























xx

x

 xa

baxfxfbax

ax

fxf

x
ax

faxxfax

ax

dttfxfax
xF

x

a










 

题目29证明题    一般 

      
。，则，使同时至少存在一点

，上连续，且对于一切在试证：如果

  0)(0) f(b][a, 

0)(],[],[)(

b 

 




a
dxxf

xfbaxbaxf


 

解答_ 

      
。

于是

时，有，当则存在

，点连续，且在由证明

0)(           

0) ( 2 ) ()(           

           

0f(x)            

)  , - (x0             

b][a, 0) ( )(   :

b

a

  

 - 

b

a
















dxxf

fdxfdxxf

fxf











 
题目30证明题    一般 

      
。试证   )()(

 

 

 

 





ac

bc

b

a
dxxfdxxcf

 

解答_ 

      
。

时

时且

则令



































ac

bc

bc

ac

bc

ac

b

a

dxxf

dttf

dttf

dxxcf

bctbx

actax

dtdxtcxxct

 

 

 

 

 

 

 

)(

)(

))((

)(

,

,

,

 

题目31证明题    一般 

      

。，使内至少存在一点试证在

上可微，且满足等式：在设函数

 

) f(
-) (f )1,0(

0)(2)1(                

]1,0[)(

2

1

0




 

  dxxxff

xf

 
解答_ 



 

 

      

。

即

有上用罗尔定理在对函数

则令

即成立

使有则由积分中值定理

由于

)1,0(      
 

) f(
-) (f

)1,0(      0, ) ()( 

(0,1),1) (      ,0) (

,]1, [)(

);1() (    ),()(

0) ( )1(,0) ( 
2

1
2)1(

],
2

1
,0[ ,

0)(2)1(   

1

1

1

1111

1

2

1

0













 



















ff

F

xF

FFxxfxF

ffff

dxxxff

 
题目32证明题    一般 

           
。证明

都有上的连续函数

并且对于每一个在上连续在设

b)x(a         0)(     :

0)()().(

],[,],[)(




xf

dxxfxgxg

babaxf

b

a

 
解答_ 

      。这与题设矛盾故

且其中

如下构造连续函数

从而

有内即在区间时当

存在故对连续

处在由于不妨设

使设有若不然证明

bxa           0)(        

0)(
2

)(
)()(         

)()(         

0)(lim)(lim          

)  .x -(xx.0)(         

)  .x -(x  x          )(

]b,  (x[] -x,[      x          0
)(          

:)(          

0
2

)(
)(          

.
2

)(
)f(x-f(x)                 

,)  x, -(x, x-x          

0. .
2

)(
 ,          

)(.0)(          

.0)(),,(,:

  x

 -x

0
  x
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。则

，，且上有连续导数在设函数
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。

，使存在一个

，则在该区间上必上二阶连续可微，其中在设
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使连续，于是存在在由于
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公式，有处展成二阶在将

，，则令
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，对称，且关于若
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题目37证明题    难 

       为奇函数。偶函数的原函数中有一

数皆为偶函数，证明奇函数的一切原函

 
解答_ 



 

 

      偶函数。即它的一切原函数都是

，均有切为奇函数时，显然对一，即当

函数，则其它原函数都不是奇

时，但当

是奇函数即

为偶函数时即当

为任意常数

的全部原函数可表示为上有定义，则在设

证明：

)(

)(

)(

)()(

)()()(

)(

2)(

2))((

)(

)()(

0

)(

)(

)(

)(

0)()(

f(x)f(x).f(-x)

lxl-      c                 )()(

)(],[)(

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
0

0

xF

cdttf

cdttf

cdttfxF

cxfxfxf

xF

cxF

ccxF

cxF

cxFxF

c

xF

xF

dttf

dttf

dttfxF

cdttfxF

xfllxf

c

x

x

x

c

c

c

c

x

x

x

x

c























































 

题目38证明题    难 

      内有且仅有一个实根。在证明：

，又上连续，且在设
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内有且仅有一个实根。，在性定理知由连续函数的根的存在
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右式。左式

即得将它与第一个积分相加

有令在第二个积分中

左式

，，则令证明
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题目40证明题    难 

。则：

，连续，且在若函数
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题目41证明题    难 

           
。则若证明 b][a,x          0)(0)(: 2  xfdxxf

b

a  
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      。上知在上的连续性在

再根据已知条件故使

内不能有点即说明在这与假设条件矛盾
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的一个小区间
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题目42证明题    难 

      
。证明：

上连续，在设函数
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。证明

为任一连续函数又且处处二阶可导设
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-](u(t))(

a

1
[f))(

a

1
f(f(u(t))        

u(t)    x          )(
1

        

))(()(f(x)         

0(x)f         

x),(x      .))( (
!2

1
))(()()(         

,:

0

00000

000

0
0

000

0

2

0000

dttu
a

fdttuf
a

dttu
a

af

dttudttudttu
a

fdttu
a

afdttu

dttudttudttu

dttu
a

x

xxxfxf

xxfxxxfxfxf

Taylor

b

a

b

a

a

aaaaa

aaa

a































 
题目44证明题    难 



 

 

       
。收敛，则且无穷积分

一致连续，在证明：若函数

  0)(lim)(

),0[)(

 

0 








 xfdxxf

xf

x  
解答_ 

       

 

。

这与已知条件矛盾

发散，定叙述根据柯西收敛准则的否

有，于是存在正常数

或从而

，，有，则若

从而

，式，有，由，则若

，矛盾

异号，则有与必同号，否则若与，

有

，从而

，有，、使

，上一致连续，即对在已知

，有，且从而，存在数列

，有，，，则设

0)(lim

!

)(,

2
)(,0

2

2
)(

22
)(

2
)(0)(0)(

22
)(

2
)()1(0)(0)(

!)()()()(

)()()()(],[

(1)            
22

)()(|)(|)(|
2

)()(

,],[

2
)()(,),[

0,0
2

),0[)(

 )f(xlim

 )f(xn Nn0 0)(lim

 

0 

0
 

 

0

0
 

 

0
 

 

0
 

 

0

0
 

 

0
 

 

0

0

00

0

0

0

0

0n

0n0



















































xf

dxxf

dxxfNn

dxxfdxdxxf

xfxfxf

dxdxxf

xfxfxf

xfxfxfxf

xfxfxfxfxxx

xfxfxfxfxfxf

xxxxx

xfxfxxaxx

xf

xx

xxf

x

x

x

x

x

x

x

x

x

n

x

x

x

x

n

nn

nnnn

nnn

nnn

n
n

n

n
x

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n






































 
2003年12月02日 



- 4 -

3 微积分在积分不等式中的应用

不等式是数量之间大小的比较，而通过比较可以显示出变量变化之间相互

制约的关系．因此，从某种意义上来讲, 

积分不等式也不例外.在数学分析中积分比等式的尤为重要．许多的积分不等式

在数学分析中都起到了至关重要的作用．所以对积分不等式的研究无论是实际

应用，还是理论分析都有重要的意义．

3.1 微分证明积分不等式

微分在积分不等式中的应用主要是利用微分中值定理、泰勒公式、函数的单调

性、极值、最值、凸函数法等来证明积分不等式．以下对这些方法分别做详细

的介绍.

3.1.1 Lagrange中值定理证明积分不等式   

引理3.1.1.1[10](Lagrange中值定理) 如果函数 ，满足下列条件:)(xfy 

(1)在闭区间 上连续； ba,

(2)在开区间 内可导，),( ba

则在区间 内至少存在一点 ，使得),( ba 

ab
afbff




 )()()( ．

由于在 ba, 之间，因此 )(f  将有一个取值范围，即
ab
afbff




 )()()( 有

一个取值范围，这样就得到了一个不等式．因此，可利用在区间 ),( ba 内的特

点证明积分不等式．

例3.1.1.1 若函数 )(xf 在 ba, 上具有连续的导数，且 0)()(  bfaf .试证

明
 

dxxf
ab

xf
b

abax 



)(

)(
4)(max 2

'

,
.

证 由于 dxxfdxxfdxxf
b
ba

ba

a

b

a  




2

2 )()()( ，

记
 

)(max '

,
xfM

bax
 .由Lagrange中值定理知
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axM

axfafxf



 ))(()()( ' 
，

其中 )
2

,( baax 
 ， ),( xa .

bxM

xbfbfxf



 ))(()()( ' 
，

其中 ),
2

( bbax 
 ， ),( bx .

因此    

8
)(

)(

)(

2

2

22

abM

dxaxM

dxaxMdxxf
ba

a

ba

a

ba

a















；

8
)(

)(

)(

2
2

22

abM

dxxbM

dxbxMdxxf

b
ba

b
ba

b
ba
















.

从而

4
)(

8
)(

8
)()(

2

22

abM

abMabMdxxf
b

a










，

即 dxxf
ab

M
b

a
 )(

)(
4

2 .

例3.1.1.2 设函数 )(xf 在 2,0 上具有连续的导数， 1)2()0(  ff ，且

1)(' xf ，证明： 1)(
2

0
 dxxf .

证 由Lagrange中值定理知

xf
xffxf

)(1
)()0()(

'

'








，

其中 )010( xx  ， ；
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)2)((1
)2)(()2()(

'

'





xf
xffxf




，

其中 )221(  xx ， .

所以

2
1

1

)(1)(
1

0

1

0

'1

0

1

0









dxx

dxxfdxdxxf 

；

2
1

)2(1

)2)((1)(
2

1

2

1

'2

1

2

1










dxx

dxxfdxdxxf 

.

因此 

1

)()()(
2

1

1

0

2

1



  dxxfdxxfdxxf
.

例3.1.1.3 设 在 上可导，且 ， ，求证：)(xf  ba, Mxf )(' 0)( af
2)(

2
)( abMdxxf

b

a
 .

证 由Lagrange中值定理知

))((
)()()(

' axf
afxfxf






.

其中 ）（ xa,

又 ， ，故 .Mxf )(' 0)( af )()( axMxf 

则

2)(
2

)()(

abM

dxaxMdxxf
b

a

b

a



 
.

3.1.2 Taylor公式证明积分不等式

引理3.1.2.1[10](Taylor中值定理）  如果函数 中含有 的某个开区间)(xf 0x

内具有直到 阶的导数，对意 有),( ba 1n ),( bax
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)()(
!

)(

)(
!2

)(
))(()()(

0
0

)(

2
0

0
000

xRxx
n
xf

xxxfxxxfxfxf

n
n

n










            

（3.1.2.1）

其中 1
0

1

)(
)!1(

)()( 





 n
n

n xx
n
fxR ）（

，　　　 　　                 

（3.1.2.2） 

这里 是 与 之间的某个值． 0x x

公式（3.1.2.1）称为 按 的幂展开的带有Lagrange型余项的)(xf )( 0xx  n

阶Taylor公式，而 表达式（3.1.2.2）称为Lagrange型余项．nR

利用泰勒公式证明积分不等式的一般方法是将函数 在所给区间的端点)(xf

或特定点（如区间的中点、零点）展开，通过分析余项在点 的性质，从而得

到结果．

例3.1.2.1 设函数 )(xf 在 ba, 上具有连续的二阶导数， 0)()(  bfaf ,

令
 

)(max ''

,
xfM

bax
 ，证明 3)(

12
)( abMdxxf

b

a
 .

证 对 ，由Taylor公式知 bax ,

.)(
2

)())(()()( 2
''

' baxafxaxfxfaf  
，

注意到 ，因此有0)()(  bfaf

dxxafdxxf

dxxafdxxfaxxf

dxxafdxxaxfdxxf

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a













2
''

2
''

2
''

'

)(
2

)()(

)(
2

)()())((

)(
2

)())(()(

|






，

移项，整理得

3

2

)(
12

)(
4

)(

abM

dxxaMdxxf
b

a

b

a



 
.

例3.1.2.2 设函数 在 上具有连续的二阶导数，且 ，证明：)(xf  2,0 0)1( f
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 
)(max

3
1)( ''

2,0

2

0
xfdxxf

x
 .

证 由Taylor公式知，对 ，将 在 处展开，得 2,0x )(xf 1x

2
''

' )1(
!2

)()1)(1()1()(  xfxffxf 
， )1,(x .

由 ，有0)( xf

 

 
)(max

3
1

)1()(max
2
1)1()1()(

''

2,0

2

0

2''

2,0

2

0

'2

0

xf

dxxxfdxxfdxxf

x

x







 
.

故命题成立.

例3.1.2.3 设函数 )(xf 在 ba, 上具有二阶连续的导数，且 0)
2

( 
 baf ，

记
 

)(sup ''

,
xfM

bax
 ，试证明：

24
)()(

3abMdxxf
b

a


 .

证 将 )(xf 在
2
bax 

 点Taylor展开，并注意到 0)
2

( 
 baf .得

2
''

' )
2

(
!2

)()
2

)(
2

()( baxfbaxbafxf 









，

因此

dxbaxf

dxbaxfdxbaxbafdxxf

b

a

b

a

b

a

b

a

















2''

2'''

)
2

)((
!2

1

)
2

)((
!2

1)
2

()
2

()(




.

故

24
)(

)
2

()(
!2

1)(

3

2''

abM

dxbaxfdxxf
b

a

b

a





  

.

3.1.3 函数的单调性证明积分不等式

单调函数是一类很重要的函数，常在积分不等式证明中使用，运用导数可
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以判断出函数的单调性.

引理3.1.3.1[10] 设函数 在 上连续，在 内可导.)(xfy  ],[ ba ),( ba

（1）如果在 内 ，那么函数 在 上单调递增；),( ba 0)(  xf )(xfy  ],[ ba

（2）如果在 内 ，那么函数 在 上单调递减.),( ba 0)(  xf )(xfy  ],[ ba

利用函数的增减性证明积分不等式的步骤为：

（1）通过恒等变换(形)构造合适的辅助函数 （构造辅助函数一般的方)(xF

法是，直接将不等号右端项移至不等号左端，令不等号右端为零，左端即为所

求的辅助函数）；

（2）求 在所给区间上的一阶导数，然后判别一阶导数在此区间上的符)(xF

号；

（3）有时需要求 在所给区间端点的函数值或极限，以便作出比较，即)(xF

可得到所要证明的结果．

例3.1.3.1 设 )(xf 在 1,0 上连续，且单调递减， 0)( xf .求证对满足

10   的任何 ，  有 dxxfdxxf  





 )()(

0
.

证 令 dttfdttfxxF
x

 



 )()()(

0
， x ，

由题意可知

 
0

)()(

)()()(

0

0

'










dtxftf

xfdttfxF





.

因此 在 上单调递增，从而 .)(xF  1,0 )10(0)(  F

即 dxxfdxxf  





 )()(

0
.

例3.1.3.2 设 在 上连续，且单调递增，证明)(xf ],[ ba




 dxxfbadxxxf
b

a

b

a
)(

2
)( ．

证 构造辅助函数 dxxftadxxxftF
t

a

t

a
)(

2
)()( 


 ，

显然 ，对任意的 ，有0)( aF ],[ bat
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 dxxftf

dxxftfat

tftadxxfttftF

t

a

t

a

t

a

















)()(
2
1

)(
2
1)(

2

)(
2

)(
2
1)()(

，

其中 ．),( tax

因为 单调递增，则 ，故 单调递增，)(xf 0)(  tF )(tF

因此 .0)()(  aFbF

故




 dxxfbadxxxf
b

a

b

a
)(

2
)( ．

例3.1.3.3 设 ， 和它们的平方在区间 上可积，证明不等式)(xf )(xg  ba,

（Schwarz不等式）

dxxgdxxfdxxgxf
b

a

b

a

b

a   )()())()(( 222 .

证 构造函数

令 222 ))()(()()()( dxxgxfdxxgdxxftF
t

a

t

a

t

a   ，

则当 at  时，

0

))()()()((

)()()()(2)()()()()(

2

2222'










dxtgxfxgtf

dxxgxftgtfdxtgxfdxxgtftF
t

a

t

a

t

a

t

a

.

于是可知 单调不减，又 ，所以 .)(tF 0)( aF 0)( bF

即得证 dxxgdxxfdxxgxf
b

a

b

a

b

a   )()())()(( 222 .

3.1.4 函数凹凸性证明积分不等式

定义3.1.4.1[10] 

设 在区间 上有定义,若对 上的任意任意两点 和任意实数 恒)(xf I I 21 , xx )1,0(

有

，)()1()())1(( 2121 xfxfxxf  

则称 在 上是凸函数.反之，如果总有)(xf I

，)()1()())1(( 2121 xfxfxxf  
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则称 在 上是凹函数．)(xf I

如果函数 在 内具有二阶导数,那么就能利用二阶导数的符号来判定曲)(xf I

线的凹凸性.下面就是曲线凹凸性的判定定理.

引理3.1.4.1[10]  设 在区间 上二阶可导,那么)(xf I

(1)若在 上 ,则 在 上为凸函数；I 0)(  xf )(xf I

(2)若在 上 ,则 在上 为凹函数.I 0)(  xf )(xf I

例3.1.4.1 设 是 上连续的凸函数，即对 , ，)(xf  ba,  baxx ,, 21  21 xx 

及 ，有 1,0

.  )()1()()1( 2121 xfxfxxf  

试证明：
2

)()()(1)
2

( bfafdxxf
ab

ba
f

b

a








 .

证 

 

)
2

()(

)
2

(

))(
2
1

2
1(

2
)()(

)()(
2
1)(

bafab

dxbaf

dxxbaxf

dxxbafxf

dxxbafxfdxxf

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a






















.

从而得左不等式，下证右不等式

 bax , ，有 b
ab
axa

ab
xbx








 ，

从而 )()()( bf
ab
axaf

ab
xbxf








 .

两边积分得 ))()((
2

)( bfafabdxxf
b

a



 .

于是得右不等式.

故命题成立.

3.2 积分证明积分不等式

3.2.1 定积分性质证明积分不等式
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运用定积分的性质证明积分不等式是比较简单的做法，在解某些积分不等

式时，能得出良好的结果．

例3.2.1.1  若函数 在 上连续，且 ，求证：)(xf  ba, 0)( xf

dxxf
ab

dxxf
ab

b

a

b

a  



)(ln1))(1ln( .

证 将区间 ba, 进行n等分，并设 )( ab
n
iaxi  ， ),,1,0( ni  .

于是，
n
abxi

)( 
  .利用 xln 在  ,0 是凹函数，则

)(1ln)(ln1
11

i

n

i

n

i
i xf

n
xf

n 


 .

即 ))(1ln()(ln1
11

i

n

i
ii

n

i
i xxf

ab
xxf

ab





 


.

由假设条件知， 与 在 上都连续，因此可积，在上式中令)(xf )(ln xf  ba,

，则由定积分定义及 的连续性可得：n )(ln xf

))(1ln()(ln1
11









n

i
ii

n

i
ii xxf

ab
xxf

ab
.

故 dxxf
ab

dxxf
ab

b

a

b

a  



)(ln1))(1ln( .

例3.2.1.2 已知 在 上连续，对任意的x,y都有)(xf  1,0

yxMyfxf  )()( .求证：
n
M

n
kf

n
dxxf

n

k
n 2

)(1)(
1

1
 



证 由于 



n

k

n
k

n
kn

dxxfdxxf
1

1

1
)()(

因此
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n
M

dx
n
kxM

dx
n
kfxf

dx
n
kfdxxf

n
kf

n
dxxf

n

k

n
k

n
k

n

k

n
k

n
k

n

k

n
k

n
k

n

k

n
k

n
k

n

k
n

2

)()(

)()()(1)(

1
1

1
1

1
1

1
1

1

1





























.

故命题成立.

3.2.2 Schwarz不等式证明积分不等式

引理3.2.2.1[11]（Schwarz不等式）  

若函数 在区间 上皆可积，则( ), ( )f x g x ],[ ba

  dxxgdxxfdxxgxf
b

a

b

a

b

a
)()(])()([ 222 .

例3.2.2.1 

设函数 )(xf 在 ba, 上连续， 0)( xf ，且 1)(  dxxf
b

a
，试证明：

1)sin)(()cos)(( 22   dxkxxfdxkxxf
b

a

b

a
. )( 为实数k

证 由Schwarz不等式知，

22 )cos)()((cos)(  
b

a

b

a
kxxfxfdxkxxf ）（

                       dxkxxfdxxf
b

a

b

a

2
2 )cos)(())(( 

                 dxkxxfdxxf
b

a

b

a  2cos)()(

          dxkxxf
b

a
2cos)( .

同理可得 dxkxxfdxkxxf
b

a

b

a   22 sin)()sin)(( .

因此 

1

)(

)sin)(cos()sin)(()cos)(( 2222










dxxf

dxkxkxxfdxkxxfdxkxxf
b

a

b

a

b

a

b

a

.

例3.2.2.2 设 0a ，试证明：
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3
sin sin2

0 0 4
x xxa dx a dx

    .

证 作变换
2


 tx ，则 dxadxxa xx   2
0

sin

0

sin



 .

由Schwarz不等式可得

4

)1(

)()(

3

22
0

2
0

22
sin

2
0

22
sin

2
0

sin

0

sin
























dx

dxadxadxadxxa
xx

xx

.

故结论成立.

例3.2.2.3 试证明：

)(2
4
1cossin)(

4
1 222

0

2222 badxxbxaba   


.

证 由Schwarz不等式得

)(2
4
1

))(
4

(
2

))cossin((
2

cossin

22

2
1

22

2
1

2
0

22222
0

2222

ba

ba

dxxbxadxxbxa





 





 

.

即积分不等式的右半边为真.下证积分不等式的左半边为真.

因为

0
cossin)()cossin()cossin 2222222222


 xxbaxbxaxbxa（

，

所以

xbxaxbxa 222222 cossincossin  ，

积分便得

dxxbxa

dxxbxaba









2
0

2222

2
0

22

cossin

)cossin()(
4
1






.

综上，命题得证.

3.2.3 重积分证明积分不等式
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当积分不等式中出现两个积分，可以将两个积分的积分变量换成不同符号

，即化为二重积分，从而再求出结果.

例3.2.3.1 设 在 上连续，且 ，证明：)(xf  ba, 0)( xf
2)(

)(
1)( abdx
xf

dxxf
b

a

b

a
 .

证 记

dxdy
xf
yf

dx
xf

dyyf

dx
xf

dxxfI

D

b

a

b

a

b

a

b

a













)(
)(

)(
1)(

)(
1)(

,

且

dxdy
yf
xf

dy
yf

dxxf

dx
xf

dxxfI

D

b

a

b

a

b

a

b

a













)(
)(

)(
1)(

)(
1)(

,

两式相加，得

2)(2

2

)
)(
)(

)(
)((2

ab

dxdy

dxdy
xf
yf

yf
xfI

D

D










，

其中 0
)(
)(


yf
xf

，

即 2)(
)(

1)( abdx
xf

dxxf
b

a

b

a
 .

例3.2.3.2 设函数 是 上单调递减且恒大于0的连续函数，求证：)(xf  1,0

dxxf

dxxf

dxxxf

dxxxf





  1

0

1

0

2

1

0

1

0

2

)(

)(

)(

)(
.

证 令
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dydxyxxfyf

dyyyfdxxfdyyfdxxxf

dxxfdxxxfdxxfdxxxfI

 









1

0

1

0

2

1

0

21

0

1

0

21

0

1

0

1

0

21

0

21

0

))(()(

)()()()(

)()()()(

同理 dydxxyxfyfI   
1

0

1

0

2 ))(()( 两边相加整理得：

  dydxxfyfyxyfxfI   
1

0

1

0
)()())(()(2 .

由于 且在 上单调递减，因此， ，0)( xf  1,0 0))()()((  xfyfyx

从而 0I ，故命题得证.

3.2.4 积分中值定理证明积分不等式

引理3.2.4.1[11]（积分第一中值定理） 

若 在 上连续，则至少存在一点 ，使得)(xf  ba,  ba,

))(()( abfdxxf
b

a
  .

引理3.2.4.2[11]（推广的积分第一中值定理） 

若 与 都在 上连续，且 在 上不变号，则至少存在一点)(xf )(xg  ba, )(xg  ba,

，使得 ba,

dxxgfdxxgxf
b

a

b

a   )()()()(  .

引理3.2.4.3[11]（积分第二中值定理） 设函数 在 上可积.)(xf  ba,

（i）若函数 在 上递减，且 ，则存在 ，使得)(xg  ba, 0)( xg  ba,

dxxfagdxxgxf
a

b

a  


)()()()( ；

（ii）若函数 在 上递增，且 ，则存在 ，使得)(xg  ba, 0)( xg  ba,

dxxfbgdxxgxf
bb

a  


)()()()( .

引理3.2.4.4[11]（推广的积分第二中值定理） 

设函数 在 上可积.若 为单调函数，则存在 ，使得)(xf  ba, )(xg  ba,

dxxfbgdxxfagdxxgxf
b

a

b

a  



)()()()()()( .

例3.2.4.1 设 在 上连续且单调递增，求证：)(xf  ba,

dxxfbadxxxf
b

a

b

a 


 )(
2

)( .

证1 （推广的积分第一中值定理）
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因为 0)()
2

()(
2

)( 





  dxxfbaxdxxfbadxxxf
b

a

b

a

b

a
.

又

 
0

)()(
8

)(

)
2

()()
2

()(

)()
2

()()
2

()()
2

(

2
2

2

2

2







































ffab

dxbaxfdxbaxf

dxxfbaxdxxfbaxdxxfbax

b
ba

ba

a

b
ba

ba

a

b

a

，

其中 



 


2

, baa ， 



 

 bba ,
2

 .

故 dxxfbadxxxf
b

a

b

a 


 )(
2

)( .

证2 （推广的积分第二中值定理）

因为 单调，由积分第二中值定理得)(xf

 )()()
2

()
2

(
2
1

)
2

()()
2

()()()
2

(

22 afbfbaab

dxbaxbfdxbaxafdxxfbax
b

a

b

a





 













 







,

其中 . ba,

而 0)
2

(
2

22 



 baab ）（ , 0)()(  afbf .

又因为 )(xf 单调递增，故 0)()
2

( 


 dxxfbax
b

a
.

例3.2.4.2 设函数 )(xf 在 1,0 上有定义，而且单调不减，证明：对于任何

)1,0(a 有

dxxfadxxf
a

 
1

00
)()( .

证 （推广的积分第一中值定理）

对任意 )1,0(a ，由 dxxfdxxfdxxf
a

a

 
1

0

1

0
)()()( ，

得 dxxfadxxfadxxfadxxf
a

aa

 
1

0

1

00
)()()1()()( .

函数 在 上有定义，且单调不减，即是说 在 连续.)(xf  1,0 )(xf  1,0
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从而

))()()(1(
)()1()()1(

1)(1)()1(

)()()1()()(
1

0

1

00

1

00






ffaa
faafaa

dxafdxfa

dxxfadxxfadxxfadxxf

a

a

aa











,

其中 )1,0()1,0(   ， ，

再 在 上有定义，且单调不减，而 ，)(xf  1,0 )1,0()1,0(   ，

于是 )()(  ff  ，即 dxxfadxxf
a

 
1

00
)()( .



第五章 习题课

定积分
一、主要内容

二、典型例题



问题1:
曲边梯形的面积

问题1:
曲边梯形的面积

问题2:
变速直线运动的路程

问题2:
变速直线运动的路程

存在定理存在定理 广义积分广义积分定积分定积分

定
积
分

的
性
质

定
积
分

的
性
质

定
积
分
的

计
算
法

定
积
分
的

计
算
法

牛顿-莱布尼茨公式牛顿-莱布尼茨公式
)()()( aFbFdxxf

b

a
−=∫

一、主要内容



1、问题的提出

实例1 （求曲边梯形的面积A）

i

n

i
i xfA Δ= ∑

=→
)(lim

10
ξ

λ

x轴与两条直线 ax = 、 bx = 所围成 .

曲边梯形由连续曲线 y = )( xf )0)(( ≥xf 、



实例2 （求变速直线运动的路程）

i

n

i
i tvs Δ= ∑

=→
)(lim

10
τ

λ

     设某物体作直线运动，已知速度 )(tvv = 是时间

间隔 ],[ 21 TT 上t的一个连续函数，且 0)( ≥tv ，求

物体在这段时间内所经过的路程 S.

方法:分割、求和、取极限.



2、定积分的定义

设函数 )(xf 在 ],[ ba 上有界，在 ],[ ba 中任意

若干若干个分点

bxxxxxa nn =<<<<<=
−1210 L

把区间 ],[ ba 分成n个小区间，

各小区间的长度依次为 1−−=Δ iii xxx ， ),2,1( L=i ，

在各小区间上任取一点 iξ （ ii xΔ∈ξ ），

定义

],,[],,[],,[ 12110 nn xxxxxx −L



怎样的分法，也不论在小区间 ],[ 1

∫ ==
b

a
Idxxf )( ii

n

i
xf Δ∑

=→
)(lim

10
ξ

λ
.

ii xx − 上

的取法，只要当 0→λ 时，和S总趋于确定的极限I，

在区间 ],[ ba 上的定积分，我们称这个极限

记为

记 },,,max{ 21 nxxx ΔΔΔ= Lλ ，如果不论对 ],[ ba

I为函数 )(xf

作乘积 ii xf Δ)(ξ     ),2,1( L=i

点 iξ 怎样

并作和 ii

n

i
xfS Δ= ∑

=
)(

1
ξ ，



可积的两个充分充分条件：

        当函数 )( xf 在区间 ],[ ba 上连续时，定理1

定理2       设函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上有界，

称 )(xf 在区间 ],[ ba 上可积.

且只有有限个间断点，则 )(xf 在区间

],[ ba 上可积.

3、存在定理



4、定积分的性质

∫ ±
b

a
dxxgxf )]()([ ∫=

b

a
dxxf )( ∫±

b

a
dxxg )(性质1

∫∫ =
b

a

b

a
dxxfkdxxkf )()(    (k为常数)性质2

∫
b

a
dxxf )( ∫∫ +=

b

c

c

a
dxxfdxxf )()(

假设 bca <<性质3



 则 0)( ≥∫ dxxf
b

a
     )( ba <

性质5 如果在区间 ],[ ba 上 0)( ≥xf ，

推论：

则 dxxf
b

a∫ )(  dxxg
b

a∫≤ )(     )( ba <

 如果在区间 ],[ ba 上 )()( xgxf ≤ ，（1）

dxxf
b

a∫ )( dxxf
b

a∫≤ )( )( ba <（2）

dx
b

a
⋅∫ 1 dx

b

a∫= ab −=性质4



如果函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，

则在积分区间 ],[ ba 上至少存在一个点ξ，

 使 dxxf
b

a∫ )( ))(( abf −= ξ    )( ba ≤≤ ξ

性质7 (定积分中值定理)

设M及m分别是函数              (

 则    )()()( abMdxxfabm
b

a
−≤≤− ∫ .

      )xf 在区间 ],[ ba性质6

上的最大值及最小值，

积分中值公式



5、牛顿—莱布尼茨公式

 如果 )(xf 在 ],[ ba 上连续，则积分上限的函数

dttfx
x

a∫=Φ )()( 在 ],[ ba 上具有导数，且它的导数

是  )()()( xfdttf
dx
dx

x

a
==Φ′ ∫     )( bxa ≤≤

定理1

定理2（原函数存在定理）                        如果 )(xf 在 ],[ ba 上

连续，则积分上限的函数 dttfx
x

a∫=Φ )()( 就是

)(xf 在 ],[ ba 上的一个原函数.



定理 3（微积分基本公式）                       如果 )(xF 是连续函数

)(xf 在区间 ],[ ba 上的一个原函数，则

   )()()( aFbFdxxf
b

a
−=∫

.)]([)( b
a

b

a
xFdxxf =∫也可写成

牛顿—莱布尼茨公式

.],[
],[:

上的增量它的任一原函数在区间

上的定积分等于一个连续函数在区间表明

ba
ba



6、定积分的计算法

 dtttfdxxf
b

a ∫∫ ′=
β

α
ϕϕ )()]([)(

换元公式

（3）换元法

（4）分部积分法

分部积分公式

∫∫ −=
b

a

b
a

b

a
vduuvudv ][

（1）定义

（2）性质



７、广义积分

(1)无穷限的广义积分

∫
∞+

a
dxxf )( ∫+∞→

=
b

ab
dxxf )(lim

当极限存在时，称广义积分收敛；当极限不存在

时，称广义积分发散.

∫ ∞−

b
dxxf )( ∫−∞→

=
b

aa
dxxf )(lim



(2)无界函数的广义积分

∫
b

a
dxxf )( ∫+→

=
b

tat
dxxf )(lim

当极限存在时，称广义积分收敛；当极限不存在

时，称广义积分发散.

∫
b

a
dxxf )( ∫−→

=
t

abt
dxxf )(lim  

∫
b

a
dxxf )( ∫=

c

a
dxxf )( ∫+

b

c
dxxf )(

∫
−

+→
=

ε

ε

c

a
dxxf )(lim

0 ∫ ′++→′
+

b

c
dxxf

εε
)(lim

0



解

,d)(
1

1)(
1

0
3

2 ∫+
+

= xxfx
x

xf设

二、典型例题

例1 )(xf求

.d)(
1

0∫ xxf及

，则令 ∫=
1

0
d)( xxfa 3

21
1)( ax
x

xf +
+

=

xxax
x

xxf dd
1

1d)(
1

0
31

0 2
1

0 ∫∫∫ +
+

==a

1

0
41

0 4
1arctan xax ⋅+= ,

44
a

+=
π .

3
π

=∴ a

.
3

d)(
31

1)(
1

0
3

2
ππ

==+
+

=∴ ∫ axxfx
x

xf ，

定积分是
一个数



例2 求极限

).1
sin

2
1

2sin

1

sin
(lim

n
nn

n
n
nI

n +
++

+
+

+
=

∞→

π
ππ

L

解 ∑
=∞→ +

=
n

in

i
n
n
i

I
1

1

sin
lim

π

nn
if

i
n

n
i

1)(1

sin
⋅=

+

？
π

不是

<
+ 1

sin

n
n
iπ

n
n
i

i
n

n
i ππ sin

1

sin
<

+
),,2,1( ni L=



n
n
i

i
n

n
i ππ sin

1

sin
<

+
<

+ 1

sin

n
n
iπ

),,2,1( ni L=

nn
if

nn
i

1)(

1)(sin

⋅=

⋅π

？=)(xf xπsin
]1,0[∈x

∑
=∞→

⋅
n

in nn
i

1

1sinlim πQ

∫=
1

0
dsin xxπ 1

0cos1 xπ
π

−= .2
π

=

∑
=∞→ +

n

in n
n
i

1 1

sin
lim

π
∑
=∞→

⋅⋅
+

=
n

in nn
i

n
n

1

1sin
1

lim π



∑
=∞→

⋅⋅
+

=
n

in nn
i

n
n

1

1sin
1

lim π∑
=∞→ +

n

in n
n
i

1 1

sin
lim

π

∑
=∞→∞→

⋅⋅
+

=
n

inn nn
i

n
n

1

1sinlim
1

lim π

xx dsin1
1

0∫⋅= π .2
π

=

.2
1

sin
lim

1 π

π
=

+
=∴ ∑

=∞→

n

in

i
n
n
i

I

由夹逼准则，得



练习

).(d)(13)(.1
1

0
22 xfxxfxxxf ，求设 ∫−−=

).()1()21()11(lnlim.2 222 =+++
∞→

n
n n

n
nn

L

∫
2

1
2 dln)( xxA ∫

2

1
dln2)( xxB

∫ +
2

1
d)1ln(2)( xxC ∫ +

2

1
2 d)1(ln)( xxD



解 ，则令 ∫=
1

0
2 d)( xxfa

).(d)(13)(.1
1

0
22 xfxxfxxxf ，求设 ∫−−=

213)( xaxxf −−=

222 )13()( xaxxf −−=

)1(169 2222 xaxxax −+−−=

等式两边积分：

∫=
1

0
2 d)( xxfa xxaxxax d)]1(169[

1

0
2222∫ −+−−=

，2
3
223 aa +−=

.0992 2 =+− aa即



，即 0992 2 =+− aa

解得 .3
2
3

== aa ，

0)3)(32( =−− aa

21
2
33)( xxxf −−=∴

.133)( 2xxxf −−=及



解

).()1()21()11(lnlim.2 222 =+++
∞→

n
n n

n
nn

L

∫
2

1
2 dln)( xxA ∫

2

1
dln2)( xxB

∫ +
2

1
d)1ln(2)( xxC ∫ +

2

1
2 d)1(ln)( xxD

n
n n

n
nn

222 )1()21()11(lnlim +++
∞→

L

nn
in

in

1)1ln(lim
1

2 ⋅+= ∑
=∞→ ∫ +=

1

0
2 d)1ln( xx ∫=

2

1
2 dln tt或

)1( xt +=

B

(2004考研)



例3

解

.2sin12
0∫
π

− dxx求

∫ −= 2
0

2)cos(sin
π

dxxx原式

∫∫
π

π

π

−+−= 2

4

4
0

)cos(sin)sin(cos dxxxdxxx

.222 −=

∫ −= 2
0

cossin
π

dxxx



.
cossin

sin2
0∫
π

+
dx
xx

x
求

,
cossin

sin2
0∫
π

+
= dx

xx
xI由 ,

cossin
cos2

0∫
π

+
= dx

xx
xJ设

,
2

2
0

ππ

==+ ∫ dxJI则

∫
π

+
−=− 2

0 cossin
cossin dx
xx
xxJI ∫

π

+
+−= 2

0 cossin
)sin(cos

xx
xxd .0=

,
2

2 π=I故得 .
4
π=I即

例4

解法1.



解法2.
)cos(sin)cos(sinsin ′+++= xxBxxAx令

xBAxBA cos)(sin)( ++−=

⎩
⎨
⎧

=+

=−

0
1

BA
BA

则 .
2
1

2
1

−== BA ，解得

∫ +
=∴ 2

0
d

cossin
sinπ

x
xx

xI ∫ +
′+

⋅−= 2
0

d]
cossin

)cos(sin
2
1

2
1[

π

x
xx
xx

2
0)cosln(sin

2
1

4

π
π xx +−= .

4
π

=



解

.1
2ln

0

2∫ −− dxe x求

,sin te x =−令

.
sin
cos,sinln dt
t
tdxtx −=−=则

∫
π

π −= 6

2

)
sin
cos(cos dt
t
tt原式 ∫

π

π= 2

6

2

sin
cos dt

t
t

x

t

0 2ln

2
π

6
π

∫∫
π

π

π

π −= 2

6

2

6

sin
sin

tdt
t

dt
.

2
3)32ln( −+=

例5



解

.2sinln4
0∫=
π

xdxI求

,2 tx =令 .sinln
2
12sinln 2

0
4

0 ∫∫ ==
ππ

tdtxdxI

∫= 4
0

2sinln
π

xdxI ∫= 4
0

)cossin2ln(
π

dxxx

∫
π

++= 4
0

)coslnsinln2(ln dxxx

∫∫ ++= 4
0

4
0

coslnsinln2ln
4

πππ xdxxdx

例6 

=∫
−= tx

xx 24
0

dcosln
ππ

∫= 2

4

dsinln
π

π tt∫ −−4

2

)d)(
2

cos(ln
π

π
π tt



+= 2ln
4
π

+= 2ln
4
π

.2ln
4
π−=∴ I

∫
π

= 4
0

2sinln xdxI

∫∫
π

π

π

++π= 2

4

4
0

sinlnsinln2ln
4

xdxxdx

∫ 2
0

sinln
π

xdx I2



例7 设 [ ]在( ) ,f x a b 上连续， 

证明 
2

2
0 0

1( cos ) ( cos )
4

π π
f x dx f x dx=∫ ∫ . 

证 dxxf )cos(
2

0∫
π

))()cos(( dttf −−∫
−π

π
πtx −= π

xt −= π
dttf )cos(∫−=

π

π

偶函数

dttf )cos(2
0∫=
π

ut −=
2
π

tu −=
2
π ))()

2
cos((2 2

2
duuf −−∫

−π

π
π



duuf )sin(2 2

2
∫−=
π

π

偶函数

duuf )sin(4 2
0∫=
π

duuf )cos(4 2
0∫=
π

dxxf )cos(
2

0∫
π

即 dxxf )cos(4 2
0∫=
π

=∴ ∫ dxxf )cos(2
0

π

.)cos(
4
1 2

0
dxxf∫

π



证明：且

可导，设

.0)0(

)(,)()()(
0

22

=

−= ∫
f

xfdttftxxF
x

;)()()1( 为奇函数为偶函数，则若 xFxf

上单调增加；，在则若 )0[)(),0(0)()2( ∞+>> xFxxf

).0()(0)3( 3 fxxFx ′′→ 是等价无穷小，求与时，当

证 )()()1( xfxf =−

∫
−

−−=−
x

dttftxxF
0

22 )(])[()(Q

∫
−

−=
x

dttftx
0

22 )()(

例8



∫
−

−=
x

dttftx
0

22 )()(

tu −=令 ∫ −−−−
x

duufux
0

22 ))((])([

∫ −−=
x

duufux
0

22 )()( )(xF−=

是奇函数)( xF∴

∫ −=
x

dttftxxF
0

22 )()()()2(
2 2

0 0
( ) ( )

x x
x f t dt t f t dt= ⋅ −∫ ∫

)()()(2)( 2
0

2 xfxxfxdttfxxF
x

−⋅+=′ ∫

( )F x



∫=′
x

dttfxxF
0

)(2)(

)0(0)( >> xxfQ

0)(0
0

>>∴ ∫
x

dttfx 时，当

0)(0 >′> xFx 时，从而当

上连续，在又 )0[)( ∞+xFQ

.)0[)( 上单调增加，在 ∞+∴ xF

30

)(lim1)3(
x

xF
x

′
=

→ 3
0

0

)(2
lim

x

dttfx
x

x

∫
→

=



2
0

0

)(
lim2

x

dttf
x

x

∫
→

= )
0
0(

x
xf

x 2
)(lim2

0→
=

0
)0()(lim

0 −
−

=
→ x

fxf
x

)0)0(( =f

)0(f ′=

1)0( =′∴ f



例9 ,0)0()( =fxf 可导，且设

)(,)()(
0

1 NndttxftxF
x nnn ∈−= ∫

−

.)(lim 20 nx x

xF
→

求

∫ −= −x nnn dttxftxF
0

1 )()(解

nn txu −=令

∫ −=
x nnn tdtxf

n 0
)()(1

∫ −−−=
x nnnn txdtxf

n 0
)()(1

∫−
0

)(1
nx

duuf
n ∫=

nx
duuf

n 0
)(1



=∴ )(xF ∫
nx

duuf
n 0

)(1

=′ )(xF 1)(1 −⋅ nn nxxf
n

1)( −⋅= nn xxf

nx x

xF
20

)(lim
→ 120 2

)(lim −→

′
= nx nx

xF
12

1

0

)(lim
2
1

−

−

→

⋅
= n

nn

x x

xxf
n

n

n

x x

xf
n

)(lim
2
1

0→
= )0)0(( =fn

n

x x

xf
n

−
=

→

)(lim
2
1

0

)0(f

)0(
2
1 f
n

′=



练习3.

).()()()( 的原函数，则是连续，设 xfxFxf

必是偶函数；是奇函数时，当 )()()( xFxfA

必是奇函数；是偶函数时，当 )()()( xFxfB

也是周期函数；是周期函数时，当 )()()( xFxfC

.
)()()(

增加函数

必是单调是单调增加函数时，当 xFxfD

A



解

必是偶函数；是奇函数时，当 )()()( xFxfA

CttfxF
x

+= ∫0 d)()(

CttfxF
x

+=− ∫
−

0
d)()(

Cuuf
xtu

+−−= ∫
−=

0
)d)((

Cuuf
x

+= ∫0 d)( ).(xF=

∴ (A)  ⌦



必是奇函数；是偶函数时，当 )()()( xFxfB�

反例： 偶函数xxf cos)( =

无奇偶性1sin)( += xxF

也是周期函数；是周期函数时，当 )()()( xFxfC�

反例： 周期函数xxf cos1)( +=
非周期函数xxxF sin)( +=

.
)()()(

增加函数

必是单调是单调增加函数时，当 xFxfD

反例： 单调增xxf =)(

.
2
1)( 2 无单调性xxF =

�



练习4. ).)((,sin)(
2 sin xFdttexF

x

x
t 则设 ∫

+
=

π

为正常数；)(A 为负常数；)(B

A

恒为零；)(C .)( 不为常数D

解法1 则令 ,sin)( sin tetf t=

)()2( tftf =+ π .)()(

),()()(

0∫∫ =

=+
+ TTa

a
dxxfdxxf

xfTxfxf

则

连续，若

dttexF t∫=
π2

0
sin sin)( dtte t 为常数∫−=

π

π
sinsin



dttete tt∫ −−=
π

0
sinsin )sinsin(

∫
∫

−+=

−
a

a

a

dxxfxf

dxxf

0
)]()([

)(

dttee tt∫ −−=
π

0
sinsin sin)(

0sin),0( >∈ tt 时，当 πQ

,0sinsin >−∴ − tt ee ,0sin)( sinsin >− − tee tt

.)(0)( 为常数且 xFxF >∴ 选(A)



解法1 dttexF t∫=
π2

0
sin sin)(

)(cos
2

0
sin tde t∫−=

π

]coscos[ 22

0
sin2

0
sin tdtete tt ∫−−=

ππ

0cos22

0
sin >= ∫ tdte tπ



类似题(提高练习题—2004年考研)

,dsin)( 2 ttxf
x

x∫
+

=
π

设

.)()2(
)()1(

的值域求

为周期的周期函数；是以证明

xf
xf π

证(1) ttxf
x

x
dsin)( 2

3

∫
+

+
=+

π

π
π

uuut d)sin(∫= ++= ππ
x

2
π

+x
uu

x

x
dsin2∫

+
=

π

).(xf=

.)( 为周期的周期函数是以πxf∴



解 (2) ,dsin)( 2 ttxf
x

x∫
+

=
π

上连续在 ),(sin +∞−∞xQ

上可导在 ),()( +∞−∞∴ xf

.)(
],0[)(

的值域讨论

上为周期，故只需在以又

xf
xf ππQ

xxxf sin)
2

sin()( −+=′ π
Q xx sincos −=

.
4

3
4

0)( 21
ππ

===′ xxxf ，，得驻点令



ttf dsin)
4

( 24

4
∫

+
=

ππ

π
π tt dsin4

3

4
∫=

π

π ttdsin4
3

4
∫=

π

π

=−= 4
3

4

cos
π

πx 2

ttf dsin)
4

3( 4
5

4
3∫=
π

π
π tttt dsindsin 4

5

4

4

4
3 ∫∫ +=

π

π

π

π

tttt dsindsin 4

4

4
3

4
∫∫

+
+−=

ππ

π

π

π
以π为周期

tt dsin2
0∫+−=
π

.22 +−=tsin

.)()(

),()()(

0∫∫ =

=+
+ TTa

a
dxxfdxxf

xfTxfxf

则

连续，若



ttf dsin)0( 2
0∫=
π

1dsin2
0

== ∫ tt
π

ttf dsin)( 2∫
+

=
ππ

π
π

1d)sin(2
3

=−= ∫ tt
π

π

，，最大值是上的最小值是在 222],0[)( −∴ πxf

].222[)( ，的值域是故 −xf



练习5. ，证明：连续，常数设 0)( >axf

.)()(
1

2

1 2

2
2

x
dx

x
axf

x
dx

x
axf

aa
∫∫ +=+

分析 显然要用换元法.
?)( == tx ϕ

原则：先看被积函数，再看限.

，则令 )(2 txxt ==



x
dx

x
axf

a
)(

1 2

2
2∫ +

2xt =令

t
dt

t
atf

a
)(

2
1 2

1

2

∫ +

2

2

1 2

2
2

2
)(
x
dx

x
axf

a
∫ +=

x
dx

x
axf

a
)(

1

2

∫ +=右端

])()([
2
1 2 2

1

2

t
dt

t
atf

t
dt

t
atf

a

a

a
∫∫ +++=

需证：
t
dt

t
atf

t
dt

t
atf

aa

a
)()(

1

22 2

∫∫ +=+ ？



需证：
t
dt

t
atf

t
dt

t
atf

aa

a
)()(

1

22 2

∫∫ +=+ ？

问： 能否作变换 ?
a
tu = 否

u
du

u
aauf

t
dt

t
atf

aa

a
)()(

1

2 2

∫∫ +=+

被积函数未达到要求！

要求： ，
u
au

t
at

22
+=+ 0)( 2 =

−
+−

ut
tuaut即



0)( 2 =
−

+−
ut
tuaut即

0)1)((
2
=−−

tu
aut亦即

，01
2
=−∴

tu
a

t
au

2
=

证
x
dx

x
axf

a
)(

1 2

2
2∫ +

2xt =令

t
dt

t
atf

a
)(

2
1 2

1

2

∫ +

2

2

1 2

2
2

2
)(
x
dx

x
axf

a
∫ +=



])()([
2
1 2 2

1

2

t
dt

t
atf

t
dt

t
atf

a

a

a
∫∫ +++=

t
dt

t
atf

a

a
)(

2 2

∫ + t
au

2
=令

du
u
a

a
uu

u
af

a
)()( 2

2

2
1 2

−⋅+∫

u
du

u
auf

a
)(

1

2

∫ +=
t
dt

t
atf

a
)(

1

2

∫ +=

代入上式，得

.)()(
1

2

1 2

2
2

x
dx

x
axf

x
dx

x
axf

aa
∫∫ +=+



.])1(ln
1

sin[2
1

2
1

2
8∫− −+
+

dxx
x
x

求

解 dxx∫− −+= 2
1

2
1 )1ln(0原式

dxxdxx ∫∫ −−−=
−

2
1

0

0

2
1 )1ln()1ln(

.
2
1ln

2
3ln

2
3

+=

例10



.},1min{
2

2

2∫− dxx
x

求

解
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

≤
= 1,1

1,
},1min{

2

2

x
x

xx
x

x
Q 是偶函数,

dxx
x

},1min{2 22

0∫=原式

∫∫ +=
2

1

1

0

2 122 dx
x

dxx .2ln2
3
2
+=

例11



.)()1(,)(
1

0

2

0

22

∫∫ −= +− dxxfxdyexf
x yy 求设

解 ∫ −=
1

0
3)1()(

3
1 xdxf原式

])()1()()1([
3
1 1

0
31

0
3 ∫ ′−−−= dxxfxxfx

∫ −−−= +−−1

0
212)1(2 ])1[()1(

6
1 xdex x

ux =− 2)1(令 ∫ −−
0

16
duuee u ).2(

6
1

−−= e

例12

})1()]0(0{[
3
1 1

0
223∫ +−−−+= dxexf xx

0



例13 ∫ <
+

<
+

>
1

0
.1

11
,0 px

dx
p
pp 证明：设

证 上连续，且，在 ]10[
1

1
px+

Q

时，有当 0),1,0( >∈ px

p

p

p x
x

x +
−=

+ 1
1

1
1 1<<− px1

∫ −
1

0
)1( dxx p而

1

0

1

1
1

+
−=

+

p
x p

1+
=
p
p

∫∫∫ <
+

<−∴
1

0

1

0

1

0 1
)1( dx

x
dxdxx p

p=
+1p
p

1=



.
123

d)2(;d)1(

:
2

1 21 31 ∫∫ −−+

∞+

−+ xxx
x

ee
x

xx

求下列广义积分

解 (1) ∫
∞+

−

+−

+
=

1 22

)1(
d

1
x

e
e

x

x
原式

x
e
ee
x

x
d

)(11 21

12

∫
∞+

−

−−

+
⋅

=

b
x

b
ee

1

12 arctanlim −

+∞→

−−=

.
4 2e
π

=

例14

)d(
)(1

1lim 1
1 21

2 xb
xb

e
e

e −
−+∞→

− ∫ +
−=

)
4

(arctanlim 12 π
−−= −

+∞→

− b
b

ee



(2) ,
123

1lim)(lim 211
∞=

−−
=

→→ xxx
xf

xx
Q

.)(1 的瑕点为 xfx =∴

∫ −−
=

+→

2

2
1 123

lim
tt xxx

dx
原式

]
)11(2

)11(
[lim

2

221
∫

+−

+
−=

+→ tt
x

x
d

2

1 2

11
arcsinlim

tt

x
+

−=
+→

.
4
3arcsin

2
−π=



一、 选择题：

  1、 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
++

+
+

+∞→ 22222 21
lim

nn
n

n
n

n
n

n
L  (    )

    （A）0；            （B）
2
1
；

   （C）
4
π
；            （D）

2
π
 .

  2、 ∫ +
x

dtt
dx
d

0

2 )1ln( =（    ）

   （A） )1ln( 2 +x ；      （B） )1ln( 2 +t ；

   （C） )1ln(2 2 +xx ；   （D） )1ln(2 2 +tt  .

测 验 题



3、 3
0

2

0

sin
lim

x

dtt
x

x

∫
→

 =(    )

  （A）0；            （B）1；

  （C）
3
1
；            （D）∞ .

4.、定积分∫
1

0
dxe x 的值是（    ）

  （A）e；            （B）
2
1
；

   （C） 2
1

e ；           （D）2 .



5、下列积分中，使用变换正确的是（ ）

  （A） ,
sin10 3∫ +

π

x
dx

令  tx arctan= ；

  （B）∫ −
3

0

3 21 dxxx ，令  tx sin= ；

  （C）∫− +
+2

1 2

2

1
)1ln( dx

x
xx

，令 ux =+ 21 ；

   （D）∫− −
1

1

21 dxx ，令 3
1

tx =  .

6、下列积分中，值为零的是（  ）

  （A）∫−
1

1

2dxx ；        (B）∫−
2

1

3dxx ；

   （C）∫−
1

1
dx；        （D）∫−

1

1

2 sin xdxx  .



7、 已知 5)2(,3)2(,1)0( ' === fff ,

   则∫ =
2

0

'' )( dxxxf （  ）

 （A）12；             （B）8；

 （C）7；              （D）6.

 8、设

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<
+

≥
+=

0,
1

1

0,
1

1

)(
x

e

x
xxf

x

，则定积分∫ −
2

0
)1( dxxf

    =（  ）

（A） )11ln(1
e

++ ；      （B） 3ln)1ln(2 2 ++− e ；

（C） 2ln)11ln(1 +++
e

;  （D） )11ln(1
e

+− .



9、广义积分∫
∞+

−+2 2 2xx
dx

=（   ）

  （A） 4ln ；           （B）0；

  （C） 4ln
3
1

；           （D）发散.

10、广义积分∫ =
+−

2

0 2 34xx
dx

（   ）

  （A） 3ln1 − ；          （B）
3
2ln

2
1

；

  （C） 3ln ；             （D）发散.



二、证明不等式:

    )2(,
612

1 2
1

0
>≤

−
≤ ∫ n

x
dx

n

π
.

三、求下列函数的导数：

   1、 ∫ +
=

3

2 41
)(

x

x t
dtxF ;

   2.、由方程 1sin2
2

00
=+ ∫∫

xy t dt
t
tdte ， 的为确定 xy

       函数，求
dx
dy

.



四、求下列定积分：

  1、∫ +

4

1 )1( xx
dx

；        2、∫ −+

a

xax
dx

0 22
；

  3、∫ +
3

0 1
arcsin dx

x
x

；   4、∫− −−
5

2

2 32 dxxx ；

  5、∫−
+

1

1 1

21 x

dx
；           6、∫

∞+

∞− ++ 942 xx
dx

；

  7、∫ −−

2

1 2 123 xxx
dx

；   8、∫
∞+

−1 1
1 dx
xx

.



五、 设 [ ]1,0)( 在xf 上有连续导数， ,0)0( =f  

    且 1)(0 ≤′< xf ,试证： 

         [ ]∫∫ ≥⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 1

0
3

21

0
)()( dxxfdxxf .     

 

六、 设 )(xf 在[0，1]上有二阶连续导数，证明： 

    [ ] ∫∫ −−+=
1

0

''1

0
)()1(

2
1)1()0(

2
1)( dxxfxxffdxxf . 



一、1、C；  2、A；  3、C；  4、D；  5、C；

    6、D；  7、B；  8、A；  9、C；  10、D.

三、1、
812

2

1
2

1
3

x
x

x
x

+
−

+
；  2、 2sin2

2

xe y−± .

四、1、
3
4ln2 ；  2、

4
π
；  3、 3

3
4 −π ；  4、

3
71

；

    5、1；  6、
5
π

；  7、
4
3arcsin

2
−π ；  8、π.

测验题答案
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