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本文根据四川省科技厅应用基础课题“高性能水轮机转轮创新理论

设计研究”[项目号(04JY029-054)]提出的研究内容，研究设计混流式

水轮机转轮叶片的方法。其研究思想是：基于S和s，两类相对流面理论，

本文建立了混流式水轮机转轮内部流动的准三维计算与叶片设计的模型。

以矿一，及厚度分布为已知条件，利用周向平均处理方法，从三维欧拉方程

导出子午面上的流函数运动方程，并假定叶片骨面为周向平均流面，利用

周向平均的一个S：。流面和一组墨流面的迭代计算得到所设计的叶片。利

用八节点曲边四边形等参单元对计算区域进行了离散，采用Galerkin加

权余量法，对s玉,／s，流面的方程建立了有限元方程，采用松驰法进行迭

代计算：采用了Maflab软件，按本文建立的模型编制了准三维设计程序。

最后将该方法应用于混流式水轮机转轮的叶片设计，计算结果表明，按本

文模型进行设计，可以得到满足给定负荷分布及厚度分布的转轮，为转轮

设计提供了一种新的有效的计算模型和方法。该设计方法也可推广应用于

转轮内的流动分析、转轮改型、优化及其它流体机械转轮的设计都是十分

有效的。

关键词：混流式转轮，准三维设计，s。／s加流面，有厚叶片
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The Method Researching of the Runner Hydraulic Design
for the Francis Turbine
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This paper was based on the applied basic problem of the office of

science and technology,Sichuan province．Which is“Design and Research of

the Innovative Theory on the New Type Turbine Runner．”The task’S item

number is(04JY029-054)．According to the studying content，we have

designed a Francis turbine runnel Wllich design idea is：Based on the relative

stream surface and two types of theory，this paper set up a Francis turbine

l'unner of the quasi-ternary internal mobile computing and blade design of the

universal model．And the thickness distribution for the known conditions，the

USe of weeks to the average treatment methods，three-diinensional Euler

equations derived from the surface meridional stream function equations of

motion and assume that the blade bone surface for weeks to an average stream

surface，using all average of a week to the stream surface and a set of stream

surface of the iterative calculation to meet the needs of a given distribution and

tllickncss of the blade has been designed．Using eight-node quadrilateral

isoparametric curved element for calculating the discrete region,using

Galerkin weighted residual method,surface convection equation set up the

finite element equation，using iterative relaxation method；usc of a powerful

computing capabilities，The calculation results，programming visualization and

high efficiency of Matlab programming software，set up by this paper,the

model produced a quasi—three-dimensional design program．Finally the method

is applied to a Francis turbine runner blades design，calculation results show

that the design model according to this article，can be met given the load

distribution and thickness distribution of the wheel for the wheel design
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provides a new and effective The calculation model and method．The design

method call also be applied to wheels of flow analysis，wheel retrofit，

optimization and other fluid mechanical wheel design is very effective．

Keyword：the Francis runner,quasi一3D design，s2_l／sI stream surface，
blade with thickness
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第一章绪论

1．1课题研究的目的和意义

水能既是洁净能源又是可再生能源，在我国能源的组成中占有非常重

要的地位。我国蕴藏着极其丰富水力资源，根据普查，我国水力资源的技

术可开发装机5．41亿千瓦，经济可开发装机4．02亿千瓦，居世界首位，

但是目前仅开发了不到20％l¨。当今水力发电在国内得到优先开发，根据

我国能源规划，我国将加快流域的水电梯级开发力度，在2020年以前，

使水力发电在中国电力结构中提高到整个电力的25％以上。许多大型和巨

型电站在建或即将兴建，如三峡、水布娅、小湾、向家坝、溪洛渡、龙滩、

锦屏二级等单机出力都是400MW一750MW的超大型混流式水轮机，转轮

直径均在6．．-9m的范围，它们的建成，将使我国水电事业跃上一个新的台

阶。

水电站单机容量和结构尺寸朝着巨型化方向发展对机组在设计合理

性、制造工艺先进性、运行稳定性等方面提出了巨大的挑战。而水轮机是

水电站的核心设备，其最重要的三个性能指标是：效率、空化和稳定性，

分别关系到水能的利用程度、机组的寿命和机组能否安全正常运行。转轮

是水轮机最为关键的部件，其性能的高低直接影响到水轮机的三个性能的

好坏；同时也是最容易因设计不当或运行不合理等原因而在各种电站事故

中遭到破坏的部件之一。水力机组在运行过程中经常由于过流部件中流场

的速度分布不均匀和周期性脱流的旋涡所诱发出的压力脉动而引起振动，

如尾水管涡带、卡门涡列等因素产生的周期性干扰激振力，会使转轮叶片

产生振动，尤其当激振力的频率与转轮的固有频率相同或相近而发生共振

时，激起较大振幅的振动，产生叶片的破坏。

另外，我国现在自行研究和设计的混流式水轮机转轮在水力性能方面

与一些发达的国家相比还有一定的差距，尤其是水轮机的空化性能和稳定

性；在新转轮设计方法上，新型的、现代化的设计方法才刚刚起步。因此，
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深入进行转轮叶片设计方法的研究，改进水轮机转轮传统的设计方法，设

计出性能优良的水轮机转轮对于提高水力发电机组的效率和运行稳定性、

适应现代化水电机组朝大型化发展的趋势等具有重要的意义。

1．2国内外研究现状及发展趋势

水轮机是把水的能量转化为旋转机械能的动力机械，它属于流体机械

中的透平机械。在计算机不发达的60年代，流体机械转轮的设计主要是

半经验的二维计算方法。对混流式水轮机，基于罗伦兹通流理论，根据Z

轴面流动规律的不同假设有一维理论和二维理论设计方法。70年代以后，

随计算机的发展，原先应用于可压缩流体的叶轮机械中的墨胚，两类流面

理论逐步在水力机械转轮设计中得到应用。该理论是我国著名学者吴仲华

先生在五十年代初提出来的，在此基础上建立了流体机械三维流动的普遍

理论，从而奠定了流体机械流动理论的研究基础。两类相对流面理论原则

上可以通过两类相对流面的交替迭代计算，逐次逼近三维流动的准确解；

但是，精确求解S和S：流面的流动比较复杂，目前发展还很不完善；通

常将它们简化成一个平均S，。流面与一组S旋成流面而构成准三维问题，

准三维方法中一般假定S．相对流面为回转面，S，相对流面为叶片中面。

目前，绝大多数新的流体机械转轮设计方法是以两类相对流面理论为基础

发展起来的，准三维数值计算方法也是转轮优化设计的有效方法。

从欧拉方程出发，根据连续方程引入流函数，则S，。流面上的流动控

制方程可转化为关于流函数的二阶椭圆型偏微分方程一oisson方程。
该方程可以用有限差分法、有限体积法和有限元法等方法求解。这种基于

S：．流面的关于流函数的反问题计算方法一般是给定圪，分布及叶片厚度

分布嘲。吴仲华教授等根据S，。流面流函数方程，在非正交曲线坐标系下

进行了轴流式叶轮的设计，并对所设计叶轮进行了全三维流动分析，计算

结果表明所设计叶轮满足要求。

葛满初口1从欧拉方程出发，导出了墨流面上以计算网格的非正交曲线

坐标为独立变量的流函数方程反问题的通用控制方程组，提出了流函数有
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旋方程的直接反问题的数学物理模型，给定叶片表面的速度及周向厚度的

分布规律，对亚音速、跨音速的S。流面的反问题应用差分方法进行了研究，

并对典型的压气机叶栅进行计算。葛满初盯1在无粘正问题和反问题计算的

基础上，用分区的物理模型，发展了考虑粘性作用的S流面的反问题的计

算方法。

刘高联教授建立了旋成面叶栅各类杂交命题统一的变域变分原理。利

用泛函的变域变分公式来构造叶片上的边界条件，建立以流函效和叶型几

何坐标为未知量的泛函口1。通过求泛函极值得到流函数及叶型坐标的非线

性代数方程组，迭代求解实现叶栅的反问题计算。该方法的叶栅边界条件

提法灵活多样，能考虑流层厚度的变化，公式简单，易于推广至三维设计，

是一种实用的新方法。其不足之处是所求解的代数方程组为高次方程组，

迭代不易收敛。

R．D．Cedar和P．Stow结合S：流面流动计算提出了S流面反问题计算

的当量源法伽。其基本思想是与边界层计算的当量源法一样，在设计中不

修正叶片计算几何边界，而是用置于叶片表面的面源来模拟叶片表面的计

算修正(Surface Transpiration Model)，使叶型设计过程中计算网络保

持不变。从而与正问题计算相结合构成了给定叶型表面速度分布的反问题

计算模型。I．K．Jenions应用当量源法建立了一套完整的基于鼠流面的

反问题计算的准三维设计系统。当量源法将流动分析、反问题设计和边界

层计算结合起来，设计过程中不须变动计算网格，使得计算十分便利。不

足之处就是当初始叶型和最终设计叶型相差较大时，计算精度降低且易使

设计叶型不光滑。M．Hart在Cedar等方法基础上，引入光顺的方法修正计

算数据，根据等环量条件保证叶型的封闭性，从而允许初始叶型与最终设

计叶型间有较大偏差。

W．Jansen和A．M．Ki rscher针对离心叶轮设计，提出了应用流线曲率

法进行S：。流面反问题计算的给定荷载设计方法啪。该方法的求解是一包

含经验修正的迭代计算过程，流线曲率法公式简单，物理意义明确。特别

对于上、下游边界条件难于准确给定的复杂的不规则计算域，流线曲率法

具有明显的优越性．在流体机械转轮的正、反命题计算中，流线曲率法得
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到了广泛应用。但对于有旋流动，则计算稳定性较差。

我国混流式水轮机的发展，主要是经历了一个由引进到自主开发的过

程。在上个世纪的几十年中，我国水轮机设计资料主要沿用前苏联和东欧

国家以及西方国家的一些资料；在“七五”后期，我国自行设计和研制了

一批优秀的混流式转轮模型，其水力性能已达到国际先进水平。近些年来，

我国的混流式水轮机有了一个飞速的发展，开发出一系列性能优良的混流

式水轮机水力模型，虽然与德国、美国和瑞典等国相比，我国混流式转模

型的效率要低1-2％，比转数也略低些，但庆幸的是我国逐步改变了过去

一直沿用的开发新转轮的方法，即：根据经验，设计不同的方案，然后对

各种方案进行模型实验，根据实验结果的比较，进一步改进方案或确定最

终设计方案，而CFD技术的重要性正逐步被认识，并向实用阶段发展。

1．3课题的主要研究内容、途径和技术路线

1．3．1主要研究内容

长期以来，在水轮机转轮叶片水力设计上应用比较广泛的是一维和二

维理论方法，但是这两种方法所应用的设计理论和设计方法并不完善，特

别是不能预估所设计转轮的各种性能，为了得到一个优质转轮，不仅要有

丰富的经验而且必须依靠模型试验，造成研制周期长、费用高、测点位置

有限制等缺点。

针对上述叶片设计理论的不足，近些年来国外把应用于可压缩流体叶

轮机械的三维理论推广到水力机械已取得很大进展。本文根据准三维流动

理论，研究混流式水轮机转轮叶片的设计方法。利用在两个相对流面间进

行迭代求解准三维设计方法，设计出混流式水轮机转轮叶片。

1．3．2途径
。

(1)通过查阅国内外相关文献，收集水轮机转轮设计方法以及方法

中的相关理论、原理等资料。

(2)到水轮机生产制造单位和水电站进行调研，收集水轮机转轮设
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计及运行的相关技术资料，了解水轮机转轮实际制造与理论设计问的差

别，掌握其实际运行情况，为设计方法的改进打好铺挚。

(3)学习CFD基础理论知识，为论文顺利的进行做好准备。

(4)基于两类相对流面的准三维设计方法，首先在给定的一组初始

旋成流面上进行反问题计算，得到所设计叶片，然后进行平均流面的正问

题计算，来修正初始的旋成流面，如此反复迭代，直到收敛，从而计算出

水轮机转轮。

1．3．3技术路线

基于两类相对流面(S，，S，)的准三维设计方法，以y。，．及厚度分

布为已知条件，利用周向平均处理方法，从三维欧拉方程导出子午面上的

流函数运动方程，并假定叶片骨面为周向平均流面，利用周向平均的一个

S：。流面和一组S流面的迭代计算以满足给定的V。，及厚度分布得到所

设计的叶片。
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第二章转轮叶片设计的基础理论

长期以来，在混流式转轮叶片水力设计中，广泛采用叶片无穷多，叶

片厚度无限薄的轴对称流的假定。这样，转轮中的水流可用一个轴面上的

流动规律来代替，在以轴面流线为母线的回转面上绘型，即可确定叶片的

骨面。由于对轴面上水流速度分布有着不同的假定，目前在工程中广泛使

用3种设计方法，即假定轴面上同一过水断面上速度分布为等速流的一维

理论设计方法；假定轴面上水流为有势流的二维理论设计方法和给定轴面

上速度分布符合某种规律的二维有旋流的设计方法。在混流式转轮的研制

方面，这些方法和实践经验结合，设计出许多好的转轮，但这些方法存在

一些缺陷。一般说，主要缺点是对流场的假定与实际情况有较大的偏离口】。

70年代以后，随计算机的发展，基于两类相对流面的准三维方法在流体机

械转轮设计中逐步得到了应用。目前，绝大多数新的流体机械转轮设计方

法是以两类相对流面理论为基础发展起来的，准三维数值计算方法也是转

轮优化设计的有效方法口，。

2．1一维设计理论

在一维设计理论中，假定水流是理想流体，即不考虑液体的粘性影响；

一维理论设计方法还假定叶片无限多、无限薄。这样，液流运动是轴对称

的，故可用任一轴面的流动来表示其他轴面的流动。此外还假定沿过水断

面上的轴面速度屹是均匀分布的。这样，水流在转轮中的轴面速度只要

用一个能表明质点所在过水断面位置的坐标即可确定。如图2-I所示，过

水断面BC上任一点的轴面速度屹都相等，要确定断面Bc上A点的速度，只

要用一个坐标决定过水断面Bc的位置即可⋯1。一维设计理论是最易掌握

的，也是目前水力机械设计中最常用的设计方法。积累里大量的实验数据，

具有其它设计理论不可替代的作用。文献[4，5]对之进行了详细的阐述。

一维设计理论一般适用于离心泵叶轮和低比转速水轮机转轮的设计。

一维设计理论设计思路主要是：首先构造好符合一定要求的叶轮轴面

图。这时已经作好若干过流断面，根据这些过流断面得到若干回转流面；

确定叶轮进口边，得到叶片进口角，选择叶片出口角，利用逐点计算法或
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保教变换法得到叶片骨线。按给定叶片厚度分布规律将叶片骨线加厚，最

后得到三维实体叶片№3。

图2-1一维理论设计示意图

Fig．2—1 Figure of one-dimensional theory

2．2二维设计理论

二维理论设计方法同样假定叶片无限多、无限薄，则液流运动是轴对

称的，但都认为轴面速度沿过水断面是不均匀分布的。因此轴面上任一点

的运动必须由两个坐标来确定，如图2-2所示。这两个坐标为过水断面的

位置，。和A点离上冠的长度6。故二维理论多用于设计中高比转速转轮，

在实际工作中用得较多。

图2-2二维理论设计示意图

Fig．2-2 Figure of two．dimensional theory

2．2．1轴对称设计理论(1)

如果认为转轮叶片数无穷多，则流动与圆周角无关，即a／a9-0。这
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时转轮内部流动为轴对称流动。通过作图法求解该流动，得到轴面流线和

轴面流速，于是回转&流面形状和轴面流速已知(图2-3)

得到

图2-3轴面流线

Fig．2-3 Axial sltf,amUnc

—dm．。监昌坠 (2．1)

黝驴睨虼-Rw

9一降+魄 (2．2)

只要给定流体角动量或速度矩圪R a I(m)已知关系，就可积分得到叶片骨
线。然后按预定叶片厚度加厚叶片骨线就可以得到有厚度叶片。该种方法

主要用于中高比转速水轮机转轮和混流泵叶轮的叶片设计。

2．2．2轴对称设计理论(2)

(1)辅助坐标

取图2—4所示的坐标系，定义辅助坐标口-tp—f(R，z)，式中，伍，z)为
叶片骨面坐标，口的函数形式为

仃。H竺 (2-3)口目以一 ＼ ，

其中n为整数，万一⋯，一1，o，1，2导．。
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图2-4坐标系

Fig．2-4 Coordinate system

(2)流动控制方程

假设流动是轴对称的，平均流动的涡集中在口上，即叶片骨面上。这

个涡称为束缚涡，涡量强度为：

五=v(e R)xVof(2-4)

其中角动量虼尺沿流线是预先给定的，

即

Q眚V×V

涡量强度Q等于平均流速的旋度，

于是Q的圆周方向的分量为：

a％ a屹 矽a帆R)矽a眈尺)一一·_—-—一■I⋯一一az aR az aR aR az

该7／程衣不J况物-ff叶片彤状利平明用明重屹武明天系。

流动还要满足连续性方程，为此引入流函数：

怍一丢詈
卜丢等

堕一三业．塑，一Rf至韭趔一一al—a(v—。R)-I- 、I_-_一一I一^I一———一一一一_OR2 R aR aZ2 ＼az aR aR aZ』
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在尢叶区石骈葡坝为零。

为了能够求解该方程，必须给定边界条件。在前后盖板流线，于是

P!k 2既／幼 (2-9)

P Ih
2 u

在上下游边界上

『÷等Ih-一FI s抽眩，i)

1专等IrD。一陌l s抽眩，i)
Q1∞

式中晤，i)和眩，石)分别表示速度石与法向量i以及速度丐与法向量
厅D的夹角。

(3)叶片形状的确定

对理想流体，流体相墅流速要与叶片骨面相切。该条件可表示为
∥·V口昌0 (2—11)

平均相对流速缈一V—U。将该式展开，得到叶片骨面微分方程

屹篆+圪堕OR=等一∞ (2-12)

它是一阶偏微分方程，其特征线就是轴面流线。沿轴面流线可积分上式，

得到叶片骨面形状。为此必须给定叶片进口边上的厂值，作为上式积分的

初值，该初值称为叶片的堆叠条件(stacking condition)。

当求出流场以后，根据给定了的叶片堆叠条件，可以积分叶片骨面微

分方程得到叶片骨面。为了使计算收敛，要采用亚松弛技术，即

Z删昌厂，瞄+c【Z删一无瞄) (2—13)

式中c为松弛因子，厶为上一次计算的，，，删为本次计算的，值。
(4)叶片表面压力差的估计

叶片骨面两侧的压力差可表示为
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卸t等p形·V眈尺) (2-14)

(5)计算过程

一般采用有限差分法求解流函数方程和叶片骨面微分方程。由于求解

六函数方程时，要知道厂值，因此，必须假定厂分布，然后再用叶片骨面

方程更新，，直到收敛为止。

在轴对称设计理论(1)中，绝对流动时无旋的。在轴对称设计理论

(2)中，绝对流动是有旋的，因此，前者可称为无旋轴对称设计理论，

后者可称为有旋轴对称设计理论哺1。

2．3准三维设计理论

70年代以后，随着计算机技术的迅猛发展，吴仲华教授在1952提出的

两类流面理论逐步在流体机械叶轮设计中得到应用，目前国内外流体机械

叶轮的设计方法绝大多数是以该理论发展起来的。随着计算机技术在常规

水力机械转轮设计中的应用，显示出了水力机械转轮优化设计的光辉前

景。

2．3．1两类相对流面理论概述

基于两类相对流面的通用理论，是吴仲华教授于50年代初创立

的，起初应用于可压缩流体的叶轮机械(如燃气轮机、压气机等)，

70年代开始扩大至水力机械，而今在水力机械的设计开发、研究等

各个方面都已普遍应用。

基于两类相对流面理论基本思路：在转轮的相对运动三维流场

中取多个相对流面，建立相对流面上理想液体运动的基本方程式，

把一个三维流动转化为多个相对流面上的二维流动来求解。即可降

低数学难度，又可降低对计算机的要求。

相对流面分为：S。流面，即由过叶栅中或叶栅前圆周线上的相

对运动的流线组成(如图2-3中曲面CIDID2C2)；S：流面，由过叶栅

前半径线上的相对运动的流线组成(如图2—5中曲面AIBIB2A2)。

第1l页，共91页



曲华人学硕十学{i)：论文

对于S，．将接近于回转面，可显示叶型型线对流动的影响；对S：流

面，将接近于叶片中面，可显示轴面流道型线对流动的影响。

图2-5两类相对流面图

Figure 2-5 tow relatirely flOW surface drawlng

可见，两类相对流面之间以及它们的流动之间是相互关联的。

由s，流面上的流线可确定S。流面；反之，由S：流面上的流线也可确

定S，流面。因此，两类相对流面上的流动计算需要交替进行。通常

先进行S：流面上的流动计算，为s。流面的流动计算提供必要的数据，

而5．流面的流动计算又为新一轮s，流面的流动计算提供必要数据

即，为求得三维流动的解，需在两类相对流面之间进行迭代。判定

迭代终止得准则是：两类流面交线上的解是否一致”1。

在水力机械转轮叶片设计中，S．流面和s，流面都是空间曲面，在

圆柱坐标系下，流面可以表示为；

s(R，妒，z)=0 (2-15)

其微分形式为：

堕积+堕d∞+竺把；0 (2—16)

aR a∞j az

在s，流面和S：流面上，流面的法向量为n：
n 2
nReg+n。ev+?'lzeZ (2—17)
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则n应与梯度共线，梯度为：

Vs一簧％+去嚣勺+蔷Pz 。2砌，
由此得：

刀R．n妒 。nz
1

磊+焉+蔷。丽一悟19)由于流体都是理想流体，所以流面必与相对速度的矢量形相切，故

有W·万t 0，由此可写出：

WRn尺+％刀妒+wznz 1 0 (2—20)

式中‰、厅甲、以z分别是流面沿尺、9、Z方向的法向量；％、％、％

分别是相对流速沿R、妒、Z方向的分量。

把式(2-21)代入式(2-18)中，则有：

万Rd尺+咒9d9+咒zdZ=0
(2—21)

由两类相对流面的连续性方程、运动方程和以上各式，组成了进行两类相

对流面上流动计算所需的基本方程嘲。

2．3．2转轮内部周向平均的S，。流面流动方程n町

三维流动的流动参数在圆周上是不均匀分布的，对转轮内实际流动，

其流动参数在相邻叶片间的分布是不均匀的，如果把流动参数在相邻两叶

片之间的圆周上进行平均化处理，则此种沿圆周的不均匀性将消除。所谓

对流动进行周向平均处理就是求出相邻叶片间圆周方向流动参数的平均

值并以该平均值为S，流面上的流动参数。这样抽象所得的S，流面即为平

均S，。流面。

(1)周向平均的S：。流面方程

在正交曲线坐标系中，设叶片压力面和吸力面的方程分别为：

q3P一0phl，q2工 q3J一0，妇l，q2 J (2—22)

此处下角标P表示压力面，s表示吸力面。对任意空间函数，(q1，q：，q，)，
定义其在相邻两叶片之间圆周上平均值厂为：
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砥q2)昌吉j|：厂m2，吼地(2-23)
式中e～～I司一圆周上相邻两叶片之I刈的角距离，即：

e昌pP hl，口2 J—a，妇l，口2) (2—24)

其中只和郇分别为相邻叶片吸力面和压力面的角坐标。

以，。表示函数，与其平均值7之差，称为厂的脉动值。显然，，’在

一般情况下也是三元函数。这样，标量函数，可表示为：

f(q。，92，q3)暑7白，，92)+，’白。，q2，q3)
Q屯驰

由式(2-23)和(2-25)可得标量函数平均化的规则：

歹。，， 7．0’ 荽．o
oqs

．疗+．厂2-^+厂2

氏f2l lll2+l：f；

(2-26)

由此还可得两个矢量函数^、，2的标量积和矢量积的平均值的表达式：

为求偏导

由式(2-25)可有：

a f

a绣

a!
e

8qi

(2-27)

，先求a／／加,，并取i一1，2。

肋，+吉砉∽砌，) @屯8，

-一百1--厂_面00+丢云∽，由，)
又根据积分号下球导数的法则，可写出：

毒∞玩)宣r盖妃+厂hm％鼍一厂h胁鲥鼍他屯∞
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因此由平均值定义：

盖；*芒oqi由，
得。

善。!蜘^(，面a00 Oqi 0 )一∞一———L———_‘一一，、-，一-
agj I。电J

O；1,2)

(2-30)

(2-31)

此处符号A表示同一圆周上压力面处的函数值与吸力面处的函数值之差，

玑△(厂豺i(q胡以鼍巩幻见)普∽32，
设以P、以，为叶片压力面和吸力面的法线矢量，此时由流面梯度

式：

!! ．

a日

日l却l

可有：

厅， 甩1
—-—-—·二：———I·■●————：乙一一
a口 1

H 2aq2 H3

丝。一盟．
Oqj H3n3P

7

(2-33)

塑。一旦丝 (2—34)一l一—_--_-—-__一 ～‘．U'，

的l H毋3s

因为刀P、万，不是单位法线向量，可取力，P一露，，-码，故可写成：

aOs一日fn豇一■■一——-—二-—二；却i 日3尼3

△(厂卦一f(qt,q2,0e灶叩，-盹％见)器

丢一!掣+而Hiaq 0 Oq 酬j l 鲋3尼3“”
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由式(2—25)司直接写出af／Oq3的平均值：

善=新挚，；百1比)(2-38)
而a(e7沙田，一0，故得标量函数偏导数平均值的表达式的最后形式为口3：

善-吉掣+击酬㈨2’3 协39，叼i e a留j 鲫3n3”‘’
7

(2一)

在图2—4所示的正交曲线坐标系中，设周向平均的S孙流面方程为

驴肛昌q3一q3 hl，q2)
(2—40)

其单位法向矢量云为

云薯尚 ∽4。，
根据流体的速度与流面相切条件，S拥流面方程为

V—n矿_． +． (2—3
H3aq，,．H30qgm

Z22
42)

月l叼l 月2叼2一

式中ⅣI、H2、日，是拉梅系数。

(2)平均流动的连续方程

不计粘性，水力机械转轮内部流动的相对运动的连续方程为：

V．_．0 (2-43)

式中云为相对速度矢，进行平均化处理：

而。0 (2—44)

将得蛩I平均连续性方程。

aqI 加2 aq3

而。志【≯而，+摹面+磊吲防46)
利用式(2-39)对上式进行变换，可得：
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瓦a(wIH2Ha)_吉音(e硇zH，)+去△(H2H3wlnl)
三Oq2(咄-训_吉去(e硇-H，)+而H2△HiH3w2n2)
．三屹0(w,H2H3),-虿1壶(e功2HI)+丽n儿,a(H：即儿)
代入后，考虑到在同一囟向上H。，H：，H；另常数，且不论是压力面或
吸力面，在叶片表面都有M甩l+w2n2+W3n3一一w．n’。0，故得：

V-一w=石1 V。(叼0 ＼ ／

因此由式(2—44)得以矢量形式表示的平均流动的连续方程：

v吖e品、1置0
(2。47)

一
＼ ／ =⋯

式中孑一～平均流动的相对速度矢量，W昌winl+w2n2 4-w3n3。
考虑到a(e瓦矗。H：胁，一0，散度的表达式为：

V’(。i)。可岳陆(e硒zH，)+去2(。硒儿)】c2嘲，
其实，O就是相邻两叶片之间的角距离，引入排挤系数B，，有

O-抛，，故以标量形式表示的连续方程为：

去仁2即，石)+毒h曰，瓦)t。 协49，
式中：

B，。!二堡垒

％——一叶片数；以⋯一一叶片的周向厚度‘71。
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(3)平均流动的运动方程

定常相对运动的兰姆型运动方程为：

茹×k×；)昌Ⅷ，(2-50)
对上式进行平均化处理，按矢量积平均值表达式(2-27)，可写出：

品×V×；、I+了×砖×；)昌面 心。5D

=·]r—=T
、 ／

式中W xⅣxv J，表示两个脉动量的叉积的平均值，当不计流动周向不均

匀性对S加流面流动的影响时，w xⅣ×vJ为零，故有：

品×『，v×；、l=匾 Q‘52)

＼ ／
。

由于旋度V×y的三个分量的表达式为：

加flv．上f虫蚴一捌1
‘H2H3【蛔2 幻3 J

肼炉上f业到一—O(v3—H3)1
HIH3【dq3 加l j

加，，。上f"—oq(v2—n2)一亟到1
故可以写出：

(2-53)

丽去l素㈧一去⋯lP·
+壶l考⋯一去㈣le：
+壶I去⋯告叫岛

对方括号中各项应用式(2-41)，代入得：

一Vxv-!V×(磊)+上OH3n30 △酬
＼ 7

、 7
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由算子V的运算规则可写出：

V×【o；)=Vo×y-Ib+eV×；
由式(2-38)可得：

Ve一一去G，叱)·一去△k)
V x(ov)．ov x；一面1 VG×i)

代入式(2-55)得：

而I
V×石+—OHL3n3△G×V’)

式中l，·一绝对速度的脉动量，y，·矿一；。
VE，的表达式为：

瓯。轰巳+盏"丽aE,巳

面=石1 V晦)+面1△旧刀)

V晦)-eV—Er一砾1△Er刀)
故：

面一V—Er+砥1△他，一耳X)

(2-56)

(2-57)

(2-58)

如果认为压力面和吸力面的对应点在同一S。流面上，则两点的相对运

动伯努里积分值相等，即E巾．E。，故△陋，一ikJ．0。在这种情况下，
有。
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VEr|～E r

把式(2—57)、式(2-59)代入(2—52)，可有：

一一W X勺×i)=i—v巧

(2-59)

(2-60)

式中：
F暑万×——!一，△，In×y’1，暑抄×一△ ×y I

eH，甩，
、 7

(2-61)

这就是以矢量形式表示的平均流动的运动方程，式中矢量F相当于在圆周

上均匀分布的单位质量力，是由于对三维流动平均化处理而产生的，它代

表叶片对平均流动的作用⋯，它与S：．垂直。对方程(2-60)两边同时叉

乘刀。，并作适当的变换，方程(2-60)变换为：

吉[翳+巧警垮陌警)】+ ∽62，

壶[掣一 一坷旦监+尘丑盟。o
日3H2却2 Hl均1 日3Hla日1日2幻2

吉吲万+万rOcp,,)Oz—O兰Er＼(万一zz．t．巧了ri，cp,,)】 协63，⋯aver aq口．+一aaVor—acp．一生+竖，o
I

山u
1
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图2-6正交曲线坐标系

Fig．2-6 Oflhogonal cutvilinear coordinate system

由连续性方程(2—49)引出流函数矽，并略去“一，于是：

誓；rB，K 誓；一rB rK (2-64)

ar
J‘

az
J

I

把上式代入(2-63)中，得到流函数方程为：

吉隰瓦+瓦訾库p巧剖 沿65，

一iOVer iOepm+竖监卫Or(三f业Or．)+鲁1 0,Oz．Or rB Or。)一+一一一一●一一●+一 --

打 汜 l以 l

2．3．3 Sl流面流动方程

对于S。流面，取留。、q：为自变量，流面方程为：

因此有：

于是可写出：

"口z卜 (2-66)

s(口z，g：，g，=q2-q2(g-，鼋，)。。 c2—67，

上L．一土。●L。一』L (2—68)一_一一．一-一一 L厶一

日2a口2 日2
7

日3叼3 日3帕3

由梯度公式，可得S。流面法向单位矢in的三个分量的表达式：

竺! ．』竺一． !≥ 。

蛔2 1 蛔2

日l幻1 日2 日3a93

(2-69)

代入式(2—20)，得S。流面上相对速度分量％与M、％的关系式：

W2
mH2(M器+M蔬)
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(2一‘70)

上式就是S。流面上的流线方程。

当S流面为回转面时，S．流面与轴平面的交线m将是轴面流线，小与z轴

的夹角为口，于是取轴NN-线m为正交曲线坐标q。的坐标线，此时在S．流

面上有：

q2一常数，粤．o’粤。o
dql Oq3

NNNS。流面的偏导数等于沿坐标线的偏导数，即：

a a

面。_Oql’蛔l

a a

{=?-一■■一
aq3 a口3

又因为此时q：坐标线式S。流面的法线，故有：

W2一％-0

同时若把坐标原点取在S。NN I-_，则在此S。流面上有：

日lI 1’粤。o
oql

返些特点将便Sl流回上的基本万程司有。显者简化。

在这里，我们可有：当S。流面为回转面时，取轴面流线长度m和角

坐标p为独立自变量，芝用去、南代替去、去，用％、
口 a

％代替M、嵋，及用磊代替百嘉i。
对于p为常数的不司压缩流体，由质量守恒得连续方程：

弛型+酬．o (2．71)

dgl d吼

则有：

刿+掣．o(2-72)咖 ap
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式中f～相邻两S。流面问的法向厚度，其值由求解S，流面正问题来确
定。

由q：方向压强梯度引起的单位质量力F的三个分量：

‘-。，E·一石1，E
t o

(2—73)JD (一73)

所以有兰姆型运动方程：

wvr ap石．丑Om)一睁姚净一熹
一以嘉一降批叫妾t‘
％(鲁一监raO)+(孚勘)Ori一笔
因此可有欧拉型运动方程：

％鲁+％蔫一(孚+姚+∞2厂)熹-一吾熹
．一以鲁一睁姚叫言一c
％iawo+％等+(孚勘)ar---吾啬
流函数定义为：

1--a-曲

％。i‘而T’f，d∥ wo。—一1÷
atf，

f啪

(2-74)

(2-75)

(2-76)

式中z—一流层的法向厚度。

对式(2—75)做适当的变化，并把(2—76)代入可得S，流面的流函数方程

为：
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T叫m＼-i¨Tm叭J+三r00 f[塑f raO)
’

=2to-1 a妒)Ori一壶驰嘲)(2-77)
f a口

这里设转轮来流均匀，即Ei·常数、^t常数，则上式可写成：

未(吾芸)+啬p等)。2to一寺詈)熹 c2二78，
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第三章水力机械流动计算的有限元法及MATLAB简介

3．1有限元法简介

有限元法是Ritz法和Galerkin法的发展。在有限元法中仍然是用到变

分法的加权余量法的一些结果。

有限元法的基本特点是把求解域划分成一系列的子域(即单元)，在

了域上建立近似函数，不涉及总体边界条件，因此避免了在Ritz和

Galerkin法中需求适合总体边界条件的坐标函数的困难，使本法具有很强

的适应性，成为数值求解微分方程的有力工具。

这里主要介绍三结点三角形单元有限元法，8结点四边形和6结点三边

形的二维等参单元，以及三维单元可参照相关文献[4]、[13]、[14][16]、

[18]等。

3．1．1三结点三角形单元的有限元法

由于三结点三角形单元有限元法的运算比较简单，以此开始讨论，将

更能显示出有限元法的实质和过程。

下面以S：流面上的流函数方程为背景，讨论用三结点三角形单元有限

元法求解椭圆型方程的第一边值问题：

D B

图3-1单元生成

Fig 3-1 Cell cteation
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一磊0 pi8u)一号国詈)+蹦一f o∽∈。1
“I，。缈o，y) j (3一1)

式中P、q、r、kx、y的函数。
(一)单元生成

所谓单元生成，对于三角形单元，就是把求解域划成一系列的三角形

子域(图3—1)，要求各子域不重、不间断，并尽可能三条边等长。对于预

计待求函数变化剧烈的部位，单元布置密些，以利提高计算精密。

三角形的顶点叫“结点”。在求解域边界上的结点叫“边结点”，其余叫

“内结点”。在第一边值问题中，边界结点的函数值是给定的。有边结点的

单元叫“边单元”。

所有的结点和单元都编号。结点的编号分总体和局部的两种。总体编

号应不重不间断，每个结点一个，如1、2、3、⋯。局部编号可重复，例

如对每个单元的三个顶点都可分别以i、j、k表示。单元只有总体编号。

为减少计算机内存，应使相邻结点的总体编号的差值为最小。故在图

3-1中，由于沿流动方向的结点多于横向的，结点的总体编号先沿横向推

进，然后再沿流动方向推进。

对于图3-1，结点总数为nm，单元总数为2(n-1)(m-1)，单元编号e与

单元顶点总体编号n。、13，、m(对应的局部编号为i、j、k)的以下关系：

三一 尚．o
当2取整、27 、e为偶数时：

令一取整【上2(m-1)】 ‰一丽e
k+2 若b一0
p
la+1 若6。o
f一三一O一2Xm一1)

则：吩。O一枷+，，ni。O一2)册+，，nk。O一1)m+l+l

三一 南，．0
当2取整、2’ 、P为奇数时：
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"啪[南】
s II a+2

z。掣一(s一2)伽一1)
则：吩。O一1)棚+Z，n，‘O一2)小+，，刀I

4 G一1)m+Z+1

(二)单元插值函数的构造

单元插值函数就是单元上的近似函数。对于三结点三角形单元，取线

性函数为其插值函数，对单元e，其形式为：

口忙’O，y)一芦l+卢2z+岛y (3—2)

把三个顶点的坐标(Xi,YⅣ、(工』，Yi)、(Xk,YI)RN数uf。u(xf，xⅣ、

口，。u(xi，xj)、比t。u(xt，砟)代入，得关于属、p2、岛的线性方程组：

卢l+卢2Xi+,Ssyj-Mj

pl+p≯i+,Osyj Iuj

A+卢2Xk+B3Y^一“t

其系数矩阵的行列值为：

}I毛Y，I
fl工』YjI曩2△。
11黾Ykl (3—3)

式中△t——单元的三角形面积，当i、j、k按反时针布置时△c有正值。

于是由克莱姆法则得：

展。玄㈨一^+口以)

小玄陬+b．『uj+6肌)

尾。玄@¨中∥儿)
式中

ai
I
xjYk—xky j，aj

I xlyt—xiy k，ak I xt’j。xi3)i

biI
I y i—yk，bi

I y k—yi，bt
I
Yi—y j

ci’xI—Xj，cj Ixi—xI'ct Ixj‘xi
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这样，插值函数(3-2)可写成：

H‘。’O，y)一Ni(x，y)u，+Nj(x，y)u』+Ⅳt@，y)u‘(3-5)

式中

Ni㈨)-去(口i+6j石+c∽
Ⅳ，@，y)=-去A(ai+bix+crY)
M吣)=去(口t+钆x+cky) (3-6)

对于给定的单元，结点的坐标是已知的，于是由式(3—3)求得仉、B、

q、口，、6j、c，、ak、瓯、“，故式(3—6)Ni(x，"、Nj(x，川、lVk(x，y)

是已知函数，而玑、“，、Ht是待求的未知函数，因此式(3-5)形式上类

似于伽辽金法中的近似函数，不过这是建立在单元上的近似函数。

函数N。、N，、N。称为形状函数或形函数，具有下列特性：

(1)它们与插值函数一样，同为线性函数。

(2)Ⅳ一似，y，)·6”(口，，．If，．『，七)，此处克隆涅克6。为：
口：Ill r

4一，

Nf(而，yj)一1'ⅣfOj,Y，)一MO上，YI)一0

N，Oj，Y，)一1，Ⅳ，纯，Yj)一N，(】吒，)，I)·0

Nt OI，YI)-1，M@i，Yj)-N||伍j,Y，)一0

(3)Ⅳi·O，y)+ⅣJO，y)+ⅣI O，)，)·1

第一特性可由式(3-6)直接得到，下面来证明后两个特性。

如图3—2在三角形单元内任取一点P(x，y)，{|14--5",J、角形研七、APki、
aPii，设其面积分别为：

△j一雌，△，。APki，△七一aeij
令：

扣五A。i,，-△A=．t^‘鲁， (3_7)
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式中乱——三角形单元面积

v I
1’～J，

△△F

△

¨。，¨ 一·．y-)

一—．～——i．．豳3—2面积坐标
Figure 3-2 Area ccordirate

则单元上的点，除了可用x．y确定外，还可用面积比岛、‘J、‘来

确定，故称厶、Lj、厶为面积坐标。

x、y在整个求解域上有效，称“总体坐标一，而厶、上j、厶只在本单

由6c。A』+AJ+AL，故．

￡f+￡，+‘。1 (3—8)

三个小三角形的面积色、A，、△·还可用行列式表示并展开如下：

^-；}ixj≥yjI—j1 r。—-一^，，，+。，一，、，x+ch—z，，，，
a，-；I i≥J·；t。t，，一z，，t，+。。一，，，r+ct一耳p，
A。．；}i j f．；。。。，，一：，y．，+。n—y，，，+。。一再，y
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△，一三(口，+包工+c，y)
A，

△I

三”6jx+cy)
扣+钆x+qy)

+bix+cjy)

小去(aj+b．，x+cjy)
小去(口t+钆x+qy)

把上式与式(3—6)比较，可知对于三结点三角形单元有：

厶一MO，y)，三J一Ⅳ，O，y)'厶一以似)，)

u=Niui+Njuj+Nkuk

(3-9)

图3—3线性插值函数

Fig 3-3 Linearity function of insert value

由图3—2可知当P与i重合时，△i。△c，△，。△t。0，故当△i。1时，

△t。△t。0：同样与P与j、k重合时，可得厶-1、厶I LI‘0及t
1
0、

厶_厶10。这就证明了 形状函数的第二个特性，而由式(3—7)立
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即可证明形状函数的第三个特性。

形状函数的后两个特性可通过运算直接验证。

线性插值函数在三结点三角形单元上的分布如图3—3所示。

式(3-5)还可用矩阵表示如下：

“‘。’O，Y)一【Ⅳ】r【H】一【H】r【Ⅳ】 (3—10)

【Ⅳ】皇【M，N，，M】r；

式中： [hi-[／Zi,／l，,／Zkr

由式(3-5)、式(3-6)得：

警一瓦1陬吨”‰)
au扣) 1q,IH

可,。面㈨"，H，+ckltk)
写成矩阵形式，则有：

警-去m卜西12A m】一-一I仃I IⅡI_一I比-●D-缸 ．‘。‘。2△．⋯。

警一去m卜匹1小】一_一¨．I_It●●一IⅡ--L。Iay 2△．‘。‘。2△．‘⋯
陋】一【6f，b，，饥】r；

式中：【c卜【cj，c』，ct】r

(3-11)

可见对于三结点三角形单元，不能显示待求函数的偏导数在单元上的

变化；偏导数在单元上为常数。

(三)单元分析

由上章的变分原理，对方程(3-1)，可写出单元e的泛函I忙’：

产k驴‘警～(争彬)2-2∥蚴(3_12)
当单元足够小时，可取P、q、r、f在单元上为常数．例如分别为三个

顶点值的平均值，记为P。、q。、r。、fe。这样，由偏导数的表达式(3—11)，

可写出：
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令：

驴c警，2蛐。惫M伽Ⅱ卯M，

驴‘警)2蛐一去盯吼c九比】

K卜老帅】，I去

K】。去【c】【c】，-卺

b；b|bi bibk

bp,b：bib。

b,bi bkbl b：

ci CiCj cjc‘

’jcjci cj cjck

cIcj cIc， cf
’

(3-13)

(3-14)

则：

驴c警2蚴刊似M，妒c等)2蚴卟九砌圳∽㈣
由“o’的表达式(3—10)可写出：

ff*扣’)2dr,dy。阻】r以l【Ⅳ】【Ⅳ】r,uey[u]一阻】r刀l
hf At Af

令：

【K，卜

tH tt t墩

t#t镕t jk

lH t崎t吐

N：NiNj NlNk

NjNi Nj NiNt

NINi N kN j N：

式中：

tq
I llrtN iNjdr．dy

而由后面即将证明的公式(3-31)：

驴Mb‰c蛐I亡訾爵＆|At 、一⋯⋯，。
可得：
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tij‘古‘△。(1+气) (3—17)

式中：嘞——克隆涅符号：

驴忙暑
于是：

旷@。。2蚴却九E儿引 (3-18)

由比‘。’的表达式(3一10)还可写出：

胪∥)2dxdy-[ulrffflNldxdy
令：

陋‘‘’卜【∥，g≯’，酢’1r(3-19)
式中

g》I fe铲sd．xdy s Ii，j^

而由式(3—31)可得：

g：。’。j1六△。
s·‘，J『，七

(3—20)

于是：

jof扣扣’蚴I”【G∽1
A· 【3—21)

把(3—15)、式(3—18)代A．t-_面z忙’的表达式，得：

J‘力一m】r【K‘。’】阻卜2【H】7【G∽】 (3—22)

式中：【K忙’】——单元的系列矩阵(在弹性力学中叫单元的t·刚度矩阵，，)：

【K‘‘’】·【K。】+【K z】+IJ(，】 (3—23)

由矩阵【Kl】、[rd、【K3】的表达式(3—13)，式(3—14)、式(3—16)

可以看出，单元的系数矩阵瞵扣’】有以下性质：

(1)它是对称矩阵，而且主元素大于零；

(2)当‘。o时，它是奇异矩阵，因为此时【K‘。’l-【Ktl+【Kzl，而

对于矩阵【K-1、【K：】，其行列式的各行或各列的元素之和都等于零。

(四)总体合成

设求解域的单元总数为M、结点总数为N，则总体泛函为：
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M M M

，。善，忙’。善【“】r【K扣’】阻卜2善【“lr【G‘f’】
可写成：

，一阻】r【K】阻卜2【H】r【G】

式中：阻1一维列阵：
【“】=阻l，“2，⋯，UⅣ】r

(3-24)

(3-25)

陋L一总体系数矩阵，为N阶方阵；由各单位的系数矩阵叠加而
成。设：

暇卜【％】，【K扣’卜【醛’】
则：

M

％。∑硝’
f-1

i。j 11一N
(3-26)

【G】刊维的列阵，由各单元的【G‘‘’】叠加而成。设：
【G卜‰92，⋯，gⅣr (3—27)

则
肼

gj-罗∥ f-1一Ⅳ
笥 (3—28)

式(3—24)为二泛型泛函，由泛函达极值的必要条件：

—0／—．0 f．1。Ⅳ
auI

得关于结点上待求函数值比tG
I
1～Ⅳ)的线性代数方程组：

㈣m卜【G】 (3—29)

在引入强迫边界条件后求解此方程组，便得式(3-1)椭圆型方程第

一边值问题的数值解。

关于总体系数矩阵瞵】，要指出它有下列性质：

(1)主元素大于零：

(2)在强迫边界条件引入前为对称阵，强迫边界条件引入后对称性

可能破坏：

(3)是稀疏矩阵。只要结点的总体编号按一定规则进行，就能使非

零元素集中在主对角线两侧，呈带状。对于图4—1所示的单元划分和结点

编号，非零元素的带宽为(2m+1)。
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(4)当式(3—1)中r=O时，【K】将是奇异矩阵，需由引入强迫边界

条件来消除性，并使畔】正定。

(五)强迫边界条件的引入

对于第一边界条件：

ul,，v(x，y)

边结点上的函数值是给定的，泛函达极值的条件／Ou ”及相应的代
ol， i n

数方程已无意义，因此必须对式(3—29)的方程组进行修改。下面通过一

个四维的代数方程组来说明修改的方法。

设由哆缸-0(／-1。4)得四维的线性代数方程组：
Kll K12 Kn K14

K2l K恐 K23 K24

墨l K32五，33 j0

K4l K42 K43 K¨

Hl

“2

U3

U4

91

92

93

94

若已知“2‘妒2、H·。吼，则由上式可得二维的方程组：

怠gll K如D川协麓：器】
为避免重新排列数组，把上式恢复成四维的：

Kll 0

0 1

K3l 0

0 0

KD 0

O 0

K33 0

O 1

“l

口2

U3

U4

gl一(K12妒2+X14‰

dp2

93一(K32q72+如钆，
钆

(3-30)

显然两者是等价的。

由此可得引入强迫边界条件的方法，对于图4-1，结点总数N=nm，其

过程按边线AB、CD、CA、DB的顺序为：

第一步修改gr(f_1-Ⅳ)：
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若i—Z

若i-f

若f一，

若i-，

若i—J

若i-s

S一1一露

5 1 1～厅

s-2一(，疗一1)

s一2一(，玎一1)
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l—·sm

叫；凳鬟呐小
Z=(s一1)忉+1

叫；警鬟柏小
叫：警名碱，s}

s一1一n

5—1一n

s一2一伽-1)

s ilr 2一伽一1)

图3-4周期性条件

Fi93‘‘4 Qual ification of periodicity

i，1|1一N

除了给定边结点上函数值的强迫边界条件外，在求解S．流面上流函数

方程和势函数方程时还会出现一种强迫边界条件，就是周性条件。如图4—4
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所示的S．流面求解域，在C‘C与A‘A、D'D与B‘B之间应满足周期性条件，即对

于流函数lf，，设流层的流量为Q，则有：

lf，k呻I一--Q

{f，lD'D呻l口_一Q

对于势函数驴，设沿A‘C’和B‘C‘的速度环量为1 A'C。和1口fD’，则有：

伊lc℃一妒I』_一L℃·

驴l肋·一妒I肋·=L．D·

周期性条件的特点是没有给定边界上待求函数的值，但给定了一些边

结点上待求函数值与另一些边结点上待求函数值的关系。仍以方程组

(3-30)来说明引入周期性条件的过程。

设H2。Hl+口及“4。口3+扫，并取蚝、H3为独立变量，此时已转化为二次

函数泛函J@-，“：，H，，Ⅳ·)只是Ht和H，的函数：

，@-，／／2(u,)，113，H·O，))I，’@·，H，)，使泛函达极值的必要条件相应为：

鼍名。‘。，鼍乙，。。。由复全函数求导规则，可写出：
al’ al aI aIu， al al

一●一●一一●一■’一
抛l 抛l 抛2抛l 抛l 抛2

a11 融．al孤I 砒，aI一-⋯4- -一■。一
孤3 抛3 孤4抛3 抛3 抛．

因此为引入周期性条件，式(3-30)需改为：

墨l+K2l

一1

K12+K笠

1

K3+K趋

0

墨4+K24

0

Hl

“2

gl+92

口

F0墨_032“42奠“I^I“44jc：：J Pb 4JI — I IH。l I I

由此得引入周期性条件的方法，对于图4—4所示求解域的边结点编号

并设“I』-叫Ic．c-口，“l肪·叫I。．D。6，其修改过程按c‘c与A·A、D·D与BtB的顺
序为：
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～

酚5=积分俨海螂
Fig 3-5啪lei。删洲。。俨啦蛐
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i t O一1砌+11
l—sm }s-1一以l
g，·gj+g， J
i aO-1咖+11
，一Sm }s一1一尼l J，1一n3m

％一心+K{『l
i；O-1砌+1

，一册

K廿一-1

Ku一1

5-1一万l

i—O一1砌+11
，I s朋 }s一刀2一n3
gj—gj+g，J
i-G一珈+11
l-sm }s-刀2一万3 J『·1一H3rH

％·K{『+K巧1
i-O一1)，托+1

，-sm

Ku IlS-1

Ku一1

(六)函数和导数的计算

S。ti2一万3

对线性代数方程组式(4-29)引入强迫边界条件后，通常用高斯消去

法求解，得结点上待求函数值，然后按式(4-11)计算导数值。对于三结

点三角形单元，由于按式(4-11)算得的是单元上导数的平均值，称为单

元导数，可取结点周围单元导数为该结点的导数值。

(七)关于二重积分俨啦姗
由图4—5可写出在AB和CD上分别有：

L．。垒．且z，；。垒．互厶。吾。苗L，。言。茸
故：
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dht。HidLi，矗矗J‘H．『dLj

蚴-当SIna幽，一盖a日，让，比，t 2龇。比，。

Sln
’ 。 。

15E L：毪dx由I 2AfflS；L bE；dLigL j

把二重积分在斜交的面积坐标上化为二次积分：先保持厶不变，自A

点工j。0沿AB积分至B点三j。l一厶，．然后自j点厶l 0沿ji积分至i点
厶l 1，即：

lsELjEt札igLj|sE ltQ—Li—Lj)t dLjdLi

运用分部积分C次，得：

1ffL：(1々¨c妞，·志,Ik㈨尸0 、v⋯，’
故：

fAfL7￡忑蚴-蒜‰2学1(1圳m“皿
运用分部积分(b+c+1)次，可得：扣∽广蝌1如篇0 、_⋯⋯’-，’

故：

fAfL7懈b c蚴一百a赢!b!c而l 2A
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3．1．2关于有限元法的收敛要求和多项式插值函数的构造

(一)收敛性要求

当求解上单元数目不断增多、单元尺寸不断小时，有限元的解应当能

收敛于精确解。有限元法的数学理论表明，作为单元近似函数的插值函数

为此满足下列两项要求：

(1)设在泛函表达式的积分式中导数的最高阶数为r，则插值函数必须

具有常数项的直至r阶的导数，这叫完备性条件。

对于二次泛函，泛函表达式中只含待求函数的一阶导数，故单元的插

值函数根据完备性条件必须具有常数项和线形项。显然，三结点三角形单

元的线型插值函数是满足完备性条件的。

(2)在单元的公共边上，相邻的插值函数应有相同的函数和直至(r-1)

阶的导数值，这叫协调性条件，即在公共边上插值函数和直至(r-1)阶

导数是连续的。

对于二次泛函，协调性条件要求相邻单元的插值函数在公共边上连

续。显然，三结点三角形单元的线型插值函数是满足协调性条件的。

(二)多项式插值函数的组成

通常采用下面的多项式作为求解二维问题的插值函数：

以O，y)·岛+卢2工+#3Y+声4工。+卢5xy+户6Y2+⋯

式中 层_O_1'2，·。．) 待定系数。

l

x Y

x‘xy旷

未x2y xy2 i
X4 x3y X2y2 xy3 y4

Figure 4-6 PASCAL triangle

图％PASCALZ角形

常数项

线型项

二次项

三次项

四次项

在构造插值多项式函数时，除应满足上述完备性条件和协调性条件

外，还要考虑插值函数的各向同性，即插值函数不因坐标选择不同而改变。
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为此可按上图的PASCAL三角形来构造插值函数。

多项式的项数，取等于单元的结点总数，这样，多项式的待定系数屈

可由结点上的待求函数值来确定。
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3．2 MATLAB基础简介

3．2．1 MATLAB的历史

(一)MATLAB的历史

MATLAB的产生是与数学计算紧密联系在一起的。舭TLAB是Matrix和

Laboratory的前三个字母的组合，意为“矩阵实验室"。20世纪80年代

初，Celve Moler和John Lttle采用C语言编写了MATLAB的核心，合作

开发了MATLAB的第二代专业版，大大提高了它的运行效率。不久，他们

成立了Mathworks公司并将MATLAB正式推向商业市场。它是一种面向科

学和工程计算的高级计算机语言，现已成为国际科技界公认的优秀的应用

软件，在世界范围内广为流行和使用。该软件的特点是：强大的计算功能、

计算结果和编程可视化及极高的编程效率，这是其他软件无与伦比之处。

MATLAB包含的几十个工具箱，涉及自动控制、人工智能、电力系统、

系统辨识、模式识别、动态仿真、信号分析、图像处理、数值计算和分析

等学科，广泛应用于通信、工业控制、电子、电力、机械、汽车、建筑、

财经、生命科学等诸多工程技术领域。

(二)MATLAB的发展

MathWorks公司正式推出MATLAB以后，经二十多年的研究，不断完

善MATLAB的功能，使其在原有的基础上增加了许多功能。目前～IATLAB已

经成为国际上公认的优秀数学软件之一。现在MATLAB已经推出6．5版本，

占据了数值计算软件市场的主导地位。

3．2．2 MATLAB系统构成
MATLAB系统由以下5部分构成：

·MATLAB语言；

·MATLAB工作环境：

-MATLAB数学函数库：

·MATLAB图形处理系统：

·MATLAB应用程序接口(API)。

下面对这五个部分进行详细的介绍。

(一)MATLAB语言

MATLAB是一个可视化的计算程序，被广泛使用于从个人计算机到超
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级计算机范围内的各种计算机上。MATLAB包括命令控制、可编程，有上

百个预先定义的命令和函数。这些函数能通过用户自定义函数进一步扩

展。

(二)MATLAB工作环境

MATLAB的工作环境是一个集成化的工作空间，它可以让用户输入输

出数据，并提供了M文件的集成编译和调试环境。它包括命令窗口、M文

件编辑调试器、MATLAB工作空间和在线帮助文档。

(三)MATLAB数学函数库

MATLAB有许多强有力的数学函数，如正弦、指数运算、求解微分方

程、博立叶变换等复杂的函数。例如，MATLAB能够用一个单一的命令求

解线性系统，能够完成大量的高级矩阵处理。

(四)MATLAB图形处理系统

MATLAB有强有力的二维、三维图形工具。MATLAB能与其他程序一起

使用。例如，MATLAB的图形功能可以在一个FORTRAN程序中完成可视化

计算。MATLAB还提供了图形用户界面定制。

(五)MATLAB应用程序接口(API)

MATLAB应用程序接口(API)是一个让MATLAB语言同C、FORTRAN等其他

高级编程语言进行交互的函数库，该函数库的函数通过动态连接库(DLL)

来读写MATLAB文件。它的主要功能包括在MATLAB中调用C和FORTRAN程

序，以及在MATLAB和其他应用程序程序间建立客户／服务器关系。

3．2．3使用MATLAB软件优越性

作为一种科学计算语言，MATLAB具有极强的适应能力，它用简洁的

代码和函数库为编程研究人员提供了直观简单的程序开发环境。MATLAB

不仅仅在工程领域有重要的影响，其生命力开始延伸到经济等领域。

MATLAB已成为适合多学科、多种工作平台的功能强大、界面友好、语言

自然并且开放性强的大型优秀应用软件，同时也成为国内外高等院校高等

数学、数值分析、数字信号处理、自动控制以及工程应用等课程的基本教

学和学习工具。M蜘AB软件主要具有以下优势：
(1)友好的工作平台
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随着MATLAB的商业化与软件的不断升级，MATLAB的用户界面也越来

越精致，更加接近于Windows的标准界面，人机交互更强，操作也更简单。

(2)简单易用的程序语言

MATLAB语言的语法特征类似于C语言，具备了比较完备的程序调试

功能，有利于非计算机专业的技术人员使用。

(3)强大的科学计算和数据处理能力

MATLAB提供了数以千计的，涉及众多工程技术领域的函数指令。通

常只须调用一个函数指令就可以完成许多工程应用中的复杂计算。如今，

MATLAB的计算功能优势己不局限于矩阵运算，它还体现在数值计算、工

程优化、动态仿真等诸多方面。

(4)出色的图形处理功能

MATLAB所具备的图形图像处理功能主要体现在：二维曲线处理、三

维曲线处理、图形的光照处理、色度处理、四维数据表现，图形动画等。

(5)应用广泛的模块集和工具箱

～IATLAB对许多专业领域都开发了功能强大的模块集或工具箱。一般

说来，用户可以直接利用工具箱完成计算、仿真、应用等工作，而不需要

编写复杂的程序代码。MATLAB工具箱所涉及的工程应用领域有：样条拟

合、优化算法、神经网络、信号处理、图像处理、系统辨识、控制系统分

析、电力系统仿真、模糊逻辑等。

(6)实用的程序接口和发布平台

新版本的MATLAB提供了较好的代码编译器，可以把M文件编译成

C／c++程序代码，以便于代码的移植。另外，MATLAB还提供了与VC++、VB、

Excel等软件的接口，使得这些软件之间的互访成为可能。

(7)模块化的设计和系统级的仿真

Simulink是MATLAB的一个分支产品，主要用来实现对工程问题的模

型化和动态仿真。在Simulink所提供的仿真环境下，可以完成对信号处

理、通信设计、电力系统仿真、系统控制仿真等功能[38]。

鉴于该软件上述优越性和计算结果可视化的特点，本课题选择作为数

值计算软件，根据两个流面方程，建立有限元模型，编制程序计算。具体
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的软件应用方面的知识，这里不再赘述，参见文献[20]、[21]、[22]、[233

等。
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第四章混流式水轮机转轮叶片设计数值方法

水力机械转轮的设计一般包含两部分，～是确定轴面流道及转轮进出

1：3边的轴面投影；另一是按一定的理论进行叶片设计。

4．1转轮设计参数的确定

在混流式水轮机转轮水力设计之前，首先应给定下列参数：

1、转轮的各种工作水头(最大、最小及计算)及相应功率；

2、设计转轮的最优单位转速以：和最优单位流量Qi；

3、转轮叶片数z以及导叶相对高度bo；

4、转轮子午面流道形状及转轮进出口边的轴面投影；

5、转轮区的圪，分布及厚度分布；

6、初始转轮叶片，本文将利用二维设计理论设计初始叶片。

上述的这些基本结构参数和水力参数在水力设计之前必须合理选

定，因为它们在很大程度上决定了新转轮的过流能力，效率和抗空化能力。

4．1．1功率Ⅳ

具有一定水头和流量的液流通过水轮机对水轮机作功，该液流在单

位时间内所做的功称为功率。

Ⅳ·旭蚶 (4—1)

式中： Q—流量(m3 Is)
H——水头(m)

’

，，——水的重度(9．8kN／m3)

4．1．2效率叩

输入水轮机的液流功率(能量)并不能全部为水轮机所利用。以效率

刁表示它所利用的程度，即水轮机轴输出的功率Ⅳf与输入液流功率Ⅳ之

比称为水轮机的效率

叩．盟。90．95％ (4—2)
‘

N

4．1．3比转速的确定

在相同水头条件下，合理提高水轮机的比转速是水轮机发展的一个

第48页／共91页



西华大学硕士学位论文

趋势。水轮机的功率和水头是水电设计部门提供的原始资料。在给定条件

下提高比转速意味着提高水轮机的过流能力和机组转速，从而减小水轮机

和发电机的尺寸。

比转速的计算公式如下：

厂：：

”1．167券 (m·七矽) (4嘞
式中n为转速(r／rain)；N为水轮机功率，亦称出力(kw)；H为水轮机工

作水头《册)。

由水轮机的相似理论可以证明，对几何形状相似而又在相似工况下工

作的水轮机转轮，他们的比转速相等。在给定的水头和出力下，由式(4-3)

可见，选用比转速高的水轮机，它的转速就高；或在给定的水头和转速条

件下，比转速高的水轮机发出的出力就大。

高比转速水轮机会带来明显的经济效益，但它的使用水头范围受强度

和汽蚀性能的限制。混流式水轮机比转速高，但只能用于较低的水头。几

种不同比转速水轮机的使用水头范围大致如4-1所示．

表4-1水轮机的比转速和使用水头范围

水轮机型式 比转速^， 使用水头日

高比转速轴流式 950～750 5～12

中比转速轴流式 750～550 12～22

低比转速轴流式 550～295 22～70

高比转速混流式 400～250 20～50

中比转速混流式 250～150 50---120

低比转速混流式 150一70 120～700

冲击式 50～10 950～750

4．1．3最优单位转速甩：o和最优单位流量么。

最优单位转速刀：o和最优单位流量Q：o的选取可以从已有的资料曲线

中通过插值求得，下图(4一1)给出了最优单位转速刀i。和最优单位流量谚。
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与水轮机比转速^的关系曲线图。县(4—2)则为晟优单位转速n名和晟优
单位流量d。与水轮机导叶相对高度梳关系的统计曲线，这些统计曲线可
供选择计算工况时参考Ⅲ3。

≈；

g：

。 ～

地
圈4—1最优工况和n，的夫糸曲线圈

Fi94一1日目mof∞mlatio⋯ofoptimum opcrafng∞nditionand n，

吨。

敛

岛

m4—2最优工况和60的关系曲线图

Fi94—2 r螂re of∞咻I痂n咖呲0f叩ti肿mopcfatj皿g∞鲥ib油and bo
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4．2转轮流道的主要几何参数的确定

转轮流道的形状及其几何参数直接影响水轮机的水力性能。不同比

转速水轮机的流道具有各自的形状及其相应的几何尺寸。为得到较高的比

转速，亦即要使水轮机具有较高的单位转速和较大的单位流量，就应在确

定流道的主要几何参数和转轮叶片的设计参数时采取相应的措施。

转轮流道的形状不仅对水轮机的过流能力有很大影响而且还直接影

响水轮机的效率和汽蚀性能。转轮流道的形状与转轮的轴面投影及叶片数

有关，而转轮的抽面投影则由导叶的相对高度、上冠和下环的流面形状以

及转轮叶片进出口边的位置和形状来确定。因此，正确地确定转轮过流通

道的几何参数是转轮设计中的一项重要内容。

设计转轮时，应分析研究现有的性能优良及比转速相近的转轮的流

道，参考《型谱》中各型混流式转轮的流道形状和尺寸，来确定新转轮的

流道。

4．2．1导叶相对高度60

导叶相对高度扫。是指导叶高度b。和转轮直径D。的比值，是导水机构很

重要的一个几何参数。导叶相对高度60直接决定了转轮流道进口过水断

面面积的大小。60越大，则转轮流道的过水断面面积也越大。因此，加

大90是提高转轮过流量的有效办法之一。在一定水头下，总希望尽量采

用较大的60值。但它的增加受到转轮叶片和导叶强度条件的限制。另外，

60的选择还必须与比转速相适应，使导叶相对开度ao在计算工况时保持

在30—70％范围内。因为口。过大或过小都会使导水机构内的水力损失增

加，降低水轮机的效率。

60可从表4-2或图4-3中按水头选取叫。
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}
1．

＼
＼
。＼＼

}Lm

图4—3 60与H的关系曲线

Fi94—3 relational toryc of
bo and H

表4—2混流式水轮机的60与日咀。的关系

Table 4-2 Re lation of hub and max head

日邮如) 45 65 105 160 200 250 320

—

60 0．365 0．30 0．25 0．20 O．16 0．12 0．10

4．2．2转轮叶片数z

转轮叶片数影响着水轮机的能量和汽蚀性能。叶片数z减少时，叶片

对水流的排挤作用较小，故过流量增加。试验表明，当叶片数从18减至1]16

和14时，过流量分别增加4-6％。但叶片数减少时，叶片有限数的影响增

加，最高效率有些降低，而汽蚀性能可能变坏也可能改善，这将具体根据

是每个叶片的环量增加而压力差增加的影响大，还是叶片内平均相对速度

降低而压力提高的影响大来确定。

不同比转速与叶片数的关系如下表4-3啼¨，可以据此来选择合理的叶

片数。
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表缸3比转速一，与叶片数z的关系

刀，
60～80 120～150 180～200 200～250 250～300 300～350

Z 2l～19 19～17 17～15 15～14 14 14～12～9

4．2．3转轮上冠曲线形状

转轮上冠通常采用曲线型和直线型两种(图4-4)嘞1。直线型上冠具有

较好的工艺性，但其效率特别是在负荷超过最优工况时低于曲线型上冠。

此外采用曲线型上冠可增加转轮流道在出口附近的过水断面面积，因而使

水轮机的单位流量增加。试验证明，转轮上冠曲线的倾斜角目越小单位流

量越大。当然日不能过小，否则会破坏整个流道的光滑性。不同上冠曲线

的转轮的工作特性曲线，7一，妇：J，如图4—5哑1所示。由此可见，倾斜度小
的上冠曲线应得到更广泛的应用。当然，无论采用哪一种上冠曲线，都应

当使泄水锤部分与轴心线的交角不过大，以免引起水流剧烈的撞击。

图4-4转轮上冠曲线形状

Fi94—4伽№shape of lll刖fltet clown
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∥尹舞<／、＼歹 ‘0＼
衫i，／

、

／入＼、＼：：3

／

＼_

图4—5不同上冠形状对水轮机T作特性曲线，7一厂(Q：)的影响
Fi 94。’5 working curves of turbine effect On shape of different mnncr clown

4．2．4下环形状和转轮的出口直径D2

下环形状及转轮出口直径D，(图4-6)对转轮出口附近的过水断面面

积影响很大。因而它影响转轮的过水能力及汽蚀性能。低比转速水轮机的

转轮(图4—6)下环呈曲线型，其圆弧半径在很大程度上取决于转轮出口直

径D2。如转轮出i=1相对直径D：／D1比较大，则转轮出水截面积越大，转

轮的单位流量越大。并且因出口附近的速度降低使动力真空减小而改善汽

蚀性能。因此在结构允许的情况下D：／D1应取大一些，但D，／D．过大会

导致水流在转轮内特别是靠近下环部分发生急剧的转弯，引起转轮内水力

效率的显著下降。实践表明，对咒。·60—120的低比转速转轮，采用

D，／o,-0．6一o．7时将具有良好的汽蚀性能和效率。
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n，一60

f

甩，Illl90

刀，一106

刀，一265

l

万，一325 刀，·400

图4-6混流式水轮机转轮的轴面投影

Fi94-6 axis plae projection of the runllcr of the fi-ancis turbine

比转速较高的混流式转轮，下环通常采用具有锥角(图4-4)a的直线

型。锥角口越大出水截面积越大，可提高过流能力和改善汽蚀性能，但a

过大会引起脱流，使水力损失增大效率下降。图4-7和图4-8绘出了具有不

同下环锥角a的转轮的汽蚀和能量特性的曲线。从这些图中可以看出：

(1)下环锥角口加大则曲线，7一厂妇J和，7一厂∽：J均右移，口角越大，
曲线右移越多。此时最高效率移向较大流量区域，而在小于最优工况的低

负荷区效率下降。因而若转轮需长期在部分负荷下工作，则锥角口不宜太

大，以免平均的运行效率下降。

(2)下环锥角a由30增加到60时，在实际上不改变水轮机最高效率的

情况下可使转轮的过流能力Q：增加2．5％，而其出力可增加2％左右。当a
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角由60增至130时，虽然Q：和Ⅳ：增加更多但最高效率开始下降。因此锥
角口不宜过大，一般不应大于130。

(3)从图4-8可以看出，a角的增加能使汽蚀系数下降，改善汽蚀性能。

这是因为口角加大后增加了转轮出口附近的过水截面积，降低了流速而形

成的。

根据实践在表4—4和表4—5曲1中给出了D，／D。、锥角口与比转速刀。的

关系。采用这些数据是有利的，但随着生产和技术的发展，这些关系是可

以变化的。

—'’～

≯(驴一一—、
．∥／， ‘心
。7

、

棚
90

钧
85

84

82

80

(a)

0

／'
／，∥：，广1 '、
／． ‘7 、 ’，

1／f石f l|
／， r／＼2 ’I
／／． ～3 l
f l

0 I 2 3 4 5 6 7 8 9，，10
·’Z

(b)

图4—7不同下环锥角转轮的Qi一刀和Ⅳ：一’7曲线

1一—口-30；l一—4-60；l一-a Illl30

Fi94—7 Q：一叩and州一刁curves of different CODc anglC of bottom ring

1一一口-30；1一—4—60；1一-．Q一130
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／ ／
／1 乡乡

／／
-，一

—__一孝多
、己

8∞t000 2

图4—8不同下环锥角转轮的Q：一仃曲线

1一-a．30：1一-a一60

Fi 94—8 gl一仃CUrVeS of different CODe：咄of rulmcr bottom ring
1一一a fib30：1一-a。60

表4-4转轮进出口之间的关系

Table4-4 Relation between import and export

nJ
60"100 100～150 150～200 200～300 300～400

D2|DL 0．60～0．75 0．70～O．95 0．90"-1．05 1．00"--1．10 1．00"-"1．10

表4-5转轮下环锥角

Table4--5 Cone：Angle ofbottom ring

水头(m) 100～180 70---120 40～70 25～45 20～30

尼，
120～180 180～200 200～250 250～300 350

a(度) 3---6 6～10 6～10 10～13 13

4．2．5转轮进出口边及叶片的轴面投影

转轮进出口边和叶片的轴面投影具体地决定了转轮过流通道的工作

段。如图4-9所示，为了它必须确定1、2、3和4各点的位置及曲线1"-'3和2～

4的形状。
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记3点的直径为D，，一般为了使液流在转轮中有平滑的拐弯，通常取：

D，3 t1．005Dl或D厂3一

图4—9转轮轴面投影

Fig 4-9 axis plane projection of the rlllmel"

记l点曲直径为D，。，它取决于该点的叶片进口角角展。一般情况局有

三种可能：卢t>詈、区>三、展>三(图4—10)。

图4—10转轮进口速度三角形

Fi94—10 velocity triangle of ninner inlet

磊太小会使叶片过分弯曲而增加水流在转轮中的水力损失，卢。过大
石

2
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则会引起叶片厚度对流道严重的排挤。因此，转轮设计中总希望P，角 在

左右。低比转速水轮机为了适应转轮前后环量变化大的要求，需要较弯曲

叶型，因此通常取小《，而又接近甓。

转轮由出El水流为法向时，因K：t 0，水轮机基本方程为

仇gH；Ul屹l⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(4—4)

当A·妥时，U。一圪。，则：
，7知。￡，?。(Ri,oJ)2

所以 1l—
R，1一。4,7^∥ ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(4—5)

上式为叶片进口角展为了时点1的半径。

若要压<鲁，u。<圪，，则

R∥三厄万。

∞。

若要卢->三，【，。>吒。，则
Rfl>二0q hgH
倒

根据以上三式确定l点的位置。

进口边l～3一般采用的形状为：对中比转数的转轮为由点1引垂线向

下，然后用圆弧与点3相联；对低比转速的转轮为1点与3点在同一垂线上

即D矗-D，，；对高比转速转轮则为由点1引略向外倾斜的直线然后用圆弧

与点3相联(图4-6)。

出口边2"--'4的位置和形状参照已有相近比转速的转轮可决定。在初步

绘制时，可以取叶片的轴面流线在叶片部分近似相等，其中包括3"--'4和l～

2两条轴面流线相等。叶片沿流线的长度可根据下述因素考虑决定：叶片

越长即出口边往后移，则叶片表面积越大，在同样的负荷下，可减少叶片

正背两面的平均压力差使叶片背面的最小压力值提高，有利于改善汽蚀性
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能。同时对转轮的强度也有好处。但会引起摩擦阻力的增加，降低过流能

力和水力效率。出口边向前移可提高过流能力，但会降低汽蚀和强度条件。

因此，必须根据具体条件选择出口边的位置以保证综合指标最好。

4．2．6．叶片间流道形状和叶片开口

根据上面的讨论，可以作出转轮叶片部分的流道的轴面投影。在该轴

面流道上沿轴面流线的过水断面面积的变化规律很重要，它对能量和汽蚀

性能有很大影响。在整个流道中过水截面积的变化应该平滑不允许有忽大

忽小的现象。如出现这种现象则必须修改上冠和下环的形状。为了保证水

流在转轮中不因脱流而造成很大能量损失，转轮流道应保持收缩形。但在

中高比转速水轮机中有时为了改善汽蚀性能，则希望在转轮出口处附近略

有扩散。

叶片出口边过水面积的大小通常用“叶片出口边开口一来衡量。一个

叶片的尾端到相邻叶片的最短距离a，叫作叶片出口边开口。a，近似地有

下列关系：

a2-t‘stop曲

式中t为栅距，卢舶是叶片出口边安放角。此式表明，开口a，与出口

边直径D，和叶片角有关，即直径D，越大或叶片出口安故角卢：。越大开口

越大。试验表明，开口越大过流能力越大。在设计及产品试验中，检查叶

片开口是一项重要的内容。

在建成电站中用切割叶片出水边的办法来提高水轮机过水能力，从而

提高单机出力常常是有效的。因切割出水边后就增大了转轮的过水截面面

积。但应指出，整个叶片的最低压力区也在靠近出水边的地方。切割叶片

后一方面因叶片面积减少，增加单位面积叶片上的负荷，导致最低的压力

值更加低，另一方面把原来的压力最低点切掉后必然会改变叶片上的压力

分布，有可能使压力分布趋于不均匀，则又会进一步降低最低压力值。因

此，对于切割叶片出水边的办法必须持慎重态度，应经过充分试验后才能

在运行机组上采用。
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4．3混流式水轮机转轮准三维设计

流体机械过流部件中的流动是非定常的三维粘性流动，设计中考

虑所有这些因素还不可能，目前绝大多数新的流体机械转轮的工程设计方

法是以两类相对流面理论为基础发展起来的。

准三维反问题计算以S。流面和S抽流面计算为基础，由于转轮内流动的

周向不均匀性，通常采用基于S．流面的准三维设计方法，S，流面通过S抽流

面计算给定，平均S抽流面计算时，通常根据经验给定转轮进、出口来流条

件，这种方法忽略了导叶和转轮间流动的相互影响。对于反问题，由于叶

片形状未知，准确给定转轮进、出口流动条件存在困难。

本文基于两类流面理论，建立了以圪，及厚度分布为已知条件的准三

维流动分析和转轮设计的通用模型。设叶片的骨面为流面，由平均的％流
面和一组S流面的迭代计算以满足给定的圪厂及厚度分布得到所设计的

新叶片。给定％，分布的正、反问题迭代叶型设计方法简便合理，考虑了

转轮内流动的周向不均匀性，保证了转轮的出力，有效地考虑了转轮相关

部件间的相互影响，克服了设计中给定转轮进、出口流动条件的困难。通

过S知流面计算给定初始叶型的S。流面反问题与平均S扫流面正问题迭代，使

得设计计算更为合理。

4．3．1基于S，流面的准三维反问题计算数学模型

一、转轮内部周向平均的S：。流面流动控制方程

所谓对流动进行周向平均处理就是求出相邻叶片问圆周方向流动参

数的平均值并以该平均值为S，流面上的流动参数。这样抽象所得的S，流

面即为平均S，。流面。假设转轮内部相对流动定常，水流无粘性不可压，

对转轮内实际三维流动进行周向平均处理，可得周向平均流动的S：．流面

方程、连续方程和运动方程如下：

匕一时一酱H Oq i+器tI i。

l I

1

2帕2二

去(日2即厂石)+去h口厂瓦)声。 c"，
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吉吲万+巧誓)_鲁p巧警)】
一盟监+盟监一互+互；o

似弼’

上式(4巧)中Ⅳ。、H2、H3是拉梅系数；式(4彳)中：

B，；生监7
2m"

尼口一一叶片数；以⋯一一叶片的周向厚度；
由连续性方程(4—7)引出流函数缈，并略去“一一，于是：

芒蕾坷，屹 芒。一rBr巧(4-9)
ar

J‘
aZ

J’

把上式代入(4—8)中，得到S2一流面运动方程的流函数方程为：

吉阿万+瓦訾)-鲁P巧警)】 泠㈣

一盟监+盟监。旦f上业1+旦f土盟1
a， az az ar Or I檀，妇J dz II加，打J

至此式(4—6)、(4—7)和(4-10)构成了求解S：。流面流动的基本方程。

方程中的流动参数为轴向平均值，方程的导数为真实子午面的导数。

考虑叶片的厚度对流场的影响，引入排挤系数曰，一(1一刀口如)／加，代入
式(4—7)并化简得：

吾昙(，矿)+手昙(，谚)一Q；

Q一去融谚)+挚谚)】 “_11’
上式中的以与真实叶片的厚度6。的关系是：

第62页，共91页



西华人学硕+学位论文

6口一6．

Q代表叶片厚度对流场的作用，可用速度势①来描述，m满足：

害+!塑+姿。Q
ar2 r ar az2

考虑叶片厚度后，轴向平均流场的速度为：

巧一号誓+詈，dZ dr

矿。!塑+塑
‘

r Or az

(4-12)

(4—13)

S拥流面的求解区域如图4—10所示，其边界条件给定如下：

(1)上冠，下环为流面，其法向速度为零：

．0， y_．t。0
咖

。罢， 坠。o-—-—一 一II-纫’ 砌-v

上冠

下环
(4—14)

(2)进12]断面AB取在离转轮进口边足够远的地方，略去叶片对进口断

面流动的影响，其边界条件为：

9．，(z) 娑．0
d拧

其中，(z)由试验或计算给出。

(4-15)

(3)对于出口断面DC，可以不计叶片对其流动的影响，可设万一0，即：

a伊 n

i．U’
am 一

。’—一‘0
西

(4-16)

(4)在混流式转轮叶片的设计中，一般认为转轮出口边位于同一周截面
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上，因此S2。流面方程(4—6)的边界条件为：

妒(，，z)砒；o (4—17)

用八节点曲边四边形等参单元将S抽流面的流动区域(姗f14—2所示)
剖分为N个n；子单元，每个单元内的流函数为，

8

妒一∑MJ垂， (4—18)
J

式中Mj为形函数，垂』为单元节点数，在每个单元n，采用Galerkin加权

余量法，则对S：流面的方程(4-9)建立的有限元方程为：

潮昙(矧+嚣静叫M叫。。 ∽㈣
其中：、F——方程(4-9)中的右端项。

。

一8UU 一6UU 一4UU 一已UU U

RmVt、)

Fi gure 4—10 finite element griddling of S2 flow surface

[]4-10 S2I．I流面的有限元网格

由于方程(4-10)中的右端项F和流函数妒有关，因此，需要进行迭代

求解。第一次迭代时，假定F为零，由此可解出整个流场的％，根据纸可

计算出方程(4—9)小的右端F项，从而可解出新的流函数值％+。。重复上

述过程，直到所有节点上的流函数驴满足下面的收敛条件：
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坠!!二里<g (4—20)

％+l

本文取g。10。3。

二、S相对流面流动控制方程

就水力机械转轮内的真实流动而言，S。相对流面是一空间曲面。一般

认为墨流面式二维的回转面。在大多数情况下，S流面与回转面偏差不

大，满足由位于叶片上游或叶片中『自J的圆弧上的流体微团形成S，流面的条

件，为使计算简化，在工程实际中一般假设S。相对流面为回转面，其形状

通过求解平均S，。相对流面流动给定。

现假定S。流面为旋成面且来流为轴对称，则S。流面的流动为无旋流

动，对于P为常数的不可压缩流体，由质量守恒得连续方程：

至捌I+酬。o (4—21)

蛔l 却3

则有：

掣+捌00．。(4-22)am

式中f一相邻两S1流面间的法向厚度，其值由求解S：流面正问题来
确定。

Sl流回阴欧拉型还动万栏为：

％，aw拥m+％等一(孚+姚+井)斋-一吉罴
一以砉一睁姚∥，謦dn c缸坍 I厂 J

wm堕orn+％丽aa,8+(孚咖卜丽Or一石l而ap
流函数定义为：

．．．

1 aV, 1 aV,----T

％‘；丽’Wa一；丽

式中f一流层的法向厚度。
‘

(4-23)

(4-24)
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对式(4～22)做适当的变化，并把(4—23)代AgNs．流面的流函数方程

为：

鄙器)‰0”(1 0a0约
l 20晴1 ag,l Ori一壶嘉∽嘲)

¨‘2的

f a口

这里设转轮来流均匀， Ei一常数、^a常数，则上式可写成：

磊a＼(zl o拥tP厂I立r00 f，lI,三r盟t00}1=(勘一；lz a棚r／i磊at(4-26)
S。流面的计算区域如图(4-11)所示，其边界条件给定如下：

(1)在该计算区域中满足叶片表面为流线，而6c和居为叶型表面，故

应该是两条流线，所以

妒Ik。o’ 妒l后。Q (4—27)

式中：蚶——跨叶片间流道的流量

．(2)宅E ab，盯和甜，神上满足周期性条件：

矿f可。妒f曲+Q

妒I一。妒乙+Q (4—28)
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垂黥}霪

Figure 4-11 finiteclemenl gridding of Sl flow surface

图4—11 SI流面有限元网格

(3)在进出口边界上，根据流动均匀化的假定可推得：

划．垡噬
抽|_鼽(4-29)

到一鲢
西lk B‘

式中：q——相邻叶片的张角，

卢2——应由广义Kutta条件确定

(4)为了确定出口环量．在叶片出口边应满足库塔条件，理论上应

使叶片两出口边上的所有对应点的任何方向速度均相等，这样的数值处理

是很困难的。因此只假定沿叶片出口边的切线方向这一主要流动方向速度

相等，在这里我们取为叶片出水处正背面的速度相等，即；

％。％ (4—30)

上式的迭代公式是：

吣。H?4G*(1-G}曙 (4—31)

式中；G⋯松弛因子，n一一迭代次数
和s：_流面类似，用八节点曲边四边形等参单元将s。流面的计算区域

离散如图(4—3)所示，采用Galerkh加权余量法，推得5．流面的有限元方

程组为
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∑扣，。一善』：FNidmdO+fI,j 1 r等争 给32，J- l，J Q， ”，。” r月一Q‘)、

式中：^{『为单元的刚度矩阵，可表示为

％2小等等叱。O⋯Ni ON矿j、dm口 ∽33，
F——方程(4-25)的右端项。

方程(4·9)，(4_10)，(4-24)，(4-30)及(4—31)构成了准三维流动计算

的基本方程组。在适当的边界条件下，迭代求解一个S抽流面流动和一组

S。流面流动即可得到转轮内的准三维流动。控制方程(4．10)和(4-30)均

为拟线性的二阶偏微分方程，采用有限元方法求解。

三、基于墨流面的混流式水轮机转轮叶片造型

利用已知数据，得到满足预定性能参数要求的叶片的过程为叶片造

型。一般分为两步进行，即叶片骨面的生成和按照给定的叶片厚度分布规

律加厚，其中骨面生成最为关键。在本文中以V。r及厚度分布为已知条件，

并假定叶片骨面为周向平均流面来建立叶片设计模型。

设叶片的骨面方程为：

s(r，0，z)-0一如，z)(4-34)
由流面与速度相切条件有

∥N·Vs-0

即：

矿塑+旷塑。堕
Or Oz r

(4—35)

上式为叶片计算的基本方程，对于基于S。流面给定周向平均速度矩分布的

转轮叶片设计，首先给定初始叶型，根据初始叶型通过平均S：。流面计算

给定S，流面。，一般经初次设计后，S，流面计算得到的轴向平均的y。r与

给定的V口，分布并不一定相符，故需对初始叶型进行迭代修正。设满足给

定的V一，的叶片角坐标驴(，，z)满足方程(4-35)，所以

矿誓+町誓一毕一∞ (4—36)
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式中： _，I。⋯-预先给定的速度距分布

对妒做一次近似其修正量为△妒，则叶形修正方程为：

鱼』垒!尘，二：：：!!二!=!：k (4—37)

咖 ，2峨

式中： ％厂I．⋯～预先给定的速度距分布，眠由S：，流面计算确定，
至此，方程(4-36)和(4．37)N本文建立的基于墨流面计算的叶片设计模

型。设计计算中，给定圪，和厚度分布后，迭代求解方程(缸9)，(4-10)，

(4-24)，(4-30)和(4-31)及方程(4．36)和(4．37)即可实现准三维的流动计

算与叶片设计。设计步骤为：

(1)基于S流面的反问题迭代计算方法，在计算中首先需给定转轮

初始叶片；同时还应给定转轮子午面流道形状及转轮进出口边的轴面投影

和转轮的基本设计参数，如单位流量Q。、单位转速刀。及叶片数Z；给定

转轮区的圪，分布及厚度分布。

(2)首先求解方程(4-9)，(4-10)，直到相邻两次内循环的流函数的相

对误差小于给定值，得到S加流面的流动。S2_流面计算的迭代收敛叶片

作为墨流面反问题计算的初始叶片。这种初始叶片的设计给定方法，考虑

了叶片形状对转轮来流的影响，使得计算给定的初始S流面更为准确，同

时也大大地减小了S流面与S：．流面迭代计算的工作量。

(3)然后选择一组&流面，按方程(4-24)，(4-30)和(4．31)进行流

动计算，求得转轮内周向平均的％r；再按照方程(4—36)和(4．37)对叶片骨

面的角坐标进行修正；最后按照给定的叶片厚度分布，沿流面双边加厚得

到新的转轮；如此这样重复迭代解方程(4-24)，(4-30)和(4-31)及方程(4_36)

和件37)，直到相邻两次内循环的角坐标的差小于给定值，最终实现转轮

的修形与设计。

(4)按上述方法给定墨流面计算的初始叶片后，进行墨流面的叶片

迭代设计计算，并利用按照方程(4-36)和(4．37)对叶片骨面的角坐标进行修

第田页／共91页



正；而后以S。流面设计叶片为基础，进行S2卅流面正问题计算a重复步骤

(2)。(3)，如此循环迭代，使s：。／s。流面正反问题迭代计算满足给定

收敛精度。当S抽流面与一组S。流面计算的相对速度的相对误差小于给定

值时，就可以认为已达到了收敛。
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第五章算例分析

为了验证上述设计模型和设计方法，本文选择中高比速混流式水轮机

转轮进行计算。

5．1基本设计参数

5．1．1转轮基本参数
表5-1转轮基本参数

Table5’—1 Basic parameter of the runner

导毗‘相 流 量 额定转速 比转速 转轮直径 转
目录 永头(m)

对商盎 ‘矗ls)(rpm)(mJiw) (m) q‘砖

数据 H-1．00 bo一0．20 QIll0．90 n一85．0 11，一235 D-1．00 z一1

5．1．2确定翼型的最大厚度和选择厚度变化规律

混流式转轮叶片的最大应力出现在上冠流面处，因此确定叶片在该处

的最

6呲

式中

现用下述经验公式初步计算出6～。

最大厚度‰)；

k一一一系数，其大小和水轮机比转速有关，七一5—10，高比
转速取大值，低比转速取小值：

D．一——转轮直径《朋)；
H嗽——最大水头k)；
Z——一转轮叶片数。
为了叶片的应力均匀和改善水力性能，不同流面的翼型可采用不同的

最大厚度。从上冠流面至下环流面，翼型最大厚度的变化可采用如图10

--24所示的规律。表示最大厚度变化规律的曲线应光滑，以免引起液流

混乱和出现应力集中。

合理的沿翼型骨线的厚度变化规律应由流体动力翼型实验确定。在本

文采用苏联全苏水力机械研究所专为水力机械研究得到的翼型

BNFM3015，翼型厚度坐标如下表5-2所示。
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l ；

I ．

图5-1翼型最大厚度从上冠到。F环的变化示意图

Fig 5一l

实验表明，冀型的最大厚度适当靠近头部，可使翼型的压力分布比较

均匀以及汽蚀性能较好。翼型头部可设计成圆头形状，回头半径

尺一妻6伽。翼型出水边应在工艺和强度条4t=许可下尽量作得比较薄，以
二

有利于减轻水轮机的振动和提高工作稳定性。一般色<500mm的模型转

轮叶片，其铀面图上叶片出口边的厚度名墨o．5一l(mm)

表5—2 BNI"M3015翼型坐标

Ya 口 2．16 3．3．2 3．68 4．i8 4．69 5．65 8．49 Z钐
口NrM3015

YH 0 一1．84 —2．68 —2．84 —3．16 —3．4l 一3．79 —4．15 —4．52

,41 O 1．25 2．5 3．0 4．O 5．0 7．O 10 15

YJ 9．85 10．23 lO．23 9．6 8．5 6．92 4．9 3．87 0
曰NrM3015

Yn 一4．85 —4．77 —4．77 —3．6 —2．74 —1．92 —1．1 一O．77 0

x“ 40 50 60 70 80 85 90 95 100

第72页，共91页



西华大学硕士学位论文

5．2计算结果及其分析

5．2．1流面计算区域的离散

采用八节点曲边四边形等参单元的准三维计算网格，S：。计算网格如

图5—2，墨流面计算网格如图5—3。

一800 -600 -400 -200 0
‘

Rram>

Figure 5-2 finite element griddling of S2 flow surface

图5-2 S2J一流面的有限元网格

1．2

U

≥o．8

0．4

0 l 2 3 4 5 6

x／cn

Figure 5—3 finite element gridding of S1 flow surface

图5—3 Sl流面有限元网格

5．2．2结果及分析
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本文采用的基于S．流面的混流式水轮机转轮叶片准三维的设计方法，

考虑了速度矩分布、来流有旋、环量分布不均匀及叶片本身对转轮设计的

影响。由S：。流面的周向平均流动的控制方程可知，方程中左端的前一项

表示来流有旋对周向平均流动的影响，最后两项表示叶片本身对周向平均

流动的影响。图5—4给出了二维有势流动(实线)及准三维设计有旋流动

(虚线)的轴面流线分布规律．从图5-4可见，二者的差别是明显的，说明

来流旋涡及叶片本身对流场有重要作用。从图中可以看出，二维势流的轴

面流线向下环方向排挤，使轴面流动的不均匀性加剧，刚好与导叶出口

圪，．的不均匀性作用相反；而准三维设计的轴面流线表示的是叶片涡和来

流涡综合作用的轴面流线分布，由图中可以看出，在叶片涡及来流涡的综

合作用下，轴面流线向上冠方向排挤，减小了轴面速度分布的不均匀性，

表现为下环附近的流速有所下降，上冠附近的流速有所上升，这可以从轴

面流速分布图中看出，图5—5和图5—6分别给出了准三维和二维势流的轴

面速度的分布。

实线———表示二维势流，虚线⋯表示准三维
图5—4转轮轴面流线分布

Fi 95—4 Axle to the distribution of flow lines
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迥
宣

5 1500

蕾

5∞
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图5—5准三维叶片的轴面流速分布
Fi95-4 Quasi-3D implementation of the axis of the blade surface velocity dism'bution
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图5-6二维势流的轴面流速分布
Fi g 5-6 2D potential flow velocity distribution of the axial

图5—7为转轮区内沿上冠、下环及中间流线的厉分布的给定值和本
文方法设计的叶片所实现的值。由此可见二者十分接近。说明该准三维设
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计方法所设计转轮能够满足设计者给定的负荷分布和厚度分布，明显提高

了设计过程对叶片性能的可控性。

图5-8为按本文模型设计所得到的叶片压力面水平截面图，从图可直

知，曲线光滑，变化规律合理，表明叶片也是光滑的。图5-9为该方法的

叶型在保角平面上的实现。计算实践表明，该模型收敛性好，该准三维设

计一般在S流面和S，．流面之间迭代5至6次即可达到0．005弧度(前后

两次设计的叶片角坐标的最大误差)的精度。本文模型的另外一个特点是

既可进行正问题的流动分析，也可进行反问题设计，计算十分方便。若和

性能预估及优化设计结合起来，本文模型用于转轮的设计将是十分有效

的。

，

图吾哼准三维叶片实现韵环量分布与给定值的比较

Fi95-7 Implementation of quasi-3D blade circulation distribution and the given values
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R(姗)
图5-8叶片轴截面图

Fig 5-BLear-axis嗣鼬ns
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图5-9准三维方法的叶型在保角变换平面上的实现

Fig 5-9 Quasi-3D methods of leaf type in conformal mapping plane implementation

图5—10给出了叶片的光滑性检查(沿第l、第6和第11条准流线的

叶片截线)。计算流程图如图5．11所示。

40
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·一
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k 20
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O

O ∞ 100 150 2∞ 250

Lm inm)
图5．10叶片光滑性检查

Fig 5-10 Leaves smooth check
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开始

儿

基本参数的输入

』l
输入初始叶片

db
陬钾

图5．11计算流程图

Fig 5·11 Calculation flow chart
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第六章结论

通过以上对准三维的计算与分析，本文得到以下结论：

1、本文建立了基于S流面的准三维有旋流动的反问题设计模型，给

定圪，．和厚度分布，该模型计算稳定、收敛快，计算和设计十分灵活，算

例证明其有效性，可以用于工业设计。

2、与常规的设计方法(二维)相比较，按本文设计方法得到的转轮

叶片，可较好地考虑有限叶片数影响，能够得到满足设计者给定的负荷分

布与厚度分布，从而实现了设计过程对叶片性能的控制，为设计出性能优

良的转轮提供了方法和模型。

3、基于墨流面叶片设计的准三维方法，能够较为充分地考虑转轮内

流动周向不均匀性的影响，设计更为可靠。此外，该方法与正问题计算紧

密相连，将正问题计算换成三维方法或粘性计算，则该模型可实现全三维

设计或粘性设计。

4、本模型实现反问题设计的同时也给出了转轮内的三维流场，易于

与优化方法相结合，便于进行性能预估和优化设计。

本文在水轮机转轮的准三维反问题设计计算方面作了有益的探索，在

使用方面作了很多工作，但距实际应用还有很多工作要做，在设计和计算

中除需要进一步转轮进出口边界条件、来流有旋及转轮内部流动的轴向不

均匀性外，还应与基于S，．流面的正问题计算结合起来，进行真实叶片的

设计。此外，在求解区域的离散、流函数方程求解的边界条件的给定及叶

片出口边的形状等还不是太理想，这些都有待今后进一步完善。
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附录2(部分叶片木模图)
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附图1叶片轴面截线
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附图3叶片木模图(Ca)(b)(c)(d))

Fi93 wooden patterns of blade
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