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多率系统在实际系统中广泛存在，如通信系统，化学工业过程，生物医学等．多率系统中

存在两种或两种以上的操作频率，其数学模型要比传统的离散时间系统复杂．鉴于此，多率系

统辨识的研究受到了国内外学者的关注和重视．本文基于多新息辨识理论，辅助模型辨识思

想，递阶辨识原理，最小二乘辨识原理和梯度搜索原理研究多率多输入系统的辨识问题，并用

数值仿真例子验证提出算法的有效性．论文的工作主要有如下几个方面：

1．研究了多输入多输出系统的辨识问题．借助于多新息辨识理论，引入新息长度，将单新息

向量扩展为多新息矩阵，提出了多新息随机梯度算法．应用鞅收敛定理证明了多新息随机

梯度算法的收敛性．

2．研究了方程误差多率系统的辨识问题．为了提高算法的收敛速度和估计精度，从多新息角

度，引入新息长度，将单新息标量扩展为多新息向量，提出了多新息随机梯度算法，应用

鞅定理证明多新息随机梯度算法的收敛性．由于多率系统离散化后得到高维、参数数目多

的辨识模型，算法的计算量大．借助递阶辨识原理，提出了可以降低计算量的递阶最小二

乘算法．

3．研究了输出误差多率系统的辨识问题．结合辅助模型辨识思想和多新息辨识理论，提出了

辅助模型多新息随机梯度算法．利用辅助模型辨识思想，提出了辅助模型最小二乘算法，

应用鞅收敛定理证明辅助模型最小二乘算法的收敛性．

4．研究了多率系统子模型的辨识问题．基于辅助模型辨识思想，对多率系统的每个子模型分

别建立辅助模型，提出了辅助子模型最小二乘算法．与辅助模型最小二乘算法比较，需要

辨识的参数数目较少，计算量较小．

5．研究了Bo辩Jenkin8多率系统的辨识问题．结合辅助模型辨识思想和多新息辨识理论，提

出了辅助模型多新息广义增广随机梯度算法．辅助模型多新息广义增广随机梯度算法充分

利用多率输入输出当前和过去时刻的新息，提高了辅助广义增广随机梯度算法的收敛速度

和估计精度；辅助模型多新息广义增广随机梯度算法不需要计算协方差矩阵，计算量要小

于辅助模型广义增广最小二乘算法．

关键词：多率系统，多新息，辅助模型，递阶辨识，最小二乘，随机梯度
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Abstract‘．

Abstract

Multira乞e systems abundantly e)(ist in actual areas，8uch as communication，chemical pr0_

cess and biomedical systems．Multirate systems have t’Vo or more sa玎1pling and updating rates．

The mathematical deScription of multirate systenls is more complicated than that of com厂e】1-

tional di8cret争time syste瑚．Thus，the identification of multirate systems has been attracted

more and more attention。In this dissertation，based on the multi．inno、厂ation identification the-

ory，the趴L)dh邺7 model identification idea，the hierarc_hjcal ident诅cation principle，the least

square8 identi龀ation principle and the gradient search principle，the identmcation of multi—

rate multipl争input systems has been stuied． The nunlerical eXanlples are given to test the

e髓ctivenes8 of the proposed algorithm8． The main contributions of this dissertation are as

fol】ows：

1．The identi&ation problem of multiple-input multiple—output syStems is studied．By meaIls

of the Hmlti-innovation identi丘cation theory，iIltroducing an innc)v．ation length and ex·

panding a single innovation vector into an multi．innovation matr恢，the multi—innovation

stochastic gradient a190rithm is derived． Using the Martingale conve唱enee theorem，the

convergence properties of the multi-innoV龇ion stochastic gradient algorithm are analyzed．

2．The identification problem of error equation Inultirate 8ysteIIls is studied． In order to

improve the collvergence speed and enhance the estiInates auccuracy of algorithms，from the

viewpoint of multi—innovation，introducing an innoVation 1ength and expanding the single

scalar to an multi—innovation veetor，the lImlti—inno、，ation stochaStic酽adieIlt algorithm is

proposed． The con、rergence properties of the proposed algorithm are analyzed by using

the Martingale coll、rergence theorem． Since the state-space model of Hmlrirate systellls

obtained 1)y using the discretization technique has a high demension and a large nunlber

of parameters needed to be ide【lti矗ed，this case lead8 to a large conputational 10ad fbr the

a190rithms． For reducing the eomputationalload，by using the hierarchical identification

principle，the llierarchicalleast squares algorithm is presented．

3．The ident近cation problem of output error multirate syStems is coIlsidered． Combining

the auXiUa盯玎10del i(1entifkation idea and the Hlulti-inno、ration identification theo吼the

砌1ti-innovation stochastic gradient based auxiliary model algorithm is derived．By using

the au菇lia珂modelidentiflcation idea，the lea|st 8(1ure8 baused auXiliary model algorithm is

preSented． Using the Martingale convergence theorem，the conVergence properties of the

least squres based aUDdliary model algorithm are analyZed．
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4·The identi{icati。n problem of multirate 8y8tems丽th 8u卜m。dels is c。nsidered．Baused。n the
au娃liary m。deliedntiEcati。n idea，the au撕liaw suKm。del8 are set up．The least squares
based auⅪ11ary submodels algortihm is proposed．Conlpared with t】1e least squares based

au妇liary m。del alg。rtihm，the pr。p。sed alg。rithm has less parameter8 needed t。identified
and less computational load．

5·’lIhe 1denti丘cation problem of Box—Jenkins multirate systems is considered．Combining the

auⅪ11a眄modeliedntification idea and the multi—inn∞氇tion identification theory，the amdl‘
1ary。nodei multi-innovation generalized eXtended stochastic gradient algorithm is proposed．
上ne auⅪ11ary model nlulti—innoVation generalized eXtended stoehastic gradient algorithm
repeatedJy uses the multirate input‘ouput data．Thus，comp盯ed with the auXiliary model
genera上1zed eXtended stochastic gr删ent algorithm，it has风ter eonvergence speed and
better par锄eter estimates aIccuaraey． The au妃lja呵model multi—innovation generalized
eXtended stochastic gradient algorithm does not compute the coV甜iance matrix． Com．
pared wlth the auXiliary model generalized extended leaust squares algorithm，it has le8s

Keyw。rds：multirate system，multi-innov玑i。n，auXiliary m。del，hierarchicalidenti&a广
tion，least squares，stochastic gradient
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第一章绪论

1．1论文研究的目的和意义

第一章 绪论

传统的离散采样系统，输入刷新周期和输出采样周期是相同的，只存在一种操作频率，称

为单率系统．多率系统则不然，存在两种或两种以上的操作频率【11．例如，对于r输入单输出

离散时间系统，如果有r个刷新周期和采样周期，存在r+1种操作频率，就得到多率系统．

多率系统在实际领域中有着广泛的应用，如航空飞行系统模拟【21'通信系统领域【3】’网络

控制系统领域【4，引，数字信号过程领域[2j6】，化学工业过程¨01，生物医学领域【11】等．在航天

领域中，由于雷达系统的雷达天线是间断性的给出目标，这使得雷达跟踪器和火力控制的设计

是在多采样数据的基础上，得到了多率系统[2】．在数字用户线路(DSL)系统中，多个服务器之

间产生串音(Crosstalk)是不可避免的，然而，由于产生串音的信号来自不同的服务器，因此

各个信号的频率不同，使得不同频率的输入信号同时存在于数字用户线路系统中，即串音系统

为多率多输入系统．从频谱管理的角度来看，人们需要知道产生串音的服务器之间的关系，即

需要对串音系统进行辨识{3】．在数字控制系统中，许多被控对象内部各处信号的变化速率可能

相差很大，例如温度信号与电信号的变化速率不同，在这种情况下，最好的方法是在系统各处

针对不同变化速率的信号采用不同的采样周期，从而可采用不同转换速度的A／D和D／A转

换器，在花费较小成本的前提下，提高计算机控制系统的控制品质，此时的数字控制系统为多

率控制系统|12J．在信号处理领域，对于助听器的设计，输入信号被分解为不同的次波段，每个

次波段承载着不同的权重，以能够读出来自不同波段的信号范围，因此多率滤波器组的设计是

这个设计中的关键【6】．在化学工业过程中，如工业漂白过程，利用纤维材料增加物质的亮度，

在这个过程中，某些输出变量的获得，如亮度，经过实验分析需要的时间长，然而，输入相对

要快一些，得到的是快速率输入慢速率输出的多率系统【8，91．在生物医学领域，医学参数化成

像技术可以提供生物系统的生理学和生物化学方程的图像量化，并能够实现相应的解剖结构的

方程的图像可视化，这种技术的实现需要估计生物系统的参数，所使用的数据是通过不同动态

过程得到的不同采样数据叫．因此研究多率系统有强大的实际研究背景和重要的研究意义．

系统辨识，控制理论和状态估计是现代控制理论中三个密切相关的研究领域．系统辨识是

研究建立系统数学模型的理论和方法．辨识先于控制，使得系统辨识在控制问题中显得尤为重

要．目前，在研究多率系统控制问题的文献中，大多数控制算法都是假设多率系统的参数是已

知的，即假设多率系统对应的连续系统参数是已知的，或多率系统对应的单率模型的参数是已

知的，或多率系统的状态足已知的．然而，实际系统中要事先知道系统的参数和状态几乎是不

可能的．因此，多率系统的辨识在其控制问题中占有重要的位置．
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1．2国内外研究现状

1．2．1系统辨识概述

根据辨识专家瑞典学者Ljung．L对系统辨识的定义：系统辨识有三要素一数据，模型类

和准则．系统辨识是按照一个准则，在模型类中选择一个与数据拟合得最好的模型【151．三个要

素中数据是辨识的基础，准则是辨识的优化目标，模型类足所寻找的模型范围．优化的方法也

是辨识的关键之一．辨识也就是从系统的输入输出数据提取数学模型的过程，数据的采集一般

是通过实验设计得到，所得到的数据能包含系统的充分信息．模型类主要是数学模型和辨识模

型．数学模型分为很多类别，如参数模型和非参数模型，连续模型和离散模型，确定性模型和

随机模型等．辨识模型是把系统的参数写成参数向量的形式，输入输出写成一个信息向量形

式，也称为辨识表达式．辨识模型分为线性系统辨识模型(可分为线性系统脉冲响应模型，时

变系数差分方程描述的线性系统，线性动态系统等)和非线性系统辨识模型(可分为静态非线

性系统，非线性动态系统，状态方程等)．辨识的基本步骤包括实验设计，数据采集，数据预处

理，结构辨识，参数估计，模型验证．

当控制输入刷新周期和输出采样周期相等，则得到传统的离散时间采样系统【11．离散时

间采样系统是多率系统的一个特例．目前，对于离散时间系统的辨识研究已经较为成熟，并得

到了一定的成果，如澳大利亚学者G00dwin和Sin的《Adaptive Filtering，Prediction and

Contr01》 【13】，瑞典学者S6derstr6m和Stoica的《【System Identification》【14】，瑞典学者

Ljung的《System Ident近cation：Theory for the Users》【15|，方崇智和萧德云的《过程辨

识》【16|等．

辨识方法有很多类别，按其计算方式可分为一次完成算法，递推辨识和迭代估计辨识方

法；按其实效性可分为在线和离线辨识方法；按其属性特征可分为最小二乘辨识方法，随机梯

度辨识方法，输出误差辨识方法，多新息辨识方法，递阶辨识方法，极大似然估计方法和贝叶

斯辨识方法等．这里简单介绍本文将要用到的递推辨识方法，最小二乘辨识方法，随机梯度辨

识方法，辅助模型辨识方法，多新息辨识方法和递阶辨识方法．

递推辨识方法是一种在线辨识，随着时间推移，采集数据的增加，不断更新参数估计，即

下一时刻的参数估计等于前一时刻的参数估计加上修正项，这种推算过程称为递推算法．

最小二乘辨识方法【15，16l是基本的参数估计方法之一，是极小化模型和系统输出的误差平

方和得到参数估计值．它可以用于递推算法，也可用于迭代算法．针对不同的模型辨识，对最

小二乘法进行修正，得到各种相应的最小二乘类辨识算法．如辨识方程误差类的递推最小二乘

算法等．

梯度辨识方法【15'16】是对准则函数利用最速下降法搜索参数估计．其特点不需要计算协方

差矩阵，因此，与最小二乘算法比较，其计算量小．

辅助模型辨识方法来源于自适应模型参考系统技术【17，18】，其主要的思想是借助于一个参

2
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考模型(也称为辅助模型)，用参考模型的输出估计代替系统不可测的无噪输出，使得参考模型

输出逼近这些不可测的无噪输出，从而获得系统参数的一致估计【蛉2引．这种方法是针对于辨

识模型信息向量中存在不可测的变量而提出的．

多新息辨识方法【24—28}是近年来发展起来的辨识方法，多新息辨识理论的主要思想是将单

新息扩展为多新息，使得算法可以充分利用可测的输入输出数据，以提高算法的收敛速度和估

计精度．

递阶辨识方法【2蚪1】可以用来解决维数大，变量数多的大系统辨识，并对具有复杂结构耦

合多变量系统的辨识也很有用．递阶辨识原理首先将辨识模型分解为一些子模型，其次采用最

小二乘算法辨识各个子模型，最后协调处理各个子辨识算法的关联项．

本文将利用上述五种辨识方法研究多率系统的辨识问题，提出算法估计系统的参数．

对于辨识算法的收敛性，在文献[13】，【14】，[15]和[16】中，对各种算法的收敛性进行了分

析．在文献[32】和【33]中，应用随机过程和鞅收敛定理，对给出的算法进行了收敛分析，部分

算法可以得到参数估计误差的上界．

1．2．2多率系统辨识综述

自20世纪50年代，人们开始研究多率系统控制的问题．研究者主要采用古典采样控制

系统的方法I测，Sl【1ansky和鼢gazzini提出频域分解(neqency decomposition)技术研究误差

采样控制系统f35】，之后， Kranc提出切换分解(Switch decompostion)技术把多率控制结构

转化为等价的单率控制结构，将多率控制问题转化为单率控制问题【36】．1959年，Kalman和

Bertram用状态空间稳定分析技术研究多率系统的控制(分析与综合)，开启了多率系统在时间

域中的研究刚．随着计算机控制系统的发展，多率控制系统的研究也得到了迅速的发展，从

20世纪80年代以来，多率系统的矾／凰。最优控制【38’391，预测控制【4叫21，自适应控制[43，44】

等一系列控制问题成为国际控制的活跃领域．由于辨识足控制问题的基础，因此多率系统的辨

识备受国内外学者的关注，成为国际控制领域的热点，得到了一定的成果．

r输入m输出的多率系统如图1．1所示． 只是连续时间过程，离散输入信号札j(尼正)

¨1(七乃)

钍2(七疋)

仳，(忌乃)

．1地掣扪． 可1(t)
Sn

．1％I札2(引． 只 ∥。(引．I％
I

。乱，(t) ym(￡) ‰一I F‘1』”

图1．1多率系统

F培1．1 TheⅡmltirate systems
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0=1，2，⋯，r)经过零阶保持器％得到连续信号％(￡)，连续输出信号玑(￡)({=1，2，⋯，m)
经过采样器鼠得到离散信号协(尼丁)．乃：=功危@=1，2，⋯，r)为输入刷新周期，鼠=吼允

(1=l，2，⋯，仇)为输出采样周期， 危为基周期．可测的输入输出数据为{钆1(七乃)，“2(尼正)，

⋯，札，(％耳)，秒1(忌T)，沈(七丁)，⋯，‰(七T)：尼=o，1，2，⋯)．即使只为连续时不变过程，如

图1．1所示的多率系统是时变周期系统．

多率系统的数学模型主要有频域模型，时域模型和小波模型【45】．在文【45】详细综述了这

三种模型．本文主要介绍时域模型中的有理分式传递函数模型和状态空间模型．

对于双率系统，存在两种操作频率的多率系统，其控制刷新周期为此，输出采样周期为口^，

可获得的输入输出数据为{缸(尼砷)，秒(幻^)：忌=o，1，2⋯．)，其中u(幻^)=[乱1(卸^)，u2(却危)，

⋯，“，(忌此)】T，可(幻危)=[∥1(忌q^)，沈(七口^)，⋯，蜘(幻^)】T．假设只是一个线性时不变系统，

用采样周期^离散化只得到单率系统R=瓯只上如，只具有如下有理分式的传递函数，

。Rr又

妙(幻九)=只(砂比(切^)=杀罟t|(卸^)，

其中A(z)和B(z)为维数n的多项式函数， 2-1是后移算子： z_1可(惫q^)=秒(幻危一^)．然

而，上述所得模型不适于双率系统的辨识．例如，当p=2，g=3时，从上式得到递归方程为，

可(尼g危)+n1可(后g忍一九)+n2可(忌口忽一2危)+⋯+nn可(庇口九一n忽)

=b0钆(切九)+61(却^一九)+b2(坳危一2h)+⋯+k(却九一n忽)．

当忍是3的倍数时，秒(幻九)是可得到的，而!，(幻九一九)和可(幻^一2九)是不可得到的；当七

是2的倍数时，u(坳九)是可得到的，而t‘(切危一^)是不可得到的．可以采用多项式变换技术

(Polynomial transformation technique)【1】推导得到双率系统的辨识模型，

舭删踯)=嬲让(㈣=躲啪峨
其中≯(名)为舶维的多项式．此时，基于双率输入输出数据，模型岛(z)是可用于辨识的双率

系统．

对于多率系统的状态空间模型的推导，一般采用提升技术(Lifting technique)．1957年，

Kranc提出的切换分解技术【36】是提升技术的雏形，后来由niemand和Khargonecl(ar等人引

入提升技术【46，471．提升技术是引入提升算子，对输入和输出进行提升，进而提升系统，得到多

率系统的离散时间状态间模型．提升技术已经是处理多率系统的标准工具．这里给出双率系统

提升后的离散时间系统．定义提升因子厶和厶，

蚴(向T)=Lpu(后T)=

t正(尼丁)
缸(七T+丑)

缸(尼T+(q一1)丑)

，可!(七T)=三q可(后T)=
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则提升后的双率系统为

．r∞(七丁+丁)=Afz(惫丁)+Bfuz(七T)，
1可f(尼丁)=Ccz(尼丁)+Dfuf(七丁)，

这里正=加为刷新周期，疋=q危为采样周期，T=加^为框架周期． A，Bf，G和Df为

具有适当维数的矩阵．在文献[31]有详细的推导，这里不再赘述．

Chen和Francis将离散化技术引入到研究多率系统的控制问题中[48l，将多率系统在一个

框架周期内进行离散化，得到多率系统的离散时间状态空间模型．在本文的第三章和第四章中

有详细的描述．

在频率域中，对于多率系统的辨识，主要研究方法是通过频率辨识模型或利用频域工具得

到时域模型，得到的大多足系统的频谱，为非参数模型【49'驯．小波模型的辨识，主要特点是数

据重采样，小波模型的使用并不普遍，但小波辨识模型将会对系统的频域特性有比较好的反映

【51】．基于均匀和非均匀频域响应数据的离散时不变系统，在噪声协方差函数是先验的条件下，

Akay等利用子空间辨识辨识方法得到系统的参数估计，验证了算法的收敛性【52，53】．Akgay

和T心kay将子空间辨识方法推广至离散光谱率的辨识酬．基于非均匀频域响应数据，Akeay

研究了辅助变量子空间辨识方法辨识多输入多输出离散时不变系统，在不需要噪声协方差函

数是先验的条件下，得到系统的参数估计，验证了算法的收敛性【55】．Gillberg和Ljung基于均

匀和非均匀采样数据，在频率域中研究了输出误差连续系统的辨识，主要应用多项式插值和均

方最小二乘算法【56，硼．

对于多率系统的有理分式传递函数模型，Lu和Fisher利用最小二乘辨识方法得到了双率

DARMA模型的参数估计【58，59l，接着他们的工作，Ding等考虑了双率CAR模型的辨识，并且

分析了提出的最小二乘算法的收敛性脚】．Ding和Chen针对确定性双率系统，提出了最小二

乘算法和带有遗忘因子最小二乘算法估计系统的参数，针对带有色噪声双率系统，利用辅助变

量最小二乘算法得到系统的参数估计，并对所提出的算法分析了收敛性，同时得到参数估计误

差上界【61】；对于双率FIR系统，提出辅助模型最小二乘算法得到系统的参数估计【62】；针对输

出误差双率系统，提出辅助模型最小二乘算法和辅助模型随机梯度算法，分析了参数估计和输

出估计的收敛性【22’231．Ding等得到修正的随机梯度算法辨识双率系统的参数【63】．Sahebsara

等将多输入多输出多率系统分解为若干个双率系统，用最小二乘算法辨识双率系统的有理分式

传递函数模型[9】，得到系统的参数估计．上述文献都是基于多项式变化技术，得到与双率系统

辨识模型等价的一个模型，直接利用可测的双率输入输出数据辨识系统参数．

对于快速率慢输出非均匀采样系统，基于传递函数模型，Zhu等应用输出误差辨识方法

估计系统的参数㈣．接着他们的工作， Mo等研究了快输入慢输出双率系统的辨识问题，提

出了两步算法，第一步结合最小二乘算法和Ne毗on一如phson算法得到双率系统FIR模型的

参数估计，第二步为了解决Newton一胁p11son算法带来的初始化和极小点问题，利用输出误差

辨识方法得到系统的参数估计[加】．Ding和Ding利用多项式转换技术变双率系统为可辨识系

5
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统，得到了基于残差的增广最小二乘算法估计系统参数f65】．他们又分析了输出误差模型的不

规则损失输出数据的最小二乘参数估计f66I．Ding等研究了基于多项式变换的损失观测时间序

列AR建模问题吲．有理分式传递函数模型主要针对双率系统，能否推广到多率系统，是可

以进一步考虑的问题．

对于多率系统状态空间模型，基于提升技术，Li等得到了多率系统离散时间状态空间模

型，在假设系统的状态是已知的情形下，估计系统的参数【68】；Li等提出一种新颖的子空间辨

识方法辨识非均匀多率采样系统的故障检测和隔离f691；在日2／如性能指标设定的条件下，
Sheng等通过设计最优滤波器估计多率采样系统的状态【70|；Li等通过得到卡尔曼滤波器，估

计系统的状态，研究非均匀多率采样系统的故障检测问题f71】；Ⅵl等在22／foo意义下，通过设

计多率系统滤波器，得到系统的状态估计【72】；Ding等应用递阶辨识原理，利用子空间状态空

间辨识(4SID)方法得到双率系统的状态和参数估计【31】，同时也解决了由提升技术带来的因果

约束问题． “u和Lu研究了一类多率多输入系统的辨识，利用迭代最小二乘算法得到系统参

数估计【73】．通信领域中串音系统是一类多输入单输出多率系统， Shi等针对这类系统，基于

提升技术，推导系统的状态空间模型，进而得到传递函数模型，利用递推最小二乘算法得到系

统的参数估计吼Ra曲avan等对化学工业过程中出现的非均匀多率采样系统，基于状态空间

模型，利用期望最大值化方法得到了系统参数的极大似然估计哆值得一提的是，由于提升后

的系统存在因果约束问题，因此，基于提升技术辨识多率系统时，需要考虑这一问题【7棚．

最近，针对多率多输入系统， Han等利用离散化技术，推导多率系统的状态空间模型，

基于其传递函数模型，提出多新息随机梯度算法和辅助模型最小二乘算法估计系统参数【75，倒．

经过多项式变换技术，提升技术和离散化技术得到的多率系统的辨识模型，总会增加待辨

参数的数目，使得提出的多率系统的辨识算法的计算量大．因此，研究能够减少计算量的辨识

算法是多率系统辨识方向之一．

对于多率系统辨识算法的收敛性问题，主要应用随机过程理论和鞅收敛定理来进行分析．

Shi等针对多率FIR系统提出的辅助模型最小二乘算法，给出了参数估计误差一致有界的条

件[3|．Ding等分析了辅助模型最小二乘算法和辅助模型随机梯度算法的收敛性，给出了参数

估计一致收敛于真值的充分条件，同时得到了采样间输出估计也一致逼近真值f22'2捌．Ding等

在弱持续激励条件下，给出了最小二乘类辨识算法参数估计一致收敛于真值的充分条件，同时

得到了参数估计误差一致有界的条件咖62】．Ding等给出了双率随机梯度算法，给出了参数估

计和采样间输出估计的一致收敛的充分条件【羽．Han等提出了多新息随机梯度算法和多率辅

助模型最小二乘算法，证明了算法的收敛性【75’761，但还没有得到参数估计误差一致有界的条

件，是可以进一考虑的问题．辨识算法的收敛性分析和理论证明一直是系统辨识领域的难点之

一，对于多率系统的辨识算法也不例外．因此，对于多率系统辨识算法的收敛性分析需要继续

探索．
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1．3论文的主要内容

本文主要研究多率多输入系统的辨识问题．利用离散化技术推导多率系统的离散时间状

态空间模型，得到其传递函数模型．由于离散化后的多率系统为多变量系统，因此本文也研究

了多变量系统的辨识．结合多新息辨识理论、辅助模型思想、递阶辨识原理、最小二乘辨识原

理和梯度搜索原理，研究多变量系统、方程误差多率系统、输出误差多率系统、子模型多率系

统和BoX-Jenkins多率系统的辨识问题．应用随机过程理论和鞅收敛定理分析提出算法的收敛

性，利用数值仿真例子验证算法的有效性．本文主要内容和章节安排如下：

1．第一章为绪论．介绍了多率系统的实际应用背景，说明了多率系统辨识的实际应用价值和

理论研究意义．对系统辨识进行了概述，介绍了本文要用到的辨识方法．对多率系统辨识

的研究进行了综述．

2．第二章研究了多变量系统的辨识问题．基于多新息辨识理论，引入新息长度，扩展单新息

向量为多新患矩阵，提出了多新息随机梯度算法．用鞅收敛定理分析算法的收敛性．

3．第三章研究了方程误差多率系统的辨识问题．为了提高算法的收敛速度和估计精度，借助

多新息辨识理论，提出了多新息随机梯度算法，应用鞅收敛定理证明算法的收敛性．应用

递阶辨识原理，提出了计算量较小的递阶最小二乘算法．

4．第四章研究了输出误差多率系统的辨识问题．借助辅助模型辨识思想和多新息辨识理论，

提出了辅助模型多新息随机梯度算法．利用最小二乘辨识原理，提出辅助模型最小二乘算

法，用鞅收敛定理分析了算法的收敛性．

5．第五章研究了带有子模型多率系统的辨识问题．基于辅助模型辨识思想，提出了辅助子模

型最小二乘算法．与辅助模型最小二乘算法比较，提出的算法有较小的计算量．

6．第六章研究了BoX-Jenl【ins多率系统的辨识问题．结合辅助模型辨识思想和多新息辨识理

论，提出了辅助模型多新息广义增广随机梯度算法．

7．第七章为结论与展望．对本文工作进行了总结，并对多率系统辨识的研究作了展望．

7
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2．1 引言

第二章 多变量系统多新息随机梯度辨识方法

随着工程实践的需要和控制理论的发展，许多工业系统已不再局限于单变量系统，而是结

构复杂、信息不完全、模型不确定的多变量(Multipl争input and multiple-output：MIM0)系统

【78】．多率系统就是MIMO系统中各个输入和输出通道的刷新和采用周期不同而产生的．因

此，有必要深入研究MIMO系统辨识方法来适应现代工业系统的发展．

对于MIM0系统的辨识，由于MIMO系统维数高、参数数目多，使得辨识算法的计算量

大、参数估计精度低(在相同数据长度下)，成为MIM0系统辨识要解决的关键问题之一．较

早的研究方法是首先将多输入多输出系统分解为几个子系统，再利用最小二乘算法估计每个

子系统的参数，从而得到系统的参数估计，但是该方法需要计算多个协方差矩阵，导致算法计

算量很大【79’8叫．自上世纪80年代以来，人们开始致力于状态空间辨识方法的研究，并提出了

子空间辨识(4SID)方法来研究MIM0系统的辨识【81，82】．4SID方法的主要思想是，通过计算

输入输出数据空间的一个特别结构的子空间(数据压缩阵)，直接辨识系统状态空间模型的参数

矩阵，所使用的方法是RQ分解或QR分解和奇异值SVD分解技术，随着信息矩阵维数的增

加，算法的计算量也会增加[83'841．Ding和Chen基于递阶辨识方法，将MIMO系统分解为两

个子系统，利用随机梯度算法和最小二乘算法得到系统的参数估计【23'2明．

众所周知，随机梯度算法的计算量较小，但是收敛速度较慢．为了提高随机梯度算法的收

敛速度， Ding和Chen基于多新息辨识理论【851，引入新息长度，将单新息标量扩展为多新息

向量，充分利用输入输出信息，提出多新息随机梯度算法和多新息遗忘梯度算法辨识线性回归

系统，分析了算法的收敛性，得到了参数估计误差的上界，估算得到适当的新息长度【26】．Liu

等针对多输入单输出输出误差模型系统，提出了基于辅助模型多新息随机梯度算法【861．Ding

等对于多输入单输出的ARX系统，提出了多新息最小二乘算法，并分析了其收敛性【绷．Ding

等对于输出误差滑动平均系统，分别提出了辅助模型多新息增广随机梯度算法【88】和多新息增

广最小二乘算法【删．Wang和Ding解决了辅助模型多新息增广随机梯度算法的收敛性的证明

问题【咧．Zhang等将多新息辨识方法应用到离散时间系统的自校正控制问题⋯．

本章基于多新息辨识理论，将多新息随机梯度算法推广至MIM0系统辨识．组织如下：

第2．2节是对MIMO系统的描述，推导辨识模型．第2．3节借助多新息辨识理论，引入新息长

度，推导多新息随机梯度算法．第2．4节应用鞅收敛定理，分析算法的收敛性，用数值仿真例

子验证算法的有效性．第2．5节为本章总结．

9
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2．2模型描述

考虑如下多输入多输出线性自回归模型

A(z)可(亡)=B(z)t正(亡)+口(亡)， (2．2．1)

其中u(￡)∈Ⅳ是系统的控制输入，可(亡)∈酞m是系统的输出， t，(t)∈Rm是零均值的随机白

噪声，A(z)和B(z)是带有后移算子z以的矩阵多项式，其中z-1：z_1可(亡)=可(亡一1)，

A(z)=工+A1名-1+⋯+A。。z一‰，A∈Rm×m，

B(z)=B1z一1十⋯+Bn6z—m，BJ∈腿m×r．

定义参数矩阵9和信息向量妒(亡)如下：

8T：=[A1，A2，⋯，厶。，B1，B2，⋯，B。b]∈Rm她，n：=mnd+r‰，

垆(t)：=[一可T(亡一1)，一可T(￡一2)，⋯，一可T(亡一n。)，

牡T(z一1)，uT(亡一2)，⋯，t‘T(亡一锄)】T∈Rn．

则(2．2．1)式可表达为，

可(亡)=9T妒(亡)+∞(t)， (2．2．2)

其中Ai(i=1，2，⋯，n。)和BJ 0=1，2，⋯，m)是待辨识的参数．

假设：当t≤o，u(￡)=o，可(￡)=o和t，(￡)=o．{u(t)，可(t)：亡=o，1，2，⋯)或者

{可(亡)，妒(t)：￡=o，1，2，⋯)是可测量的输入输出信息．为了研究方便，假定t为当前时刻，则

可(￡)和垆(亡)称为当前的信息， {可(亡一{)，妒(t一{)：z=1，2，⋯，p一1)称为过去的信息．

2．3多新息随机梯度算法

2．3．1算法的提出

假定J代表具有适当维数的单位矩阵；1nxm代表元素为1的礼×m维的矩阵；T是指

矩阵的转置；E是指期望算子；矩阵x的范数定义为llxIl2=tr[xxT】=tr[xTx】．

定义准则函数

J(a)=Il可(t)一9(￡)口112，

参照文[13，15】，根据梯度搜索原理极小化J(p)得到如下估计系统(2．2．2)的参数p的随机梯

度(SG)算法；

蚍)颉¨)+鬻邮)， (2．3．1)
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e(t)=可T(￡)一垆T(￡)9(￡一1)，

r(t)=r@一1)+lI垆(t)112，r(o)=1，

(2．3．2)

(2．3．3)

其中e(t)∈R1Xm是单新息向量，其中的每个元素代表当前时刻的标量新息．

SG算法仅用到了当前时刻的信息，导致算法的收敛速度慢，参数精度不高．为了提高SG

算法的收敛速度和估计精度，本文根据多新息辨识理论，充分利用可测量的输入输出信息，推

导多新息随机梯度算法．引入新息长度p，扩展单新息向量e(亡)∈R1Xm为多新息矩阵

E∞，亡)=

可T(亡)一垆T(t)9(亡一1)

可T(t一1)一妒T(t一1)8(t—1)

可T(亡一p+1)一妒T(￡一p+1)p(亡一1)

∈群×仇。

其中{可(亡一i)，妒(￡一z)：i=l，2，⋯，p一1)为过去的信息，这里p为正整数．

定义信息矩阵西(p，t)和输出矩阵y⑦，t)如下：

雪∞，亡)=[妒(亡)，妒(t一1)，⋯，妒(t—p+1)】∈R礼×p，

y(p，t)=[掣(亡)，可(￡一1)，⋯，影(￡一p+1)】T∈瞅×m，

则新息矩阵E(p，亡)可表达为

E◇，亡)=y(p，芒)一圣T∞，t)口(亡一1)．

参照文[26]，得到如下估计系统(2．2．2)参数9的以新息长度为p的多新息随机梯度(MIsG)

算法：

蚍脚(¨)+等鼬棚， (2．314)

E(p，￡)=y(p，亡)一圣T(p，亡)日(亡一1)， (2．3．5)

r(t)=r(￡一1)+Il垆(￡)酽，r(o)=1， (2．3．6)

西∞，t)=[垆(￡)，垆(t一1)，⋯，9(t—p+1)】， (2．3．7)

y∞，￡)=陌(f)，影(亡一1)，⋯，可(亡一p+1)】个， (2．3．8)

垆(亡)=[一可T(t一1)，⋯，一旷(z—n口)，t‘T(t一1)，⋯，让T(t—n6)】T． (2．3．9)

由于E(p，t)∈础×m是多新息矩阵，因此算法(2．3．4)一(2．3．8)被称为多新息随机梯度算

法．当p=1时， MISG算法(2．3．4)一(2．3．8)就变为SG算法(2．3．1)一(2．3．3)．

MISG算法有如下收敛性质【26】：

·与SG算法(2．3．1)一(2．3．3)比较，SG算法仅利用了当前时刻的信息{可(亡)，9(2=))，MISG算

法(2．3．4)一(2．3．8)不仅利用了当前时刻的信息{可(￡)，妒(￡))，还利用了过去时刻的可测信息

{可(￡一i)，妒(t)：t=1，2，⋯，p一1)，因此MISG算法有更好的参数估计收敛特性．
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·MISG算法重复利用可测的信息．例如，在亡时刻，MlSG算法用到了{秒(亡一i)，妒(￡一i)：

{=o，1，⋯，p—l】．，在亡+l时刻， MISG算法用到了{秒(亡+1一i)，妒(￡+1一i)：

z=o，1，⋯，p一1)．在相邻的两个迭代中，重复利用了信息{妙(亡一i)，妒(亡一i)：{=

o，1，⋯，p一2)．因此， MISG算法可以提高参数估计的精度．

·随着新息长度p增大，MISG算法参数估计的效果越来越接近递推最小二乘(RLS)算法．

与RLS算法比较， MISG算法不需要计算协方差矩阵，所以计算量较小．

初值日(0)一般为0矩阵或很小的是矩阵，即9(0)=10-61n×m．利用MISG算法计算参

数估计的步骤如下：

1．令亡=1，p(o)=10“ln×m，r(0)=1，选取数据长度厶和新息长度p．

2．搜集输入输出信息u(t)和可(￡)，由式(2。3．9)构成信息向量妒(￡)．

3．由(2。3．7)式构成信息矩阵西(p，亡)，以及由式(2．3．8)构成输出矩阵y∞，亡)．

4．由(2．3．6)式计算r(亡)，以及由式(2．3．5)计算刀∞，z)．

5．由(2．3．4)式刷新参数估计9(￡)．

6．增加t至亡+1，返回第二步继续计算．当t=厶时，算法计算停止．

用MISG算法计算参数估计p(忌丁)的流程图如图2．1所示．

2．3．2算法收敛性

鞅(Martingale)的概念在现代概率论中起重要作用，它已成为当今辨识与自适应控制领

域内必不可少的研究工具之一．鞅理论中最常用的部分是不等式与收敛定理，其中鞅收敛定理

是研究时不变随机系统递推辨识收敛性的数学分析工具．本小节应用鞅收敛定理来分析MISG

算法的收敛性．

假设{t，(亡)，五)是定义在概率空间{Q，五，尸)鞅差向量序列，{五)是由t，(亡)生成的盯代

数序列，即，五=盯(t，(t)，钐(亡一1)，t，(z一2)，⋯)【13|．噪声向量序列{t，(z))满足

(A1) E p(亡)l五一1】=o，a．s．，

(A2) E[1lt，(亡)112I五一，]=莎2，a．s．，
1
t

(A3)11罂sup妄∑㈣)112≤盯2<oo，a．s．
‘一⋯ ”仁l

引理2．3．1(Kronecker引理)【13】若

t t

s产∑A，轨=∑sil‰
七：1 七=1

12
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图2．1计算参数估计p(亡)流程图
Fig．2．1 The aoWchan of computing the parameter estimate台(亡)

其中A七是p×p的非负定阵，z七为p维的向量序列，则由

可导出

，i巴秒t=可，II可II<。o和．1inl silz南=o，C_o。 t_∞

熙sfl∑z七=o．
缸=1

Kroned【er引理的证明可参考谢新民和丁锋编著的《自适应控制系统》【33】．

引理2．3．2对于系统(2．2．2)和MISG算法(2．3．4)一(2．3．8)，有如下结论

喜萎等<⋯∥孤
证明：根据r(t)的定义式(2．3．6)，有

§型鲨：子!塑二!g二12
鲁r(i—1)r(i)鲁r(i—1)r(i)

13
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因此，

1 1

2而一丽<。。’乱&

l妒(￡一刚2
r2(芒)

怕(亡一刚2
一i一1)7’(z一

忪(￡一训2

一z一1)r(￡一
<oo．a．S．

其中7’(￡)=1，当亡<0．引理2．3．2证明完毕．

引理2．3．3如果存在函数．厂(亡)≥o使得．1im，(亡)=，0<∞，则有

1

熙专[，(1)+m)+⋯+邢)】=，0·

证明：证明简单，这里从略．

定理2．3．1(鞅收敛定理)设{T(t))，．[E(t))，{刃(￡))均为非负随机变量序列，

递增盯代数序列五(即它们是五可测的)，且满足

口

口

它们适应于

E[T(t+1)I五]≤T(亡)一E(亡)+刃(t)．

∞

若∑曰(￡)<o。，a．s．则T(￡)几乎肯定(a．s．)地收敛于一有限的随机变量而，即丁(￡)_如<oo，
t=1

o。

并且有∑￡(亡)<o。，a．s．

鞅收敛定理的证明可参考郭雷编著的《时变随机系统一一稳定性、估计与控制》【92】．

定理2．3．2对于系统(2．2．2)和MISG算法(2．3．4)一(2．3．8)，假设满足(A1)一(A3)，信息向量

是持续激励的，即，存在常数Q和p，0<Q≤p<。。和整数Ⅳ使得满足下面的强持续激励

条件

c删邮专篓州眦删鲫，a．s．，⋯．
则参数估计p(亡)一致收敛于真值p，即，．1im日(亡)=9，a．s．

t—●o。

证明：定义噪声矩阵

y(p，t)：=p(亡)，移(亡一1)，⋯，t，(t—p+1)】T∈群×m

和参数估计误差矩阵

p(亡)：=9(￡)一日．

14
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将(2．2．2)式和(2．3．4)式代入上式中，由(2．3．5)式得到

矾)韧¨)+等№旷啪咖_1)】
韧¨)+等陋№㈡矾。)圳删
如(¨)+等瞳(p瑚川p∽】， (2．3．10)

其中

p(p，亡)：=圣T∞，t)舀(￡一1)． (2·3·11)

由(2．3．10)式和㈦3．11)式，得到

矿(t)务(t)=舀T@一1)百(t一1)+志百T(亡一1)圣∞，亡)【．矿∞，芒)+y(p，t)]

+高[一PT∞，t)+yTo，亡)]西Tp，亡)舀(亡一1)
十≯％【一穸T(p，t)+yT(p，亡)】西T(p，t)圣(p，亡)【一p(p，t)+V(p，￡)】
∥(z_1)矾-1)一南巩刚)扎∽+高矿㈨)m棚
+yT(p，芒)po，t)】+≯％[PT@，亡)垂T(p，芒)西◇，t)矿@，亡)
一矿T∞，t)圣T(p，t)圣(p，￡)V(p，￡)一yT(p，￡)圣Tp，t)圣(p，￡)矿∞，￡)

+yTf弦，￡)西T(p，￡)圣(p，亡)y(?，，￡)1． (2．3．12)

定义随机Lyapunov函数

T(￡)：：lI舀(￡)112=tr[舀T(￡)舀(￡)】．

T∽≤邢叫一高眵∽州2+高tr[矿(础)y㈨)】
+南伸(p，￡)矿(p驯2+㈣p，t)y(p，珊
一2tr[9T◇，亡)西T(p，t)西(p，t)y(p，t)1)

叫¨)一呙一南㈣搠l|2卜(酬12
+南忙(p∽y(酬|2+高打矿∞。Ⅳ∞。)】
一i裔tr[pTp，t)西T(p，亡)圣(p，亡)y(p，亡)】

15
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刚¨，一护慨驯阿南∞∞叫酽堆忪卜圳12)
+高tr[矿T。，t)y(p，纠一南tr[穸T(p，亡)西T(p，t)西(p，￡)y(p，纠． (2．3．13)

由于丁(亡一1)，9(p，￡)，西(p，亡)和妒(亡)与y(p，亡)独立并且五一1是可测的， (2．3．13)式两边对

五一1取条件期望，再利用假设(A1)一(A2)得到

昭圳巩Ⅺ(¨)一翱地圳12+南垂∞刊2矿 (2．3．14)

从芒=1到芒=。o累加(2．3．14)式右边最后一项，应用引理2．3．1得到

喜南静㈠川2拈矿喜喜警<。。．∑高∑黼圳2仃2=p仃2∑∑等<。。．
t=1 、7 i=0 ￡=1 i=0 、⋯，

对(2．3．14)式应用鞅收敛定理，则T(亡)一致收敛于一个有限的随机变量蜀，即，

E⋯否(￡)||2】_蜀，￡_∞， (2．3．15)

和

喜高眵㈨)|J2<oo，a．s．或者恕妻高眵㈨)IJ2<。。，a．s． (2矗16)

应用Kronecker引理，有

高刭％。)|J2训，a．s．，凯一· (2．3．17)

定义

砸咖=等心㈤州p棚】． (2．3．18)

将(2．3．18)式代入(2．3．10)式，有

舀(蚪{)=蚕(亡一1)+∑曲(￡+七)． (2．3．19)

对(2．3．11)式两边左乘圣∞，亡)，并用亡+i代替亡得到

圣(p，￡+i)圣T(p，亡+i)舀(￡+i—1)=圣p，亡+i)穸(p，亡+z)． (2．3．20)

将(2．3．19)式代入(2．3．20)式得到

圣∞，亡+i)西T∞，t+i)西(t一1)
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{一1

=西(p，芒+i)矿◇，t+i)一圣(p，￡+{)圣T◇，亡+i)∑△舀(t+忽)．
知=O

从i=0到i=Ⅳ一1累加上式得到

[善圣cp，亡+z，圣Tcp，t+z，]舀ct一1，l∑圣(p，亡+z)圣T(p，￡+z)陬一1)
L江O J

Ⅳ一1 Ⅳ一1 l一1

=∑圣∞，t+i)矿@，亡+i)一∑西(p，亡+{)圣T◇，亡+i)∑△舀(亡+七)．
i=O

Ⅳ一1

∑妒(汁z一尼)矿(H i一忌)≤pJ，崛
i=0

从尼=0到后=p一1累加得到

．p一1Ⅳ一1

pQj≤寺∑∑妒(t+i一后)矿(亡+z一七)≤p厣j，a．8．
‘’七=O i=0

上式两边取迹，有

Ⅳ一1 p一1 Ⅳ一1

知=0

肌QⅣ≤∑∑M亡+{一酬2=∑㈣p，亡+珊≤册pⅣ，
t=0 k=0

西∞，t+i)112≤p礼卢Ⅳ．

这里应用了一个事实

i=0

．p一1 Jv一1 ．^，一1

专∑∑垆(￡+i一忌)矿(￡+z一七)=专∑壬(p，t+i)西T∞，￡+i)．
膏=0 i=O i=0

对(2．3．21)式两边取范数并利用(2．3．22)式和(2．3．23)式，有

酏_1)|I<志
1

+i7—一
jVpQ孔

1

≤i再-一
』、／p口扎

Ⅳ一1

∑圣(p，￡+{)9∞，亡+z)
i=0

Ⅳ一1

∑圣(p，亡+t)穸∞，抖i)
i=0

i一1

∑△a(t+七)
南=0

+鲁篓薹lI△舀ct+七Ⅻ．

(2．3．21)

(2．3．22)

(2．3．23)

对上面不等式两边取平方，并应用公式(01+口2+⋯+nn)2≤几(o；+n；+⋯+ni)，得到

矾叫112≤南
Ⅳ一1

∑西(p，亡+i)矿∞，￡+i)
扛=0
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其中

+2(鲁)2[善蓑II△百c亡+忌川]2
≤刁叮舞Ⅳ∑ff西o，亡+z)ff2f|Po，亡+i)If2

+2(兰)Ⅳ2∑∑脚(H珊

≤两蓦Ⅳ篓Ⅳ唧眵c州删胪+2(等)2善霎忪矾删112≤两南Ⅳ蓦Ⅳ唧眵(p，抖w钿(警)；蚤忪矾“)112
=：后1∑lI矿∞，亡+i)112+忌z∑∑II△舀(￡+％)112， (2．3．24)

”=器<o。^：=2(警)2<∞．礼pQ‘ ＼Q，

用f代替(2．3．24)式中的亡，两边同时除以r(f)，并从f=玷(fo<oo)到2=￡累加得到

根据r(亡)的定义如(2．3．6)式，有

r(t)=7’(亡一p)+∑M亡一珊=7’(￡一p)+㈣p，坩，

警=喜警qr㈨ 厶 r㈨
、～

、7

{=0
、7

利用(2．3．18)式和(2．3．26)式，有

褰蜂产=副错mn卅y慨㈨)]J|2

≤麦高‰啤州侧2+“吲圳2]≤宴箐l-f0
、’’’。7

18
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(2．3．26)
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应用假设(A3)和(2．3．16)式得到

熙塞掣社一，a．s．t—o。_ rI￡)
，=f0

、7

由(2．3．25)式，(2．3．16)式和(2．3．27)式，有

熙妻氅严一，a．s．h。。篾 r(f)

应用Kronecker引理得到

恕高分c㈧川2-o，a．s．
由于T(t)=怕(刚2一致收敛于有限的随机变量％，应用引理2．3．2得到

．1im旧(刚2=o，a．S-
C—●o。

定理2．3．2证明完毕．

2．3．3 仿真试验

例2．3．1考虑双输入双输出仿真系统，

[茏{：；]+[一3：三吕吕童3][茏{；二；；]=[一三墨g一呈：主g][：：{：二；；]
喇孙

其中参数矩阵和信息矩阵为

妒(亡)

]，
1)，乱2(￡一1)】T．

(2．3．27)

口

仿真时，{“，(亡))和{饥。(t))采用零均值单位方差不相关可测的持续激励信号序列，{"，(亡))

和{忱(亡))采用零均值方差分别为盯}=1．002和萌=1．002的白噪声序列．用sG算法和MIsG

算法估计这个系统的参数．不同新息长度下的参数估计及参数估计误差如表2．1—2．4所示，其

中参数估计误差6：=归(亡)一钏川刚随亡变化曲线如图2．2所示，取p=1，2，5和10．对应

两个输出通道的噪信比分别为如(1)=91．26％和k(2)=73．42％．
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表2．1 SG参数估计及其误差
T{出le 2．1 The SG parameter estimates and errors

亡 1 00 500 1000 2000 3000 4000 5000

n11=0．70000 0．52633 O．61067 O．62313 0．63777 0．6451l 0．65123 0．65524

012=0．40000 0．42564 0．39304 0．40959 0．41103 0．40656 0．40572 0．40542

饥1=1．00000 0．15459 0．23636 0．26667 0．29385 0．30984 O．32119 0．3312l

612=．0．50000 一0．18140 —0．19657 ．0．20972 ．0．22003 —0．22619 —0．23070 —0．23377

n21=．0．30000 —0．19429 ．0．25152 一O．25752 —0．26941 —0．27553 —0．27742 ．0．27840

n22=0．80000 0．72265 0．75444 0．75463 0．77146 0．77680 0．77877 0．77912

621=．0．40000 0．03085 ．0．00839 ．0．02471 —0．03839 ．0．04622 —0．05117 —0．056lO

622=1．20000 O．42725 0．48015 0．50806 0．53931 0．55292 0．56301 0．57031

6(％) 62．39826 56．68550 54．39377 52．14216 50．98014 50．15610 49．48603

表2．2 MISG参数估计及其误差(p=2)
7I'able 2．2 The MISG parameter estimates and errors(p=2)

芒 100 500 1000 2000 3000 4000 5000

n11=0．70000 0．65433 O．69131 0．67982 0．68070 O．68281 0．68643 0．6884l

n1 2=0．40000 0．45138 0．39330 0．4130l 0．4121l 0．40341 0．40179 0．40232

611=1．00000 0．38175 0．49810 0．53746 0．57129 0．59032 0．60390 0．6164l

612=一0．50000 一0．41931 —0．41006 —0．4201 1 —0．42290 —0．42565 —0．42835 —0．42955

n21=一0．30000 —0．24792 —0．29440 —0．28929 —0．29531 —0．29866 —0．29800 —0．2966l

022=0．80000 0．81266 0．78446 0．78102 0．79415 0．79742 0．79663 0．79372

621=一0．40000 —0．10448 —0．15506 —0．17655 —0．19259 ．0．20096 —0．20593 —0．21160

622=1．20000 0．80307 0．84531 0．87243 0．90343 0．91367 0．92229 0．92804

6(％) 38．93459 32．47791 29．91736 27．55976 26．42100 25．59078 24．87554

表2．3 MISG参数估计及其误差∞=5)
7】1able 2．3 The MISG parameter estimates and errors(p=5)

t 100 500 1000 2000 3000 4000 5000

n11=0．70000 0．69481 0．69586 0．67022 0．68588 O．68177 0．69430 0。6962l

01 2=0．40000 O．43367 0．39604 0．41442 0．4109l 0．40184 O．39450 0．39914

611=1．00000 O．65165 0．80570 0．84165 0．8686l 0．87690 O．89259 0．90469

612=一0．50000 一O．58537 —0．50666 —0．51324 —0．50268 —0．50244 ．0．50109。一0．49958

n21=一0．30000 —0．23400 ．0．31 131 —0．28870 —0．29840 —0．30553 ．0．29929 —0．29647

n22=0．80000 0．8098l 0．76704 0．79004 0．79851 0．79235 0．80043 0．7915l

621=一0．40000 一0．29001 —0．33597 —0．35292 —0．36014 一O．35856 —0．36160 —0．36542

622=1．20000 1．25323 1．19841 1．19813 1．20816 1．20314 1．19824 1．19583

6(％) 18．77942 10．09957 8．24996 6．74593 6．39756 5．56046 4．95748
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表2．4 MISG参数估计及其误差@=10)
Table 2．4 The MISG parameter estimates and error8 (p=10)

芒 100 500 1000 2000 3000 4000 5000

011=0．70000 0．70017 0．68675 O．65505 0．69749 0．69897 0．69999 0．70019

01 2=0．40000 0．41471 0．41294 0．41929 0．40698 0．38927 0．39159 0．40043

611=1．00000 0．65459 O．90240 0．93338 0．95274 0．96123 0．96967 0．98336

612=．0．50000 ．0．59420 —0．45994 —0．48727 —0．47762 —0．47764 ．0．48270 ．0．48195

021=．0．30000 ．0．21280 —0．31309 —0．27209 ．0．29870 一O．30002 ．0．29730 ．0．29448

n22=0．80000 0．78866 0．75660 0．80406 0．79557 0．81290 0．80198 0．78474

62】=．0．40000 ．0．34456 —0．38765 —0．40179 ．0．39796 一O．39407 ．0．38861 ．O．39258

622=1．20000 1．40696 1．23480 1．22409 1．23296 1．21068 1．20744 1．20156

6(％) 20．74499 5．93343 4．44864 3．03682 2．39902 1．87428 1．47766

表2．5 RLS算法参数估计及其误差
T1able 2．5 The RLS parameter estimates and errors

亡 100 500 1000 2000 3000 4000 5000

011=0．70000 0．68567 0．69456 0．67988 0．68394 0．68672 0．69013 0．69207

n12=0．40000 0．44900 0．39513 0．40616 0．40804 0．40090 0．39890 0．40064

凶1=1．00000 0．90345 1．02848 1．01228 1．00473 1．00129 1．00723 1．02257

6】2=一0．50000 ．0．44788 —0．38020 ．0．46659 ．0．46210 —0．46625 ．0．47665 —0．47767

锄1=一0．30000 —0．25753 一O．29303 —0．29060 —0．29664 —0．29950 —0．29901 —0．29727

022=0．80000 0．79673 0．77308 0．78300 O．79379 0．79739 0．79690 0．79334

621=一0．40000 —0．33106一O．41144．0．41960．0．40297—0．39511 —0．38560—0．39345

622=1．20000 1．38781 1．16856 1．18120 1．22071 1．18928 1．18886 1．18309

6(％) 11．55553 6．35976 2．58414 2．31598 1．86039 1．56626 1．85258

崎

图2．2 RLS和MISG参数估计误差6随t变化曲线

F晦2．2 The RLS and MISG parameter estimation errors 6 versus亡
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为了比较，图2．2给出了R，LS算法的曲线，表2．5给出了RLS算法的参数估计和误差．

从表2．1—2．5以及图2．2，可以得到如下结论：

·随着￡的增加，MISG算法的参数估计误差越来越小并趋于零．

·当p≥2时，MISG算法比SG算法有更快的收敛速度和更高的估计精度．

·随着新息长度p的增加， MISG算法的参数估计越来越接近RLS算法的参数估计．

2．4本章小结

由于多率多输入系统经过提升或离散化后得到多变量系统，因此本章研究了多输入多输

出系统的辨识问题．基于多新息辨识理论，引入新息长度，将单新息向量扩展为多新息矩阵，

推导了多新息随机梯度算法辨识多输入多输出系统．由于多新息随机梯度算法可以充分利用输

入输出数据，因此提高了随机梯度算法的收敛速度，同时提高了参数估计精度．应用鞅收敛定

理分析了多新息随机梯度算法的收敛性，并用仿真例子验证了算法的有效性．

本章的内容发表在国际刊物《D磷tal Signal Processing》2009年第4期上．
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第三章 方程误差多率系统

3．1 引言

对于多变量系统，当每个输入通道或输出通道的采样周期不相同时，就得到了一个多率系

统．多率系统广泛存在于过程工业中，如在化工过程控制中，某些化工产品的质量数据(如炼

油厂汽车辛烷值)不能直接在线量测，需要试验室化验分析得到，通常需要几分钟，甚至足十

几分钟，而控制信号的刷新频率相对较快．如这类化工控制中的许多软测量问题，都可以归结

为多率系统的建模，参数辨识或状态估计问题【1|．

对于多率系统的辨识，目前人们主要研究双率系统的辨识．一般的多率系统由于存在两种

以上的操作频率，使得其结构要比双率系统的结构复杂得多，其辨识问题的复杂度高，计算量

大． Shi等将多率多输入串音系统转化为多率多输入FIR模型，基于辅助模型辨识思想，利

用RLS算法辨识系统的参数【91．Sahebsara等将多输入多输出多率系统分解为几个双率系统，

将多输入多输出多率系统的辨识问题转化为狄率系统的辨识问题，应用多项式分解技术，利用．

RLS算法得到系统的参数估计f3】．然而，对于随机框架下的多率多输入系统的辨识问题还需

进一步的研究．

本章研究多率多输入方程误差系统的辨识问题．组织如下：第3．2节采用离散化技术，建

立多率输入与输出数据间的映射关系，推导多率系统的辨识模型．第3．3节推导随机梯度算

法，为了提高算法的收敛速度和参数估计精度，引入遗忘因子，得到遗忘梯度算法．第3．4节

基于多新息辨识理论，提出多新息随机梯度算法．应用鞅收敛定理分析了多新息随机梯度算法

的收敛性．第3．5节应用递阶辨识原理，提出递阶最小二乘算法估计系统的参数．第3．6节为

本章总结．

3．2模型推导

本章研究一类多率多输入系统如图3．1所示，离散时间输入信号％(忌乃)经过零阶保持器

“，(㈣—_(互r盟

u。(㈣—t互y盟 只 鲍)‘肚鼬丁)
； ；

仳舶乃)—{瓦y盟

图3．1多率多输入系统

Fig．3．1 The multirate multiple-input systeHls
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上屯得到连续信号让j(亡)，经过连续时间过程只产生系统的输出∥(亡)，在经过输出采样器岛得

到离散信号可(七T)，其中乃：=乃危为第歹个输入刷新周期．为了研究方便，假定p1，p2，⋯，肼

是互质的正整数，口是p1，p2，⋯，肼的最小公倍数．其中，^为基周期，T：=啦为框架周

期【31|．

在第后个框架周期上零阶保持器地0=1，2，⋯，r)对控制输入％均匀的刷新，则零
阶保持器上h的特性可表示为

％(亡)=％(南乃)， 忌乃≤亡<(七+1)乃， J=l，2，⋯，r． (3．2．1)

输出采样器野的采样周期等于输入的框架周期．这样的刷新和采样方案如图3．2所示．

札1(t

乱2(￡

u，(t

图3．2输入周期刷新和输出周期采样方案

Fig．3．2 The input updating and output 8ampling patterns

对于如图3．1所示的多率系统，可测的输入输出数据为

{饥1(南五)，钆2(尼乃)，⋯，札，(七正)，y(庇丁)：后=1，2，⋯)
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例如，对于双输入单输出的多率系统，如果正=2 s，疋=3 8，则其可测的输入输出数据为

{扎l(o)，“1(2)，ul(4)，孔l(6)，⋯，札2(o)，“2(3)，u2(6)，⋯，秒(o)，可(6)，可(12)，⋯)．

图3．1所示的多率系统是一个时变系统．即使连续系统只是一个时不变系统，由于不同

的刷新周期和采样周期，使得{u1(忌五)，让2(七正)，⋯，u，(忌耳))到秒(七丁)是时变系统【38’39，931．

对于图3．1所示的时变多率系统，这里采用离散化技术，在框架周期丁上得到相应的一个时

不变多输入离散时间状态空间模型．

设图3．1中的连续过程只具有下列状态空间模型，

浮)=A烈力+暑％姒D， (3．2．2)、 J2l ～o·二·二，

【矽(￡)=cz(￡)，

其中z(￡)∈黔为状态向量，％(￡)◇=1，2，⋯，r)为第歹个输入通道的控制输入，可(亡)∈瓞1

为系统的输出，A。，B巧和c为适当维数的矩阵．参考文[48】，以周期危离散化只可得

{引¨纠“和@卅暑％姒M)， (3．2．3)、 ，=1 IU·‘·o J

【 耖(七^) =cz(后允)，

其中矩阵Ad和B西有如下表达式，

Ad：：eA一， B西：：厂^eAc。dtB巧．
t，O

模型(3．2．3)中存在不可测的输入输出数据％(后尼)(七≠乃)和可(忌忽)(忌≠口)，因此不能作为

辨识模型．基于模型(3．2．3)，利用离散化技术，可以建立可测量输入{Ⅱ1(詹五)，让2(七疋)，⋯，

乱，(向霉))到可测量输出∥(七丁)的数学模型． ，

定理3．2．1对于图3．1所示的多率多输入系统，令吻：=口／乃，它的状态空间模型可表达

为如下

f t vt

{z(忌丁+T)=Az(后丁)+善蚤Bs％(七T+(s一1)乃)， (3．2．4)l ?=lS=1 ～u-●·1，

【 可(七T) =cz(尼丁)，

其中

A：：eAcT：A：∈碾n加，
pJ

BJ。：=∑A；一‘5-1协一‘B西∈酞n，歹=1，2，⋯，7’，s=l，2，⋯，吻．
i=l
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则

证明：将(3．2．3)中的七用幻来代替，有

f础T籼)“叫灯)+耋B洲灯)，、 秒(尼T) ：cz(庇丁)．
’21

茁(尼T+s尼)=A：z(七T)+∑∑AriB磅％(后T+(i一1)^)，
』=1{=1

r吩一1 pJ

z(％T+T)=A5z(七T)+∑∑∑A：叫聊_B彩％(七T+s乃+(i一1)九)．

应用(3．2．1)式可得

因此，

％(七T+s乃)=％(尼T+s乃+允)=⋯=％(七T+s乃+(功一1)^)，

尼=0，1，2，⋯，s=1，2，⋯，吩一1和歹=1，2，⋯，r．

t V{一、pj

z(忌T+丁)=A：茁(尼T)+∑∑∑A：一哪一B西％(七丁+s弓)
J=1 s=O t=1

r vj pj

=Az(尾丁)+∑∑∑A：一‘卜1协卅B肖钆J(七T+(s一1)乃)
J=1 s=1 i=l

r 吻

=Az(七T)+∑∑BJ。％(忌T+(s一1)乃)．、 ‘t．-一t．-一 o’J、 、 ‘J‘

，=1 s=1

定理3．2．1证明完毕．

3．3随机梯度算法

3．3．1算法的提出

引入单位后移算子z-1[即z-1可(忌T)=秒(南T—T)】．从(3．2．4)式可得

可(尼丁)=∑∑c(zj—A)一1BJ。％(后T+(s一1)乃)
J=1 s=1

：毫妻罐誊华啪丁+(s_1)乃)白白 det『oJ—A1 1V～㈠。叫^J
7

1
r 吻

≤高善；洲啡丁+(s-1蚓

口
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或者

r 岣

Q(z)秒(忌T)=∑∑伤。(z)％(七丁+(s一1)乃)， (3．3．1)
J=1 s=1

其中Q(z)和岛。(名)为带有后移算子zq的多项式，

Q(z)=名一礼det[zJ—A】=1+alz一1+Q2z一2+⋯+Q礼z—n，Qt∈酞1，i=1，2，⋯，n，

岛。(z)=z邗C adjk工一A]BJ。’=孱。(1)z-1+岛。(2)z≈+⋯+岛。(礼)z—n，岛。(f)∈R1，

歹=1，2，⋯，‘s=1，2，⋯，吩，Z=1，2，⋯，n，

其中啦和伤。(f)为待辨识的参数．

一般地，在实际系统中总会存在干扰，因此在系统(3．3．1)中引入一个随机噪声u(t)，得到

r 吻

Q(z)可(忍T)=∑∑岛。(z)％(忌丁+(s一1)乃)+钞(尼T)， (3．3．2)
J=l s=1

其中u(尼丁)为零均值的随机白噪声．

定义参数向量9和信息向量妒(忌T)如下：

p：=[Q1，⋯，口n，展1(1)，⋯，历1(他)，⋯，尻∥，(1)，⋯，角n(n)，⋯，

屏1(1)，⋯，屏l(佗)，⋯，屏脚(1)，⋯，屏¨(n)】T∈R‰，

no：=n+n(魄+沈+⋯+蜘)，

妒(后丁)：=[一y(七丁一T)，⋯，一∥(尼丁一n丁)，咖j(七丁)，⋯，咖j(忌r)]T∈R伽，

畛，(七丁)：=[乱J(七T一丁)，⋯，％(七丁一n丁)，⋯，％(七T+(吻一1)乃一T)，

⋯，％(七T+(吩一1)乃一亿T)】T∈酞n吩，J=1，2，⋯，r．

则(3．3．2)式可以等价的写为一个线性回归模型

可(七T)=lPT(七丁)p+z，(奄T)． (3．3．3)

定义准则函数

七

邢)=D∥(七丁)一矿(尼丁)吼
t=1

应用梯度搜索原理极小化L，(p)，得到如下估计参数9的随机梯度(MR-SG)算法：

船丁脚(肌丁)+船啪丁)， (3．3．4)

e(后丁)=∥(后丁)一妒T(忌丁)9(七丁一丁)， (3．3．5)

27



(3．3．6)

．3．3)构成



历2

p13

侥1

侥2

尾1(1)z_1+仍1(2

尾2(1)zq+侥2(2

—2=一0．65z一1+0．60z一2。

一2=1．00z一1一O．50z一2．

一2=一0．30z一1+0．80z一2。

一2=0．60z一1+0．20z一2．

参数向量和信息向量为

p=[Q1，Q2，胁1(1)，侥1(2)，屏2(1)，历2(2)，臃3(1)，角3(2)，

尾1(1)，尾1(2)，尾2(1)，仍2(2)】T

=【o．60，o．40，一o．20，o．50，一o．65，o．60，1．oo，一o．50，

一o．40，o．80，o．70，o．20]T，

垆(尾丁)=[一可(七丁一T)，一可(七T一2T)，咖j(七T)，钟(奄T)】T，

矽1(七丁)=[¨1(忌T—T)，乱1(岛T一2r)，乱l(南丁+乃一丁)，ul(后丁+五一2丁)，

乱1(七T+2五一丁)，札1(七丁+2乃一2丁)】T，

≯2(忍T)=[扎2(尼丁一T)，仳2(尼丁一2丁)，钆2(七T+死一T)，乱2(忌丁+疋一2丁)]T．

仿真时， {“，(南T))和{乱2(忽丁))采用零均值单位方差不相关可测的持续激励信号序列，

{"(七丁))采用零均值方差为盯2=o．102的白噪声序列．用MR-sG算法和MR_FG算法估计这

个系统的参数，在不同遗忘因子下参数估计及参数估计误差如表3．1～3．3所示，其中参数估计

误差6：=归(t)一钏川钏随％变化曲线如图3．4所示．系统的噪信比为k=28．60％．

@@

2

3防风

+

+

1

1

一

一

k冷

1

1，I～，，L

2

3历胁
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表3．1随机梯度算法的参数估计及其误差
’rable 3．1 The MR，SG parameter e8timates and their errors

尼 100 500 1000 2000 3000 4000 5000

Q1=0．58000 0．43979 0．46766 0．4787l 0．49771 0．50587 O．50925 O．51499

Q2=0．36000 0．0263l 0．11787 0．15795 0．17748 0．19538 0．20565 0．21098

历1(1)=一0．20000 —0．09215 —0．10721 —0．11069 —0．11461 ．0．11589 —0．11629 —0．11740
夙1(2)=0．50000 O．19005 0．2】464 0．22333 0．23141 0．23652 0．23926 0．24271

p12(1)=一0．65000 —0．32234 ．0．34278 —0．35156 ．0．36190 —0．36740 —0．37072 ．0．37341

卢12(2)=0．60000 0．33088 0．35379 0．36336 0．37276 0．37935 0．38230 0．38479

p13(1)=1．00000 0．21700 0．26992 0．29356 O．31505 0．32831 0．33644 0．34244

风3(2)=一0．50000 —0．15138 ．0．19067 —0．20511 ．0．21789 —0．22448 —0．22820 ．0．23162

侥1(1)=一0．30000 —0．02224 ．0．03158 —0．03802 ．0．04707 —0．05125 —0．05388 ．0．05682

仍l(2)=0．80000 0．04129 0．09297 0．11543 0．13550 0．14773 O．15618 0．16245

仍2(1)=0．60000 0．12640 0．17073 0．18431 0．19594 0．20268 0．20760 0．21126

仍2(2)=0．20000 ．0．01596 0．00278 0．00827 0．01187 0．01404 0．0157l 0．01675

6(％) 72．80197 66．63867 64．16917 62．01685 60．71533 59．90995 59．27976

表3．2多率遗忘梯度算法的参数估计及其误差(入=o．990)
Table 3．2 The MR—FG parameter estimates and their errors with入=0．990

七 100 500 1000 2000 3000 4000 5000

Q1=O．58000 0．44980 0．53777 0．58209 0．63734 0．63152 0．61675 0．62172

a2=0．36000 0．05003 0．21058 0．33948 0．37246 0．40037 0．39410 0．38129

历1(1)=一0．20000 ．0．09623 ．0．12832 —0．14910 —0．17404 —0．18325 —0．18788 —0．19279

岛1(2)=0．50000 0．19722 0．25269 0．30246 0．36556 0．40826 0．43597 0．45920

历2(1)=一0．65000 一0．33405 —0．38534 —0．43311 —0．52514 ．0．57161 —0．59764，0．61691
岛2(2)=0．60000 0．33786 0．39723 0．43920 0．48665 0．52426 0．54018 0．55180
展3(1)=1．00000 0．23171 0．37039 0．50262 0．67975 0．79705 0．87399 0．91656

尻3(2)=一0．50000 —0．16014 —0．25304 —0．31510 —0．37208 ．O．39757 —0．41304 —0．43160
恳1(1)=一0．30000 ．0．02746 ．0．06189 —0．10158 —0．17929 ．0．22301 —0．24713 ．0．26698
尾1(2)=0．80000 0．05971 0．19201 0．31376 0．47078 0．58011 0．65637 0．70149

恳2(1)=0．60000 0．13636 0．24122 0．31435 O．41155 0．47675 0．52168 O．54663

仍2(2)=0．20000 —O．01135 0．03493 0．07352 0．1220l 0．15892 O．18401 0．19605

6(％) 70．93573 56．28265 。44．32610 29．19973 19．41479 13．0l109 9．12504
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表3．3多率遗忘梯度算法的参数估计及其误差(A=0．970)
Table 3．3 The MR—FG parameter estimates and their errors with入=0．970

忽 100 500 1000 2000 3000 4000 5000

Q1=0．58000 0．47449 0．62489 0．62300 0．60987 0．59677 0．58484 O．58518

Q2=0．36000 0．10240 0．31563 0．3989l 0．37702 0．37177 O．3665l 0．36464

伪1(1)=一O．20000 —0．10629 —0．16688 —0．19288 —0．20176 —0．20052 —0．20353 ．0．19772
历1(2)=0．50000 0．21468 0．32745 0．40642 O．46782 0．48530 0．49867 0．49735

历2(1)=一0．65000 ．0．36180 —0．46767 —0．55074 —0．63725 ．O．65020 —0．64182 —0．64748

角2(2)=0．60000 0．35372 0．47046 0．51993 0．56258 O．57964 0．59496 0．59583

p13(1)=1．00000 0．26875 0．58407 0．79193 0．93960 0．98497 O．99994 0．99937

伪3(2)=一0．50000 —0．18062 —0．34756 ．0．40831 —0．44695 ．0．47160 —0．481 76 ．0．49 147

仍1(1)=-0．30000 ．0．03996 —0．13073 一O．20311 —0．27744—0．29629—0．29446．0．29606

仍1(2)=0．80000 0．10614 0．38937 0．58238 0．72396 0．77533 O．78971 0．79303

尾2(1)=0．60000 0．15977 0．37711 0．48808 0．56670 0．59024 O．59625 0．59501
仍2(2)=0．20000 O．00066 0．11122 0．17988 0．20713 0．20877 0．20736 0．20535

6(％) 66．45910 36．98295 19．55295 6．72007 2．70979 1．34611 0．83792

图3．4不同遗忘因子入下参数估计误差6随数据长度后变化曲线

F培3．4 The parameter estimation errors 6 versus尼耐th di雎rent入

从表3．1～3．3和图3．4得到如下结论：

·由MR-SG和MR-FG算法得到的参数估计误差随着七的逐渐增加会越来越小，并趋于

零．验证了MR-SG和MR．．FG算法是有效的．

·当入减小时，MR-FG算法加速了MR．SG算法的收敛速度，但是也会增大参数误差的波

动．因此选取合适的遗忘因子入是得到快速收敛的参数估计和较小的参数估计误差的关

键．
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3．4多新息随机梯度算法

在上一节中，为了提高随机梯度算法的收敛速度和估计精度，引入遗忘因子，提出了遗忘

梯度算法．对于遗忘梯度算法，如果选取的遗忘因子不合适，会导致参数估计收敛的波动很

大．因此本节应用多新息辨识理论，将单新息标量扩展为多新息向量，提出多新息随机梯度算

法辨识多率方程误差系统．并用鞅收敛定理从理论上证明算法的收敛性，同时用仿真例子验证

算法的有效性．多新息随机梯度算法充分利用可测的多率输入输出信息，因此，可以提高随机

梯度算法的收敛速度和参数估计精度，同时避免了参数估计收敛波动大的问题．

3．4．1算法的提出

为了提高MR．SG算法(3．3．4)一(3．3．6)的收敛速度和参数估计精度，基于多新息辨识理论，

引入新息长度，将单新息标量e(忌T)扩展为多新息向量

E(p，七丁)=

e(七T)
e(七T—T)

e(南T一妒+T)

∈Ⅱ妒．

其中p是正整数，且有

e(詹T—z丁)=秽(七T—iT)一妒T(七T—iT)p(彪T—zT—T)．

一般地，人们认为前一时刻七T—T的参数估计p(七T—T)更靠近参数真值日，与更前时刻的

参数估计p(七T—iT)(z=2，3，⋯，p一1)比较，因此，将新息向量取作为

E(p，忌丁)=

秒(七丁)一妒T(忌丁)p(七丁一T)

可(尼T一丁)一妒T(忌丁一T)9(后丁一T)

!，(七T一妒十T)一垆T(七T—pT十丁)p(％T—T)

∈瞅．

定义信息矩阵圣(p，忌丁)和输出向量y(p，后T)如下：

圣(p，七丁)=怕(七T)，垆(七T一丁)，⋯，妒(％T—pT+T)]∈酞no×p，

y(p，七丁)=【可(尼丁)，∥(南丁一T)，⋯，可(后丁一pT+丁)】T∈R尸．

则新息向量E(p，七丁)可以表达为

E◇，七T)=y(p，南丁)一圣T◇，忍丁)p(忍T—T)．

参考文[26】，得到如下估计多率系统(3．3．3)的参数p的多新息随机梯度(MR-MIsG)算法：

吣驴讯丁卅+酱聊姗 (3-4．1)
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E(p，忌丁)=y(p，七T)一西Tp，尼丁)p(忌T一丁)，

r(尼T)．=r(七T—T)+|I妒(忌丁)I|2，7'(o)=l，

垂p，忽丁)=【妒(露丁)，妒(忌T一丁)，⋯，妒(七T一妒+T)】，

y(p，忌丁)=b(七丁)，可(七T一丁)，⋯，剪(南丁一矽+丁)】T．

(3．4．2)

(3．4．3)

(3．4．4)

(3．4．5)

当p=1时， MR-MIsG算法(3．4．1)一(3．4。5)变为MR-SG算法(3．3．4)一(3．3．6)．

与MR-SG算法比较， MR．MISG算法由于充分利用输入输出数据，因此有更好的收敛

性．初始化MR-MISG算法，取a(0)=10—61坩利用MR-MISG算法计算参数估计台(七r)的

步骤如下：

1．令七=1，台(O)=10—61Ⅲr(o)=1，选取数据长度L。和新息长度p．

2．搜集可测量的输入输出数据{ul(南正)，让2(七疋)，⋯，钍r(％砟)，影(忌T)：惫=o，1，2，⋯)，并由

(3．3．3)式构成妒(七T)．

3．由(3．4．4)式构成西仞，角丁)，以及由(3．4．5)式构成y∞，忌T)．

4．由(3．4．3)式计算r(艮丁)，由(3．4．2)式计算E(p，七T)．

5．由(3．4．1)式刷新9(角丁)

6．如果忌<Le，庇增至南+l，返回第2步继续计算．否则，得到参数估计8(L。T)．

用MmMISG算法计算参数估计p(后丁)的流程图如图3．5所示．

3．4．2算法收敛性

假设{口(南T)，兀)是定义在概率空间{Q，兀，P)鞅差向量序列，其中<氕)是由口(七T)生

成的盯代数序列，即，氕=仃(u(忌丁)，秽(后T，一T)，u(七丁一2T)，⋯)【13】．噪声序列{u(七丁))满足

(A1) E【移(惫丁)J兀一1】=o，a．s．，

(42) Ep2(七丁)I兀一1】≤盯2，als．，
1

七

(粥)li罂p去著伊(汀如2一，a-s．
引理3．4．1对于多率多输入系统(3．3．3)和MR-MISG算法(3．4．1)一(3．4．5)，有下面的不等

式成立

喜蒌警<⋯．



七T1

a．S．
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其中r(南T)=1，当七<0时j引理3．5．1证明完毕．

定义参数估计误差向量9(忌T)和噪声向量y(p，忌丁)如下：

口

百(七T)：=台(七T)一p， (3．4．6)

y@，七丁)：=p(七丁)，u(七丁一丁)，⋯，u(尼T—pT+丁)】T∈Rp．

定理3．5．1对于多率多输入系统(3．3．3)和MR-MISG算法(3．4．1)一(3．4．5)，假设(A1)一(A3)

成立，并且信息向量妒(％T)是持续激励的，即，存在实数n和6满足o<8≤6<oo和整数

Ⅳ使得强持续激励条件成立

1Ⅳ一1

(似)以≤专∑础丁卅T冲mT“∽<6L a．s．，b 0．

则参数估计误差口(尼T)一致趋于零，即，

．1im舀(忌T)=o，a．s．

证明：定义随机Lyapunov函数

Q(七T)：=II舀(七丁)112=舀T(詹丁)舀(七丁)．

将(3．3．3)式和(3．4．1)式代入(3．5．3)式中，再利用(3．4．2)式得到

其中

砸r闻旧咽+酱№罔w∽嘲㈣】
胡n T)+酱Ⅲ艏T脚删州艏T)】
卸(肌丁)+酱m矧+m砩 (3．4．7)

雪∞，七r)：=圣T(p，尼T)9(尼T—T)．

根据Q(忌丁)的定义，由(3．5．4)式得到

∞T)=矾忌T一丁)毗T—T)+高矿㈨T)№(贴T)
+y(舭丁)】+志矿(舭丁)圣T㈨丁)蚴，㈣姚，灯)
一2雪T(p，尼丁)圣T劬，七T)西(p，七丁)y(p，忌T)+J|量(p，七丁)y(p，七丁)I|2】

矧肛T，一[高一氅铲Mm丁川2

(3．4．8)
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+可面矿(p，尼T)y(p，尼T)一≯毒巧旷∞，尼T)圣T(p，七T)圣(p，七T)y∞，砖丁)

+志∑u2(南T—z丁)勘妒(七T一酬2
≤Q(惫T—T)一高№，后T)112+南咖，七T)y∞，尼T)
一≯覆而雪T∞，尼T)圣T(p，％T)西(p，忌丁)y∞，七T)

p一1

+志∑愀七T一酬2u2(庇丁一iT)． (3删

由于Q(加’一2’)，雪(p，加’)，西(p，加’)和妒(忌7’)与y(p，加’)独立，并且兀一1是可测的，对

(3．4．9)式两边兀一1取条件期望，并利用假设(A1)一(A2)可以得到

啪(灯)限1]≤∞T≈’_高㈣，灯)旷+高到础T“丁)炒．(3．4．10)
从忌=1到七=∞累加(3．4．10)式右边最后一项，应用引理3．5．1得到

喜南如肚酬2拈矿喜霎警<o。．
对(3．4．10)式应用鞅收敛定理，可得Q(忌T)一致趋于一个有限的随机变量0n，即．

和

E川舀(尼丁)旧_Qo，七一∞，

I雪(p，iT)112<∞，a．s．

(3．4．11)式表明MR．MISG参数估计误差是一致有界的．

定义

舷㈣：=酱m旧∽慨吼
将(3．4．13)式代入(3．5．4)式得到

p(七T)=9(忌T—T)+△口(尼z)，

p(七丁+T)=p(尼T一丁)+△p(后T)+△口(七T+T)，

(3．4．11)

(3．4．12)高七∑：ln∞‰¨



用圣(p，尼

根据(3．4

将上式两

由于(A4

累加上述

即
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对上面不等式的两边取迹，得到

其中

Ⅳ一l p一1

肌nⅣ≤∑∑M七T+zT—s丁)112≤舰6Ⅳ，
i=0 s=0

I|圣∞，七T+iT)112≤pn06Ⅳ，

Ⅳ一1 p—l

∑∑愀尼T+iT—sT)112
t=0 s=0

I西(弘后T+{T)咿

对(3．4．16)式取范数并利用上面的不等式，得到

归(后T—T)II

≤赢隆贴丁埘M舭T懈，l
+赢隆慨叭刎州贴丁埘，》旧瑚，lI
≤嘉蒜ll篓西cp，尼T+泖弛，后T+泖卜兰萎霎忪毗丁+s丁川．≤面‰lI∑引弘灯“∽认鼽灯“丁’卜兰；≤|I曲@丁+s丁川·

上面不等式平方后得到

毗～川2≤南静溉叭泖地叭㈣『鳅灯廿)||2≤商圳∑引弘灯州T冶(pj灯州∽1
． ㈣2雕忪砸T瑚川]2
≤晶争(p，灯侧J2|M舭丁侧12
+2(等)2纂霎忪吣T+卿胪
≤高篓Ⅷ旧慨叶酬2
+2(等)2喜曩忪砸T十s丁川2
Ⅳ一1 Ⅳ一1 i一1

=：d1∑愀p，七T+iT)112+d2∑∑II曲(七丁+sT)悒

M∑铷
I|



高势矾丁圳2一o，a．s。一。。．
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由于Q(尼丁)=旧(岛T)112一致收敛于一个有限的随机变量Qo，应用引理2．3．3可得

。lim归(后丁)酽=o，a．s．
尤—，。o

这表明参数估计p(忌丁)一致收敛于参数真值p，当后趋于无穷时．

定理3．5．1证明完毕． 口

3．4．3 仿真试验

例3．4．1对于双输入单输出多率系统，其刷新周期分别为五=2九和死=3^，输出采样周期

T=6九，取基周期九=2，相应的传递函数模型为

Q(2)可(忌T)=伤1(2)札1(尼T)+历2(名)u1(七T+正)+角3(z)札1(七T+2正)

+侥l(2)仳2(忌丁)+恳2(名)钆2(七T+马)+u(七T)，

其中

Q(z)=1+Q1名一1+Q2z一2=1+0．60z一1+0．40z一2，

尻l(z)=展l(1)名_1+角l(2)z～=一o．20z一1+o．50z～，

p12(z)=岛2(1)z一1+尻2(2)z一2=一0．65z一1+0．602—2，

屏3(z)=份3(1)z-1+风3(2)z以=1．ooz～一o．50z～，

尾1(名)=仍1(1)z-1+仍1(2)z～=一o．40z_1+o．80z～，

侥2(z)=侥2(1)z一1+岛2(2)z～=o．70z-1+0．20z～，

参数向量和信息向量为

口=[Q1，Q2，p11(1)，角1(2)，岛2(1)，尻2(2)，角3(1)，尻3(2)，

屁l(1)，尾1(2)，侥2(1)，倪2(2)]T

=[o．60，o．40，一o．20，o．50，一o．65，o．60，1．oo，一o．50，

一o．40，o．80，o．70，o．20】T，

妒(忌丁)=[一秒(尼T一丁)，一可(砖丁一2T)，咖；(七T)，咖；(七T)】T，

咖j(七T)=阻1(七丁一T)，u1(足丁一2T)，u1(七T+正一丁)，ul(南丁+五一2T)，

u1(七T+2正一T)，乱l(七T+2丑一2T)】，

咖；(七丁)=b2(七T—T)，让2(七丁一2丁)，u2(尼T+正一丁)，让2(忌T+疋一2T)】．

仿真时，{札t(后五))和{札2(后乃))采用零均值单位方差不相关可测的持续激励信号序列．

{u(尼T))采用零均值方差为盯2=o．102．应用MR-SG和MR-MISG算法估计这个系统的

参数，其参数估计和参数估计误差如表3．4—3．7所示，不同新息长度下的参数估计误差6：=

归(t)一钏川钏随后变化曲线如图3．6所示．系统的噪信比为以。=28．71％．
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表3．4 MR-SG参数估计和参数估计误差

7rable 3．4 The MR，-SG parameter estimates and their errors

南 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Q1=0．60000 0．53517 0．55146 0．55871 0．56594 0．57329 0．57832 0．58174

Q2=0．40000 0．29300 0．31106 0．32205 0．32752 0．32807 0．32888 0．33114

历1(1)=一0．20000 一O．04823 —0．05270 —0．05468 —0．05578 —0．05758 —0．05875 —0．05944

臃1(2)=0．50000 0．27403 0．27879 O．2821l 0．28538 0．28784 0．28956 0．29049

p12(1)=一0．65000 一O．07521 ．0．09030 一O．09999 ．0．10704 一O．1 1229 一O．1 1664 —0．1201 1

角2(2)=0．60000 0．20006 0．21268 0．22060 O．22581 0．23032 0．2331 1 0．23590

展3(1)=1-00000 0．32575 0．3439l 0．35528 0．36276 0．36860 0．37345 0．37756

角3(2)=-0．50000 —0．25273 ．0．26029 —0．26434 —0．26723 —0．26925 —0．271 12 —0．27294

倪1(1)=-0．40000 —0．01315 —0．02442 —0．03100 —0．03563 ．0．03945 。0．04224 —0．04461

岛1(2)=0．80000 0．20257 0．21950 0．23023 0．23756 0．24306 0．24784 0．25132

仍2(1)=O．70000 0．12113 0．13572 0．14606 O．15248 0．15690 0．16122 0．16481

历2(2)=0．20000 0．02017 0．02246 0．02495 0．02748 0．02871 0．03029 0．03108

6(％) 68．70980 66．76752 65．54056 64．70667 64．08048 63．56211 63．13930

表3．5 M球MISG参数估计和参数估计误差0=2)
’】1able 3．5 The Mf己-凡IISG parame乞er estiInates and their errors ∞=2)

忍 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Q1=0．60000 0．64417 0．64935 0．64971 0．65400 0．65964 0．66293 0．66433

Q2=0．40000 0．40100 0．41688 0．42465 0．42606 0．42349 0．42174 0．42289

卢11(1)=一0．20000 —0．13622 —0．14021 —0．14153 一O．14176 —0．14362 —0．14452 —0．14486

展1(2)=0．50000 0．44203 0．44197 0．44319 0．44526 O．44658 0．44742 0．44723

角2(1)=一0．65000 ．0．07764 —0．10843 —0．12698 ．0．14011 —0．14982 —0．15775 —0．16398

侥2(2)=0．60000 0．35005 0．36207 0．3698l 0．37527 0．3798l 0．38248 0．3852l

展3(1)=1．00000 0．54046 0．56485 0．58015 0．58966 0．59720 0．60350 0．60885

夙3(2)=-0．50000 ．0．32313 —0．32882 —0．33179 ．0．33386 ．0．33554 一O．33700 —0．33863

侥1(1)=一0．40000 —0．10320 —0．12004 —0．13019 —0．13670 —0．14222 —0．14603 —0．14952

仍1(2)=0．80000 0．36150 O．3842l 0．39795 0．40734 0．41417 0．42042 0．42478

仍2(1)=0．70000 0．2485l 0．27103 0．28646 0．29607 0．30272 O．30902 0．31417

恳2(2)=0．20000 0．12849 0．13165 0．13518 0．13871 0．13999 0．14207 0．14317

6(％)
。

52．06904 49．39824 47．72820 46．62058 45．78970 45．09440 44．53354

41
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表3．6 MR-MISG参数估计和参数估计误差0=5)
7rable 3．6 The MR_MISG parameter eStimates and their errors∞=5)
七 1000 20()0 3000 4000 5000 6000 7000

Q1=0．60000 0．67586 0．66717 0．66009 0．66(J99 0．66319 O．66318 0．66215

Q2=0．40000 0．44668 0．44888 O．44807 0．44357 0．43885 0．43603 0．43582

角1(1)=一o．20000 —0．10876 —0．12076 —0．12610 —0．12891 ．0．13335 —0．13576 —0．13760

倪1(2)=0．50000 0．45346 0．45512 0．45795 0．4606l 0．46257 0．46374 0．46382

历2(1)=一0．65000 —0．32599 —0．36863 —0．39193 —0．40781 —0．41943 —0．42854 —0．43520

局2(2)=0．60000 0．4664l 0．47849 0．48509 0．49031 0．49482 0．49736 0．49995

伤3(1)=1．00000 0．87866 0。89343 0．90340 0．90875 0．91 269 0．91631 0．91920

岛3(2)=一0．50000 —0．38574 ．0．39004 ．0．39277 —0．39457 —0．39651 。0．39809 一O．39963

俄1(1)=一0．40000 —0．21620 —0．24032 ．0．25470 —0．26373 —0．27092 ．0．27562 —0．27982
仍1(2)=0．80000 0．54452 0．57435 0．59040 0．60141 0．60949 0．61649 0．62134

侥2(1)：0．70000 O．5752l 0．5894l 0．59913 0．60499 0．60835 0．6l 185 0．61463

侥2(2)=0．20000 0．16601 0．17489 0．18022 0．18504 0．18721 0．18991 0．19139

6(％) 26．12643 23．05862 21．30515 20．16205 19．30051 18．62362 18．10855

表3．7 MR_MISG参数估计和参数估计误差∞=12)
1hble 3．7 The MR-MISG parameter eStimates and their errors∞=12)
七 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Ql=0．60000 0．60608 O．60581 0．60438 0．60341 O．60322 0．60346 0．60371

Q2=0．40000 0．40510 0．40566 0．40443 0．40309 0．40347 0．40288 0．40284

侥1(1)=一0．20000 —0．17118 ．0．17911 —0．18277 —0．18532 ．0．18670 —0．18791 —0．18878

展1(2)=0．50000 0．48566 0．48975 O．4907l 0．49254 0．49346 0．49405 0．49422

尻2(1)=一0．65000 —0．6l 144 —0．62226 —0．62733 —0．63105 —0．63327 一O．63510 —0．63596
侥2(2)=0．60000 0．57165 0．57907 0．58220 0．58388 0．58576 0．58697 0．58789

尻3(1)=1．00000 0．99474 0．99548 0．99718 0．99770 0．99804 0．99829 0．99828
侥3(2)=一0．50000 —0．49636 —0．49494 ．0．49468 —0．49422 ．0．49450 —0．49485 —0．49506
恳l(1)=一0．40000 ．0．38480 ．0．38846 —0．39132 ．0．39265 —0．39313 —0。39380 —0．39448

恳1(2)=0．80000 0．79094 0．79487 0．79536 0．79545 0．79528 0．79592 0．79612

恳2(1)=0．70000 0．68492 0．68885 0．69110 0．69303 0．69386 0．69452 0．69475

忍2(2)=0．20000 0．20282 0．20272 0．20256 0．20317 0．20380 0．20388 0．20362

6(％) 3．08808 2．27116 1．87802 1．611 16 1．45258 1．31651 1．23680
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3．5递阶最小二乘算法

对于r输入的多率系统如图3．1所示，经过离散化后得到时不变离散状态空间模型，推导

得到辨识模型(3．3．3)，需要辨识的参数个数为礼+n(n+屹+⋯+坼)．由此可知，如图3．1所

示的多率系统，待辨识参数数目较多，常规的辨识算法(如最小二乘算法)的计算量很大．在

辨识领域中，递阶辨识原理可用于解决维数大、变量数多的系统辨识的计算量大问题．本节应

用递阶辨识原理，提出递阶最小二乘算法，得到如图3．1所示的多率系统的参数估计．

3．5．1算法的提出

对于多率多输入系统如图3．1所示，其辨识模型(3．3．3)，极小化准则函数

J(p)=∑∞丁)一∥(后T)吼

可以得到递推最小二乘(MR-RLS)算法，如下：

日(后T)=p(老丁一T)+P(忌丁)妒(尼丁)阿(七T)一垆T(南丁)p(尼丁一T)】， (3．5．1)

耶丁Ⅳcn T，一笔杀黼器鬻， ㈣5国

其中P(七丁)是协方差矩阵．取初始值日(o)=1n／po和P(0)=加Jn，一般地，伽>o取很大

的数，e-g．，伽=106．

事实上，离散化后的多率系统是高维的，用MR-RLS算法(3．5．1)一(3．5．2)计算参数估计

时，每一次的迭代计算中都要计算协方差矩阵的逆矩阵，这使得算法的计算量很大．

递阶辨识原理源于大系统递阶控制的分解协调原理(Decomposition—c00rdination princi-

ple)．其步骤分为三步：第一步，辨识模型分解为一些子辨识模型；第二步，采用最小二乘原

理分别辨识一些子模型；第三步，采用协调处理各子辨识算法间的关联项．下面应用递阶辨识

原理，以解决MR-RLS算法(3．5．1)一(3．5．2)计算量大的问题．

首先将信息向量9(尼丁)分解为Ⅳ子信息向量，将参数向量p分解为Ⅳ个子参数向量，

即，

垆=

妒1(惫T)
垆2(尼T)

9Ⅳ(后T)

∈R加． p=

D1(忍T)
p2(七丁)

pⅣ(七丁)

∈R彻。

其中蛾(岛丁)∈Rnt(i=1，2，⋯，Ⅳ)，晚∈Ⅱpi且nl+扎2+⋯+nⅣ=no．从而系统(3．3．3)可

以分解为』v个(虚拟的)子系统

玑(后丁)=妒j(七丁)仇+仇(忌T)， (3．5．3)

44



第三章方程误差多率系统

Ⅳ

犰(尼T)=y(七丁)一∑竹(七丁)易，江1，2，⋯，Ⅳ’
J=ljJ≠t

(3．5．4)

这里假定％(忌T)是零均值的白噪声．

其次用最小二乘算法辨识每一个子系统．令鼠(惫丁)是第i个参数向量鼠的估计，对于子

系统(3．5．3)，极小化

南

J(良)=口阢(七T)一饼(七丁)吖， 江l，2，⋯，』＼r，
t=1

得到子系统(3．5．3)的最小二乘参数估计pi(尼T)，

吼(忌T)=吼(七T—T)+Pf(忌T)妒i(后丁)[玑(忌丁)一妒j(忌丁)pi(七T—T)】，

以㈣圳n丁，一笔嚣辚鞯雩鬻产，
(3．5．5)

(3．5．6)

其中Pi(岛丁)是第i个子系统的协方差矩阵．然而，算法(3．5．5)一(3。5．6)却不能实现．其原因

是：将(3．5．3)式代入(3．5．5)式得到

N

玩(后T)=台i(忌丁一丁)+Pi(七丁)妒t(角丁)阿(七丁)一∑哆(七丁)彤一垆i(后T)台i(七T—T)】，
J≠i

上式中存在未知的参数向量嘭．

最后，协调子辨识算法间的关联项．在(3．5．5)式中，将未知的参数向量吼用它们前一时

刻后丁一丁的估计值巳(忌丁一T)来代替，则有

下：

吼(七丁)=吼(七丁一T)
Ⅳ

+Pi(后T)垆i(七T)b(七T)一∑妒J(七丁)岛(七T—T)一妒j(忌T)反(忌T—T)】
J≠{

=仇(忌T—T)+Pi(七丁)妒{(七丁)b(七丁)一妒T(尼T)9(七丁一丁)】，z=1，2，⋯，Ⅳ．

至此，可以得到估计多率系统(3．3．3)的参数日的递阶最小二乘辨识(MmHLS)算法，如

或(七丁)=或(后T一丁)+Pi(惫丁)妒t(后丁)阿(忌T)一妒T(七丁)台(七T—T)】，烈㈣钽cn丁卜笔高端籍器．
取初始值或(o)=1凡i／po和P(o)=舶J凡。(e．g．，伽=106)．

MR．HLS算法的特性： 一

(3．5．7)

(3．5．8)
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表3．8计算量的比较
‘Eable 3．8 The comparison of complltational load

算法 乘法次数 加法次数
MR-RLS 2n；+4扎o=336 2n；+27zo=312

N Ⅳ

MR．HLS ∑2n；+4啦=144 ∑2n；+2啦=120
i=l f=1

·与RLS算法比较，MR-HLS算法有较小的计算量．例如，对于一个双输入单输出的多率

系统，如果p1=2，仇=3，g=6和他=2，则佗o=礼+n(均+沈)=12．将辨识模型分解

为3个子系统(N=3)，每个子系统的维数m=4，i=1，2，3．MR-RLS算法和MR-HLS算

法计算量的比较如表3．8所示．

·当n1=扎2=⋯=nⅣ=l，MR_HLS算法(3．5．7)一(3．5．8)变为随机梯度算法．此时，

MR-HLS算法具有最小的计算量．

·子系统的个数Ⅳ取决于计算的复杂性和参数收敛的精确性．因此，Ⅳ的取值不会很大也

不会很小．这也是一个需要进一步研究的问题．

3．5．2 仿真试验

例3．5．1考虑双输入单输出多率系统，刷新周期分别为乃=2^和乃=3尼，输出采样周期

T=6九，取基周期尼=2，相对应的传递函数模型为

Q(2)可(七T)=角l(z)讹1(后T)+屈2(z)让1(七T+五)+历3(：)钆1(忌T+2正)

+仍1(名)u2(七T)+危2(z)让2(七T+正)+u(七T)，

其中

Q(z)=1+Q1z一1+012z一2=1+0．58名一1+0．52名一2，

胁1(z)=p11(1)z一1+屁1(2)名一2=一0．20z一1+0．50z一2，

尻2(z)=尻2(1)名_1+俄2(2)z_2=一o．64z-1+3．30名一，

p13(z)=角3(1)z一1+胁3(2)z一2=1．20z一1一o．50z一2，

屁1(z)=色l(1)z一1十侥l(2)z一2=一0．38z一1+0．76z一2，

仍2(z)=履2(1)z一1+侥2(2)z～=0．68z-1+O．20z～，

参数向量和信息向量为

p=陋1，Q2，厨1(1)，历1(2)，风2(1)，岛2(2)，p，3(1)，胁3(2)，尾1(1)，仍-(2)，

恳2(1)，侥2(2)]T

=【o．58，o．52，一o．20，o．50，一o．64，3．30，1．20，一o．50，一o．38，o．76，
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o．68，o．20]T，

妒(七丁)=[一y(惫T一丁)，一可(七T一2丁)，咖j(七T)，咖；(七丁)】T，

≯1(七丁)=[札1(后T—T)，u1(彪T一2T)，u1(南T+五一T)，让1(后丁+正一2丁)，

钆1(七T+2噩一T)，钍l(殆丁+2五一2丁)】T，

咖2(七丁)=[u2(七T一丁)，乱2(七丁一2丁)，乱2(忌丁+乃一T)，仳2(尼T+正一2丁)]T．

仿真时， {乱，(七丁))和{札。(七T)}采用零均值单位方差不相关可测的持续激励信号序列，

{u(南T))采用零均值方差为盯2=1．002的白噪声序列．用MR．HLs算法估计这个系统的参

数，将辨识模型分为两个子系统．其参数估计及参数估计误差如表3．9所示，其中参数估计误

差6：=旧(芒)一钏川刚随意变化曲线如图3．7所示．系统的噪信比分别为k=7．27％．

表3．9 MR_HLS算法参数估计及其误差

7rable 3．9 The MR—HLS parameter estimates aIld their errors

后 100 200 500 1000 2000 3000 4000 5000

Q1=0．58000 O．65281 0．63632 0．59369 0．5856l 0．58329 0．58092 0．581 10 0．58242

Q2=O．52000 0．68780 0．60918 0．54331 0．54279 0．53837 0．53325 0．53024 0．53033

历1(1)=一0．20000 —0．29475—0．26845一O．25340—O．19235—0．18936一O．19137．0．20286—0．19877

伪1(2)=0．50000 0．10707 0．26763 0．39075 0．42658 0．48323 0．46764 0．49030 0．49407

胁2(1)=一0．64000 —0．09494—0．39826—0．58471—0．59684—0．64587—0．65625—0．63376一O．63238
角2(2)=3．30000 3．34616 3．28354 3．32370 3．33162 3．33850 3．30978 3．32547 3．31727

胁3(1)=1．20000 1．24717 1．11060 1．21325 1．20561 1．14602 1．17802 1．19252 1．18997

卢13(2)=一0．50000 ．0．48013一O．45870．0．40755—0．42643—0．44327—0．46157—0．46950—0．47814

尾1(1)=一0．38000 —0．70652—0．57098．0．45746．0．41360—0．40726．0．3990l一0．38850—0．37508

仍1(2)=0．76000 0．59904 0．73893 0．64630 0．74559 0．73060 0．73907 0．73889 0．73702

历2(1)=O．68000 0．87602 0．88066 0．78880 0．74807 0．71160 0．70060 0．69126 0．68047

愚2(2)=0．20000 0．24566 0．16880 0．16077 0．21395 O．19407 0．18119 0．19077 0．19832

6(％) 21．08370 11．96617 6．30986 3．68074 2．70206 1．85424 1．31470 1．04156
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的

图3．7参数估计误差6随尼变化曲线

Fig．3．7 The parameter estimation errors 6 versus忌

从表3．9和图3．7可以看出，随着数据长度的增加，算法的参数估计误差越来越小，并趋

于零．验证了MR-HLS算法的有效性．

3．6本章小结

本章针对方程误差多率系统，用离散化技术推导其相对应的时不变离散状态空间模型，得

到其辨识模型．为了提高随机梯度算法的收敛速度和参数估计精度，引入了遗忘因子，得到遗

忘梯度算法估计系统的参数．然而，遗忘因子的选取是遗忘梯度算法的关键且不容易选取，选

取的不合适，会导致算法的收敛波动性大．本章基于多新息辨识理论，提出多新息随机梯度算

法估计系统的参数，应用鞅收敛定理，从理论上证明了多新息随机梯度算法的收敛性．由于多

新息随机梯度算法充分利用当前和过去时刻的信息，因此可以提高随机梯度算法的收敛速度和

参数估计精度．利用递阶辨识原理，提出计算量小的递阶最小二乘算法估计系统的参数．
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4．1 引言

第四章 输出误差多率系统

辅助模型辨识方法【94】主要解决系统中存在状态或输出不可测量的辨识问题．最初，研究

多变量系统传递函数阵的子子模型的辨识问题【95，蚓，经过发展和推广，成为研究输出误差类

模型辨识的主要研究方法．基于辅助模型辨识思想的辨识理论和方法已经形成一大类辨识方

法族，如辅助模型最小二乘辨识方法，辅助模型随机梯度辨识方法等，应用于多种系统辨识问

题中，如双率采样系统【22'23I，损失数据系统【671，非线性系统【97】等．

辅助模型辨识方法的基本思想：借助于一个辅助模型，用系统的可测信息建立一个辅助模

型，用辅助模型的输出代替系统的不可测变量(如系统的真实输出或系统的状态)．通过选择辅

助模型的参数，使辅助模型的输出逼近这些不可测变量，从而获得系统参数的一致估计．

本文将辅助模型辨识方法推广至输出误差多率系统的辨识．组织如下：第4．2节利用离散

化技术，得到多率系统离散时间状态空间模型．第4．3节提出辅助模型多新息随机梯度算法估

计系统参数，用数值仿真例子验证算法有效性．第4．4节借助辅助模型辨识思想，提出辅助模

型最小二乘算法估计系统参数，应用鞅收敛定理分析算法的收敛性，用数值仿真例子验证算法

的有效性．第4．5节为本章总结．

4．2模型推导

对于一类多率多输入系统图4．1所示，其中连续过程只有如下的状态空间模型：

乱1(忌乃)

让2(七乃)

u，(七霉)

臣产
臣弘 只

；p弹
图4．1带噪声的多率多输入系统

Fig．4．1 The multirate multiple。input sy8tem with noises

秒(南丁)

浮)-Ac烈D+暑％姒幻， (4．2．1)、 J=l ＼“。’1，

【y(￡)=cz(￡)+秒(￡)，

其中z(t)∈Rn为状态向量，％(亡)0=1，2，⋯，r)为第歹个输入通道的控制输入；可(￡)∈R1

为系统的输出， 口(￡)∈R1是一个零均值的随机噪声， A。，B巧和C为有适当维数的矩阵．
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岛是周期为T的采样器， 如是周期为乃的零阶保持器．离散时间输入信号％(忌乃)经
过零阶保持器上吃得到连续信号％(t)，经过连续时间过程只产生系统的无噪输出珈(亡)(不可

测)，可(t)为系统受到外部干扰u(￡)后的输出，经过输出采样器岛得到离散信号秒(七T)．这里

乃：=耽九为第歹个输入刷新周期．为了研究方便，假定p1，p2，⋯，肼是互质的正整数，g是

p1，仇，⋯，pr的最小公倍数．其中，^被称为基周期，T：=q九为框架周期【311．

在第七个框架周期上零阶保持器如0=l，2，⋯，r)对控制输入％均匀的刷新，则零
阶保持器量b的特性可表示为

吻(￡)=哟(后乃)， 詹乃≤亡<(七+1)乃， 歹=1，2，⋯，r． (4．2．2)

输出采样器曲的采样周期等于输入的框架周期．这样的刷新和采样方案如第三章图3．2所

示．对于多率系统图4．1的可测的输入输出数据为{札1(七五)，让2(尼乃)，⋯，嘶(尼耳)，剪(尼T)：

忌=1，2，⋯)，即，多率输入输出数据．

下面定理采用离散化的方法，建立多率多输入系统如图4．1所示多率输入输出数据的映射

关系，即推导其相对应的时不变离散时间状态空间模型．

定理2．4．1对于多率多输入系统如图4．1所示，吩：=口／功，歹=l，2，⋯，?’，则可以得到多

率系统的状态空间表达式为

， r 吻

2 z(忌丁+T)=Az(忌T)+善蚤BJi％(七T+(z—1)乃)， (4．2．3)l ，=l 0=l 、⋯‘”，
【 可(七丁) =cz(七T)+"(尼T)，

其中z(岛T)：=∞(亡)I持％丁，％(七T+{乃)：=％(t)I忙七r+∞，可(七T)：=可(亡)l扛七T，秽(七T)：=钞(t)I持知T，
和

A^：：eAch∈肽n跏， A：：eAcg厅，

B珊：：／『L eAc‰如∈Rn，
BJi：=Ar卿B约∈Rn， 歹=l，2，⋯，r，i=1，2，⋯，屹．

证明：根据线性系统知识， (4．2．1)式的状态解为

础TⅧ≯mT)+喜fweAc旧m砷眦㈩n
利用零阶保持器的特性(4．2．2)，得到

z(忌T+T)：eAcg^z(忌T)十

=Az(庇T)+∑
J=1

萎露∥A旧小咖丁‰旧娟叫乃)]
eAc卜吗’￡e-A％峨啪丁娟叫乃)]

-．．．。．．．．。．。．．．．．L

I、J-l封匡
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=Az(七T)+∑
J=1

=A∞(七T)+∑
J=1

[姜eA“T一乃，Z弓eA“dtB。％c七T+ci一1，乃，]
[姜A：一锄B乃％c忌丁+cz一，，乃，]I∑A：一锄B乃％(忌丁+(i一1)乃)l
L仁1 J

=A刃(忌T)+∑∑BJito(七T一(i一1)乃)．、7‘一‘一⋯、 、 7。7

J=l i=1

令(4．2．1)式中的t=忌T得到离散化后的输出方程

可(七丁)=CaB(南T)+u(七T)．

联合(4．2．4)式和(4．2．5)式得到定理的结论．

例4．2．1对于双输入单输出连续系统

其中

J老(t)=A。z(t)+B。1札1(亡)+B。2u2(亡)，
l∥(z)=cz(芒)，

A。=[一；一呈]，B。，=[：]，B。z=[一詈]和c=【3—1，．
取九=0．1s，pl=2，p2=3和q=6，因此魄=3，忱=2，五=2s，乃=3s和丁=6s．

首先，计算eA一，

因此，有

则，得到

[zj—A。]_1

eAct：三一1“zj一纠一1)：

A_}l：eAr^

K0 e斗

卜。蚴e三．。]．
其次，计算Bp，和Bp。，

％=Zn eA‰Bcl=

Bp2=／乃eAⅦBc2=
[；一三_2e二譬e．o．4]，【；一e_o一一{e．0‘4J’
『． 一2+2em3 1

【一{+2e—n3一i e—n6J

5l

(4．2．4)

2．51

口

(4．2．6)

1●●●●●Jo南南南一南
=



最后，得到

A=eAc丁=[e一。言：‘：一，．2 e三．2]=[吕之三凳
o ]
3012 I，

巩=舻慨。=卜4⋯．6；》￡“。哮^2]=出斟
B12=Af印1Bpl=

B13=A矿印1Bpl=

e．。．8]啦斟
]=瞄孙

玩=舻强。=[_2e二荨》￡》。]=出趼
如=矿耳。=[一丢毒莓e—o．6]=■斟

进一步地，可以通过计算得到这个系统的传递函数模型

G(z)=
0．7239z一0．3371 0．18632—0．02875 0．19782—0．01877

≥■=百葛吾丽0．1653 z2—0．8500z+0．1653名2—0．8500z+0．1653
—0．0418z一0．1672 —1．397名+0．5099

z2—0．8500z+0．1653 名2—0．8500名+0．1653

4．3辅助模型多新息随机梯度算法

4．3．1算法的提出

令z一1为单位后移箅子： z一1∥(七丁)=可(七T—T)．参照文[75]，根据(4．2．3)式，有
r 岣

可(忌T)=∑∑c(zj—A)_1BJi％(后丁+(t一1)乃)+u(后丁)
J=l仁l

r 吩

∑∑岛i(z)％(尼丁+(i一1)乃)+口(尼T)，
J=1 t=1

其中Q(名)和岛i(z)足z_1的多项式，

(4．3．1)

Q(z)：：z—n det[：工一A】1+Qlz一1+a2z一2+⋯+口几z—n，Qt∈R1，i=1，2，⋯，咒，

岛i(z)：=z一”c adj[z工一A】Bjt岛i(1)z一1+岛i(2)z一2+⋯+岛t(礼)z一竹，岛t(2)∈R1，

歹=1，2，⋯，r，i=1，2，⋯，吩，f=1，2，⋯，n，

其中％和岛i(1)是待辨识参数．

定义中间不可测变量(为未知的无噪输出或真实输出)如下：

肿T卜高善善
1
r 吻

岛l(z)％(充T+(i一1)弓)．
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则(4．3．1)式可以表达为

y(后丁)=蜘(忌T)+u(七T)．

定义参数向量p和信息向量妒o(忌丁)如下：

(4．3．3)

p：=[Q1，Q2，⋯，Qn，胁1(1)，侥1(2)，⋯历1(礼)，⋯，尻Ⅵ(1)，历∥，(2)，⋯，

风n(n)，⋯，屏l(1)，屏t(2)，⋯，屏l(几)，⋯，屏脚(1)，屏脚(2)，⋯，

屏脚(扎)】T∈R伽，no：=n+礼(二，1+沈+⋯+坼)，

妒o(后T)：=【咖；(七丁)，咖j(尼丁)，⋯，≯j(七丁)】T∈R骱，

咖o(南丁)：=【一可o(南T一丁)，一跏(七丁一2T)，⋯，一珈(忌丁一佗丁)】T∈Rn，

咖(七T)：=[uj(忌T—T)，％(忌丁一2T)，⋯，％(七丁一礼T)，⋯，

％(七T+(吩一1)乃一T)，％(七T+(吩一1)乃一2丁)，⋯，

uJ(南丁+(吩一1)乃一咒T)】T∈瓞仡吩，歹=1，2，⋯，r．

(4．3．2)式和(4．3．3)式可以等价的写为

珈(忌丁)=妒j(忌丁)p 和 可(七丁)=妒；(七丁)p+口(忌丁)． (4．3．4)

极小化准则函数

七

J(日)=∑[y(后丁)一簖(后T)吧
i=l

然而由于信息向量妒o(七T)中含有未知中间变量加(七T—zT)(i=1，2，⋯，n)，因此用常规的

SG算法不能得到多率系统(4．3．4)的参数p的估计．

利用辅助模型辨识思想【2引，建立如图4．2所示的辅助模型，

粕(㈣=嚣蚶T)或姗丁)=州㈣吣T)，
其中

卢(z)：=嗡·(z)，岛z(z)，⋯，p，∥，(z)，⋯，屏，(z)，屏z(z)，⋯，屏脚(2)】，

u(惑丁)：=【u1(七丁)，乱l(七T+噩)，⋯，“1(七r+(n一1)乃)，⋯，

钆，(七?)，札，(后丁+霉)，⋯，u，(七丁+(诈一1)Z)】T，

妒(七丁)：=[矿(砖丁)，衍(％T)，⋯，钟(七T)】T，

咖(尼T)：=[一孰(七T—T)，一舶(后丁一2T)⋯，一如(七T一礼丁)】T，
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口(忍丁)

图4．2带辅助模型的输出误差系统
Figure 4．2 The output error system with the auXiliary model

其中粕(后T)，垆(七T)和9(尼T)分别是蜘(七T)，妒o(七T)和p(七T)在七T时刻的估计值，声(z)和

&(名)分别是卢(z)和Q(名)的估计．信息向量垆o(七T)中不可测的数据珈(岛T—i丁)用辅助模型

的输出蜘(后丁一i丁)代替．

参考文[22】，将信息向量妒o(七T)中的未知中间变量踟(七T—iT)用其估计值舶(忍T—iT)

来代替，进一步地， ‰(忌丁)用其估计垆(七丁)代替，得到估计多率系统(4．3．2)的参数p的辅

助模型随机梯度(AM—SG)算法，如下：

船丁脚(肌丁)+籍啦丁)， (4．3．5)

e(后丁)=y(后T)一‘p(尼T)T(后丁)p(忌T—T)， (4．3．6)

r(尼T)=7'(彪丁一丁)+Il妒(七丁)¨2，r(o)=1， (4．3．7)

妒(七T)=【咖T(七T)，≯j(恐T)，蝣(后T)，⋯，咖j(角T)】T， (4．3．8)

咖(忌T)=【一粕(尼T—T)，一鲕(忌T一2丁)，⋯，一孙(七T一佗T)】T， (4．3．9)

咖(后T)=【％(后T—T)，⋯，％(七丁一佗丁)，⋯，％(七T+(劬一1)乃一T)，

⋯，让J(尾T+(劬一1)乃一nT)】T， (4．3．10)

如(七T)=矿(七T)p(七T)， (4．3．11)

其中e(惫丁)为单新息标量．

为了提高AM—SG算法的收敛速度和估计精度，基于多新息辨识理论，引入新息长度p，将

单新息e(后T)扩展为多新息向量

f
E(p，七丁)=l

【可(七T—pT+T)一9T(后丁)(忍丁一p丁+r)口(南T一?)
其中p是正整数．

定义信息矩阵西⑦，后丁)和输出向量y(p，尼丁)如下：

西∞，尼丁)=[妒(七T)，垆(尼丁一T)，⋯，垆(詹T—p丁+丁)】∈Rno×p，

飚∈
丁，一T丁一∽T．妒僻T．渺一丁丁尼岛

×H．．．

T丁％后弋弋妒妒

一

一

T

T舭卜七“
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y∞，七丁)=阿(岛T)，y(惫丁一T)，⋯，可(七丁一妒+丁)】T∈孵，

则多新息向量可以表达为

E(p，％丁)=y(p，七丁)一西T(p，后丁)p(尼丁～T)．

参照文【22，26]，得到估计多率系统(4．3．2)的参数p的辅助模型多新息随机梯度(AM—

MISG)算法，如下：

讯T脚(肌丁)+籍耽慨 (4．3．12)

E(p，七T)=y∞，后T)一圣T◇，七T)口(忌丁一丁)， (4．3．13)

r(忌T)=r(恐T—T)+Il妒(忌T)j12，7'(o)=1， (4．3．14)

y(p，惫T)=b(尼T)，可(忍T—T)，⋯，可(七T—pT+丁)1T， (4．3．15)

西(p，南r)=[妒(七T)，妒(七T—T)，⋯，妒(岛丁一p丁+丁)】， (4．3．16)

妒(忌丁)=[≯T(尼T)，咖}(七T)，咖；(七T)，⋯，砂i(惫丁)】T， (4．3．17)

咖(七丁)=【一如(七丁一z)，一骗(惫丁一2丁)，⋯，一粕(后丁一n丁)】T， (4．3．18)

咖j(七T)=【％(惫T—T)，⋯；uj(％T一礼T)，⋯，uJ(惫T+(∞一1)乃一T)，

⋯，％(七T+(劬一1)乃一nT)]T， (4．3．19)

粕(惫T)=妒T(七丁)口(角T)． (4．3．20)

当p=1时， AM—MISG算法(4．3．12)一(4．3．20)变为AM—SG算法(4．3．5)一(4．3．11)．

初始化AM—MISG算法，一般地，台(O)取为零向量或者很小的实向量，如台(o)=10—61时

用AM—MISG算法计算参数估计台(尼丁)的步骤如下：

1．令艮=1，a(0)=1n。／10～，并选取数据长度三。．

2．搜集多率输入输出数据(“l(七丑)，“2(七正)，⋯，¨，(七正)，可(南丁)}．

3．由(4．3。19)式构成信息向量啦(七T)，由(4．3．18)式构成咖(七T)，进一步地，由(4．3．17)式构

成妒(南丁)．

4．由(4．3．16)式构成信息矩阵西(p，七丁)，由(4．3．15)式构成输出向量y(p，七丁)．

5．由(4．3．14)计算7'(后T)，由(4．3。13)式计算E∞，七丁)，由(4．3．12)式刷新日(尼丁)，以及由

(4．3．20)式计算雪o(后丁)．

6．如果七<L。，后增至后+1，返回第2步继续计算．否则，得到参数估计9(L。T)．
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图4．3计算参数估计p(庇T)的流程图

F唔4．3 The丑oWchart of computing the par锄eter estimate日(艮T)

计算参数估计台(后T)的流程图如图4．3所示．
’

与AM—SG算法(4．3．5)一(4．3．11)比较，AM—MISG算法(4．3．12)一(4．3．20)充分利用输入输

出数据，因此其收敛速度快且估计精度高．

4．3．2 仿真试验

例4．3．1对于双输入单输出多率系统，其输入刷新周期分别为墨=2九和正=3^，输出采样

周期T=6^，取基周期^=2，相应的传递函数模型为

剪(七丁)=ib[夙t(z)乱，(七丁)+岛2(z)乱1(南丁+五)+卢13(z)札1(尼丁+2死)
+仍1(z)札2(后丁)+岛2(z)乱2(后丁+疋)】+秒(尼T)，
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其中

Q(z)=1+Q1z一1+Q2z一2=1+0．58z一1+0．36z一2，

历1(z)=历1(1)z一1+胁1(2)z一2=一0．30z一1+0．36z一2，

屏2(z)=伪2(1)z一1+历2(2)z一2=一o．65z一1+o．57z一2，

p13(z)=p13(1)z一1+尻3(2)z一2=0．57z一1—0．82z一2，

仍l(z)=仍1(1)z一1+尾1(2)z～=一o．40z-1+o．22z～，

恳2(z)=尾2(1)z-1+屁2(2)z～=0．31z一1+1．20z一．

参数向量和信息向量为

则

日=陋1，Q2，历1(1)，历l(2)，俄2(1)，历2(2)，侥3(1)，历3(2)，岛1(1)，仍1(2)，

侥2(1)，伤2(2)】T

=10．58，0．36，一0．30，0．36，一0．65，0．57，0．57，一0．82，一0．40，0．22，

o．31，1．20】T，

垆(后丁)=[咖T(尼丁)，咖j(后丁)，咖；(七T)]T，

咖(后丁)=【一珈(忌T—T)，一珈(七T一2T)】T，

咖l(忌T)=∞1(七r—T)，钆1(七r一2丁)，乱1(七丁十五一丁)，乱1(尼丁+噩一2T)，

ul(忌丁+2乃一丁)，扎1(忌T+2噩一2r)]T，

咖2(忌丁)=【札2(后T—T)，“2(惫T一2丁)，乱2(向T十正一T)，乱2(％T+疋一2丁)]T．

珈(七丁)=妒T(尼T)日， 可(后T)=珈(七T)+u(七丁)，

仿真时，{¨，(忌五))和{珏z(七噩))采用零均值单位方差不相关可测的持续激励信号序列．

{秒(七丁)}采用零均值方差为盯2=0．502的白噪声序列．应用AM—SG算法(4．3．5)一(4．3．11)和

AM—MISG算法(4．3．12)一(4．3．20)估计这个系统的参数．参数估计和参数估计误差如表4．14．4

所示，参数估计误差6：=旧(七丁)一钏川钏随七变化曲线如图4．4所示．系统的噪信比为

乳=12．61％．

从表4．1—4．4和图4．4可以得到，由AM—MISG算法估计得到的参数误差随着七的逐渐增

加会越来越小，且趋于零．与AM—SG算法比较，AM—MISG算法p≥2有更快的收敛速度和

高的估计精度．这个仿真例子验证了AM—SG算法和AM—MISG算法的有效性．
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表4．1 AM—SG参数估计和参数估计误差
’rable 4．1 The AM—SG parameter eStimates and their errors

七 100 500 1000 2000 3000 4000 5000

al=0．58000 0．46974 O．52407 0．53616 0．55456 0．56098 0．56620 0．56985

Q2=0．36000 0．04264 0．07133 0．10340 0．12504 0．13632 0．14632 0．15382

p11(1)=一0．30000 —0．13253 —0．14593 —0．15812 ．0．16305 ．0．16733 —0．17077 ．0．17342

厮1(2)=0．36000 0．37355 0．37839 0．38136 0．38442 0．38610 0．38815 0．38963

卢12(1)=一0．65000 —0．48219 —0．49038 —0．49557 —0．50049 ．0．5031 1 —0．50486 —0．50581

p12(2)=0．57000 0．01697 O．06993 O．09183 0．11094 0．12115 0．12810 0．13363

伪3(1)=0．57000 0．36669 0．38466 O．39272 0．39946 0．40306 0．40589 0．40842

胁3(2)=一0．82000 ．0．58643 —0．65834 ．O．68725 ．0．71227 —0．72190 —0．73081 ．0．73663

侥1(1)=一0．40000 ．0．57070 —0．55063 ．0．54094 —0．53676 —0．53313 —0．52974 ．0．52741

伤1(2)=0．22000 —0．17258 —0．13550 ．O．12551 —0．11074 —0．10413 —0．09921 —0．09578

仍2(1)=0．31000 0．48801 0．45427 O．45220 0．44149 0．43374 0．43192 0．42996

侥2(2)=1．20000 0．24414 0．33689 0．37358 0．41017 0．43105 0．44518 0．45468

6(％) 63．80501 57．10521 54．33061 51．75382 50．35554 49．37843 48．68755

表4．2 AM—MISG参数估计和参数估计误差(p=2)
1hble 4．2 The AM—MISG parameter estimates and their errors ∞=2)

七 100 500 1000 2000 3000 4000 5000

a1=0．58000 0．50885 0．58679 0．59277 0．61317 0．61712 0．62039 0．62209

Q2=0．36000 0．13332 0．18858 0．23683 0．26215 0．27558 0．28580 0．29324

胁1(1)=一0．30000 ．0．16635 —0．1845l 一0．19963 —0．20530 ．0．21075 ．0．21500 —0．21798

岛1(2)=0．36000 0．37550 0．37959 0．38107 0．38368 0．38475 0．38667 0．38780

胁2(1)=一0．65000 —0．50588 —0．51446 —0．51986 —0．52499 ．0．52779 ．0．52929 —0．53029

伪2(2)=0．57000 0．07892 0．16142 0．19214 0．21790 0．23089 0．23986 0．24724

屏3(1)=0．57000 0．39568 0．42033 0．43104 0．43834 0．44206 0．44454 O，44683

历3(2)=一0．82000 ．0．65124 —0．75202 —0．78409 —0．80912 ．O．81566 —0．82276 —0．82652

伤1(1)=一0．40000 ．0．56778 —0．53286 —0．51756 —0．51142 —0．50636 —0．50099 —0．49777

侥1(2)=0．22000 ．0．09402 —0．04600 ．0．03532 —0．01838 —0．0l 185 ．0．00631 —0．00317

恳2(1)=0．31000 0．49934 0．44205 0．43609 0．41875 0．40733 0．40438 O．40145

恳2(2)=1．20000 0．33645 0．49157 0．55057 0．60498 0．63529 O．65561 O．66870

6(％) 55．88134 45．47126 41．61051 38．29935 36．52138’35．32884 34．51899
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表4．3 AM—MISG参数估计和参数估计误差∞=6)
rlhble 4．3 The AM—MISG parameter estimates and their errors∞=6)
七 100 500 1000 2()()0 300() 4000 5000

Q1=0．58000 0．54765 0．63453 0．61929 0．62246 0．61328 0．61239 0．60868

Q2=0．36000 0．28103 0．37997 0．38429 0．37687 0．38083 0．37683 0．37764

岛1(1)=一0．30000 —0．22068 ．0．25384 —0．25931 —0．26287 ．O．26740 一O．27196 ．0．27354

屏1(2)=0．36000 0．34319 0．35129 0．34799 0．35395 0．35333 0．35670 0．35767

岛2(1)=一0．65000 ．0．50902 —0．53914 —0．55654 —0．56652 —0．57265 —0．57599 —0．57914

角2(2)=0．57000 O．23430 0．38129 0．4265l 0．45327 0．46316 O．47173 0．47910

侥3(1)=0．57000 0．42110 0．45767 0．47505 0．48672 0．49365 O．49619 0．49888

岛3(2)=一0．82000 ．0．73649 —0．84498 ．0．85856 —0．86851 ．O．86457 —0．86522 ．0．86339

仍1(1)=一0．40000 —0．46195 —0．43231 一O．42472 —0．42429 一O．42328 —0．41737 —0．41587

仍1(2)=0．22000 0．10478 0．14482 O．15319 0．16340 0．16386 0．16893 0．16960

恳2(1)=0．31000 0．47413 0．38270 O．37455 0．35567 0．34609 O．34444 0．34192

屈2(2)=1．20000 0．63470 0．88510 O．96029 1．01211 1．03761 1．05614 1．06479

6(％) 35．93795 20．64063 16．26615 13．36463 11．91119 10．89418 10．28458

表4．4 AM—MISG参数估计和参数估计误差∞=12)
!盼ble 4．4 The AM—MISG parameter estimates and their errors(p=12)
七 100 500 1000 2000 3000 4000 5000

Q1=0．58000 0．61771 0．61588 0．59055 0．59044 0．57969 O．58509 0．58144

Q2=0．36000 0．36878 0．41065 0．37581 0．36371 0．36770 0．36190 0．36595

岛1(1)=一0．30000 —0．29222 ．0．30741 —0．29244 —0．29049 ．0．29180 ．0．29558 —0．29414

伤1(2)=0．36000 O．31647 0．32523 0．32591 0．34159 0．34064 0．34785 0．35005

儡2(1)=一0．65000 —0．47948 —0．56484 —0．59742 —0．60984 —0．61 746 —0．62054 一O．62385

岛2(2)=0．57000 0．38008 0．53158 0．56189 0．56763 0．56309 0．56415 0．56611

尻3(1)=0．57000 0．46859 0．51132 0．54162 O．55436 0．56070 0．56042 0．56086

p13(2)=一0．82000 —0．73855—0．82113—0．82956—0．83887—0．83384—0．83452—0．83138

仍1(1)=一0．40000 —0．3799l 一0．39882 一O．39971 —0．40449 —0．40763 —0．40066 —0．40081

侥1(2)=0．22000 0．20092 0．21614 0．22105 0．22506 O．21676 O．22240 0．22090

侥2(1)=0．31000 0．42555 0．35153 0．34951 0．33395 0．32739 O．32838 0．32547

恳2(2)=1．20000 0．89173 1．10912 1．15259 1．16587 1．17366 1．18323 1．18254

6(％) 21．59399 8．08506 4．67345 3．30350 2．65871 2．20320。1．97512
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图4．4参数估计误差占随数据长度七变化曲线

Fig．4．4 The paranleter estimation errors J ver8us七

本节的内容已于2010年被国际期刊((Journal of Systems Engineering and Electronics》

录用，以及2010年5月在徐州召开的22nd Chinese Control and Decision Conference国际会

议录用．

4．4辅助模型最小二乘算法

本节利用最小二乘原理和辅助模型辨识思想研究输出误差多率系统的辨识问题．提出辅

助模型最小二乘算法估计系统的参数，应用鞅收敛定理，从理论上证明提出算法的收敛性．最

后用数值仿真例子验证算法的有效性．

4．4．1算法的提出

对于多率多输入系统的模型(4．3．4)，由于信息向量垆o(七丁)中含有未知中间变量珈(忌T—

zT)(i=1，2，⋯，扎)，因此用常规的RLS算法不能得到多率系统(4．3．4)的参数日的估计．

同上一节，基于辅助模型辨识思想【22】，建立辅助模型

鲕(庇T)=垆T(七T)p(后丁)，

将信息向量妒o(忌T)中的未知中间变量珈(后T—iT)辅助模型输出雪o(七T一{T)来代替，进一

步地，‰(七丁)用其估计妒(七T)代替，得到估计多率系统(4．3．4)的参数p的辅助模型最小二

乘(AM—RLS)算法，如下：

p(七T)=p(七T—T)+P(七T)妒(七丁)b(勋T)一妒T(七丁)p(七丁一T)】，

P一1(后丁)=P一1(后丁一T)+妒(％T)妒T(尼丁)，

60
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妒(惫T)=[咖T(庇T)，咖j(惫T)，⋯，咖i(毙T)】T，

咖(尼T)=[一蜘(忌T—T)，一粕(七T一2T)，⋯，一鲕(七丁一nT)】T，

咖(七丁)=[％(后丁一丁)，⋯，嘶(七丁一nT)，⋯，％(七T+(吻一1)乃一T)，

⋯，％(南丁+(吻一1)乃一n丁)]T∈酞n巧，歹=1，2，⋯，r．

1i0(七丁)=矿(岛T)台(忌T)．

(4．4．3)

(4．4．4)

(4．4．5)

(4．4．6)

其中P(忌T)是参数估计误差协方差矩阵．

初始化AM—RLS算法，令P(0)=伽J竹。×n。，一般地，po取很大的正数，如po=106；台(o)

取零向量或者很小的正实向量，如台(0)=l"。／m．用AM—RLS算法计算参数估计台(忌丁)的步

骤如下：

1．令七=1，台(0)=10一61ⅢP(o)=加f竹。×Ⅲ如(忌丁一i丁)=1／m，并选取数据长度t．

2．搜集可测量的多率输入输出数据{乱l(尼乃)，让2(后死)，⋯，坼(七露)，可(七丁)：七=o，1，2，⋯·，．

3．由(4．4．4)式构成信息向量≯(七丁)，由(4．4．5)式构成咖(七r)0=1，2，⋯，r)，以及由(4．4．3)

式构成垆(忌T)．

4．由(4．4．2)计算P(忍丁)，由(4．4．1)式刷新台(忌丁)，以及由式(4．4．6)计算骗(尼T)．

5．如果尼<厶，七增至南+1，返回第2步继续计算．否则，得到参数估计p(厶T)．

用AM—RLS算法(4．4．1)一(4．4．1)计算参数估计p(后T)的流程图如图4．5所示．

4．4．2算法收敛性

令x是方阵，Amax[x]和入min[x]分别代表x的最大和最小特征值．如果，(忌)_o和

9(％)一o，当后一。o，．厂(角)=D(夕(席))是指存在常数6，>o和‰使得l器I≤6-，尼≥‰，
，(忌)=o(g(忌))是指器_o，当尼_。o．
设'[t，(七T)，兀)是定义在概率空间{Q，氕，P]．的鞅差向量序列，{氕]．是由钞(七T)生成的

伊代数序列，即， 兀=盯(u(南丁)，u(七丁一T)，u(后T一2丁)，⋯)．噪声序列{u(尼T))满足

(A1) E[u(忌丁)I兀一1】=o，a．s．， E[u2(南T)I兀一1]≤砖，a．s

定义参数估计误差向量蚕(免T)和一个非负有限方程y(惫T)如下：

口(南T)：=p(七丁)一p，

y(七T)：=蚕T(后丁)P一1(％丁)舀(忌T)．
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因此，

阳卿擀)=丛车笋．
对上式从t=1到{=。o累加得到

。妒T(i丁)P(i丁)9(i丁) o lP一1(i丁)l—IP一1(i丁一丁)l
、—————————————————————一='———————，——————————————=-———————一

鲁 {ln IP-1(iT)1]-。 鲁{lP-1(i丁)I ln IP-1(i丁)I)。

厂IP以(酬如

≤／P．1(0)|硒研=击[面蒜一面蒜]<阻(44．s)2函【面声琢研F一面旷而J气阻峥以为J
其中P_1(iT)是i的非减函数．

引理4．3．1证明完毕． 口

引理4．3．2对于多率系统(4．3．4)和AM—RLs算法(4．4．1)一(4．4．6)，假设(A1)成立且南一{
是严格正实函数．则下面的不等式成立

E[y(七丁)+s(七丁)l兀一1】≤y(七T—T)+s(七T—T)+2妒T(忌丁)P(后丁)妒(尼T)西

和S(忌T)≥o，其中

七

s(南丁)：=2∑豇(七丁)雪(尼T)， 面(恐丁)：=一矿(七丁)舀(尼T)，
扛=1

雪(忌T)：=三矿(七丁)蚕(七T)+[鼬丁)一蜘(南T)一"(七丁)]．
证明；定义新息e(七T)和残差叼(七丁)如下：

e(后丁)：=y(后丁)一妒T(七丁)p(七T—T)，

叩(七丁)：=y(七T)一妒T(七丁)p(七T)．

从(4．3．4)式，(4．4．1)式和(4．4．6)式，得到

叩(七丁)=可(七丁)一蜘(尼丁)=珈(七丁)一鲕(七丁)+口(七T)，

叩(向T)=[1一妒T(忌丁)P(七T)垆(后丁)]e(七T)

=[1+妒T(忌丁)P(尼T一丁)妒(忌丁)】一1e(尼T)．

将(4．4．1)式代入(4．4．7)式，并利用(4．4．9)一(4．4．12)式得到

舀(后T)=舀(七T—T)+P(尼T)垆(南丁)e(七丁)

(4．4．9)

(4．4．10)

(4．4．11)

(4．4．12)
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=日(南T—T)+P(庇T—T)妒(忌丁)叼(七T)． (4．4．13)

利用(4．4．2)式和(4．4．9)一(4．4．13)式，以及参照包(尼丁)和雪(后T)的定义，由(4．4．7)式可以得到

y(后T)=y(七丁一T)+【妒T(后丁)蚕(七丁)】2+2叩(七T)妒T(忌T)舀(七丁)

一垆T(后丁)P一1(七丁)妒(忌T)[1一妒T(后T)P一1(后T)妒(尼T)】e2(忌T)

≤y(尼T一丁)+[妒T(尼T)蚕(％T)】2+2叩(七T)妒T(％丁)舀(尼T)

=y(尼T—T)+2妒T(忌丁)a(七T)口(尼丁)

+2矿(膏丁)台(后T)【去妒T(忌T)否(七T)+叩(忌T)一u(七丁)】
≤y(七T—T)一2面T(七丁)雪(七丁)

+2垆T(后T)归(七T一丁)+P(后丁)妒(南T)e(艮丁)】u(后丁)

=V(忌T—T)一2也T(忍T)雪(忽T)+2垆T(忽T)口(七T—T)u(惫T)

+2妒T(尼T)P(尼T)垆(尼丁){[e(七丁)一口(后T)]Tu(后T)+口2(七丁))． (4．4．14)

这里应用了一个事实【22l

1一妒T(七T)P一1(忌丁)妒(后丁)=[1+妒T(尼T)P一1(尼T—T)垆(七丁)】一1≥o．

由于y(七T—T)，妒T(尼T)否(七T一丁)，e(尼r)一u(尼丁)和妒T(后丁)P(七T)妒(七丁)与钉(七T)独立，

且氕一l是可测的，对(4．4．14)式氕一l取条件期望，应用(A1)得到

E[y(后丁)I氕一l】≤y(后丁一丁)一2E陋T(尼T)痧(露T)I氕一1】+2妒T(惫T)P(七T)垆(后丁)砖．(4．4．15)

从(4．4．11)式和(4．3．2)式得到，

a(名)忉(忌T)一勘(七F)】

=Q(z)‰(七T)一粕(七T)】
r 吩

=∑∑岛i(z)％t(后T+(i一1)乃)一Q(z)如(七丁)
j=1{=1

=一鲕(忌T)+垆T(七T)p=一妒T(忌T)8(七丁)+妒T(尼T)p

=一妒T(忌T)p(尼T)=面(忌丁)．

由于南一丢是严格正实函数，参照文[13】AppendiX c，有下面不等式成立

S(七丁)≥0，a．s．

(4．4．15)式两边同时加上S(七丁)即可得到引理4．3．2． 口
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定理4．3．1对于多率系统(4．3．4)和AM—RLs算法(4．4．1)一(4．4．6)，设(A1)和引理4．3．2的

条件成立，则参数估计误差满足

怕c㈣圳=。(％船)，a．s．，c>1．
让明：根话y(削’)的定义(4．4．。7)式，雨归c灯川2≤雩辩=晶．

令 眯丁)：=鬻．
由于ln IP_1(七丁)I是非减的，由引理4．3．3。有

(4．4．16)

唧c∽刚≤鼍帚端铲+≮鬻司洲灯咽+翠鬻醇 (4．4∞)

利用引理4．3．2，从忍=l到七=。。累加(4．4．17)式右边的最后一项，并对(4．4．17)应用鞅收

敛定理，可以得到w(忌丁)一致收敛于一个有限随机变量w．0，即，呻T)=篇一‰<。。一s．
由引理4．3．3，S(七丁)≥0，可以得到

y(七T)=0([1n IP一1(七丁)I】。)，a．s．

利用(4．4．16)式得到
’

怕c酬2=。(％帮)，a．s．，c>1．
定理4．3．1证明完毕． 口

4．4．3 仿真试验

例4．4．1对于3个输入单输出多率系统，3个输入刷新周期分别为矸=2危，疋=3^和死=九，

输出采样周期T=6九，取基周期^=2，相应的传递函数模型为

∥(忌T)2看豸[伪1(z)u1(七T)+尻2(z)¨1(七T+正)+历3(z)u1(七丁+2五)
+觑1(z)钆2(七丁)+倪2(。)u2(艮T+正)+尻1(J：)扎3(七T)+风2(z)u3(七T+死)
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其中

+傀3(z)乱3(七丁+2死)+仍4(z)乱3(后T+3死)+风5(z)钍3(后T+4乃)

+岛6(z)u3(惫丁+5死)]+可(七丁)，

Q(z)=l+Q1z一1+Q2z一2+Q3z一3=1+0．600。一1+0．400z一2+0．300z一3，

尻1(z)=角1(1)z_1+厮1(2)z

p12(z)=卢12(1)名一1+p12(2)z

p13(z)=尻3(1)z-1+历3(2)z

侥l(z)=侥1(1)z_1+侥1(2)z

仍2(z)=俄2(1)名-1+仍2(2)z

岛1(z)=风1(1)z-1+风1(2)z

岛2(z)=风2(1)z-1+侥2(2)z

pj3(z)=卢如(1)z一1+pj3(2)z

风4(z)=风4(1)z_1+风4(2)z

风5(z)=风5(1)z_1+风5(2)名

风6(z)=风6(1)z_1+侥6(2)z

系统的辨识模型为

其中

+8l

+既

七8l

一3=一0．200z一1+0．500z一2—0．400z一3。

一3=一0．650名一1+0．600z一2+0．100z一3．

一3=1．000z一1—0．500z一2+0．400z一3，

一2侥1(3)z一3=一0．400z一1+0．800z一2—0．200z一3，

一2+侥2(3)z一3=0．700z一1+0．200z一2+0．300z一3，

一2+风1(3)z一3=1．000z一1—0．900z一2+0．200z一3，

一2+屁2(3)z一3=1．000z一1—0．750z一2+0．125名一3，

一2+pj3(3)名一3=1．200名一1—1．080z一2+0．240z一3，

一2+卢j4(3)名一3=1．200z一1一O．780z一2+0．120z一3，

一2+风5(3)z一3=O．800z一1一O．880z一2+0．200z一3，

一2+侥6(3)z一3=0．600z一1一O．700名一2+0．400z一3．

叫(七丁)=妒j(后T)p， 可(尼T)=叫(忌丁)+u(后丁)，

D=【Q1，Q2，Q3，历

p13(1)，风3(2
●

风1(1)，风1(2

风4(1)，风4(2

1)，卢1

尻3(3

风1(3

风(3

2)，风

侥1(1

风2(1

风5(1

3)，p12

仍1(2)

风2(2)

风5(2)

1)，pl

岛l(3

侥2(3

风5(3

2)，尻

侥2(1

侥3(1

侥2

傀3

风

=f0．600，0．400，0．300，一0．200，0．500，一0．400，一0．650，0．600，0．100，

1．000，一0．500，0．400，一0．400，0．800，一0．200，0．700，0．200，0．300，

1．000，一0．900，0．200，1．000，一0．750，0．125，1．200，一1．080，0．240，

1．200，o．780，o．120，o．800，一o．880，o．200，o．600，一o．700，o．400一

妒o(南丁)=[一训(七T—T)，一叫(七丁一2T)，一训(忌T一3T)，

乱1(七T—T)，让1(七T一2丁)，“1(尼T一3T)，

u1(尼T+置一T)，ul(七丁+乃一2T)，钆1(七T+丑一3丁)，

钆1(七T+2矗一丁)，u1(七丁+2五一2T)，u1(后丁+2五一3T)，

T

，

2

3

6∞侥风风
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u2(尼丁一丁)，u2(尼T一2丁)，u2(七T一3丁)，

u2(七T+乃一T)，札2(南T+乃一2丁)，u2(％T+疋一3T)，

钍3(七丁一T)，u3(忍T一2T)，乱3(后T一3T)，

扎3(后T+忍一T)，u3(角T+死一2丁)，钆3(砖T+死一3T)，

扎3(尼丁+2死一丁)，“3(忌T+2瓦一2T)，让3(七T+2死一3T)，

u3(七丁+3乃一T)，u3(后T+3死一2T)，u3(尼T+3乃一3T)，

u3(后丁+4马一T)，u3(忌丁+4死一2T)，乱3(七丁+4死一3丁)，

让3(尼丁+5死一T)，牡3(老T+5乃一2T)，札3(七丁+5死一3丁)】T．

仿真时，输入{牡。(后乃)}，{u2(尼正))．和1[乱3(南磊))．采用零均值单位方差不相关可测的持续

激励信号序列．{可(后丁))采用零均值方差为盯2=o．102的白噪声序列．应用AM—RLS算法估计

这个系统的参数．参数估计和参数估计误差如表4．5所示，参数估计误差6：=ll口(庇)一钏川8}|

随七变化曲线如图4．6所示．

从表4．5和图4．6可以得到，由AM—RLS算法估计得到的参数误差随着七的逐渐增加会

越来越小，且趋于零．这个仿真例子验证了算法的有效性．

图4．6参数估计误差6随数据长度七变化曲线

F远4．6 The parameter estimation errors 6 versus忍
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表4．5参数估计和参数估计误差
‘rable 4．5 The parameter estimates and their errors

七 100 500 1000 2000 3000 4000 5000

Q1=0．60000 0．63877 0．59233 O．59233 0．59064 0．58818 0．59262 0．59493

Q2=0．40000 0．44409 0．39913 0．39925 0．3993l 0．39644 0．39789 0．39848

Q3=0．30000 0．31463 0．30610 0．30385 0．30487 0．30330 0．30198 0．30179

展1(1)=一0．20000 —0．21610 —0．20412 —0．19802 —0．19898 —0．19841 —0．19791 —0．19877

风1(2)=0．50000 0．49364 0．50004 0．49823 0．50297 0．50312 0．50009 0．49983

防1(3)=一0．40000 —0．36752 —0．39777 —0．40079 —0．401 72 —0．40262 —0．39989 —0．39985

尻2(1)=一0．65000 —0．65068 。0．64008 ．0．64225 —0．64184 一O．64186 —0．64477 ·0．64779
历2(2)=0．60000 0．53519 0．60706 0．61147 0．61093 0．61267 0．60790 0．60724

防2(3)=0．10000 O．09437 0．08324 0．08707 0．08422 0．08560 0．09156 0．09446

履3(1)=1．00000 1．00843 0．98729 0．99184 0．99335 0．99108 0．99323 0．99509
尻3(2)=一0．50000 一O．45575 —0．50104 —0．50474 —0．50696 —0．51 159 —0．50810 ．0．50530

胁3(3)=0．40000 O．41215 0．41374 0．40809 0．40967 0．41117 0．40503 0。40309

侥1(1)=一0．40000 —0．36993 一O．39777 —0．39866 —0．39902 —0．40161 —0．40015 一O．40174

侥1(2)=O．80000 0．81764 0．81688 0．81125 0．81099 0．81161 0．80724 O．80464
侥1(3)=一0．20000 —0．15287 —0．19673 —0．19441 —0．20072 —0．20330 ．0．20158 一O．19968
角2(1)=0．70000 0．71133 0．70324 0．70637 O．70476 0．70407 0．70305 O．70230

尾2(2)=0．20000 0．19498 O．19212 0．19924 O．19982 0．19719 0．19812 0．19968

尾2(3)=0．30000 0．29294 0．28025 0．29131 O．29450 0．29641 0．29823 0．29758

风1(1)=1．00000 0．99672 0．99788 1．00041 O．99737 O．99508 0．99650 O．99780

风1(2)=一O．90000 一0．85260 —0．90432 —0．90444 —0．90722 —0．90927 ．0．90505 —0．90375
傀1(3)=0．20000 0．20293 0．21384 0．21077 O．21178 0．21229 0．20770 O．20616

傀2(1)=1．00000 0．99127 1．00545 1．00124 0．99885 0．99920 0．99996 1．00055

尻2(2)=一0．75000 —0．70381 —0．75525 —0．75784 —0．76305 —0．76497 —0．75834 —0．75482
风2(3)=0．12500 0．13945 0．14888 0．14350 0．14226 0．13890 0．13414 0．13198
角3(1)=1．20000 1．18218 1．21511 1．20524 1．2056l 1．20748 1．20611 1．20480

岛3(2)=一1．08000 —1．04016 一1．09637 ．1．09271 ．1．09781 —1．10057 ·1．09229 —1．08900
岛3(3)=0．24000 0．20107 O．24734 0．24874 0．25458 0．25389 0．24895 0．24637
岛4(1)=1．20000 1．15523 1．19779 1．19662 1．19517 1．19757 1．19846 1．19775
风4(2)=一0．78000 —0．74178 —0．80712 ．0．79912 ．0．80143 —0．80418 —0．79638 —0．79370

风4(3)=0．12000 0．14225 0．12481 0．12320 0．12734 0．12791 0．12484 0．12267

角5(1)=0．80000 0．78083 0．79753 0．79760 0．79868 0．79929 0．79714 0．79743

岛5(2)=一0．88000 —0．85950 —0．8972l —O．88978 —0．89246 —0．89369 ．0．89024 —0．8883l
仍5(3)=0．20000 0．17777 0．21088 0．21062 O．21041 0．21226 0．20882 0．20580

风6(1)=O．60000 0．55837 0．59753 0．59635 0．59680 0．60080 0．60179 0．60149

角6(2)=一O．70000 —0．66682—0．71112—0．71246．0．71227．0．71322—0．70787—0．70643

屁6(3)=0．40000 0．40310 0．41663 0．41042 O．41039 0．41212 0．40573 0．40255

6(％) 4．51365 1．74012 1．29096 1．44891 1．57504 1．00093 0．74490
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例4．4．2对于双输入单输出多率系统，其输入刷新周期分别为五=2^和乃=3危，输出采样

周期为T=6^，取基周期为危=2，相应的传递函数模型为

可(七T)=石b[伤，(：)u1(忌丁)+历2(z)札1(七T+乃)+历3(z)让·(七T+2正)
+伪1(z)u2(尼T)+恳2(z)u2(七T+乃)】+u(詹丁)，

其中

Q(z)=l+Q1z一1+口2z一2=1+0．60z一1+0．40z一2，

伪1(。)=岛1(1)z_1+届l(2)名～=一0．20。_1+0。5眈～，

历2(z)=历2(1)zq+历2(2)名～=一o．65z_1+0．60z～，

历3(z)=伪3(1)z．1+俄3(2)名～=1．ooz～一o．50名～，

pjl(z)=卢j1(1)z一1+pjl(2)z一2=一0．40彳一1+0．80名一2，

历2(z)=恳2(1)z_1+侥2(2)z～=0．70z_1+0．20z～．

辨识模型为

s『0(七丁)=妒j(七丁)p， 剪(后T)=可o(七r)+口(忌T)，

参数向量和信息向量为

p=[Q1，Q2，侥1(1)，卢11(2)，角2(1)，岛2(2)，胁3(1)，历3(2)，仍1(1)，侥1(2)，

岛2(1)，恳2(2)】T

=[o．60，o．40，一o．20，o．50，一o．65，o．60，1．oo，一o．50，一o．40，o．80，o．70，o．201T，

妒o(七丁)=【≯j(后T)，咖j(忌T)，咖；(七丁)】T，

≯o(七丁)=[一珈(尼T—T)，一蜘(七丁一2丁)】T，

咖1(七丁)=[让1(七T—T)，u1(七T一2丁)，札1(七T+五一r)，札1(忌T+五一2T)，

u1(忌T+2五一丁)，u1(尼T+2正一2T)】T，

咖2(七T)=【乱2(忌丁一丁)，u2(尼T一2T)，乱2(忌丁+正一丁)，u2(忌T+疋一2丁)】T．

仿真时，{让1(后乃))和．[越2(后噩))采用零均值单位方差不相关可测的持续激励信号序列．

{口(％丁))采用零均值的白噪声序列，方差分别为盯2=O．502和盯2=1．002．应用AM—RLS算法

估计这个系统的参数，在不同噪声方差下的参数估计和参数估计误差如表4．6_4．7所示，参数

估计误差6：=归(忌丁)一钏川钏随尼变化的曲线如图4．7所示．

从表4．6_4．7和图4．7可以知道，随着数据长度尼的增加，AM—RLS算法的参数估计误差

越来越小，且趋于零．噪声方差越小，算法的收敛速度越快且估计精度越高．
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表4．6参数估计和参数估计误差(盯2=O．t502)
Table 4．6 The parameter eStimates and t11eir errors (盯2=0．502)

七 100 500 1000 1500 2000 2500 3000

Ql=0．60(J00 0．52804 0．576()l 0．58832 0．58984 0．57900 0．58664 0．58879

Q2=0．40000 0．35983 0．39506 0．39766 0．39520 0．38569 0．39175 0．39327

房1(1)=一0．20000 —0．25131 —0．21684 ．0．19302 ．0．19113 ．0．19355 —0．19025 ·0．19490

履1(2)=0．50000 0．48526 0．48678 0．48255 0．50086 0．50496 0．49541 0．49586

历2(1)=-0．65000 —0．62235 —0．64773 —0．64456 ．0．63707 ．0．64500 —0．63895 —0．6425l

屏2(2)=0．60000 0．64043 0．63942 0．62308 0．61331 0．61835 O．60827 0．59895

崩3(1)=1．00000 0．92740 0．98532 1．01948 1．01745 1．01140 1．00837 1．01296

俄3(2)=一0．50000 —0．55227 一O．53622 —0．524l 1 ．0．53557 ．0．54402 —0．52669 一O．51761

侥1(1)=一0．40000 —0．30988 —0．39445 —0．39279 —0．39175 —0．40431 一O．40018 —0．41020

恳1(2)=0．80000 0．89136 0．85732 0．84014 0．83448 O．83905 0．82473 0．81392

侥2(1)=0．70000 0．66411 0．70456 0．73195 0．71914 0．70967 0．70779 0．70904

仍2(2)=0．20000 0。09769 0．16731 0．19006 0．17844 0．16822 0．17778 0．18324

6(％) 10．75583 4．52681 3．39213 3．17580 3．72441 2．44856 1．83827

表4．7参数估计和参数估计误差(仃2=1．002)
7Ihble 4．7 The parameter estimates and their errors(盯2=1．002)

七 100 500 1000 1500 2000 2500 3000

Q1=0．60000 0．37787 0．52894 0．56917 0．57603 0．55680 0．57175 O．5764l

Q2=0．40000 0．27866 0．36826 0．38476 0．38384 0．3679l 0．38040 O．38414

尻1(1)=-0．20000 ．0．30577 ．0．23011—0．18498—0．18154—0．18634—0．18005．0．18937

角1(2)=0．50000 0．48994 0．48268 0．46819 0．50359 0．51092 O．49179 0．49249

胁2(1)=-0．65000 ．0．63444 ．0．65679 —0．64047 ．0．62443 —0．63913 —0．62758 一O．63471

胁2(2)=0．60000 0．73697 0．68328 0．64432 0．62453 0．63464 0．61 524 0．59689

胁3(1)=1．00000 0．82331 0．97237 1．04130 1．03712 1．02376 1．0174l 1．02641

风3(2)=一0．50000 —0．72963 —0．60602 —0．56143 —0．57888 —0．59166 —0．55691 ．0．53798

历1(1)=-O．40000 ．0．21699 —0．38896 —0．38413 ．0．38277 —0．40819 —0．39998 —0．42006

尾1(2)=0．80000 1．02163 0．91989 0．88166 0．86971 0．87798 0．84976 O．82822

历2(1)=0．70000 0．55171 0．69541 0．76048 0．73721 0．71835 0．71474 0．71742

屈2(2)=0．20000 一O．05965 0．11361 0．17170 0．15174 0．13378 0．15311 O．16468

6(％) 28．97605 10．75110 7．15040 6．73308 7．64008 5．09158 3．82674
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∞

图4．7参数估计误差6随数据长度尼变化曲线

Fig．4．7 The parameter estimation errors 6 versus七

本节内容已发表在国际期刊《Mathematical and Computer Modelling》2009年第50卷

第7．8期上，参加了于2009年6月在美国召开的28th American Control Conference国际顶

级会议上．

4．5本章小结

本章研究了输出误差多率系统的辨识问题．利用离散化技术，推导了多率系统的离散状态

空间模型，得到辨识模型．基于辅助模型辨识思想和多新息辨识理论，提出了辅助模型多新息

随机梯度算法估计多率系统的参数，提出的算法充分利用可测的多率输入输出数据，提高了辅

助模型随机梯度算法的收敛速度和参数估计精度．同时提出了辅助模型最小二乘算法估计系统

的参数，应用鞅收敛定理，从理论上证明了算法的收敛性．
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第五章多率系统子模型辨识方法

5．1 引言

第五章 多率系统子模型辨识方法

多率多输入系统在实际中有广泛的应用，如无线通信领域中，对于多用户CDMA(Code

division multiple access)系统，每个用户被指定用不同的码序列在不同的信道发送控制信号，

每个控制信号通过的转换器或滤波器下得到输出信号，输出信号可在同一个信道【98，9驯，其数

学模型为多率多输入系统．

目前，针对多输入单输出误差模型，输出误差滑动平均模型和输出误差Bo静Jenkins模

型，文[87]，[100]，[101】中，分别提出了辅助模型多新息最小二乘算法，辅助模型递推增广最小

二乘算法和辅助模型多新息广义增广随机梯度算法得到了系统的参数估计． Ding等利用辅助

模型辨识思想，研究了Hammerstein输出误差系统的辨识f97】，将其推广至研究非线性系统的

辨识．对于双率系统， Ding和Chen提出辅助模型最小二乘算法和辅助模型随机梯度算法估

计系统参数和损失输出，分析了提出算法的收敛性【22’231．Z11u等应用输出误差辨识方法研究了

快速率慢输出非均匀采样系统辨识问题酬．Mo等结合输出误差辨识方法和Ne毗on-弛phson

算法估计快输入慢输出双率系统的参数【10】．Liu等针对非均匀采样系统的辨识，提出辅助模型

最小二乘算法估计系统的参数【10引．对于多率多输入系统，利用辅助模型辨识方法， Shi等解

决了FIR模型的辨识问题【引，Han和Ding研究了ARX模型的辨识，分析了提出算法的收敛

性f76】．

本章研究带有子模型多率系统的辨识问题．组织如下：第5．2节利用离散化技术，推导多

率系统的离散时间状态空间模型．第5．3节基于辅助模型辨识思想，提出辅助子模型最小二乘

算法估计系统参数，用数值仿真例子验证提出算法的有效性．第5．4节为本章总结．

5．2模型描述

对于多率多输入系统图5．1所示，％是一个连续时间过程，有如下的状态空间模型

{象躲三凳叠戈’j悬⋯，歹_1’2j⋯^ (5．2．1)
l协(￡)=q吻(亡)+B％(￡)， 一。。7

其中z，(t)∈R勺为状态向量，u，(亡)∈R1为第J个通道的控制输入，可j(￡)∈酞1为第歹个通道

的输出，蜘(亡)∈R1为未知的无噪输出，剪(亡)∈R1为系统输出，u(t)∈R1为外部干扰，是白

噪声． A。，，B。，，C，和D，是具有适当维数的的矩阵．上k为周期乃：=p，^的零阶保持器，

曲为周期T：=口^的采样器．其中，令pl，p2，⋯，肼是正整数且互质， g是∞1，沈，⋯，肼)

的最小公倍数【681，九是基周期，T是框架周期【31】．对于图5．1所示的多率系统，可测的多率

输入输出数据为{u1(尼五)，钆2(尼疋)，⋯，锄(尼互)，∥(忌丁)：后=o，1，2，⋯)．



让1(七丑)

乱2(尼易)

u，(南霉)

图5．1多率多输入系统

Fig．5．1 The multirate multiple-input system

可(后T)

仿照第3．2节和第4．2节，应用离散化技术， 图5．1所示的多率系统的状态空间模型为

l畅(尼T十T)=A畅(七丁)+∑BJi％(忌T一({一1)乃)，歹=1，2，⋯，r

{ 协(恐T)=q吻(七T)+B％(詹丁)，

1 秒(七T)=∑协(忌T)+秒(南T)，

(5．2．2)

其中吻：=口／岛，q(尼T)：=畅(t)I忙知T，％(七丁+z乃)：=％(t)I持七T+吗，∥(七T)：=可(t)It：知r，和

A^：=eAcJ^∈R～×m， 4：：eA印^，

B乃：=Z乃eA讲mB巧∈Rm，
马i：=A：一铆B乃∈Rm， 歹=1，2，⋯，r，i=1，2，⋯，吻．

5．3 辅助模型最小二乘算法

5．3．1算法的提出

z-1为后移算子： 2-1y(尼T)=可(七T一丁)．从状态空间模型(5．2．2)，输出方程可以表达为

如下：

r

秒(七丁)=∑协(尼T)+u(后丁)，
t=l

岣

约(尼T)=∑[q(z工一AJ)一1BJt％(七T一(i一1)乃)+岛％(尼T)】
t=1

吩

：FJo
t=1

fq adjkj—Aj]BJi
I detkJ—Afl 吣T叫-1)乃)+功啪丁)]
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姜鬻眯丁邓_1)吼川，2，⋯，r，
其中QJ(z)和易i(z)是z_1的多项式，

％(z)：=名Ⅶ’detkf一如】=1+％(1)z_1+哟(2)z一2+⋯+％(码)z一似，

岛1(z)：=名咄’q删[zI—A]马1+z一％det[2j—A】岛

=岛1(o)+岛1(1)zq+岛1(2)z_2+⋯+岛·(％)z一砒，

艮(z)：=z咄q删[zJ—A]马i

=岛t(1)z_1+岛t(2)z一2+⋯+岛{(％)z一纵，{=2，3，⋯，吻．

定义参数向量易和信息向量哆(尼T)如下：

巳：=[％(1)，哟(2)，⋯，％(吩)，岛1(o)，岛·(1)，岛，(2)，⋯，岛-(心)，岛2(1)，

(5．3．1)

岛2(2)，⋯，角2(％)，⋯，岛岣(1)，岛吩(2)，⋯，岛吩(％)】T∈酞唧+吩唧+1，

妒j(七T)：=[e；(七T)，咖；(南丁)】T∈瓞％+吻％十1

白(忌T)：=【一协(惫T—T)，一坍(尼T一2丁)，⋯，一协(忌丁一％丁)】∈酞“，

咖(南丁)：=[％(忌T)，％(后丁一T)，％(后丁一2丁)，⋯，％(忌丁一％T)，

％(七T+乃一T)，％(七T+乃一2丁)，⋯，％(七丁+乃一吩T)，⋯，

％(后丁+(吻一1)乃一T)，％(后丁+(咋一1)乃一2r)，⋯，

％(七丁+(吻一1)乃一％T)】T∈瓞吩～+1，歹=1，2，⋯，7'，

则(5．3．1)式可以写为

其中

协(七T)=谚(尼丁)嘭，J=
争

1，2，⋯，r，

秒(尼T)=∑妒于(七丁)彤+”(七T)=妒T(角r)9+u(惫丁)，
J=1

p：=[至：]∈R”，垆c后丁，：=[兰；主三；]∈瓞彻，他。：=骞c％+吻％，+r，

(5．3．2)

其中参数向量p为待辨识参数．

注意到信息向量妒(詹丁)含有未知的中间变量协(忌r—zT)({=1，2，⋯，％)，因此常规的

RLS算法不能用于辨识多率系统(5．3．2)得到参数估计．
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其中

基于辅助模型辨识思想，建立辅助子模型如图5．2所示，

珊T)=躺啪T)或鲫T)叫(㈣吣T)，

色(z)：=[岛·(z)，岛。(z)，⋯，岛吻(z)】，

％(后丁)：=【％(七T)，％(七丁+乃)，⋯，％(后丁+(吻一1)乃)】T，

≯(七T)：=瞄(忌T)，孵(惫T)】T，
乞(后T)：=【一奶(后T—T)，一鲂(七丁一2T)⋯，一奶(七T一心丁)】T，

其中奶(七丁)，岛(后T)和岛(尼T)分别是协(尼T)，白(七T)和岛在南T时刻的的估计值．信息向

量妒(七T)中不可测的变量％(七T—z丁)用辅助模型的输出奶(尼T—z丁)代替．

西(七T)

图5．2带辅助子模型的输出误差系统

Fig．5．2 The output error system with auxiliary sub—model8

参照文[22】，信息向量妒(后T)中不可测的变量协(忌丁一iT)用其估计值坊(忌T一{T)代替，

％(七T)用其估计值红(七丁)来代替，进一步地，妒(七丁)用其估计值9(％T)来代替．推导得到

估计多率系统(5．3．2)的参数p的基于辅助子模型最小二乘(ASM—RLS)算法，如下：

p(尼丁)=p(南T—T)+工(七丁)阿(七T)一pT(露T)p(七T一丁)】，

工(后丁)=P(七丁一T)9(七T)[1+9T(忌T)P(七T—T)9(七丁)】一1，
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P(砖丁)=[工一工(七丁)9T(忌T)]P(忌丁一丁)，

≯(尼丁)=

妒
^

垆

^

妒

f七丁

f七丁

(七丁

， p(南丁)=

日l(忌丁)

p2(尼丁)

巩(七T)

(5．3．5)

(5．3．6)

9，(惫T)=嘭(惑T)，孵(忌T)】T， (5．3．7)

ej(庇丁)=【一如(七T—T)，一彩(后T一2T)⋯，一坊(七丁一吩丁)]T， (5．3．8)

咖f(七T)=【％(七丁)，％(七T—T)，乱J(七丁一2T)，⋯，％(七T一吩T)，

％(詹T+乃一T)，％(忌T+弓一2丁)，⋯，％(七丁+乃一吩T)，⋯，

％(南丁+(吻一1)弓一T)，％(尼T+(吻一1)乃一2丁)，⋯，

％(后T+(吻一1)乃一％丁)】T， (5．3．9)

易(七T)=荔(后丁)吼(南丁)，歹=1，2，⋯，，．， (5．3．10)

其中P(角T)是参数估计误差的协方差阵．

设％(南乃)=0和协(露丁)=o 0=1，2，⋯，7')，当七≤o时．初始化ASM—RLS算法，

一般地， P(0)=mln。x川伽为很大的正实数，如伽=106，p(0)为很小的正实向量，如

l}(o)=1礼。肋o．用ASM—RLs算法计算参数估计9(岛T)的步骤如下：

1．令南=1，p(0)=1n。脑，P(0)=伽1n。xn。，选取数据长度￡。．

2．搜集多率输入输出数据{u1(尾噩)，u2(七正)，⋯，让，(惫乃)，秒(尼T))．

3．由(5．3．8)式构成信息向量白(七T)，由(5．3．9)式构成咖(七T)．

4．由(5．3．7)式构成信息向量pj(忌T)，进一步地，由(5．3．6)式构成9(七丁)．

5．由(5．3．4)式计算P(七丁)，由(5．3．3)式刷新p(尼T)，并由(5．3．10)式计算奶(忌丁)．

6．如果七<厶，南增至后+1，返回第2步继续计算．否则，得到参数估计p(L。T)．

计算参数估计日(惫T)的流程图如图5．3所示．

为了比较，利用另外一种算法得到多率系统(5．3．2)的参数8的估计，仍然是基于辅助模

型辨识思想．

定义Q’(z)：=Q，(：)Qz(z)⋯Q，(2)和躁(。)：=糍岛i(z)．从(5．3．1)式，得到

舭丁，=南骞姜躁c掣丁邓叫孙m丁，，
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其中

图5．3计算参数估计p(忌丁)的流程图
Fig．5．3 The flow出art of computing the parameter e8timate p(尼T)

Q+(z)：=l+Q+(1)z一1+Q+(2)2—2+⋯+Q‘(佗+)z一矿，佗+=n1+凡2+⋯+佗r，

鲸(名)：=髓(o)+鲸(1)z-1+鲸(2)名_2+⋯+鲸(n+)z哪’，

琢(z)：=琢(1)z一1+琢(2)2—2+⋯+琢(扎+)z一矿，J=1，2，⋯，r，江2，3，⋯，吩．

根据图5．1所示，未知的无噪输出可以表达为如下：

珈(忌T)
1

Q+(z)
琢(。)％(忌丁一(i—1)弓)．

定义参数向量毋和信息向量妒(艮T)如下：

毋：=[Q4(1)，Q+(2)，⋯，Q‘(礼’)，所。(o)，p&(1)，％(2)，⋯，p矗(n)，p毳(1)，

p扎(2)，⋯，p乏(n)，⋯，p0，(1)，矽孔(2)，⋯，p孔(礼)，⋯，群，(o)，
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妒(忌T)：=[

矽o(七T)：=[

咣(忌丁)：=[

则(5．3．11)式可以写为

秒(％丁)=妒T(七丁)谬+秒(尼丁)．

根据辅助模型辨识思想，建立如下辅助模型，

骗(忌丁)=移T(尼T)匆(后T)，

(5．3．13)

其中如(七T)和毋(七丁)分别是珈(七T)和毋在时刻七丁时的估计值．信息向量妒(七T)中的未知

变量珈(忌T—i丁)用辅助模型输出粕(忌T—i丁)代替．

参照文[22]，信息向量中妒(惫T)中的未知变量夕o(尼T—zT)用其估计值如(七T一{T)代替，

妒o(后T)用其估计值妒o(尼r)代替，进一步，妒(七T)用其估计值妒(后r)代替，可以得到估计多

率系统(5．3．2)的参数日的辅助模型最小二乘(AM—RLS)算法，如下：

19I(七丁)=毋(角T—T)+工(南T)b(忌T)一妒1(惫T)毋(七T一丁)】， (5．3．14)

工(尼丁)=P(尼T—T)妒(七r)[1+妒1(七T)P(七T—T)妒(七T)】～， (5．3．15)

P(七丁)=[J—L(七丁)妒‘(南丁)】P(七T—T)， (5．3．16)

妒(七T)=[妒j(忍丁)，妒j(足T)，妒；(尼丁)，⋯，妒≯(南T)】T， (5．3．17)

妒o(七T)=【一如(南丁一丁)，一鲕(七丁一2丁)，⋯，一骗(后T—n+T)】T， (5．3．18)

妒．f(忌T)=[％(七r)，％(七T一丁)，％(后T一2T)，⋯，％(七T—n+T)，

％(后丁+乃一丁)，％(忌丁+乃一2丁)，⋯，％(七丁+乃一矿T)，⋯，

％(后丁+(吻一1)乃一丁)，％(南T+(吩一1)乃一2T)，⋯，

％(七丁+(吩一1)乃一凡+丁)】T， (5．3．19)

玩(忌T)=妒T(忌丁)移(尼丁)． (5．3．20)

与AM—RLS算法进行比较， ASM—RLS算法不需要估计冗余的参数，因此有较小的计算

量．例如，对于一个双输入单输出多率系统，其两个输入数刷新周期分别为正=2愚和死=3^，
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采样周期T=6^，n1=佗2=2，则由ASM—RLS算法估计的参数数目为16，由AM．RLS算法

估计的参数数目为28．显然， AM—RLS算法计算量要小于ASM—RLS算法．

5．3．2 仿真试验

例5．3．1对于双输入单输出多率系统，其输入刷新周期分别为五=3^和而=2^，输出采样

周期为T=6九，取基周期九=1，相应的传递函数模型为 ．

其中

∥(七T)=可1(南T)+可2(后T)+u(忌T)

=瓦b慨t(名)乱，(后T)+伤。(z)钆-(忌T+乃)】+瓦b[仍，(2)uz(知T)
+仍2(z)乱2(七T+正)+侥3(z)让2(忌T+2正)]+"(七T)，

乜l(z)=l+Q1(1)z一1=1+O．30z一1，

Q2(z)=1+Q2(1)z一1=1+0．01z一1，

尻1(名)=角1(1)名_1+尻1(2)z～=一0．40z_1+1．50z～，

尻2(z)=展2(1)z一1+尻2(2)z一2=一o．80z一1+o．60z一2，

侥1(z)=侥l(1)z-1+尾1(2)z～=2．ooz一1+0．20z～，

pj2(z)=尾2(1)z一1+p≥2(2)名一2=一o．40z一1+0．80名一2，

岛3(z)=仍3(1)z-1+伪3(2)z～=1．70z-1+2．80z～，

参数向量和信息向量为

日t=[Ql(1)，尻-(1)，p·1(2)，厦z(1)，角2(2)】T，

口2=陋2(1)，成·(1)，侥1(2)，屁2(1)，侥2(2)，侥3(1)，尾3(2)】T，

p=[e；，9j】T

=[o．30，一o．40，1．50，一o．80，o．60，o．01，2．oo，o．20，一o．40，o．80，1．70，2．80】T，

妒(忌丁)=[垆；(后丁)，妒；(惫T)】T，

垆1(七T)=[一可1(七丁一T)，研(尼T)】T，

妒2(昆T)=[一∥2(七T—T)，咖；(七丁)】T，

咖1(七丁)=心1(七T—T)，u1(南丁一2T)，钍1(后T+五一丁)，¨1(七T+乃一2T)】T，

≯2(七丁)=[“2(七T一丁)，u2(七丁一2丁)，u2(七丁+正一T)，u2(七T+疋一2T)，

让2(尼丁+2正一T)，u2(七T+2正一2T)】T．

仿真时，{ut(忍五)]-和{u2(七疋))采用零均值单位方差不相关可测的持续激励信号序列．

{"(尼T))采用零均值方差分别为盯2=1．002和盯2=o．202的白噪声序列．应用ASM—RLS

算法估计这个系统的参数．参数估计和参数估计误差如表5．1—5．2所示，参数估计误差6：=

归(七T)一钏川钏随七变化曲线如图5．4所示．
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表5．1参数估计和参数估计误差(仃2=1．002)
7】hble 5．1 The parameters and their estimates(仃2=1．002)

忍 100 500 1000 15()0 2000 2500 3000

a1(1)=0．300(J() 0．32220 0．30451 0．25873 0．26213 0．27462 0．28438 0．27842

胁1(1)=一0．40000 一O．43734 —0．42718 ．0．38153 一O．37992 ．0．38586 —0．38043 ．0．38857

胁1(2)=1．50000 1．51740 1．49726 1．49121 1．51909 1．51724 1．49560 1．49801

历2(1)=一0．80000 —0．6087l 一0．71906 —0．81057 ．0．80164 —0．79382 —0．77722 —0．79890

伪2(2)=0．60000 0．68748 0．64352 0．691 70 0．67187 0．65648 0．62934 O．61964

a2(1)=0．01000 —0．02428 —0．01478 ．0．01689 ．0．01102 —0．01145 —0．00904 —0．00858

尾1(1)=2．00000 1．95818 1．93753 2．00719 2．01894 2．02355 2．01757 2．02332

角1(2)=0．20000 0．16968 0．23445 0．20949 0．24558 0．21574 0．22928 0．23409

屁2(1)=一0．40000 —0．52342 —0．45447 —0．40885 ．0．40924 —0．40059 —0．4l 109 —0．40388

仍2(2)=0．80000 0．63932 0．80047 0．78747 0．77650 O．80953 0．81446 0．81262

历3(1)=1．70000 1．59585 1．76313 1．71215 1．71228 1．69950 1．69680 1．68706

尾3(2)=2．8【)0()0 2．80171 2．85249 2．81653 2．81326 2．83064 2．83378 2．82224

6(％) 7．31986 3．59338 2．52545 2．42469 1．86910 1．62536 1．42547

表5．2参数估计和参数估计误差(盯2=O．202)
’rable 5．2 The parameters and their estimates(盯2=0．202)

后 100 500 1000 1500 2000 2500 3000

Q】(1)=0．30000 0．28894 0．29484 0．28793 0．28979 0．293()8 0．29560 O．29463

历1(1)=一0．40000 ．0．42712 —0．41038 ．0．39868 —0．39767 —0．39850 —0．39716 ．O．39862

历1(2)=1．50000 1．50958 1．50080 1．49856 1．50394 1．50340 1．49897 1．49944

角2(1)=一0．80000 ．0．78852 —0．79355 —0．80836 ．0．80469 ．0．80184 —0．79762 ．O．80160

防2(2)=0．60000 0．64182 0．61735 O．62430 O．61860 0．61427 0．60795 0．60573

Q2(1)=0．01000 ．0．00830 —0．00986 ．0．01083 —0．00982 一O．01003 ．0．00960 ．0．00953

皮1(1)=2．00000 1．99498 1．98883 2．00192 2．00422 2．00500 2．00371 2．00481

侥l(2)=0．20000 0．21684 0．21035 0．20359 0．21026 0．20390 0．20649 0．20737

仍2(1)=一0．40000 ．0．44500 —0．41442 ．O．40366 —0．40304 一O．40098 ．0．40289 —0．40134

侥2(2)=0．80000 0．76717 0．80124 0．79822 O．79580 0．80218 0．80312 0．80274

仍3(1)=1．70000 1．66628 1．70963 1．70110 1．70151 1．69928 1．69891 1．69703

恳3(2)=2，80000 2．83986 2．81770 2．80718 2．80519 2．80792 2．80816 2．80564

6(％) 2．20864 0．94951 0．83493 0．74728 0．63918 0．57169 0．54928
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图5．4参数估计误差6随数据长度尼变化曲线

Fig．5．4 The parameter estinlation errors 6 versus七

从表5．1—5．2和图5．4可以得到，由ASM—RLS算法估计得到的参数误差随着七的逐渐增

加会越来越小，且趋于零．噪声方差越小，参数估计收敛于真值的速度越快，参数精度越高．

这个仿真例子验证了ASM—RLS算法的有效性．

例5．3．2对于例5．3．1所述的双输入单输出多率系统，其传递函数模型为

其中

鼬T)=南[既(咖，(∽+肫(z)州七T+五)+刚咖。(㈣
+觞(z)乱2(七T+乃)+觞(z)“2(七T+2正)]+u(尼T)，

Q+(z)=a1(z)Q2(z)=1+Q+(1)z一1+Q+(2)z一2=1+o．301z一1十o．003z一2，

饼，(z)=Q2(z)尻1(z)=阮(1)z一1+p矗(2)z一2+p矗(3)z一3

=一0．400z一1+1．496z一2+0．015z一3。

p之(名)=Q2(名)角2(z)=p趋(1)z一1+p毳(2)z一2+p毳(3)z一3

=一0．800z一1+0．592z一2+0．006z一3．

鹾1(z)=Q1(z)岛t(z)=成。(1)z。+熙(2)z-2+鹾1(3)2_3

=2．000z一1+0．1202—2+0．060z一3．

觞(z)=Q1(z)尾2(z)=熙(1)z-1+觞(2)z_2+觞(3)z_3
=一0．400z一1+0．680名一2+0．240z一3．

觞(z)=Q-(z)仍3(z)=觞(1)z_1+熙(2)名-2十觞(3)z-3
：】．700z一1+3．3】0z一2+0．8402—3．
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参数向量和信息向量为

毋=[Q‘(1)，Q。(2)，所1(1)，所，(2)，所。(3)，卢毳(1)，p＆(2)，p毳(3)，

鹾t(1)，鹾，(2)，膨。(3)，觞(1)，觞(2)，觞(3)，熙(1)，既(2)，觞(3)】T，

=Io．301，0．003，一0．400，1．496，o．015，一o．800，o．592，0．006，

2．000，o．120，o．060，一o．400，o．680，o．240，1．700，3．310，o．840]T

妒(忌丁)=[一可(七T—T)，一可(庶丁一2丁)，妒；(七T)，妒；(七丁)】T，

妒1(七T)=【札1(忌T—T)，u1(忌T一2T)，乱1(七丁一3T)，"1(忌T+丑一丁)，

仳1(七T+噩一2T)，钆l(七T+乃一3T)】T，

妒2(忌T)=[乱2(七T—T)，让2(后丁一2丁)，乱2(七r一3T)，

乱2(忌丁+乃一T)，u2(七T+正一2丁)，t正2(七T+疋一3丁)，

u2(七T+2乃一丁)，缸2(尼丁+2正一2丁)，u2(七T+2疋一3丁)】T．

仿真条件与例5．3．1得相同．应用AM—RLS算法估计这个系统的参数．参数估计和参数估计误

差如表5．3—5．4所示，参数估计误差6：=归(尼T)一钏川钏随七变化曲线如图5．5所示．

表5．3参数估计和参数估计误差(仃2=1．002)
Table 5．3 The parameters and their estimates((，．2=1．002)

尾 100 500 1000 1500 2000 2500 3000

口+(1)=0．30100 0．22777 0．16955 0．17558 O．19515 0．20973 0．21433 0．23200

Q+(2)=0．00300 0．05996 0．02159 0．00237 —0．00382 O．0041 l 0．00683 0．00824

掰，(1)=一0．40000 —0．45964 —0．42304 —0．37854 —0．37857 —0．38255 ．0．37824 ．0．38719

p氛(2)=1．49600 1．60709 1．55432 1．52618 1．54212 1．54127 1．52042 1．51305

口乳(3)=0．01500 0．16132 —0．12162 —0．12493 ．0．08987 —0．08239 —0．07491 —0．06107

p恐(1)=一o．80000 —0．60695 ．0．66626 ．0．70875 ．0．73885 —0．73450 一0．74578 —0．76933

p扎(2)=0．59200 0．43293 0．62930 0．6949l 0．67942 0．66116 0．65215 0．64951

臃(3)=0．00600 —0．06457 ．0．13659 —0．12535 —0．12492 ．0．10786 —0．09205 ．0．06939
隧1(1)=2．00000 1．88058 1．92423 2．00445 2．01752 2．02168 2．01618 2．02107

成1(2)=0．12000 —0．12621 一O．12146 ．0．12022 ．0．05594 ．0．04978 —0．03020 0．00986

成1(3)=o．06000 0．09383 0．11156 0．11722 0．09587 0．11156 0．10245 0．10354

熙(1)=一0．40000 —0．55369 ．O．44497 。0．44495 ．0．44843 —0．41307 —0．40708 ．0．40751
熙(2)=0．68000 0．67316 0．81949 0．75203 0．73819 0．72250 0．71800 0．69744
聩(3)=0．24000 0．08056 0．19686 0．18192 O．18472 0．20577 0．20471 0．20544
飚(1)=1．70000 1．78537 1．72273 1．71329 1．69417 1．70756 1．70475 1．70380
伤(2)=3．31000 3．20842 3．11312 3．15383 3．18004 3．18209 3．18794 3．21333
觞(3)=o．84000 0．61660 0．50075 0．47202 O．54498 0．60812 0．61235 0．67868
6(％) 11．60489 11．94387 n．57281 9．34889 8．05563 7．47378 5．64271
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表5．4参数估计和参数估计误差(盯2=O．202)
711able 5．4 The parameters and their estimates(盯2=0．202)

忌 100 500 1000 1500 2000 2500 3000

Q+(1)=0．30100 0．2601l 0．27560 0．27070 0．27827 O．28147 0．28513 0．29073

Q‘(2)=0．00300 0．01014 0．00648 0．00262 0．00159 0．00319 O．00381 0．00413

所1(1)=一0．40000 一O．41087 ．0．40473 —0．39574 ．0．39574 —0．39651 ．0．39566 ．0．39747

钟1(2)=1．49600 1．52953 1．50698 1．50407 1．50598 1．50571 1．50046 1．49814

钟1(3)=0．01500 0．00223 —0．01038 —0．02140 —0．00863 —0．00662 ．0．00071 0．00536

肫(1)=一0．80000 —0．75421 ．0．77120 —0．77782 ．0．78559 —0．78517 —0．78869 —0．79454
p毳(2)=0．59200 0．58089 0．60008 0．61737 0．61 147 0．60738 0．60356 0．60149

p毳(3)=0．00600 ．0．02913 —0．02379 ．0．02504 —0．02168 —0．01787 ．O．01252 ．0．00629

度1(1)=2．00000 1．97398 1．98444 2．00074 2．00339 2．00419 2．00308 2．00410

隧1(2)=o．12000 0．02135 0．07103 0．06022 0．08091 0．08306 0．09259 0．10481

雕1(3)=0．06000 0．07394 0．07140 0．07430 0。06839 0．07121 0．06819 0．06739

觞(1)=一0．40000 ．0．43656 ．0．41028 —0．41054 —0．41028 ．0．40305 —0．40130 —O．40093
觞(2)=o．68000 0．68579 0．70664 0．69614 0．69169 0．68862 0．68658 0．68162
觞(3)=o．24000 0．19240 0．23340 0．22518 0．22822 0．23245 0．23430 0．23598
熙(1)=1．70000 1．71283 1．70384 1．70255 1．69915 1．70185 1．70141 1．70120
觞(2)=3．31000 3．24452 3．27189 3．26971 3．28123 3．2821 1 3．2879l 3．29652
惑(3)=0．84000 0．71687 O．77570 0．75238 O．77751 0．79074 0．79937 O．81834
6(％) 4．21788 2．34101 2．82214 2．01975 1．73454 1．35756 O．80031

图5．5参数估计误差6随数据长度七变化曲线

Fig．5．5’The parameter estimation errors 6 Versus后



第五章多率系统子模型辨识方法

从表5．3—5．4和图5．5，可以得到，由AM—RLS算法估计得到的参数误差随着忌的逐渐增

加会越来越小，且趋于零．噪声方差越小，参数估计收敛于真值的速度越快，参数精度越高．

这个仿真例子验证了AM—RLS算法的有效性．

从例5．3．1和例5．3．2看出，由ASM—RLS算法估计的参数数目为12，由AM．RLS算法估

计的参数数目为17．显然，AM—RLS算法计算量要小于ASM—RLS算法．

5．4本章小结

本章研究了多率输出误差系统的辨识．应用离散化技术，推导多率系统的离散状态空间模

型，得到其辨识模型．基于辅助模型辨识思想，提出了辅助子模型最小二乘算法估计系统的参

数．与辅助模型最小二乘算法比较，提出的算法需要辨识的参数数目少，有更小的计算量．用

数值仿真例子验证了提出算法的有效性，并比较了辨识参数数目．

本章内容已投到国际期刊《Mathematics and Computers in Simulation》上，已退修再

审．



江南大学博士学位论文



第六章B()X-JeIlkills多率系统

6．1 引言

第六章 Box—Jenkins多率系统

在实际系统中，外部的干扰不总是白噪声，对于带有色噪声系统的辨识，利用常规的最小

二乘算法得到的参数估计是有偏的．针对有色噪声单变量CAR系统，Feng和Zheng提出消

偏最小二乘(BELS)算法，得到参数的无偏估计【1031，Zheng将BELS算法推广至多变量系统

的辨识【104I．Ding等和Zhang和Yang借助偏差补偿原理，提出了偏差补偿最小二乘(BCLS)

算法估计输出误差模型【105，1061，文献【107】将BcLS算法推广至BoX_Jenl【ins模型．针对带有

色噪声的自回归(AR)模型， Zheng提出改进的最小二乘算法辨识系统参数【10引，Mahmoudi

和Karimi结合低阶和高阶Yul争Walker方程和改进的最小二乘算法估计系统参数【109】，HaSan

等利用极大似然估计方法得到系统的参数估计【11引．对于基于Damped sinusoidal模型噪声的

AR系统，Hasan等利用自相关分析法和最小二乘算法得到系统参数估计，同时得到噪声系统

的参数估计【111，1121．对于基于RampCepstrum模型噪声的AR系统，Fattah等利用自相关

分析法和基于残差的最小二乘算法得到系统的参数估计【11引．对于滑动输出误差模型， Ding

等结合辅助模型辨识方法和多新息辨识方法提出了辅助模型多新息增广随机梯度算法辨识系

统的参数【蚓．对于输入输出都存在有色噪声的线性系统， Zhang和Feng通过滤波的设计，

用最小二乘辨识方法得到了系统参数的估计【11刮．

上面所述文献都是带有色噪声单率系统的辨识，对于带有色噪声多率系统的辨识研究并

不多见，基于此，本章研究BoX-Jenkins多率系统的辨识问题．组织如下：第6．2节利用离散

化技术，推导Bo静JenkIls多率系统的状态空间模型．第6．3节结合辅助模型辨识思想和多新

息辨识理论，辅助模型广义增广最小二乘算法和辅助模型多新息广义增广随机梯度算法，用数

值仿真例子验证算法的有效性．第6．4节为本章总结．

6．2模型描述

对于带有色噪声的多率多输入系统如图6．1所示，％是一个连续时间过程，有如下的状
态空间模型

其中吻(亡)∈R唧为状态向量， ％(￡)∈瓞1为第歹个输入通道的控制输入， 协(￡)∈酞1为第歹

个通道的输出， 珈(亡)∈R1为未知的无噪输出， !，(￡)∈R1为系统的输出． e(t)∈R1为外部

干扰，有色噪声．系统R的状态空间模型为

f亳。n(￡)=Acnzc扎(￡)+Bc扎秽(￡)，
l e(亡)=cnz饥(￡)+Dn钉(￡)，

87
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u1(后五)

乱2(尼乃)

嘶(南耳)

图6．1带有色噪声的多率多输入系统

Fig．6．1 The lnultirate multiple卜input systems with colored noises

可(尼T)

其中z饥(亡)∈Rn。为状态， "(亡)∈R1是控制输入，为白噪声， A巧，BcJ，q功，A饥，Bm，

Cn和风是具有适当维数的矩阵． 地为周期乃：=殇^的零阶保持器，曲为周期T：=口尼
的采样器，其中^为基周期， T为框架周期【311．％(忌乃)和秒(后T)是离散时间输入和输出信

号．对于多率系统图6．1所示的多率输入输出数据为{“1(后正)，钍2(忍疋)，⋯，饥r(后霉)，秒(尼丁)：

尼=o，1，2，⋯}．为了研究方便，令p1，耽，⋯，肼是正整数且互质， g是01，仇，⋯，肼)的最

小公倍数．

仿照第3．2节和第4．2节，应用离散化技术，推导图6．1所示的多率系统的离散状态空间

模型．在框架周期丁上离散化％0=1，2，⋯，r)，得到

卜(南丁+T)=A粥(忌T)+蚤或购(七T一(i一1)弓)， (6-2．1)

【 协(后T)=q％(忌T)+功％(尼T)，歹=1，2，⋯，r，

其中奶(忌T)：=吻(亡)k：七T，％(七丁+i乃)：=％(￡)k：％T+冯，协(后丁)：=协(t)It_惫丁和

A^：：eAcj^∈R～×‰， Aj：=eAcp，

B功i=／．J e如‰B巧∈R毗，

马t：=Ar2乃B乃∈R砒，歹=1，2，⋯，r，{=1，2，⋯，劬．

在框架周期T上离散化R，得到

∥七乙蠲髦：煽：彩鼢? (6．2．2)
1 e(％T)=cnz扎(七T)+Dn秽(后T)，

r⋯叫

其中zn(七丁)：=z几(t)I拄七r，钞(七丁)：=钉(￡)I持七丁，e(后丁)：=e(亡)I扛七丁和

A竹：：eAcnT∈R竹e×‰，B竹：=／ eAcn‘dtB饥∈瓞‰．
‘，0

参照图6．1所示，输出方程可以表达为

秒(屉T)=珈(忌T)+e(七T)



咖(七丁)：=[一协(七丁一T)，⋯，一协(尼T一％T)，让J(忌T)，％(后丁一T)，⋯，

％(忌T一％丁)，⋯，哟(七T+(劬一1)乃一T)，⋯，

％(七丁+(gJ一1)乃 一70T)】T∈R唧+％～+1．

89
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则无噪输出方程可以表达为

其中

珈(％T)=谚(尼丁)吼，

ps：

口1

p2
●

：

p，

∈Ⅳ。，‰(后T)：=

咖1(后T)
咖2(七丁)

丸(惫T)

定义噪声系统的参数向量瓯和信息向量妒。(七T)如下：

则

p。：=【一y1，⋯，％。，叩1，⋯，‰。】∈R2佗e，

妒n(七丁)：=【一e(七T—T)，⋯，一e(忌T—n。T)，"(庇丁一丁)，⋯，u(后T—n。T)】T∈R2m，

e(尼T)=妒：(％丁)pn+u(七T)．

因此，图6．1所示多率系统的输出方程(或辨识模型)为

其中

可(忌T)=妒；(七T)9。+垆三(尼T)9n+口(后T)

=妒T(忌T)p+钉(南T)，

m丁卜[象冽删。⋯砘～

(6．3．1)

然而，对于多率系统6．3．1的辨识模型，不能用常规的最小二乘算法得到系统的参数估计．

原因：在信息向量垆(后丁)中含有未知的变量协(％丁一iT)0=1，2，⋯，r，i=1，2，⋯，％)，

e(后丁一fT)和u(忌丁一fT)(f=1，2，⋯，钆。)．

基于辅助模型辨识思想，建立辅助模型

奶(南T)=鳄(七丁)岛(后T)，

其中坊(忍丁)，吼(％T)和包(后T)分别是协(七丁)，竹(七丁)和岛在时刻后T的估计值．信息向量
妒(七丁)中的不可测数据协(七T—zT)用辅助模型输出协(尼T—z丁)代替．

e(七T—fT)(f=1，2，⋯，佗。)的估计值可由下式得到

爸(七T)=∥(七丁)一湃(后T)p。(尼T)，

r+唧_l+劬
，∑触

II他
‰
R∈



第六章BoX-JeIlkins多率系统

其中芭(惫丁)，9。(七T)和台。(七丁)分别是e(惫丁)，‰(忌丁)和口。在时刻尼T的估计值．

进一步地，口(尼丁一旧)的估计值可由下式得到

0(惫丁)=y(惫丁)一矿(忌T)日(七丁)，

其中移(忌T)，9(足T)和台(恐丁)分别是u(七T)，垆(南丁)和p在时刻七T的估计值．

在信息向量％(后丁)中的鲫(尼丁)用其估计值坊(尼丁)代替，在信息向量‰(七丁)中的e(尼丁)
和"(七T)用其估计值爸(后T)和o(％T)代替，进一步地， 妒(七T)用其估计值9(七T)代替．则

根据辅助模型辨识思想，得到估计多率系统(6．3．1)的参数p的辅助模型广义增广最小二乘

(AM—GELS)算法，如下：

旁(后T)=台(七丁一r)+三(七丁)b(七丁)一9T(忌丁)台(七丁一丁)】，

L(忌T)=P(后丁一T)9(忌T)[1+9T(艮T)P(七T一丁)9(忍丁)】一1，

P(南T)=[f一工(尼丁)9T(七丁)】P(庇T—T)，

㈣=[象冽，砸T，=[爱蚓，

纵㈣：障
k

忍丁

尼丁

七T

r匆，
． I台，
，以(七r)=I。

l

慷

七T

尼T

七T

(6．3．2)

(6．3．3)

(6．3．4)

(6．3．5)

(6．3．6)

如(尼T)=【一奶(惫T—T)，⋯，一彩(七丁一q丁)，％(七丁)，％(七丁一丁)，⋯，％(七T一码T)，

⋯，％(七T+(％一1)乃一丁)，⋯，uJ(七丁+(％一1)乃一礼J丁)】T， (6．3．7)

pn(七丁)=[一芭(尼丁一丁)，⋯，一芭(后丁一他丁)，移(忌丁一丁)，⋯，移(七T一他丁)】T， (6．3．8)

奶(忌T)=薪(七丁)嘭(七r)，J=1，2，⋯，r， (6．3．9)

芭(七丁)=秒(七丁)一9；(后丁)口。(尼丁)， (6．3．10)

西(忌丁)=y(七丁)一矿(忌丁)D(七丁)， (6．3．11)

其中P(忌T)为参数估计误差的协方差阵．

初始化AM—GELS算法，一般地，P(o)=p01n。×n。，伽为很大的正实数，如伽=106，台(0)

为很小的正实向量，如口(o)=1n。／舶．用AM—GELS算法计算参数估计日(艮丁)的步骤如下：

1．令七=l，口(o)=1n。／伽，选取数据长度L。．

2．搜集多率输入输出数据{u1(七五)，札2(后马)，⋯，％(七乃)，可(岛丁))．

3．由(6．3．9)式构成啦(忌丁)，由(6．3．6)式构成9。(七丁)，由(6．3．8)式构成钆(七丁)，进一步地，

由(6．3．5)式构成9(七丁)．
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4·由(6．3．4)式计算P(七丁)，由(6．3．3)式计算工(七T)，由(6．3．2)式刷新台(后T)，由(6．3．9)式

计算奶(南T)，由(6．3．10)式计算爸(忌丁)，以及由(6．3．11)式计算o(忌T)．

5．如果后<Le，忍增至尼+1，返回第2步继续计算．否则，得到参数估计台(L。T)．

6．3．2 辅助模型广义增广随机梯度算法

对于多率系统(6．3．1)，基于辅助模型辨识思想，得到估计多率系统(6．3．1)的参数日的辅

助模型广义增广随机梯度(AM—GEsG)算法，如下：

讯T脚(肌T)+船mT)，
，(尼T)=y(尼T)一9T(后丁)台(尼T一丁)，

r(七丁)=r(七丁一丁)+119(七丁)Jf2，r(o)=1，

(6．3．12)

(6．3．13)

(6．3．14)

其中，(尼丁)是单新息标量．

为了提高AM—GESG算法的收敛速度和估计精度，基于多新息辨识理论，提出辅助模型

多新息广义增广随机梯度算法．引入新息长度p，扩展单新息，(忌丁)标量为多新息向量

『
Fo，南r)=J

【

．可(南T)一≯T(七丁)台(七T—T) 1

∥(七T一丁)一9T(Il：T—T)台(七丁一T’ I∈Rp，
耖(后丁一pT+T)一pT(七T—p丁+丁)台(七丁一T)

其中p是正整数．

定义信息矩阵圣(p，后T)和输出向量y∞，七T)如下：

西∞，七T)：=[9(岛T)，9(忍T—T)，⋯，9(南T—pT+T)】∈Rno×p，

y∞，后T)：=阿(后T)，秒(忍T—T)，⋯，秒(角T—pT+T)】T∈瞅：

则多新息向量可以表达为

F(p，后丁)=y∞，尼T)一西T(p，七丁)台(七T—T)．

参照文[75】，得到估计多率系统(6．3．1)的参数口的辅助模型多新息广义增广随机梯度(AM—

MI—GESG)算法，如下：

吣丁脚(肚T)+篇珊胁
F∞，七T)=y(p，七丁)一西T(p，七T)台(后T—T)，

r(七T)=r(尼T—T)+119(七丁)112，r(o)=1，

(6．3．15)

(6．3．16)

(6．3．17)
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y∞，忍T)=阿(％丁)，⋯，可(南T一矿+T)】T，

西∞，忌T)=[9(角T)，⋯，p(后T一刀+T)]，

㈣=[象冽，讯丁，=雠珊

纯(七T)=

≯1(尼丁)

西2(忌丁)

≯。(庇丁)

，吼(忌丁)

口1(七丁)

p2(忌丁)

啡(惫r)

(6．3．18)

(6．3．19)

(6．3．20)

(6．3．21)

如(七T)=[一缈(七丁一T)，⋯，一易(七丁一托J丁)，％(七丁)，％(七T—r)，⋯，乱j(七丁一吩丁)，

⋯，％(岛T+(劬一1)乃一T)，⋯，％(七丁+(劬一1)乃一％T)】T， (6．3．22)

pn(七T)=[一仑(后T一丁)，⋯，一芭(尼T一他。T)，o(尼丁一T)，⋯，o(忌丁一n。丁)】T， (6．3．23)

彩(七丁)=鳄(七丁)岛(尼丁)，歹=1，2，⋯，r， (6．3．24)

芭(惫丁)=可(尾T)一棘(尼丁)p。(七丁)， (6．3．25)

移(七T)=秒(忌T)一9T(后丁)台(七T)， (6．3．26)

当p=l时， AM—MI—GESG算法(6．3．15)一(6．3．26)是AM—GESG算法(6．3．12)一(6．3．14)．

初始化AM—MI—GESG算法，一般地，P(o)=p01n。×n。，po为很大的正实数，如伽=106，

p(o)为很小的正实向量，如p(o)=1凡。／po．用AM—MI—GEsG算法计算参数估计p(后丁)的步

骤如下：

1．令七=1，p(0)=1凡。／伽，选取数据长度L。．

2．搜集多率输入输出数据{札·(七正)，札2(七疋)，⋯，u，(七Z)，∥(％丁)】-．

3．由(6．3．22)式构成屯(忌T)，由(6．3．21)式构成纯(七r)，由(6．3．23)式构成9n(七T)，进一步

地，由(6．3．20)+式构成9(角T)．

4．由(6．3．19)式构成信息矩阵圣∞，岛丁)以及由(6．3．18)式构成输出向量y(p，忌丁)．

5．由(6．3．17)式计算7'(屉r)，由(6．3．16)式得到F(p，尼丁)，由(6．3．15)式刷新D(忌丁)，由(6．3．24)

式计算易(忌T)，由(6．3．25)式计算芭(后丁)，以及由(6．3．26)式计算0(七丁)．

6．如果七<L。，七增至忌+1，返回第2步继续计算．否则，得到参数估计9(三。T)．

计算参数估计p(七丁)的流程图如图6．2所示．

与AM—GESG算法比较， AM—MI—GESG算法充分应用了可测的输入输出数据，因此有

更快的收敛速度和更高的估计精度．与AM—GELS算法比较，AM．MI．GESG算法不需要计算

参数估计误差协方差矩阵，因此有较小的计算量．
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图6．2计算参数估计日(七T)的流程图
Fig．6．2 The日oWchart of computing the parameter estimate p(忍T)

6．3．3 仿真试验

例6．3．1对于双输入单输出多率系统，其输入刷新周期分别为置=3^和乃=2九，输出采样

周期为T=6^，取基周期为九=1，相应的传递函数模型为

其中

∥(七T)=y1(七丁)+可2(彪T)+e(尼T)

=五b鼢·(z)仳，(忌丁)+岛。(名)乱·(忌T+五)】+赤[仍，(2)uz(忍T)
+历。(名)uz(尼T+正)+屉3(z)乱z(尼T+2正)】+妥筹(七T)u(后r)，

Q1(。)=l+Q1(1)名～=l+o．800z～，
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Q2(z)=1+Q2(1)z一1=1+0．008z一1，

角1(z)=历1(1)z一1+历1(2)z一2=一o．160z一1+o．800z一2，

风2(z)=历2(1)z_1+防2(2)z～=一0．0lOz一1十0．240z～，

恳l(z)=庞1(1)z一1十侥1(2)z一=0．400z一1+0．400z～，

庞2(z)=屉2(1)z一1+尾2(2)z一=0．100z一1+1．000z～，

仍3(2)=仍3(1)z-1+岛3(2)z～=1．270z-1+o．240z～，

，7(z)=，71z一1+772z一2=一0．140z一1+1．200z一2，

，y(z)=饥z一1+能z一2=一0．300z一1+0．03lz一2．

参数向量和信息向量为

吼=[Q1(1)，胁1(1)，尻l(2)，历2(1)，展2(2)，Q2(1)，尻1(1)，侥1(2)，

忍2(1)，胁2(2)，仍3(1)，倪3(2)]T，

巩=[饥，他，771，772】T，

日=[口；，pT】T

=[o．800，一o．160，o．800，一o．olo，o．240，o．008，o．400，o．400，

0．100，1．000，1．270，0．240，一0．300，O．031，一0．014，1．2001T，

妒(七T)=【妒；(七丁)，垆：(后T)】T，

妒。(七丁)=[一y1(后丁一T)，钆l(七丁一T)，u1(七T一2T)，让1(忌丁+互一T)，

乱1(尼T+乃一2T)，一沈(忌r一丁)，u2(尼T—T)，“2(艮r一2T)，

u2(七丁+疋一T)，u2(七T+疋一2丁)，札2(七T+2死一丁)，

牡2(后丁+2疋一2丁)】T，

9凡(七丁)=[一e(七T一丁)，一e(七T一2T)，"(惫丁一丁)，u(七丁一2T)】T，

仿真时，{札·(七矸))和{u。(尼正))采用零均值单位方差不相关可测的持续激励信号序列．。

{秒(忌丁))采用零均值方差为盯2=o．802的白噪声序列．应用AM—GEsG，AM—MI-GEsG和

AM—GELS算法估计这个系统的参数．参数估计和参数估计误差如表6．1_6．5所示，参数估计

误差6：=归(七丁)一钏／|J硎随尼变化曲线如图6．3所示．
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表6．1 AM—GESG参数估计和参数估计误差
7I、able 6．1 The AM—GESG parameter estimates and their errors

忌 100 500 1000 1500 2000 2500 3000

Q1(1)=o．80000 0．37322 0．44854 0．49487 0．51520 0．52244 0．53092 0．53871

胁1(1)=一0．16000 O．11874 0．10249 0．09187 0．08745 0．08420 0．08057 0．07823

pll(2)=0．80000 0．52685 0．54913 0．55893 0．56563 0．56870 0．5720l 0．57433

侥2(1)=一0．01000 ．0．22684 —0．23008 —0．23575 ．0．23961 —0．23918 —0．23875 ．0．23937

胁2(2)=0．24000 0．15039 0．17865 O．19034 0．19646 0．20010 0．20225 0．20469

口2(1)=0．00800 —0．17599 ．0．22785 ．0．24458 ．0．25577 —0．25946 —0．26407 —0．26771

恳1(1)=0．40000 0．3571 1 0．35839 0．35676 0．35568 0．35599 0．35618 0．35712

侥1(2)=一0．10000 一O．11990—0．12753—0．12602．0．12706．0．12923．0．13075—0．13137

侥2(1)=0．10000 0．23120 0．22140 0．21945 O．21869 0．21773 0．21640 0．21608

侥2(2)=1．00000 0．23455 0．29545 0．31717 O．32983 0．33839 0．34527 0．35052

尾3(1)=1．27000 0．39860 0．45451 0．47148 O．48216 0．48909 0．49519 0．50037

仍3(2)=0．24000 0．01582 0．01115 0．00882 0．00869 O．00622 0．00504 0．00378

，yl=一0．30000 —0．46891 —0．45813 —0．45562 —0．45349 ．0．45146 ．0．44926 —0．44812

讹=0．03100 —0．15548 —0．14298 —0．13897 —0．13752 ．0．13659 ．0．13350 一O．13294

叩1=-0．01400 O．22436 0．21219 0．20226 0．19822 0．19435 0．19323 0．19109

仡=1．20000 O．602 16 0．63957 0．65914 0．67078 0．67717 O．68224 0．68665

6(％) 63．49053 59．21890 57．48481 56．57211 56．01281 55．52226 55．13605

表6．2 AM—MI—GESG参数估计和参数估计误差∞=2)
Table 6．2 The AM—MI—GESG parameter estimates and their errors(p=2)

七 100 500 1000 1500 2000 2500 3000

Q1(1)=0．80000 0．49947 0．58505 0．63464 0．65385 0．65786 0．66436 O．66930

伪1(1)=一0．16000 0．12767 0．09384 0．07497 0．06627 0．06055 0．05358 0．04952

俄1(2)=0．80000 0．63348 0．65940 0．66899 0．67742 0．68033 0．68394 0．68600

角2(1)=一0．01000 —0．22229 —0．21834 —0．21973 ．O．22143 —0．21840 —0．21552 ．0．21475

仿2(2)=o．24000 0．20403 0．23719 0．24902 0．25522 0．25841 0．25983 0．26098

Q2(1)=0．00800 —0．40025 —0．43923 —0．44315 ．0．44647 —0．44464 —0．44657 ．0．44833

侥1(1)=0．40000 0．37801 0．36884 0．35992 0．35482 0．35272 0．35187 0．35238

屈1(2)=一0．10000 —0．12289 一O．13215 —0．12838 一O．12938 —0．13139 ．0．13310 —0．13322

侥2(1)=0．10000 O．26066 0．23720 0．22934 0．22534 0．22259 0．21934 0．21794

侥2(2)=1．00000 0．34837 0．41851 0．44104 O．45291 0．46110 0．46784 0．4724l

伤3(1)=1．27000 0．49709 0．54832 0．56037 0．56802 0．57296 0．57792 0．5825l

侥3(2)=0．24000 一0．00826 —0．01681 ．0．02199 一O．02238 ．0．0260l —O．02764 一O．02898

，yl=·0．30000 —0．44341 ．0．42786 ．0．42352 ．0．41916 ．0．41504 ．0．41248 一O．41069

能=0．03100 ．0．16710 ．0．14121 ．0．13264 ．0．12823 —0．12581 —0．12131 ．0．11951

m=一0．01400 0．22870 0．19885 0．18253 0．1 7624 0．16976 0．16740 0．16395

仡=1．20000 0．77300 0．82513 0．85220 O．86720 0．87639 0．88286 0．88781

6(％) 56．36715 51．96559 50．28596 49．45464 48．89421 48．43123 48．10120
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表6．3 AM—MI—GESG参数估计和参数估计误差0=6)
Table 6．3 The AM—MI—GESG parame乞er estimateS and their errors∞=6)
七 100 500 1000 1500 2000 2500 3000

Q1(1)=O．800()0 0．73096 0．74454 0．77537 0．78387 0．77947 0．78160 0．77731

胁1(1)=一0．16000 0．08133 —0．00747 —0．03921 ．0．05382 —0．06109 ．0．07384 —0．07856

卢11(2)=0．80000 0．8201 1 0．81370 0．80394 O．81284 0．81030 0．81 165 0．80968

历2(1)=一O．01000 —0．09997 一O．07632 _0．07402 ．0．07591 ．0．07185 ．0．06744 一O．06726

岛2(2)=0．24000 0．26320 0．28115 0．27916 0．28232 0．28298 0．28140 0．27650

Q2(1)=0．00800 —0．12622 ．0．10822 —0．10464 ．0．09594 ．0．08847 —0．08421 —0．08466

仍1(1)=0．40000 0．34989 0．35961 O．34980 O．34084 0．33979 0．34222 0．34634

尾1(2)=一0．10000 —0．19373 ．0．19196 —0．17453 —0．17017 ．0．16998 —0．17082 —0．16737

尾2(1)=0．10000 0．18079 0．12791 0．11558 0．11100 0．10622 0．10163 0．10013

岛2(2)=1．00000 0．65229 O．77179 0．81184 0．83112 0．84148 0．85110 0．85568

侥3(1)=1．27000 0．92570 1．05361 1．08078 1．09745 1．10860 1．11725 1．12663

屁3(2)=0．24000 0．10885 0．15043 0．15770 0．16795 0．17015 0．17213 0．17510

71=一0．30000 一O．33554 —0．33005 —0．32725 —0．32657 —0．32293 —0．32209 —0．32225

讹=0．03100 ．0．16277 —0．09351 ．0．07783 —0．07072 ．0．06548 ．0．05758 —0．05368

m=一0．01400 O．14249 O．08142 0．05939 0．05653 0．04881 0．04643 0．04151

叼2=1．20000 1．00878 1．07332 1．10287 1．11680 1．12574 1．12912 1．13107

6(％) 28．43141 18．91206 16．00909 14．66862 13．78723 12．98661 12．443lO

表6．4 AM—MI—GESG参数估计和参数估计误差∞=12)
Table 6．4 The AM—MI—GESG paraHleter estimates and their errors∽=12)
忌 100 500 1000 1500 2000 2500 3000

Q1(1)=0．80000 0．87009 0．78893 0．81091 0．81808 0．81074 O．81353 0．80294

向1(1)=一0．16000 0．00464 —0．09916 —0．12388 —0．13610 —0．13613 —0．15212 —0．15336

伪1(2)=0．80000 0．8561 1 0．8252l 0．79856 O．81581 0．8l 1 16 0．81232 O．80838

岛2(1)=一0．01000 0．00748 0．01492 0．00788 —0．00266 —0．00152 O．00076 —0．00237

p12(2)=0．24000 0．25334 0．25035 O．24598 0．25422 0．25560 0．25365 0．24394

Q2(1)=0．00800 —0．02006—0．01378一O．01090．0．00159 0．00114 0．00509 O．00313

尾1(1)=0．40000 0．38524 0．40821 0．39435 0．37923 0．37730 0．38351 0．39178

侥l(2)=一0．10000 ．0．15669．0．14671一O．11813．O．11168—0．11192—0．11474—0．10864

仍2(1)=0．10000 O．18314 0．13460 0．12002 0．11682 0．11175 O．10629 O．10599

侥2(2)=1．00000 0．86812 0．96278 0．99081 0．99853 0．99988 1．00439 1．00157

仍3(1)=1．27000 1．16706 1．25576 1．25539 1．26015 1．26321 1．26472 1．27221

岛3(2)=0．24000 0。19568 0．22838 0．22361 O．23064 0．23080 0．22966 0．23239

，y1=一0．30()00 —0．25810 —0．30233 —0．30403 ．0．30697 —0．30145 —0．30356 —0．30563

饱=0．03100 —0．09320 —0．01412 —0．00680 ．0．00554 —0．00151 0．00278 O．00606

叩1=一0．01400 0．09364 0．01336—0．00304 0．00453—0．00167—0．00136—0．00611

叼2=1。20000 1．11462 1．16279 1．18760 1．19705 1．20586 1．20272 1．19991

6(％) 14．01159 5．11074 3．00427 2．72628 2．41251 2．02976 1．43290
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表6．5 AM—GELS参数估计和参数估计误差
1hble 6．5 The AM—GELS parameter estimates and their erros

七 100 500 1000 1500 2000 2500 3000

Q1(1)=0．80000 0．85588 0．81526 0．81830 O．80789 0．80676 0．81233 0．80874
胁l(1)=一0．16000 —0．19918 。0．16448 —0．17093 —0．18193 —0．16813 —0．18851 ．0．18357
pll(2)=0．80000 0．81208 0．81536 0．77838 0．8146l 0．80785 0．80917 0．80536

历2(1)=一0．01000 —0．02323 0．02898 0．01734 —0．00855 —0．00899 —0．00083 —0．00542

侥2(2)=0．24000 0．31845 0．25671 0．24167 0．26300 0．26612 0．25779 0．24106

Q2(1)=o．00800 —0．19212 —0．06400 —0．03168 —0．01085 ．0．03891 —0．00328 —0．00375

仍1(1)=0．40000 0．42143 0．41046 0．39240 0．36963 0．37322 0．38359 0．39460
伤1(2)=一0．10000 —0．22404．0．15844．0．10994．0．09919．0．11537—0．10760．0．09794

仍2(1)=0．10000 0．23214 0．12681 0．10983 O．10746 0．1003l O．09228 0．09726

岛2(2)=1．00000 1．00155 1．03277 1．03960 1．03487 1．02842 1．03177 1．02023

仍3(1)=1．27000 1．15039 1．24842 1．25503 1-27634 1．24821 1．28193 1．28755
岛3(2)=0．24000 —0．05372 0．16581 0．19318 0．21906 0．18734 0．22799 0．23052

11=一0．30000 —0．24253 —0．31588 ．0．31638 —0．31 139 —0．30276 —0．30730 ．O．30838

讹=0．03100 0．02914 0．03450 0．02860 0．01903 0．02193 0．02185 0．02490

771=一0．01400 0．05451 ．0．02204 —0．02395 ．0．00656 —0．00953 —0．00724 —0．01804

叩2=1．20000 1．15946 1．19907 1．21784 1．21987 1．22864 1．22282 1．21384

6(％) 18．40981 5．76416 3．77236 2．96163 3．95715 2．62634 1．85835

图6．3参数估计误差6随数据长度七变化曲线
Fig．6．3 The parameter estimation errors 6 versus南

从表6．1_6．5和图6．3可以得到，由AM—MI—GESG算法估计得到的参数误差随着后的

逐渐增加会越来越小，且趋于零．与AM—GESG算法比较， AM—MI—GESG算法p≥2有更

快的收敛速度和更高的估计精度．当p≥2时， AM·MI_GESG算法得到的参数估计越来越

接近AM—GELS算法的参数估计．这个仿真例子验证了AM．GESG算法， AM．MI．GESG和

AM—GELS算法的有效性，并比较了三种算法的收敛性质．



第六章B()x．Jenkins多率系统

6．4‘本章小结

本章研究了BoX-Jer·bns多率系统的辨识问题．应用离散化技术，推导多率系统的离散状

态空间模型，得到辨识模型．为了提高算法的收敛速度和估计精度，基于多新息辨识理论，提

出了辅助模型多新息广义增广随机梯度算法估计系统的参数．借助于辅助模型辨识思想，提出

辅助模型广义增广最小二乘算法估计系统的参数．与辅助模型广义增广最小二乘算法比较，

辅助模型多新息广义增广随机梯度算法不需要计算参数估计误差的协方差矩阵，因此计算量较

小．辅助模型多新息广义增广随机梯度算法是辅助模型广义增广随机梯度算法和辅助模型广义

增广最小二乘算法的折衷算法．用数值仿真例子验证了这三种算法的有效性，并比较三种算法

的收敛性．
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第七章结论与展望

7．1 结论

第七章 结论与展望

随着社会的不断发展，在实际控制系统中，被控制对象一般为多变量系统，且结构复杂，对

于这样的系统，由于各种原因，如控制信号变化速率不同，检测装置的采样周期不同，此时，用

传统的离散采样系统描述系统是不现实的．在这种情形下，需要用多率系统描述系统．因此，

多率系统有很强的应用背景和理论研究意义，但是对于多率系统辨识研究仍有一定的空白．

论文基于多新息辨识理论，辅助模型辨识思想，递阶辨识原理，最小二乘辨识原理和随机

梯度辨识理论，研究了多变量系统和多率多输入系统的辨识问题．本文有如下的结论和创新：

1．对于多变量系统，将多新息随机梯度算法推广至多输入多输出系统的辨识．由于多新息随

机梯度算法充分利用输入输出数据，因此收敛速度和估计精度要高于随机梯度算法，又因

为多新息随机梯度算法算法不需要计算协方差矩阵，所以计算量要小于最小二乘算法．应

用鞅收敛定理分析了算法的收敛性．

2．对于方程误差多率系统，为了提高算法的收敛速度和估计精度，基于多新息辨识理论，提

出多新息随机梯度算法估计系统的参数，应用鞅定理分析了算法的收敛性．应用递阶辨识

原理，提出计算量较小的递阶最小二乘算法估计系统的参数．

3。对于输出误差多率系统，结合辅助模型辨识思想和多新息辨识理论，提出了辅助模型多新

息随机梯度算法估计系统的参数．利用最小二乘原理，提出了辅助模型最小二乘算法估计

系统的参数，用鞅收敛定理分析了辅助模型最小二乘算法的收敛性．

4．对于带有子模型的多率系统，利用辅助模型辨识思想，对多率系统的子模型分别建立辅助

子模型，提出基于辅助子模型最小二乘算法估计系统参数．与辅助模型最小二乘算法比较，

需要辨识的参数数目少，有较小的计算量．
。

5．对于Bo静Jenl【iIls多率系统，提出辅助模型广义增广最小二乘算法和辅助模型多新息广义

增广随机梯度算法估计系统的参数．
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7．2 展望

对于多率系统的研究已有半个世纪，多率系统在实际系统中有广泛的应用，所以对于多率

系统辨识的研究有理论和应用价值．由于多率系统的结构复杂，其辨识问题还需进一步地研究

和探索．

1．多率系统一般采用提升或离散化技术得到其状态空间模型，得到维数大的MIMO系统，

要考虑约束问题，其辨识算法的计算量较大．如何将有理分式传递函数模型推广至多率系

统，得到与多率系统等价的辨识模型．

2．带有色噪声多率系统辨识，能否用极大似然估计或期望估计方法得到系统的参数估计．

3．多率系统的可辨识性问题．

4．多率系统的收敛证明问题．收敛性证明一直是辨识问题的难点，对于多率系统也不例外．

如何在弱收敛条件下，得到参数估计的一致收敛等问题．

5．在通信领域和生物医学领域有很广泛的应用．如何将现有的多率系统的研究理论应用于实

际领域，以适应实际系统的发展．
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