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非线性偏微分方程的Pa i n l ev6性质及其精确解的推导

摘要

本硕士论文以偏微分方程理论为基础，借助于计算机符号计算系

统Maple，研究了变系数KP方程的Painlev6检验和HBK系统的首次

积分解法等问题，并取得了一些新颖而又有意义的成果。

随着科学技术的迅猛发展，非线性科学在自然科学的各个领域内

得到了广泛的应用，取得了一系列可喜的成果。由于非线性问题常常

用非线性偏微分方程来描述， 这使得非线性偏微分方程越来越与其

它学科密切相连，因而非线性偏微分方程的求解和对其解的性质的研

究成为了理论和实践中一个备受关注的研究课题。

求出非线性偏微分方程的精确解是讨论非线性偏微分方程问题

的首要任务。但由于非线性偏微分方程本身的复杂性，至今仍没有求

解这类方程的统一的有效解法。虽然已经求出很多非线性偏微分方程

的精确解，但是求解方法也是各有技巧，有大量的偏微分方程无法求

出精确解。因此为了给数值计算等方法提供理论依据，讨论非线性偏

微分方程的解可能具有的性质，在不求解方程的情况下，直接研究偏

微分方程解的特性也成为人们研究偏微分方程问题的一个有效途径。

一般来说，如果一个偏微分方程可以用反演散射法求解，则称它

是完全可积的。完全可积的非线性偏微分方程往往具有Painlev6性

质、B萏cl【1und变换、Darbou)【变换、La)【对等一些非常好的特性。然

而却没有一个系统的方法来确定一个微分方程是否可以用反演散射

法求解。1983年，Wreiss、Tabor和CanleVale提出的WTC算法给出

了检验一个偏微分方程(组)是否完全可积的一个必要条件一检验一
个方程(组)是否具有Painlev6性质。如果一个方程(组)通过Painlev6

检验，具有Painlev6性质，则它满足完全可积的必要条件；如果这个

方程或方程组不能通过Painlev6检验，不具有Painlev6性质，则可以

断定这个方程(组)不是完全可积的。

已经发现并取得相当成果的求解偏微分方程精确解的方法有：齐

次平衡法、Tallll函数法、BacHund变换法、反演散射方法、达布

(Darboux)变换法、Hirota双线性方法、相似约化法等。其中在2002
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年，由冯兆生在研究Burgers．KdV方程的精确解时提出的首次积分

法，是基于除法定理和Hilben零点定理的一种求方程精确解的有效

方法。

基于上述理论和方法本文完成了以下三个方面的工作：一、应用

WTC算法对变系数KP方程作了Painlev6分析，得到了变系数组合

KP方程在满足一定约束条件的情况下具有Painlev6性质的结论，同

时也得到了这个方程的自BacHund变换。二、应用首次积分法求解

了HBK系统，得到了一些新的精确解。三、应用tanh法求解了

Ginzbu略．Landau方程和Noyer_Field方程组，得到了一些新的精确

解。以上述第二部分内容为基础的学术论文《HBK系统的精确解》

已发表在《中国科学技术学报》2006年第5期上。

关键词： Painlev6性质 变系数KP方程

首次积分法 taIlll方法 孤立波解
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THE STUDY ON THE PRoPERTY ANDEXACT

SoLUTIoNS FOR NONLINEAR n埘IAL
DIFFERENTIAL EQUATIoNS

ABSTRACT

In thls dlsseItatlon， based on the theo哆 of。 nonlmear partlal

di岱玎ential equations auld wi也the aid of computer symbolic computing

system—M印le，the Paimev6 proper哆for也e V撕able coe衔ciem KP

equation haVe been studied，and the exact solutions for a kind of

reaCtion dif如sion equatiolls are obtained by the first integral method，

some results are new and significatiVe．

A10ng with the rapid deVelopment of scienCe and technology，the

nonlinear science is widespread applied in Va^ous fields of natllml sicnce，

and a series of remarkable acllievements is obtained in recent years．

Because of the nonlinear problems are oRen described with nonlinear

panial di胝ntial equations(PDEs)，the nonlinear PDEs are more and

more close to coImected with other subjects，such as physics，chemistry'

bi0109y and engine嘶ng．SolVing the nonlinear PDEs aIld researching the

properties for their solutions becomes a Ve巧iIllportant research topic in

也eo巧aIld the practice．

For the complex毋of nonlinear PDEs，mere is no a general solVing

method for nonlinear PDEs．Although exact solutions for a lot of PDEs

have been studied，t11e solVing process has each sl(ill respectiVely，thlls

there still have many PDEs whose exact solutiOns are uIlable tO be

obtained．For mis reason，sometimes we don’t solve the equations，but

researCh about prop瞰ies for their s01utions accoding to equation itself

directly．
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Generally’a nonlinear PDEs is said to be co瑚【pletely integrable if it

can be solved by the Inverse sca_ttering t啪sfomation(IST)method．The
completely integrable equations oRen have rem酞able propenies，such as

the Painlev6 properW，Bacl(1und仃ansfomation，Darboux tra咀sfo眦atiOns
and a LaX pair a11d so on．But there is no systematic way to detennlne

whether a PDE can be s01ved by the IST method．The WTC algorithm

which was proposed by Wreiss，Tabor and Camevale in 1 983，can ex锄ine
a PDE(group)wrhether has PainleV6 property．If a PDE(group)pass

Painlev6 test，it will satis母the essential condition of completely

integrable； o咖ise，the PDE(group)is not completely integrable．

T11ere are some methods for solving noIllinear PDES，shch as hom—

egeneous balancing method、1klll mnction method、Backlund transfo-

mlation、Inverse scattering method、Dafboux transformation、Hirota

bilinear method、simil撕tv reduction eta．Base on Division Theorem and

Hilbert—Nullstellensatz Theorem，Z．S．Feng proposed a new approaCh for

stIlding the compound Bu玛ers-l甜V equation iIl 2002，which is Cu饿Intly

called the first inte擘rml method and becoming an effective method f．0r sol·

ving some nonlinear PDES．

According to the above theory and methods，two a5pects work扣．e

completed in this p印er．Firstly，the Painlev6 test is proposed for me

v撕able coe伍ciem combined KdV equation with forCedt锄，and the

conclusion that t：he variable coefjcicient combined KdV equation with

forcedtem own Painlev6 proper哆when satis母a certain constraint

conditions is drawed．as wen aS auto．B犯klund transformations for the

variable coemcient combined KdV equation with forCedteml are obtained．

Secondly，applying the first integral method，exaCt s01utions for a l(ind of

reaction dif如sion equations are gained．The achievement about t11is paper

includes：the paper“Exact solutions for me HBK system’’which based on

the second pan is aCc印ted by“Joumal of scienCe and teclmology，’．

1@Y WORDS： Painlev6 proper哆，

KP equation， first integral method，

solitary waVe solutions
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第一章绪论

1．1非线性方程的发展概述

近几十年来，非线性科学得到了迅速的发展，现在人们己经普遍认识到非线

性科学是处于自然科学前沿的学科，它作为一门研究非线性现象共性的交叉学

科，被誉为20世纪继相对论、量子力学之后的又一次“科学革命一。非线性科学

也是人类认识自然的一次飞跃，它正在改变着人们对传统学科的划分和科学研究

的方法。其实非线性问题在数学、物理和力学中早已存在，但从前的人们只是对

具体问题采取新颖的技巧或特殊的算法个别地解决，没有认识到它们之间的内在

联系，不能用解析方法一般地处理。20世60年代以后，由于计算机的广泛应用

和由此发展起来的“计算物理”和“实验数学’’方法的利用，一方面，人们从研

究可积系统无穷多自由度的非线性偏微分方程的过程中，在浅水波方程里发现了

“孤立子一，并得出了一套求解一大类非线性偏微分方程的逆散射法；另一方面，

从一些看起来不甚复杂的不可积系统的研究中，发现了确定性动力系统中存在着

对初值极为敏感的混沌运动。在现实世界中，能解的、有序的线性系统才是少见

的例外，非线性才是大自然的普遍特性。线性系统其实只是对少数简单非线性系

统的一种理论近似，非线性才是世界的魂魄，而且正是非线性才构成了现实世界

的无限多样性、曲折性、突变性和演化性。这样，就逐渐形成了贯穿物理学、力

学、数学、天文学、生物学、生命科学、空间科学、气象科学和环境科学等广泛

领域，揭示非线性系统的共性，探讨复杂性现象朴实方法的新的科学领域J非
线性科学一。随着人们认识的不断深入，非线性科学这门新兴学科所包含的内容

也在不断地充实和变化着。

80年代初，美国著名的L0s A1锄os国家实验室(以造出第一颗原子弹著称于

世)率先成立了非线性科学中心。它的负责人D．CaIllpbdl在80年代中期将非线

性科学要研究的问题归结为：(1)孤立子和逆序结构；(2)混沌和分形；(3)斑图

(patt锄)的形成。

为研究上述各种非线性问题，人们往往借助于它们的数学模型——非线性方

程来研究，由于非线性方程中一般含有时间项，于是将含时间项的非线性方程称

7



北京邮电大学硕士研究生学位论文

为非线性演化方程(n0Illinear evol确on eq_uationS)或非线性发展方程。

1．2孤立子理论产生的历史背景及其发展状况

上世纪60年代中期以来，非线性科学的研究有了惊人的进展并且越来越引

起人们的广泛重视。孤立子理论是非线性科学中的一个重要研究分支就是在那个

时候发展起来的，孤立子理论得到迅速发展的原因是孤子现象无所不在。从天上

涡旋星系的密度波、海上的冲击波、等离子体0laSma)、分子系统、生物系统、

光纤中光的传播、激光传播、非线性传输线、超流氮．3、超导Josephson结、磁

学、结构相变、液晶、流体力学以及基本粒子(elementa叫paIticle)等，都与孤立

子有关。孤立子理论自1965年由ZablIsky和}hskal将他们发现的孤立波命名

为孤立子(soliton，简称孤子)以后，得到了迅猛的发展。其发展大致分为三个阶

段：

阶段一

这个阶段始于十九世纪三、四十年代。最早讨论孤立子问题的是英国科学家，

造船工程师J．S．R鹏sell⋯，他于1844年9月在英国科学促进协会第14次会议上

作了《论波动》的报告。报告中讲述了1834年8月，他在运河里发现了一个波

形不变的单个凸起的水团，这个水团运动一二英里之后在河流拐弯处消失了。他

以物理学家的敏锐注意到这个现象绝非一般水波，因为在一般情况下，人们所观

察到的水波总是由一串具有周期特点的波列组成的，数学上可由一个波动方程描

述，其解是周期性的波列。Russell把这种始终保持在水面上，向前平移的孤立

水峰叫做“孤立波’’(s01itary wave)。R郴sell认识到孤立波是具关键性质的新现

象，对当时的数学家未能从流体力学运动方程出发预言这种现象提出了意见，他

请求当时的数学家至少在事后能给现象以理论证明。但遗憾的是，由于受当时科

学水平的限制，在他有生之年(1 882年逝世)，还无法从理论上对R鹏sell在1 834

年观察到的孤立波现象给以圆满的解释。

1895年，即R吣sdl发现孤立波现象的60年之后，在瑞典Amsterd锄大学

数学教授Korteweg指导下，他的学生de．Vd器瞄。写了一篇博士论文，找到了一

种流体中单向波传播的数学模型，即著名的Kdv方程：
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塑+c(1+三兰)丝+，．蜜：o
研

‘

2 JIll毖 勿。

并给出了一个类似于Russell孤立波的解析解，才在理论上求得了与R吣sell观察一

致的形状不变的孤立波解。孤立波的存在才得到普遍承认。上述KdV方程中，”

是深为Jll的水道中水波离水平面的高度；在波动很小而波长很长时，c是水波的

速度(；和三阶微商项可忽略)。这个波速当然是与水深有关的波振幅的函数；
，l

最后一项是线性的，它描述波的色散，因为该项依赖于三阶微商而被称为三阶色

散；这表明波速还与波长有关。注意到此方程仅出现对时间的一阶微商项，在方

程中若只考虑波在单一方向上传播，则KdV方程可以简化。这种类型的波由于波

速与振幅成正比，振幅较大的波比振幅较小的波速度快，因而振幅较大的波可以

追上振幅较小的波，可能发生碰撞。然而这样的孤立波是否稳定，两个这样的孤

立波相遇且发生“碰撞"后能否保持形状和速度不变等问题，一直是科学家们感

兴趣而又无法证实的问题。孤立波在自然界中并不罕见。但上述现象的物理本质

当时引起了广泛的争论，长期未能得到正确的理论解释。

阶段二：

大致可划在1955．1975年。1955年，Fcnni， PaSta， ul锄(FPu)用计算机

进行了一维非线性晶格(1attice)在各个振动模之间的实验研究，发现在时间足够

长以后，能量似乎又回到了开始的分布。这与经典的理论是背道而驰的，即：任

何微弱的非线性作用，可导致系统由非平衡状态向平衡状态过渡。由于FPU问

题是在频域内考察的，因此未能发现孤立波解。后来，聊a研究了这种模式的
非线性振动，得到了孤立波解，从而表明了在流体力学以外的物理领域也出现孤

立波，同时也使FPU问题得到了正确的解答，从而激发起人们对孤立波的研究

兴趣。1962年，Perring和Sky册e将Sine-G0rd觚方程用于基本粒子研究；1965

年，Zabusky和lc乙mskal把KdV方程用于等离子体波的研究并用孤立子(Soliton)

来表示孤立波的粒子行为；1967年Ga∞血er，(胁1e，＆1lSkal和MiumNl(GGⅪ订)
发明了求解Kdv方程的逆散射方法，同年，McCall和Hall。作出了激光自感应

透明的孤子实验；1973年，SC0tt，Chu， McLaugmiIl发表综述文章，在电子、

光学界普及了孤子知识； 同年H嬲egawa和Tappen预言光纤孤子的存在；1975

年，KnlIllhansl和Sdlie毹r开始研究孤波的统计力学。

9
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阶段三

这个阶段大致从l 973年开始，主要工作是把孤子概念及理论广泛应用于物

理学、生物学、天文学等各个领域。1980年非线性效应专刊Physica D问世，同

时，开展了高维孤子、离散孤子和光纤中孤子的研究。

孤立子理论与数学的许多分支都有关系，经典分析和泛函分析，李群李代数，

近代微分几何，拓扑学，动力系统以及计算数学都对孤立子的研究有重要作用。

在数学领域内，孤立子理论提供了一个新的求解非线性偏微分方程的途径，发现

有这么一类方程，它们的某一特解都具有孤立了的特性，我们称这类方程为孤子

方程，它们的孤波解称为孤立子解。然而确切地说，虽然孤立子一词在广泛的范

围内被引用，但还没有一个确切的定义，因为它还在发展中，给它下严格的定义

比较困难，且为时过早。比较恰当的做法是把如下三点作为孤立子的工作定义，

即：

(1)孤立子(孤波)是波动问题中的一种能量有限局域解；

(2)能在空间给定区域稳定存在；

(3)相互作用不改变各自的特性。

虽然孤立子最初是源于KdV方程的孤立波，随着研究的深入发展，人们很

快发现，除l(dV方程外，许多具有物理意义的重要的非线性演化方程都具有孤

立子解。如Sine—Gordon方程‰=siIl“有扭状孤立子解；非线性Schr6dinger方

程以+“可+，．"”=o有包络孤立子解；其他如Bollssinesq方程，Hirota方程，

都有形式不同的孤立子解。孤立子是各种各样的，除上面说过的脉冲状或钟状的

孤立子，扭状孤立子，包络孤立子外，还有正孤立子，反孤立子，呼吸子，

b00mefo∞，仃觚ppoIls以及它们叠加形成的形形色色的孤立子。孤立子的重要表

现在于粒子性质，而不在于其形状。

1．3本文主要工作和结构安排

孤立子理论所涉及的内容已经成为当前国际国内科学工作者研究的热门问

题，也是非线性科学研究的一大重点问题，孤子理论中非线性孤子方程的求解问

题是这一领域中一个非常重要和非常有意义的问题。由于现在孤立子理论的研究

正在向更加深入，更加本质的方向发展，从单个方程向非线性耦合方程组发展，

10
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从常系数方程向变系数方程发展等，这样就使得孤子方程的求解问题变得更加困

难，因此改进已有的求解方法和提出新的基于符号计算软件的机械化算法就显得

尤为重要。

经过几十年的发展，出现了多种多样求非线性偏微分方程精确解尤其是孤子

解的方法，比较常见的解法包括：齐次平衡法、Tanh函数法、Backlund变换法、

反散射方法、Hirota双线性算子方法、Jacobi椭圆函数展开法、相似变换法、

Painlev6分析法‘8’14’15’26’271和首次积分法‘28一蚓等等。

本论文在已有理论和方法的基础上，借助于计算机符号计算系统Maple，完

成了以下工作：一、应用wTC算法对变系数KP方程作了Painlev6分析，得到了变

系数组合KP方程在满足一定约束条件的情况下具Painlev6性质的结论，同时也得

到了这个方程的自Backlund变换。二、应用首次积分法求解了HBK系统，得到了

一些新的精确解。三、应用tanh法求解了Ginzburg—Landau方程和Noyes—．Field

方程组，得到了一些新的精确解。

本文的主要成果有：以上述第二部分内容为基础的学术论文《HBK系统的

精确解》已发表在《中国科学技术学报》2006年第5期上。

另外在实习期间根据实习期的经验总结还发表了《Pl∞S撑11中有关S鼯sion

的研究与实现》发表期刊：《计算机安全》；《中间件的设备管理实现》接收期刊：

《计算机与现代化》；《CSP与PKCS撑11对象的存储讨论》接收期刊：《计算机应

用实践》。

本文的结构安排如下：第一章介绍了非线性科学的产生与发展以及孤立子理

论和当前解非线性偏微分方程的若干方法。介绍了一些关于这些学科的国内外学

者的研究成果：第二章介绍了求解非线性偏微分方程的主要和常用的方法；第三

章介绍了奇点的分类和PaillleV6性质以及、ⅣTC算法，并用、ⅣTC算法对变系数

组合KP方程作了Pailllev6分析；第四章介绍了首次积分算法，并应用首次积分

法求得了(2+1)维的HBK系统的精确解。第五章介绍了tallll算法，并应用ta|：lll

法求得了一类反应扩散方程的精确解，Noy髓．Filed方程组的形波解以及利用复

ta】[111方法求解Q渤urg-LaIld锄方程。
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2．1引言

第二章非线性偏微分方程的求解方法综述

在孤立子理论中，已有一系列方法用来求孤立子方程的精确解，如反散射法

(IST)【4司， Darbou)【变换法【刀、Hirota双线性法【8】， Pa瑚“6分析方法【9．111、LaX

对非线性方法【121、“e对称方法【13】以及齐次平衡法【14】等。这些方法的发现和应用，

使得大量的非线性偏微分方程得以成功求解。对非线性科学的发展和应用具有重

要意义。近年来，随着计算机的发展和符号运算系统如Maple和Mathematics的

出现，使复杂冗长的代数运算可以在计算机上完成，为非线性偏微分方程的求解

提供了新的方法和强有力的工具。而计算机绘图软件的应用，为研究孤立子方程

解的性质提供了更为直观的手段。

许多物理上的重要的非线性系统具有孤立子解这种事实，必定反映出了相当

普遍的非线性现象的一种特性。因此研究孤立子及其互相作用，不仅有助于弄清

物质在非线性作用下的运动规律，还直接推动物理学相关分支的发展方程的求解

方法与技巧的发展。如反散射方法的发现，就是由此推动而获得的突出成就之一。

总之，孤立子的非凡性质及其与数学描述有关的丰富的结构，它的深刻的物理根

源和正在开拓的广阔的应用领域，都向人们施展着愈来愈大的科学魅力。

孤立子理论是应用数学和数学物理的一个重要组成部分，研究内容和方法十

分丰富。近年来，国内外学者们以不同的风格和角度推动着这一理论的向前发展。

特别是近十几年来，随着数学物理及计算机科学的迅速发展，使得这个学科的发

展更为迅速，成果更为瞩目，在此，我们从几个基本方面加以综述。求解非线性

偏微分方程是古老而重要的问题，多年来，许多数学家和物理学家做了大量工作，

但由于微分方程的复杂性，已有的大量的重要方程无法求出精确解，即使能够求

得，也需要很多的技巧，尚无统一的方法。况且，具有物理意义的新解还有待于

进一步的构造和发现。值得庆幸的是经过数学家和物理学家们的不断努力，发现

了孤立子理论中蕴藏着一系列构造精确解的有效方法，如反散射方法，Da而oll】【

变换，B渊und变换，Hirota双线性法，分离变量法，齐次平衡法，Lie群方法，
TaIlll方法，等等。随着各种求解方法的出现。不但过去难于求解的方程得到解

12
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决，而且新的、具有重要物理意义的解不断被发现和应用，出现了一个层出不穷

的势头。

2．2反散射方法

自从G锄dIler， 觚％e， 枞al和Mium简称GGKM，发现可以用
Sch确dinger的反散射理论求解l<dV方程的初值问题以来，这种求解非线性偏

微分方程的方法发展很快，现在又成功地用于求解许多在应用中十分重要的的非

线性偏微分方程，它无疑是数学物理的重大发现【151。反散射方法，由于求解过

程类似于Fo谢er变换及逆变换，故又称为非线性F0llrier变换法。GC}l【M【16】利

用量子力学中Schr6dinger方程的特征值问题(正散射问题)及其反问题(反散射

问题)的关系，导出了KdV方程的初值问题的解简化为三个求解线性方程的问题，

结果得到了N孤子解。1968年L懿【12】将GGKM方法的上述思想加以扩充、提

高，提出了用反散射方法求解其他孤子方程的更一般的框架，并且指出用反散射

方法求解方程的前提是找到该方程的L胍表示(L强对)。 1972年zaldlarov和

Shabat【l刀利用k思想，本质地推广了这一方法，求解了高阶l洲方程，立方
Schr6dinger方程等，从而第一次用实例证明了反散射方法的更一般性。同年

l∞lSkal用它求解了Sille．Gordon方程、Wadati【18】引用类似的方法求解了mKdV

方程。1973年，Ablowitz，、Kaup、N％啊cll和SegI】鹏编了一个软件包，通过

反散射来求解大批方程的解。1975年，WabJpuis和Etiuibrook【19】提出了只有两

个独立变量的非线性偏微分方程的延拓方法。该方程的一个重要应用是借助了

“e代数，可以得到方程的线性表示(La】【表示)。这为用反散射求解方程提供了必

要条件。另外指出该方法与其他方法的关系，但是，利用W-E方法求解复杂。

利用陆启铿教授建立的非线性联络理论，郭汉英教授【20。23】简化了W也方法，完

整的建立了非线性方程延拓方法，更简单的获得了Lax对，代数结构和解的变换。

这个方法的关键取决于三个方面：

(1)首先给定一个特征值问题

却=五仍 (2—1)

其自共轭线性微分算子L是与方程孤立子解““f)有关的线性算子，矿=烈五f)称

为波函数。找到该特征值问题的正散射问题(如L是Schr6dinger算子时，给定位

势甜(石，f)，求厶=吨2，q(k)及波函数伊)及反散射问题(如给定散射数据而求位

13



北京邮电大学硕士研究生学位论文

势“(工，f))。

(2)再找一个合适的线性算子么，使得

够=却． (2—2)

当l纠专oo时的渐近态，可确定散射数据随数据时间f的发展规律。

(3)设特征值名与t无关，称为谱不变(isospec姗)，即
五=o， (2—3)

由此可推出

厶伊+己纪=厶妒+三却=以驴+名仍=五么伊=4三伊 (2-4)

因此得到

厶=儿一“=【4，三】． (2—5)

记号[A，L】=ALLA称为交换子。上述算子方程叫做LaX方程。算子A，L称为

L觚对。正确选择A，L，使L双方程与非线性偏微分方程等价，则其非线性偏

微分方程的初值问题可用IST方法求解。

解法的步骤如下：

第一步，对初值u(x，O)的特征问题(2—1)进行处理，找到t=O时的散射数据；

第二步，利用(2—2)及l卅专∞时的渐近态，可确定散射数据随时间t的发展规
律。

第三步，利用L在时刻t的散射数据，决定u(x，t)。

这种思想是很简练，但是A，L如何找，却很难。

2．3 B蕴ckIund变换和Darboux变换

1886年，瑞典几何学冢Bacl【lund在研究复常数曲面时，得到了Sine-Gordon

方程的有趣的性质。

设H和玎’是Sine—Gordon方程％=sinⅣ的两个解，它们之间有如下的关系：

唾=唯聊sin(字H=一％+丢sin(孚)． (2-6)

这就是SiIle．Gordon方程的B蕴cl【lund变换。该变换给出了从SiIle．Cordon方程

的一个解得到另一个解的方法【24】，另外得到了一个非线性叠加公式：

铲4arctan(糌tan(孚”坶 (2-7)

在今天看来，这个公式在非线性理论中具有重要作用，但在当时，由于没有
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得到广泛的应用，而被冷落了近百年。直到20世纪60年代，由于非线性光学，

晶体位错等许多领域的研究都与Sine．Gordon方程有关。这时Bacl(1und变换重

新引起了人们的注意，并成为找到多个孤子的重要手段，尤其令人瞩目的是，

Backlund变换的存在，可交换性定理和非线性叠加公式等事项不是SiIle．C沁rdon

方程所专有的。1973年，W枷quist和Estabrook发现l∽方程【25J
l‘+6阳叱+哆戚=O· (2·8)

∞

也具有Backlulld变换，令w：f甜奴，它满足

M+3岷2+％=O．
做方程组

(2—9)

≥三乏乏二∑嚣02。以+峨以帕． ㈣
叫=一嵋+(’．，一w’)(wo—w’。)一2(以+峨以+w?)．

容易验证，当u满足KdV方程，方程(2-lo)完全可积，其解w’的导数H．_以也

是(2—8)的解。不仅如此，对KdV方程也有类似的可交换性定理，其非线性叠加

公式为：

岖二心糕· (2-11)

1976年W如lquiSt和Estab00k提出了非线性方程的B冱ckllHld变换的延拓性，把

B五cl(1und变换，守恒律，反散射变换统一在一个新概念中——拟位势中。1983

年，Wdss，Taboi和CanlVal【26】推广了常微分方程的Pailllev6可积的判定方法。

提出了偏微分方程的Pailllev6可积的判定方法，并用其来获得可积方程的

B渊ulld变换，以及D棚变换。
在一百多年前达布(J．G．D曲ouX)就发现，薛定愕方程

九+彬=A≯． (2—12)

在达布变换

≯=丸+叨，即=搿一2吒=口+20n，(x，乃))。，(2-13)

卵揣”矽w· (2-14)

15
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下是不变的。即≯满足与(2．12)形式相同的方程

≯．。+(Ⅳ)≯=五(矽)． (2·15)

可以通过微分运算来获得非线性方程的新解和Lax对相应的解，有时人们将

Darbou)【变换也称为B菇cklulld变换，或者称为求Bacl【11111d变换的DarbouX方法。

1975年，Wadati等人将Darboux变换推广到I斌dv和Sinc．Gordon方程【271。1986

年，中科院院士谷超豪等人将Darbou】【变换推广到Kdv族，ANKS族及(1+2)维

高维方程组，并且将Darboux变换应用到微分几何中的曲面论和调和映照中。叠

加公式则给出了解之间的代数运算，可由已知解求得新解。

目前，Baddund变换已成为研究非线性方程的有力工具。特别，关于有限维

可积系统的B萏ddund变换又引起了人们的广泛重视。我国数学家曾云波教授作

了许多的研究工作【28】’王明亮教授和李志斌教授提出了求B诎lund变换的有效而

简便的方法。范恩贵教授发展了这一工作，阎振亚博士等也作了许多工作。

2．4基于符号计算的一种统一的代数方法

范恩贵教授发展了一种基于符号计算的统一的代数方法【29】，可用于构造各

种行波解，包括孤子解、有理解、三角函数周期解、WderS懈s和Jacobi椭圆函
数双周期解。

对于给定的非线性偏微分方程

尸I(“，“，，“f，“嚣，“对，“村)=O， (2—16)

用下列一阶微分方程代替黜ccati方程(2．8)

矽’=占 (2-17)

其中s=±1，，为一正整数，co，cl'．一，c，为待定常数。与Ta|1ll方法或广义Tanh

方法不同，这种方法涉及两个平衡数，l和，，在一般情况下，平衡最高阶导数项

和非线性项将给出以和，．之间的一种关系。例如，对MK(Ⅳ方程

坼+砧2材j+“麒=O，

我们得到

，．=2(刀+1) (2·18)

显然，任给一个刀我们可得到一个，．，从而导致一种假设。如在(2．18)式中取拧=1，
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口J得剑，=4，凼此我们司寻找Ml殂V方程如F形式的解

“=口。+口。伊，伊’=s√：了j=_：Xi：I乏；了_=_：i；丽
我们看到，．随着疗的增大而增大，方程(2一16)的行波解依赖于方程(2．17)的可

解性，其系数满足关于d，q，勺的某一代数方程组。刀和，．越大，所得到的解越一

般，但随着刀和，的增大，求解这种方程将变得越来越复杂。目前我们仅考虑一

种有趣的情形，=4，即

缈7=占厄i而五万面鬲歹 (2-19)

方程(2．19)在不同情况下，具有如下各类行波解：

(i)当c3=co=cl时，方程(2-19)具有钟状孤子解、三角函数和有理函数解

矿2 J-詈sec^嘛)，乞>0’q<。， (2-2。)

伊2 J-詈sec嘛)，乞<o，c．>。， (2-2-)

伊：一_7与，c2：o，c4>o (2．22)伊一丽’乞2 o，q>o (2。22)

(ii)当c3 2
c-2 o，co。若时，方程(2-19)具有扭状孤子解、三角函数和有理

函数解

缈=压蛐(序)，
伊=压伽㈣，

c2<o'c4>0， (2-23)

c2>o'c4>0，

缈：一车之，c2：o，c4>o缈一而’c2 2 0’q>o

(iii)当c3=cl=O时，方程(2-19)具有三种Jacobi椭圆函数解

9=

缈2

(羼)一嚣等一。，
际拧(隔]’

17

co=杂备，删，铲丽i可’邰0’

(2-24)

(2·25)

(2—26)

(2·27)
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缈=厮(辱]一器一。陋28，
当珑一1时，周期解(2．26)退化为钟状孤子解(2—27)，周期解(2．27)退化为扭状孤

子解(2．28)。

(iv)当q=c0=c。=O时，方程(2—19)具有如下钟状孤子解、三角函数周期解

和有理解

一≯㈣，cz地 陋29，

一科字孝卜。， p3。，

炉孛一划 (2。1)

(v)当c4=O，c3>O时，方程(2-19)具有Wders仃舔s椭圆函数解

伊q知砧，]， 弘32，

其中92=一4cl|c，，93=一4cq|c3 o

与T锄h或推广的Tallll函数法相比，这里提出方法的关键是用方程(2．19)的

解代替Tallll函数。当c1=c3=o'co=l，c2=一2，c4=l时，方程(2—19)具有解

tanh孝，此时这种方法退化为TaIlll函数法，即T锄h函数法仅为上述方法的一个

特殊情况(2-28)。当cl=c3=0'co=62，c2=26，c4=l时，方程(2-19)退化为砌ccati

2．5 Pa i n I ev6检验

给定一个孤子方程，是否可用反散射方法求解是孤子理论中的一个基本而尚

未解决的问题。用反散射法求解方程的初值问题是寻找该方程的LaX对。但是拥

有La】【对的方程不一定可用反散射方法来求解。1978年，Ablowitz，Seg盯和R锄觚

发现对可以用反散射方法求解的孤子方程来说，其经过相似约化方法得到的所有

常微分方程都具有Paimev6性质。因此他们给出一个猜想——·Pa“ev6猜想：

一个完全可积的偏微分方程的每一个相似约化的常微分方程具有Pailllev6性质。

这个猜测提供了证明一个PDE是否完全可积的必要条件。1993年，W|eiss，1曲or
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和c锄evale【26】引入了PDE的Pailllev6性质(或称Paillle、，6 PDE检验)的概念，并

且提出一个与Ablow沱【蚓用于判定ODE的P砌ev6性质类似的方法。利用PDE

的Painlev6检验可导出LaX对和B鑫cklund变换。1984年，W西ss又推广了P枷ev6

PDE检验的范围，引人了条件Painlev6性质的概念，1982年，Kmskal等人引入

了奇异流形上的函数(不妨设为两个变量)，其中一个变量为线性关系，即

(x，f)=x+矽(f)，这大大简化了计算的复杂性。

2．6双线性方法、齐次平衡法

1971年Hiro“3l】提出一种获得孤子解的简单而直接的方法，在这个方法中，

Hirota引入两个函数的双线性导数概念，通过位势“的变换，孤子方程就可以化

为双线性导数方程，将扰动展开式代入到方程中，在一定条件下该展开式可以截

断，并可得到线性指数函数形式的单孤子解，双孤子解和三孤子解等具体表达式，

由此猜测出N孤子解的一般表达式。此表达式可利用数学归纳法验证其成立【321，

但过程比较复杂。H谳a方法所引入的位势“的变换，往往以反散射变换的结果

为基础或者以Pailllev6截断展开得到的结果为基础，但两者相比而言，后者要比

前者更为简单和直接。

由于H的ta双线性方法以双线性导数为工具，且仅与求解方程有关，而不依

赖于方程的谱问题或LaX对，具有简洁、直观的鲜明特点，已从最初求解KdV

方程、MKdV方程、Sinc．G鲫don方程等的多孤子解发展成为一种可以求解一大

批非线性偏微分方程多孤子解的十分普遍的方法。其使用范围几乎涵盖了所有反

散射变换的方程；Hirota等考虑了带有损耗和非均匀项的Kdv方程，得到其多

孤子解；陈登远教授、张大军博士和邓淑芳博士考虑了具有自容源的发展方程；

而且借助于Maple等工具软件，双线性方法还可推广到方程族情形和一系列较复

杂的离散、半离散的链孤子系统。这一方法的不足之处在于只能求解单一的方程；

而且其对N一孤子解表达式的猜测难以给出令人满意的证明。

许多学者一直致力于双线性方法的各种推广应用，使其有了进一步的发展和

拓宽。如oislli推得了孤子与波纹的碰撞解；而Nal【锄ura利用双线性B茜cl【luIld

变换导出了衰减模式解(ripplon)以及周期解；H沛ta， Ito求得了孤子的共振解

‘26】；Jawo瞄【i和zagrodzinSki得到了弱代数局域化解(positon， negaton)，这种
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解不同于传统的指数衰减形式且表现出奇异性的特征；陈登远教授、张大军博士、

邓淑芳博士等又直接推广了双线性方法，构造出了许多孤子方程新的一类具奇性

的精确解；张解放等对破碎孤子方程进行了讨论。通过对已知的双线性Backlund

变换进行适当的修正，导出了一些孤子方程也具类似奇性的一类精确解。在2+1

维可积模型的求解中，双线性方法除了可以构造类同于1+l维情形的线孤子外，

还可构造出比1+1维方程更为丰富的精确解，Sats啪a， Ablowitz和胡星标，

MatSuno都以双线性方法为基础，分别用不同的手段求得KP方程的块解(1ump)，

这种解在各个方向以代数方式衰减，而不是通常的指数方式衰减；Hietainta和

H衲ta构造出DS方程的dro]【Ilion解，即在所有方向都呈指数衰减的一类相干结

构，变称为“曲ost"孤子；Gilson则得到DS方程仅在一个方向趋于非零值，而

其它方向都呈指数方式衰减的介于线孤子和dromion孤子之间的中间态，solitofr

解；Chow不仅在DS方程上得到，而且在其它的孤子方程中也得到这种形式和

其它更为丰富的精确解。上述事实说明，通过双线性方法可求得孤子方程丰富的

精确解类型并且适用于很广泛的范围。此外，利用规范不变性还可将双线性推广

到三线性甚至多线性。

1995年，王明亮教授等人提出了齐次平衡法，并用这个方法求解了很多非

线性偏微分方程。1998年范恩贵教授将这一方法给以充分的发展。

齐次平衡原则的基本思想和步骤：

给定一个非线性偏微分方程

P(“，略，咋，％，‰，％，⋯)=0， (2—33)

这里尸是其变元的多项式，其中包含“(x，f)的非线性项和它的各阶导数项。

函数缈=妒O，f)称为(2—33)的拟解， 当且仅当存在一个单变元函数

厂=／(缈)， 使厂(伊)为关于工，f的一些偏导数的适当的线性组合，即

比力=鬻+厂(卅一些关瑚纠札f的低于
胁+以阶偏导数的适当的线性组合， (2—34)

或者将上式改写为

”“f)=厂‘辨+“’(妒)秽∥+缈(工，f)的各阶导数的
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一个多项式(不管厂(妒)及其各阶导数)， (2—35)

实际上(2—34)和(2—35)都是方程(2—33)的解。这里厂=／(矽)，缈=烈x，f)和

非负整数朋，刀为待定函数或常数。

用齐次平衡方法求解非线性偏微分方程主要包含四步：

第一步，利用(2—34)，(2—35)平衡(2—33)中的最高阶非线性项及最高阶导

数项， 确定出平衡阶数聊，以；

第二步， 确定是否存在表达式(2—34)，(2—35)中的单变元函数／=／(力；

第三步， 确定是否存在拟解伊=认五f)和(2—34)中的线性组合系数； 这一

步通常是选择适当的系数来使得(2—33)的拟解存在；

第四步， 如果前三步的解答是肯定的， 那么将结果代入(2—34)或(2—35)

经过一些计算， 就得到(2—33)的精确解。

到目前为止， 齐次平衡方法主要的应用都还是限于平衡阶数所，疗为非负整

数的情形。然而实际上出现的方程也有平衡阶数为负数和分数的情形。

2．7行波法

求行波解是一种求解非线性偏微分方程的重要途径。它首先作变量代换，将

非线性偏微分方程转化为常微分方程，然后求解所得到的常微分方程，即可得行

波解。这种解法简洁明快，而且得到的解析解，主要是孤立波解，体现了非线性

波的重要性质。

对于给定的非线性方程

，I“，‰，”，，“。，“村，“盯)=O，(2-36)

求其行波解的步骤如下：

第一步，设u=ug) 善=x一口 (2—37)

第二步，将(2-37)代入(2-36)，将(2-36)化成以u为函数，孝为自变量的常微

分方程。

第三步，解得到的常微分方程

第四步，再还原变量

在整个求解过程中，第三步是关键，也是难点。求出来的行波解的类型很多，

2l
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常见的有孤立波解，椭圆函数解，双曲函数解，呼吸子解，三角函数解，多项式

解等。

2．8相似约化法

虽然迄今为止已经出现多种求解非线性偏微分方程的方法，但是直接寻找偏

微分方程的解依然是一件困难的事。由于常微分方程的求解相对简单，并且对常

微分方程的研究相对深入一些，因此，如果能够将偏微分方程化为常微分方程，

通过常微分方程的解来得到偏微分方程的解，也不失为一个好的途径。

对非线性偏微分方程进行相似约化是达到这一目的的重要手段之一。目前存

在很多有效的约化偏微分方程的方法，其中最常用的三种方法为：1)Lie的经典

无穷小变换法；2)Bh】Ill孤和Cole的非经典无穷小变换法；3)Clarkson和l白Jskal

的CK直接法。

十九世纪末，挪威数学家sophlls Lie开创了微分方程连续对称群理论的研

究。现在，对称这一概念已经在数学和物理的研究与发展中起着关键的作用。

Lie群与Lie代数理论已经被应用到数学的许多领域，如微分几何、代数拓扑、

分岔理论等。Lie的思想对经典力学、量子力学和其他应用领域得到的微分方程

的研究产生了重要的影响。

“e对称的思想和原理在数学物理的研究中扮演着一个非常重要的角色。在

一定的变换作用下，可以使用微分方程的这些对称去构造或寻找微分方程的精确

解。Lie对称的分析方法提供了获得微分方程的精确解或相似解的一种系统和精

确的途径。此外，通过Lie对称技巧获得的群不变解可以对物理模型本身进行解

释，同时这些精确解也可用于检验数值计算结果的正确性和精确度。

2．8．1经典无穷小变换法

对于非线性偏微分方程

日(x，f，“，蚝，“f，“就，“对，“撑，⋯)=0， (2-38)

作变换

“’=“’(工，f，“)，x’=x’(x，f，“)，，=f’(x，毛“)，(2-39)

如果”="(x，f)为非线性偏微分方程(2．38)的解，将变换(2-39)代入方程(2—38)，得

到
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HG’，f’，甜’，“：．，彬，“0，”：”彬一⋯)=o， (2．40)

即”’=“’G’，f’)也是方程(2．38)的解，则称非线性偏微分方程(2．38)在变换(2-39)下
不变，把(2．39)称为(2．38)的不变变换。

对于经典无穷小变换， 也称为单参数s的李变换群【24】

”’=“+占，7(石，f，“)+D(s2)

x7=x+《(x，f，“)+D(占2) (2-41)

f’=f+盯(而f，“)+D(s2)

由于

∥三：：Z笛嚣答茹j『‘ c2蚴
=“+“，(《)+"f(sr)+D(占2)

、 。

即

材’=甜+g(“，孝+“ff)+D(占2)， (2-43)

将(2-43)式与(2-41)的第一式相比较，可得

善尝竹詈邓 (2_44)
7苏 a

。 、 7

(2—44)式称为非线性偏微分方程(2-38)的不变曲面条件或不变变换条件。它是关于

“的一阶拟线性偏微分方程，其特征方程为

拿：堕：塑 (2_45)一=一=一 I Z蝉)-

如果我们已经求得孝，f，77，由害：堕解得厂(x，f)：Cl，由尘：坐解得
C f f ，7

g(五f，“)：C'，其中Cl，C为常数。令厂(而f)：z，g(五f，“)：矿(z)，即有

y(z)=g(x，f，“)，z=厂(工，f)，

其中z，y(z)称为相似变量，(246)式称为相似变换。若已知矿(z)，则可以从

g(x，f，“)=y(z)中解出“(z，f)，称“(工，f)为相似解。求矿(z)的方法就是将(2-46)

代入非线性偏微分方程(2．38)中，一般可得到一个关于矿(z)的常微分方程，解此

常微分方程可求得y(z)，进而可求得非线性偏微分方程(2．38)的相似解。所以，

求非线性偏微分方程(2．38)的相似解的关键在于求孝，L刁，下面介绍如何求

善，f，刁。

第一步：求x，f与x’，f’之间的导数关系。由
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I x’=工+蜀芋(x，f，“)+D(92)

【f’=f+盯(x，f，“)+D(占2)

等式两端分别对x’求导，得

(2_47)

Dp2)

(2·48)

D(占2)

将(2-48)看成关于笔和兰的方程组，整理后由克莱姆法则解得
O％’O％

妻2雨嚣警尝警丽 ㈣
锄’ l+占(六+色“，+ff+f。％)+D(占2)

、 7

利用几何级数—L
1+x

妻=【1+

=l—z+工2⋯·，l卅<l，将上式的分母展开，得

占(ft+f”q)1·【l—s(六+乞材，+fr+f”％)】+o(s2)
(2．50)

=l一占(缶+己”，)+D(s2)

同理可得

鲁：一g(。+毛u+D(s2) (2-51)瓦2一g(f工+f-“菩)+D(s2) (2-51)

类似的，(2-47)的两端分别对，求导，得到

由于不变变换条件孝罢+r譬：，7是关于“的一阶拟线性偏微分方程，故可令
Ox ot

色=f。=O，‰=o，将其代入(2—50)～(2．52)，可得

妻-1一《+D(，)，
{≥：一钌工+D(s2)， (2．53)葫一钌工+u【s‘)’ (2。53)

笔=一瑶+D(占：)，万一蹈+D(占‘)’

嘉=1嘶，+0(，)
第二步：求“’(z’，f’)矶’，f’的各阶导数。
弃隶一阶导麴．由
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“’=“+g刁+D(F2)，

日]得

锄’ 锄’锄 抛’西
一=一一+一一良7 缸苏7 西缸’

却+哦妻m+研)f昙删一O％C拓‘

2("名+g仉+研。“，)(1一日炙)+(“，+研7f+￡仉％)(一盯，)+D(占2)

=畋+gh+(仇一最)呶一L坼】+D(占2)

记器=”叫。+D(n，其中
班1’=仉+(仉一六)蚝一L％

称为虬的一阶无穷小。同理可得筹=虬+占彬。+D(s2)，其中
功1)=仉+(巩一0)％一磊蚝

称为坼的一阶无穷小。

再求二阶导数

崭=昙(筹)=昙o，+蹦”)+。c即
=扣+占班1))·妻+知+磁’)·刍+D(咖
=[％+s昙纽))]川一嚷，+[％+占昙似))]×c一亿，+。cn但．5乃
2‰+爿昙瓴")一六％一L‰I+D(占2)

兵甲

磋k昙似’)一六％一L％
=丢[巩+(仉一只)略一L坼卜炙lk—ql白 (2．58)

2％+(2‰一欠)”，一k屿++(仉一2六)“盯一2L‰

同理，可以习之蚶(堋彬的二阶导数，筹氆+研’+∥)，其中
砖’=巩+(2刁舶一％)“，一磊”，+(仉～2f，)”打一2缶“对， (2．59)

4

5

6

5

5

5

．

-

-

2

2

2
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以及崭巩+研"∞2)，其中
矽：’=钆+(77期一f对)“，+(‰一厶)“，一f，“打+(刁。一磊一t)“Ⅺ一缶“曩(2—60)

第三步：将上面求出的“’(x’，f’)对x’，，的各阶偏导数代入方程(2．40)，再利用

方程(2-38)，可以得到一组关于孝，f，叩的偏微分方程，从而求出孝，f，77。

从上面的过程可以看出一阶、二阶导数的无穷小推导的过程很复杂，一般情

况下，我们可以根据非线性偏微分方程自身所含有的偏导数项来确定需要求的无

穷小项。

2．8．2非经典无穷小变换法

上一节我们讨论了非线性偏微分方程日(x，f，“，略，％，‰，“对，‰，⋯)=O的单

参数占的李变换群

“’=”+s刁(x，f，“)+D(s2)

x’=工+嘭(工，f，“)+D(占2) (2．61)

，=f+盯(x，f，“)+D(占2)

并得到了非线性偏微分方程的不变变换条件

，抛 all

亏瓦+f瓦5即，

这是关于Ⅳ∽f)的一阶拟线性偏微分方程，其特征方程为

dx dt du

考 t q

(2—62)

(2-63)

由于上式中孝，f，刁只有两个是独立的，可以令f=l，则得到非经典无穷小变换，

此时新的不变变换条件和特征方程为

“．：，7一氨，，坐=坐：坐 (2．64)“I 2，7一弘，，—7=—■2—— 【2‘64)
5 l 77

非经典无穷小变换的关键也是求善，吁，方法同经典无穷小变换类似，但是要注意

用新的不变变换条件“，=刀一白。。

事实上，非经典无穷小变换方法同经典无穷小变换方法相比计算量更大、更

复杂。因为经典无穷小变换方法中关于善，f，刁的超定方程是一个线性系统，而非

经典无穷小变换方法中的超定方程是一个非线性系统，同时新的不变变换条件的

代入使很多独立的项不再独立。但它有可能求出新的不同于经典无穷小变换方法

的相似变换和相似解。
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2．8．3俅直接法

经典无穷小变换方法和非经典无穷小变换方法都用到了Lie群的思想，并且

只能得到非线性偏微分方程的部分相似约化，1989年，Pe衙A．Clarkson和M枷n
D．鼬uskal首次提出了“CK直接法’’， 并用于研究Bollssinesq方程【341和修正的

BouSsinesq方程【35】， 得到了一些用经典无穷小和非经典无穷小约化方法得不到

的新的相似解。 CK直接方法的主要特点是避免了复杂的群论分析，不涉及群

论的思想，可推广应用到高维的情形，而且可能得到更多的相似约化。 这种方

法被广泛应用在各种非线性偏微分方程上【20】，如：Bq方程、n1Bq方程、SRLw

方程、MBBM方程等。

下面我们来简单介绍一下CK直接方法。

在前面介绍经典无穷小约化时已经给出了相似变换的定义，设函数“kf)是
偏微分方程(PDE)心)=o的解，作变换

工哼∥，f专f’，“_矿， (2-65)

使“’G’，f’)也是PDEm)=o的解，即

确’p，f’))=o

当(2—65)为单参数“e群变换时，可以得到从而f，“kf)到x’，，，越’G’，f’)的不变变
换条件

f塞竹詈=，7 (2．66)亡——+f——=刀 lZ-OOl
。缸 a

’ 、 7

将(2—65)代入到(2—66)可以确定孝G，f，材l rG，f，“)l 77G，f，“)，从而由(2．66)的特征方
程

dx dt 她

善 r 刁

确定出相似变量和相似变换。

由警=譬解得／kf)=Cl， 令厂kf)=z， 从中反解出石=JIi(z，f)，由

dt 函l

解得ukf，Jll(z，fl“)=G，这时相似解可以表示为

“(工，f)=U(工，f，Hz(工，f)))(2-67)

基于这一点，我们可以直接寻求PDE P0)=o的形如(2．67)的解。将(2．67)代入
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确)=o，可以得到“z)满足的一个常微分方程(oDE)，这是PDE的一个一般的
相似约化。

CK直接法的基本思路是寻找给定偏微分方程的最一般形式的相似约化

“(x，f)=U(x，厶以z(z，f))) (2—68)

将这个变换代入偏微分方程，要求结果是关于“z)的常微分方程，将限制条件

附加到U及其导数上以便解出仉事实上，容易证明，对于大多数偏微分方程，

可以采用下面的特殊形式

“(x，f)=cz(工，f)+∥(x，f)w(z(x，f))(2-69)

其中口(x，f)，∥(x，f)，z(x，f)都是待定函数。
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3．1引言

第三章Pa i n I ev6检测与WTC方法及其应用

给定一个非线性偏微分方程，是否可用反散射方法求解是孤立子理论中的一

个基本而尚未解决的问题。用反散射法求解方程的初值问题是寻找该方程的LaX

对，但是拥有La】【对的方程不一定可用反散射方法来求解。1978年，著名的孤

立子问题专家Ablowitz， R锄aIli和Seg一9】(简称ARS)研究发现，对可以用
反散射方法求解的非线性偏微分方程来说，其用精确约化方法得到所有常微分方

程都具有PainleV6性质，因此他们给出一个猜想—．Pailllev6猜想：一个完全可积

的偏微分方程的每一个相似约化得到的常微分方程都具有P撕lllev6性质。这个猜

想提供了一个证明PDE是否完全可积的必要条件。在1983年，W葫ss，1’abor和

C锄evale(简称、ⅣTC)将常微分方程的Pailllev6判定方法推广到偏微分方程的
可积性问题，提出了PaillleV6 PDE实验，它可以直接应用于给定的偏微分方程而

无需约化为常微分方程【10J。利用PDE的Pailllev6检验可以导出La】【对和Ba出und

变换。1984年，wdss又推广了Pailllev6 PDE检验的范围，引入了条件Pailll“6

性质的概念。1982年，Kmskal等人引入了奇异流形上的函数(不妨设为两个变

量)，其中一个变量为线性关系，即矿【工，"2工+y㈣，这大大简化了计算的复杂

性。一般来讲，Pailllev6 ODE(或PDE)检验不研究负共轭点的性质。1991年，

JiIIlbo，Fordy和Pick舒ng研究了负共轭点的重要意义，并且指出Chazy方程具

有负共轭点【_l，叫，_jJ。曾云波教授【33】改进了Pailllev6截断展开，导出了T0de

方程的B独lund变换，给出了从给定具有PaillleV6性质的方程出发构造具有
Pailllev6性质的一族方程的一般方法。

3．2 PainIev6奇性分析原理

对于n阶线性常微分方程：

箬州z)箬+．．啡)知∽删． (3-。)

设曰(功是解析的，那么方程(3．1)的解具有一些基本性质，如它的解满足叠

加原理，这个原理将齐次和非齐次方程的解联系起来。线性方程的解的奇点由
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其系数完全决定，除此以外，在其它位置不具有奇性。对于给定的线性方程，

由于这类奇点的位置与初值条件和边界条件无关，故将其称为“固定奇点"。

但在非线性方程的研究中，以上线性方程的解的性质不再成立即解的叠加原理

不再成立。由于非线性方程的解的奇点不仅与系数有关，而且与初值有关，所

以，对于非线性方程可能具有“固定奇点"和“流动奇点’’两种奇点。

定义2．1：除极点以外的奇点称为临界点，它包括代数奇点、对数奇点及

本性奇点。

19世纪末，数学家按奇性类型不同，对常微分方程进行了分类，1884年，

立：F(x．们
Fuch证明了，对于一阶方程出 一～(其中F为“的有理函数且对x局部解

析)，没有流动临界点的最一般的情形是硒ccati方程

竿=口l(z)+口2(z皿+吃(z)“2
口z

． (3-2)

随后，P削eV6研究了如下的二阶常微分方程
矿=F(∥，“，z)， (3．3)

其中F是”’和“的有理函数，且为z的局部解析函数，发现所有形如上述方程

的常微分方程只有50个没有移动的临界点。

定义2．2： 如果一个常微分方程的解没有可移动的临界点，则称它具有

Pailllev6性质，并称方程为Painlev6型的。

而上述的50个方程的解在奇点z 2‰处的Ial】r钮t展开式中负幂次项为有

限项，即

心)。南+毒》+”斗兰+薹啦吲4． 叫，
人们发现，Pa“ev6性质和孤立子理论中的完全可积的非线性偏微分方程

有密切的联系，几乎所有可积的PDE经过约化后得到的ODE都是Painlev6型

的。Pailllev6猜想(或Pailllev6 ODE猜想)断言：一个完全可积的PDE经过

相似约化所得到的每一个ODE都是Painlev6类型的(可能要经过一个变量替

换)。但是不能把常微分方程的Pailllev6检验直接运用到PDE，一个主要的障

碍是：必须先把PDE约化为0DE，然后判定ODE是否具有Paildev6性质(可

以经过变量替换)。尽管存在系统的方法去寻找相似约化，但常微分方程的

PaillleV6检验对那些只有有限个对称的PDE(如修正B卿锄in．Bom．Mahoney
方程)来说，作用是不大的。当一个PDE没有对称的时候，这个方法就无能

为力了。1983年，J．Wdss，M．1曲or和GC锄evate【34】将常微分情形的Pailllev6
性质判别法推广到了PDE(简称WrC法)。这种方法不对PDE进行相似约化，
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而是对给定的PDE直接检验。并且若给定的PDE具有PainleV6性质的话，该

方法还可以导出它的L戤对和B黏klllIld变换。

定义2．3： 如果偏微分方程的解材具有如下的I棚r翎t展开

“=≯4∑”／≯7
，=O

且满足

i)口是一个整数；

ii)≯，吩为流形(3．5)邻域内的解析函数；

iii)系数"，满足的方程有自相容的解；

则称偏微分方程具有Pa瑚ev6性质。

3．3 WTC方法的过程

对于一个给定的非线性偏微分方程

WTC方法设其解具有展开式形式：

(3-5)

Ⅳ@(zl，z2⋯⋯乙))=0． (1)

“(z，，如．．‘)=矿∑”，∥
户O

其中≯(zt，zz⋯．z。)=O是一个任意的奇异流形，口是一负整数．”』可以通过

把展开式代入原方程后取的不同幂次等于零定出来， 但在j取某些数值时，

“J不能被确定而是可以任意取，这样的项被称为共鸣项。WTC方法的具体过

程如下：

步骤l：首项分析

如果方程(1)有形如(2)的解，将“=“。≯口代入方程(1)，比较关于≯的最低幂

次，可以定出首项阶数口和首项系数甜o。若口不是负整数解，表明方程有代数

分支，此时WTC算法中止。

步骤2：确定截断PailIle“展开

将截断展开式

砧=“o≯口+“l≯口+1+“2≯4+2+⋯+“一口≯o
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代入方程(1)，比较关于痧的同次幂项并令为零，求得”，(i=o，l，2⋯一口)的

值，若存在“，无解，则级数(2)不能截断到常数项。

步骤3：寻找共振点

在每一个共振点j处，级数(2)中的系数HJ可能为任意函数。为确定共振点

的值，只需将级数(2)的简化式“，。“。≯口+“J≯叶’代入方程(1)，提取关于≯的最

低次幂项，得

Q(，)吼，=O (3)

Q(_，)=0为j的代数方程，代数方程的根就是方程(1)的共振点的集合。

若代数方程(3)有非整数根，即方程存在非整型共振点，表明为代数分支，由

PainleV6性质的定义，方程(1)不能通过PaillleV6检测，WTC方法中止。对单

个方程而言，如果代数方程(3)有重根，表明存在代数支点，故方程(1)不能通

过Painlev6检测，、ⅣTC算法中止。若方程(1)是耦合方程组，则允许存在相同

的共振点。

奇异流形尹为任意函数，故．1通常是方程(1)的一个共振点。此外，0也可

能是共振点，它对应于级数(2)中“o为变量x，t的任意函数。

步骤4：检验相容性条件

如果方程(1)有形如(2)的解，每一个共振点引入一个相容性条件。验证相容

性条件，不必考虑级数(2)的完整形式，只需将其有限展开式(4)的同次幂代入

方程(1)，其中其中，埘为为最大共振点。在非共振点j处，取尹的同次幂项，计

算出“，的值。在共振点r处，利用已经确定的‰，“-．．’埘，-t的值验证相容性条件

是否满足。

“=∑吩≯川 (4)

3．3 B蕴cklund至芝换

’考虑一个二阶非线性偏微分方程

吩=P(“)

它有两个解“(工，f)和1，(z，f)，它们之间有以下关系

≮茹鬻黑
32
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若上两式满足可积条件笔：芒，则(3．7)式称为方程(3．6)的BacHuIld变换。同
C犍 讲

一个方程两个解之间的B萏羽und变换，称为自BackluIld变换，简称自BT

(auto．Baddund．1hnsfo皿∞矗on)．

例3．1寻求Liou啊11e方程

婴：e。 (3．8)-=：—：■2e Ij。6J

与线性波方程

芸=o (3．9)

之间的B茜ddund变换。

解：按定义，设

^ ^ ^

譬=口譬+6譬+卯“¨”， (3．10)——=口——+D——+卯”⋯’， 13一lUl
^ ^ ^ 、 ，

傲 出 咖

其中口，6，c，七待定。

为了利用原方程，对(3—10)式关于y求导，得

舄钏茜舶雾地坳州》豺 pⅢ——=口——+D——■+C肥”⋯Vl——+——l， Ij-l l l

缸咖a蚴 咖2 I西却J
、 7

由方程(3—8)和(3—9)，并取6=O，上式化为

牡扩订》卦 p埘

即

拿：一宴+三P州Ⅲ)， (3．13)一=一一+一P’’． -’-I’-

却 却如
、 7

上式两边对x求导，并利用方程(3—8)和(3．9)，经整理得

塞=击·象+禹∥Ⅲ’ p∽一=⋯+一p、7 I’-_‘．-

苏 l一七苏1一七
、 7

由(3-13)式和(3-14)式满足协调条件

昙(罢)=丢(考]， c3-均一l—I=一I—1． I’-l'．-

砂L锄／缸I匆J‘
、 7

可得J|}=吾。这样得出方程(3．8)到方程(3．9)的Bac心und变换
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其中c为任意常数。

ak aV 三(计r)

ax ax

ah a1， 2 ；(”一v)

砂 砂c

(3—16)

例3．2寻求Sine-Gordon万程

兰=sin“ (3．17)一=空1n“ I‘一I，l

a≯77
、 7

的自B孔klulld变换。

解：设”(孝，，7)和v(善，刁)都是Sine-Gordon方程(3．17)的解，即”和’，分别满足

裔蚓毗翕“们 (3．18)——=Sln“．——=Slnl， Ij—l芍l

a笋77 ’a乒叩
、 7

仿LiouⅥlle方程，设

尝：口凳+6皇+csiIl[后@+’，)】， (3．19)——=口——+扫——+cSmI庀I“+’，lI， 13·19l

必8考 aq 一 “ 、 。

其中口，6，c，七待定。

上式两边对刁求导，并利用原方程，得

s洫⋯s证m筹+⋯瞅⋯，，睁射 p2。，

取口=1，6=0，解得

嚣一考+i褊一亳+乏三裔， c3乞-，一==一一．--～==一一+——————————{=——————————=：—一． I’．，I-

a，7 a刁c后Cos【七(“+1，)】 a，7 c七Cos【七(“+’，)】。
” 7

为简化，取七=圭，得
要：一吴+兰sin半 (3_22)一=一一+一qln一 ●’-，，I

a，7 a77 c 2
、 7

将口=1，6=o，后=丢代入(3·19)式，得到
凳=凳+csin半 (3-23)一=一+，'mn一 ●’一，’l

8芒8芒 2
、 ’

可以验{年
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南(嚣)=毒(嚣)
因此Sine—Gordon方程(3．17)的自B渊und变换为

f盟：一生+兰Sin型
l a77 a，7 c 2

1丝：堡+csin坐
【a孝 a孝 2

其中c为任意常数。

3．4几个非线性偏微分方程的PainIev6分析和B茜ckIund变换

3．4．1 Kdv方程

(3—24)

(3-25)

l(矗V方程 “f+6““x+“撕=0 (3．26)

≯8∑“，≯7
设兵PaillleV6展开式为： "2 ，土o

(1)首项分析： 将“="。≯口代入(3．23)中的主项6““，+“一经平衡得：

口：一2 “o=-2髭

(2)共振项分析：

将“=“。矽。2+“，矽之¨代入(3．23)中得：

j=．1，4，6

其中j一1对应矽(石，f)的任意性， 因此称其为Inovable sigIll撕ty mallifold。

由KdV方程的例子的首项分析得到的结果有：

掰=”o≯-2+“I矽一1+“2+lb矿1+“4妒2+“5≯3+“6≯4 (3—27)

将(3-27)代入KdV方程(3．26)

妒一5系数： 一12“。丸(‰+2彩)=o “。2_2杉 (3．28a)

≯。系数：30髭(“l一2丸)=o “l 22丸 (3．28b)

矽-3系数： 4丸(织丸+6“：《一3砖+魄红)=o (3．28C)

≯-2系数：

35



北京邮电大学硕士研究生学位论文

％，一嵋谚一3％，丸一3％。吮一“I九。+6“l均，一12蚝“o丸+6“2zb，一”I丸+6“o心。+吃丸

+‰。=0

(3—28d)

≯。1系数：

”I。+““+6“2“I。+12“4‰丸+6‰“3，+2心丸+6“3“o，一“l吮+6“l屹，+坞吮=o(3-28e)

≯o系数：

坞曼+“打，+3，n吮+3坞：丸+吩红+6“5吮3+6“·x丸2+6“·苁丸+“2一 (3．28f)
一12蚝‰丸+6“4‰，一”I丸+6“2“2，+“3丸+6‰‰，+3蚝丸+缸I鸭，+2“4吮=O

、 ’

矽1系数：

24“6吮3+蚝。+6甜4，丸+6蚝‰，一“l丸一12‰“o丸+6蚝”2，+蚝丸

6吃吩，+2‰吃，+2‰丸+6甜4“h+6“l‰，+3”5吮+6”o蚝，+4‰丸+ (3-289)

18“5丸丸+6“4。吮+鸭，+2“4谚+2“4织。=o

若要满足PaillleV6性质，共振点处相容条件成立。

(3)兼容性分析：

将(3-31 a-d)中解出的“。一一鸭带入到(3—3le)中得到咄=0，将‰一一鸭，蚝带入到

(3-319)个得到0毗=O，故l州方程通过PaillleV6检测。方程本身具有Pailllev6
性质。

下面取“共振项"函数

‰=‰=O， (3—29)

并且要求

“3=O (3-30)

如果

“2f+6”2”2，+“2。=O， (3—31)

容易证明

“』=O， ／≥3 (3-32)

因此，得到KdV方程的B矗出11Ild变换

脚善hl≯％ (3-33)
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3．4．2方程组的Painlev6分析(ClassicaI Boussinesq方程组)

在这一小节中我利用C1aSsical BollSsinesq方程组【5¨研来举例研究方程组的

P削cv6分析。
Classical B伽鹋inesq方程组

“t+峨+"“，=0 (3—34a)

设去瓷：簇茹：“=矿羔叶∥，w=矽∥艺w，矽／
o。嘞

设其P削eV6展开式为： “=矽口∑叶∥，w=矽∥∑w，∥
首项分析：

户。 产。

将“2“o矿，w=％矽芦代入(11)中的主项“甜，，W和u。，(uw)。 经平衡得两个

分支

(i)口=一l ∥=—2，uo=2矽(x，t)，wo=一2矽(x，t)

(ii)口=一1 ∥=—2，uo=-2矽(x，t)，w02-2≯(x，t)

共振项分析：

将“=‰矿一1+吩≯一⋯，w=w。≯一2+w，≯-2+7代入(11)中得：

在(i)的情况下共振项为j=2，3

在(ii)的情况下共振项为j-2，3

首项分析得到的结果有：

“=‰≯一1+”l+“2≯1．

w=w0痧_2+wI矽一1+w2≯+w3≯1

将(3．35)代入classical Boussinesq方程组

两支得到的非共振点的系数均为：

u。：华；
％

w12 2丸；

相容条件：

由(3．35a-b)有：

o·屹=o，吮2·％+互(“2，％，M，％，≯⋯⋯)=o

(12b)有o‘％2 o，(12a)有丸’鸭+E(“2，“I，M，wo，≯⋯”)=o

要满足Pa：iIllev6性质必须有织=0；

即妒是关于t的函数时Cl鹊sical BoussiIlesq方程满足Plaillleve性质。

37
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3．5变系数KP方程的Pa i n I ev6分析

(2+1)维变系数广义Kaadomtsev．PetViaShVili(VCGKP)方程∞副

“对+F(f)zk+互O№w+6E(f)％+6只(f)(“，2+““。)+E(f)=O． (3·36a)

F，互，E，E，C式中为时间t的函数．它是许多方程的统一和推广，有着广泛的物

理背景，在流体力学、等离子体物理、气体动力学等领域有重要的应用．如取式

(3-36a)中的E=O，则(3．36a)式演化为：

‰+F(f)“一+曩(f如坩+6E(f)“，+6只(f)(“。2+甜‰)=0． (3-36b)

它也是物理学家和数学家感兴趣和研究的一个方程．如文献[36】利用截断展开

法，文献【37】利用BackluIld变换研究了广义KP方程的类孤波解；文献【38】用反散

射法研究了变系数存在外力项的Korteweg_-de VHes(KdV)方程精确解；文献[39，

40】，用双线性法讨论(3+1)维KdV方程的解；文献【4l】用综合的扩展双曲正切函

数法，构造非线性方程的解；文献[42】用新的综合的扩展方法，找到了变系数Kdv

方程的解。

下面我们可以用与本文相同的方法检验变系数KP方程是否具有Pailllev6性

质，并进一步得到变系数KP方程的B五ddund变换。

(1)主项平衡

取““f)～‰(x，f渺～， 则

“，(‘f)～一j班o(五f)≯一r1丸， 甜。(x，f)～一p(一p一1)‰(毛f)≯一广2丸2，

li。(z，f)～一p(一p一1)(一p一2)‰(工，f)≯一，一3挥

代入到(3．36)的主项(即方程的最高阶非线性项和最高阶导数项)， 可得

(-p)(一p一1)(一p一2)(一p一3)j％o丸4≯一p一4+1 o(一p)(一p一1)‘“02以2≯—2p一2=O

由≯的指数和系数分别平衡可得

p_2，铲0或‰：二譬．
取非B苴Ckllllld变换的平凡解‰=一2以2， 接着迸行下一步。

(2)确定共振项

这一步是依据取定的口和“。(x，f)计算叫做共振项的非负整数指数歹。令

“∞‰矽-1+吩≯．1¨， 并代入方程(3—36)， 只考虑主项6鼻(f)“％+E(f)‰搿， 得

到

U+1)(jf一4)(，一5)(_，一6№，=，@，-I，“，-2，⋯，％，‰，丸，⋯)． (3—37)

由(3-37)式可知， 当-J叫，5，6时， “，项的系数为零，若(3-37)式右端也为零，

则“，可以是任意函数。这里户-1对应于≯“f)的任意性，这里产4，5，6时“，称
为共振项。

(3)确定任意函数并检查相容性

将截断罗朗级数
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”=芝吩尸， (3-38)
，‘O

(其中歹一表示最大共振项，在该问题中歹一=6代入(3—36)式，对于非共振项的jf，
”，应该可以确定：对于共振项，“，是任意的．我们将得到非线性偏微分方程(3删
具有Pailllev6性质所要满足的相容条件。将(3．38)代入(3．36)， 比较矽的各次幂

的系数，我们有

产。时， 令≯-6的系数120凡。丸4+60日托。2允2=o可得

．％：掣或机：o (3-39)

产l时， 将(3．39)式代入矽-5的系数，并令其为零可得

6只(—4‰吮(‰，一％丸)+‰(2％丸2—4”o，丸一2‰丸)+6“o“。丸2)

+，(一96‰，吮3+24“l以4一144‰纯2丸)=o

(3-40)

将(3．39)式代入(3．40)，可解得

铲学 (3删

产2时， 将(3．39)，(3—41)式代入妒。的系数， 并令其为零可得

一12，(f)丸2(一3F丸2+4F丸虹+6吃丸2‘+互方2+丸谚)=o (3-42)

由(3．42)可得

旷一赤咿纯丸x。3F丸2+峻谚+互力2】 (343’

产3时， 将(3．39)，(3．41)，(3-43)式代入矿的系数， 并令其为零可得

州磁屯虹一P磁识蕊+删魂一鸱(f掰一妒只好+6田讲
牺暇埘一磁屯一删屯)=o

(3-44)

由(3小)可得

39
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{鼬城—吼+删峨∥卅哗獬
删—蜊+互唰一毗一点懒)坞2—————■葡r———一

(3—45)

产4时， 将(3．39)，(3．41)，(3．43)， (3-45)式代入妒。2的系数， 并令其为零

可得

2(2E嬲办‰+18E磁只丸一E魍允妨+犯虹织一lo犯2丸2+10EE红2
—3皿，丸丸)+3犯吮丸+6，2‘丸。矽工+3丸Z只丸+3耽只丸+15EEk丸
一l 8E取丸只2—2鼻职2苁∥2+2E弼丸一6融‰E2—3F丸丸只2—3F纯丸只2
一，纰谚E2—1 5F丸‰E2—3F丸丸只2—2巧峨岛2+鼻啊力丸+2互喝丸蝣
+3，丸只，丸曩一2互弼2‰丸+o吼。=o．

(3-46)

产5时， 将(3．39)，(3-41)，(3-43)， (3．45)式代入≯。1的系数， 并令其为零可得

0匝，=0． (3-47)

产6时， 将(3．39)，(3．41)，(3-43)， (3-45)式代入≯o的系数， 并令其为零可得

专岭F叠j耷：F七F；Fp：一F于F。§：七的：F：FFn七3F：F§j F审。一AF净F§：Fk夺。

+24互‘2M2E(f)丸+18，2丸3‘2互一24F丸3EE只，一3纯3Z只E，一48只2F九正力鸡最
一6E2丸正方岛F+8‘融巧办峻，凡+24互犯2丸2影2E+3E只2丸2妨C一4互皿丸2以，，‘，
娟2F；F审jF：一2F；F夺I圆专0七3耷：FFh七F；FF。冷0j’F：FF。冷：专0七6F囊t、t耷：
一6E(f)丸3+72E(f)2丸3+巧(f)，丸九一48E(f)丸办E(f)啦+峨)=o

(3-48)

由于≯～，≯～，矽。的系数都化简为与‰，蚝，‰无关的表达式，所以‰，蚝，蚝是自由未

知量。

显然当

2(2只川彬‰+18五磁只屯一只鹏屯如+码红以一lo码2红2+l幔‘红2二；嬲善裟黜!箍糍芝嚣黢层： p49，一18EM丸只2—2曩码2倒职+2只弼丸一6取‰砰一3磁丸只2—3C以丸耳 r～7

一F毒。专，；一、sF耷囊。。P：一3F|》J≯；一j怪IF冉：’FIF、夺≯。七1F●F毋§唧

+3F九只，丸‘一2互皿2‰以=o．
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成立时，(3-47)、(3-48)也成立，所以，(3-49)是方程(3—36)的两个相容条件，因为

j『=4，／=5，／=6是共振项。也就说当(3-46)、(3_47)、(3-48)成立时，变系数KP

方程(3．46)在‰；型通过Pailllev6检验，具有Paildev6性质，即变系数KP
方程(3．34)满足了完全可积的必要条件。

以下我们给出变系数KP方程(3．36)的自B萏ddund变换。方程(3．42)解的罗

朗展开式为

“=‰≯五+“l≯_+“2+∑吩∥． (3-50)

在(3-60)式中若取／一=∞，令％(f=￡4，5，6)为零，则可以证明鸭=oO≥6)。
将甜=“o妒一2+”l伊一1+甜2， (3．51)

代入变系数KP方程(3-38)，令蚝=O(f≥2)，通过符号计算并令≯的各次幂的系

数为零可得

矽。6： 120‰纯4+60E甜02丸2=O 专‰=警p52，
6‘(—4“o丸(“如一“I丸)+“o(2“l织2—4‰，丸一2“o丸)+6‰掰l丸2)

+F(一96‰，丸3+24％丸4—144‰苁2丸)=o

j％=警
(3-53)

≯一．： 一12，(f)丸2(一3，丸2+4F苁红+6“2丸2E+互丸2+丸谚)=O(3．54)

9Fa F渖：耷。。’3FF冷囊套l七F，蠢：一FF。审：一3p F诤二七6FFi蠢：
矿： +弼‘丸力2+3码丸2丸+互犯吮2幻+4明只峻丸方+36‘2心苁2丸

+12只2融3吃，=0
(3·55)

一18EF以丸‘一6E‘苁丸。一3E‘丸红+2五只红2一F红fil‘
矽-2： 一36只2F谚丸屹，一6只2融2吃荔一1 8E2凡l：丸2—24只2Fll：苁乒0—3f丸丸E

一3，丸丸‘+3磁‘，丸一3耽屯‘一2巧竭力2—2E犯丸‰一2互犯‰力
一互码允屯=o

4l

(3-56)
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矽-1： E丸一只+鼻FbE+12E2，虹％，+6只2F丸“：瓤+6‘2凡：k+￡红E
+‰E—F红只，+6EF红只=o

矽o： 互“2∥+，k2一+％耵+6E(“2，2+“2“2腰)+6E“2，+巧=O

(3·57)

(3-58)

(3-58)表明吃是方程(3．36)的解．(3-55)和(3．56)、(3．57)为为≯的约束条件。那么

(3-5 1)就是方程(3．54)的自B犯kluIld变换。

3．6总结

根据Wdss的观点，当一个非线性偏微分方程的解关于任意活动奇异流形

为单值时，称该PDE具有Pailllev6性质。WTC方法是判定非线性偏微分方程能

否通过Pairdev6检验最有效的方法之一，、ⅣTC方法无需寻找偏微分方程的所有

相似约化，可直接运用于偏微分方程。本章中我利用wTC方法验证了变系数

KP方程的Pailllev6性质，并找到其B茜ddund变换，对进一步研究此方程的解提

供了有利的条件。寻找可积系统是孤立子理论中十分重要的研究课题，如何应用

PaildeV6检验算法得到新的可积系统尤其是高维或广义的Pailllev6可积系统有待

于进一步研究。

42
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4．1引言

第四章首次积分法及其应用

首次积分法是冯兆生【43451于2002年在Physics LetterS A上～篇名为《on

explicit exact solutioIls t0 tlle C0mp伽耐Burgefs-lⅢEquation》的文章中提出的。
这个方法的基本原理就是先用行波变换将偏微分方程化为常微分方程，再利用除

法定理找出这个常微分方程的一个首次积分，将这个常微分方程化为一阶可积的

常微分方程再进行求解。

本文考虑的是(2+1)维的HBK(高维的Broer_-Kal】p方程)，运用首

次积分法求出它的精确解。此系统是在Kadomtsey．Petvi嬲h访li(KP)方程基础上

加上一个对称的限制条件得到的Ⅲl，它在统计物理、非线性光纤通讯、等离子

体物理等许多领域有着广泛的应用。在4．2节中，我们简单介绍了首次积分法的

算法；在4．3中我们应用首次积分法求解方程。

4．2首次积分法的相关概念及步骤

定义4．1：百次积分

给定方程组

j警钒W一脚(Ⅷ，⋯一
【 咒(而)=卯

， (1)

以及数域G内连续可微且不恒等于常数的函数缈“乃，⋯，以)，如果其中的变量

咒O=1，2，⋯以)用方程组的任一解咒(z)(f=1，2，⋯刀)代替时，它就取常数值(对不同

的解，常数值也不同)，则关系式

缈(工，M，⋯，只)=c (2)

称为方程组的首次积分(有时也称伊k咒，⋯，y一)为首次积分)，这里c为可允许

范围内的任意常数。

43
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除法定理(DMsion Theorem)

设P(国，z)，Q细，z)是复数域C@，z)上的多项式，并且P(缈，z)在C@，z)上

是不可约的(irreduciblc)。如果Qp，z)不包含P(缈，z)的全部零点，那么在C扣，z)

上存在一个多项式G@，z)，使得Q@，z)=P(缈，z)．G细，z) (3)

首先阐述一下首次积分法的基本思想和步骤， 为简单起见， 这里以(1+1)

维方程为例。设有(1+1)维非线性偏微分方程：

厂(“，“，，”，，“，，⋯)=0． (4)

用行波变换“2“(孝)，孝=x一讲， 将偏微分方程(4)化为二阶常微分方程

厂(“，"’，“”)=0． (5)

令“(孝)=x，“’2)，·方程(5)化为一阶常微分方程组

髓关圳． 旧

设(4)这个常微分方程组的首次积分为p(而J，)=∑q(x∥=o (通常取
，=O

i=2)，其中q【xJ(i=o，1，2⋯．．n)是实数域上的待定多项式。根据除法定

趔81在实数域上存在口(x)，∥(x)，使得

考-(州邯(洲训)． (7)

由(6)式确定口(x)，∥(曲，q(x)(f=0，l，2⋯．n)进而求出p(石，y)。将x=“，y2“’代

入p(五y)2委口f(咖‘=。，求解即可得到方程(4)的精确解。

例4．1(2+1)维Bugers方程

(以+即l‘一H。)善+以船=O· (4·1)

考虑Bugers方程的行波解“=“(善)，孝=x—Mf一屹y， 其中h，屹是待定常数
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表示波速。从而(1)可化为

{—M材f+“唯一％)手+吃2”菇=0． (4-2)

将(2)式对f连续积分两次可得

一H“+三“2一“f+吃2“=o
令工=“，y=“’(其中而y都是关于孝的函数)，则(3)可化为

(4_3)

f ●

l x 2 y，

k邓+≯噍
㈣

下面根据(4)式和除法定理，确定方程组(1)， (2)， (3)的首次积分，设此首

次积分为：

p(x，y)=∑口i(x沙。=o．
iIo 竹。5)

其中q(工)(f=0，1，2⋯n)是是实数域上待定的多项式，将(44)和(4-5)两式代入到(7)

式，并按照y的幂次整理，可得

(口：(x)一∥(x)口2(x”J，3+(口：(x)一∥(x)4l(工)一口(x)口2(x))J，2+

(口：(工)一2'，l口2(x)+口2(工)x2—242(x)嵋x一口(x)口I(x)一∥(x)口o(x))J，+ (禾6)

(—口l(工)《x一口(x)％(x)一口I(x)_x+l／2口l(x)x2)．

要使(4_6)式成立，要求y的各次幂的系数均为零。由于口：(力，∥(功为多项式，

并目．

吐(x)一∥(功口：(工)=¨， (4．7)

可知口2为常数，∥=O。不失一般性可以取口z@)=l。将口：(x)=1，∥(x)=0代入(4．6)

式，由于y2，y1，y。的系数分别为零可得

口：(x)一口(x)=o。

4：(x)一2'，l+x2—2嵋x一口(x)口I(x)=o；

—口I(x)'，；x一口(x)口o(x)一q(x)叶x+1／2口l(x)x2=田；

(4．8)

(4．9)

(4．10)

下面来确定口fO)(f=o，1，2)。这里多项式口(x)的次数为O或1。这是因为若

45
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de俎口(x)]>l，可令de歧口(x)】=k(1【>1)，由(4-8)，(4—9)可得deg[口l(x)】=k+1，

deg【‰(x)】-2k+2， 由(10)可知k+3=3k+2， 从而k_l／2，这与k>l矛盾。

当de歧口(x)】=1时，deg[q(x)】=2

在这种情况下，可令

口(x)=，，jⅨ+6， 口l(x)=乞x2+毛石+氏(乞≠o)， (4—11)

其中聊，岛，毛，氏为待定常数。将(4—11)式代入(4—9)和(4—10)中，有

乞=臃／2，毛=6，

朋=。，屯=o' 毛=一号6， 一露．H一丘。吒+三‰一6吒一三62露。一易V。=o，
一氏吒一‰_一62‰=o．E+H=一62

则

y’=(一6—2M)x+去x2

解觚伊而考筹岛而

4．3用首次积分方法求解(2+1)维HBK系统

现在我们用首次积分解法来求解(2+1)维的HBK(高维的Broer

＆mp方程)系统

吩+4(％+“3—3”‰+3“、叻。+12(w)。=O， (4一12口)

K+4(’，。+3w2+3”k+3y叻，=0， (4—126)

匕一心=0． (4—12c)

由方程(4-12c)可知屹=叱，则这个方程组存在一个特殊的解，

则原方程组可以简化为

1，2“z， W2“工· (4-13)

函，+4(％+“3+3“蚝)立=o． 件14)

对HBK系统进行行波变换”=“(孝)，孝=x—Hf—v2z， 其中M’屹是待定常数

表示波速。将(4-14)可化为
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一v2卜M％+4(“影+“3+3甜％)善)f 2 O·
(4．15)

将(4．1 5)式对f连续积分两次可得

一H“+4(％+“3+3毗)=0· 件16)

令x=“，y 2甜’(其中x，y都是关于孝的函数)，则(4．16)可化为

{三I三茎_x—x，一3砂，
下面根据(4-17)式和除法定理，确定方程组(4．12a)，(4．12b)，

次积分， 设此首次积分为：

2

p(z，y)=∑q(砌’=o．
f=O

(4-17)

(4．12c)的首

(4一18)

其中q(x)(f=o，1，2⋯n)是是实数域上待定的多项式，将(4_17)和(4．18)两式代入到

(4．16)式，并按照y的幂次整理，可得

G：(工)一∥(力口：(工)b户+G’t(功一6口：(z)工一cz(砷口：(x)一∥(z)q(x)涉2

+(玩(力一3口。(x扭+2口2(力(三Vl—x3)一口(x)q(力一∥(x)嘞(工))y+
(口l(工)(三yl工一，)一口(x)口o(功)=。． (4-19)

要使(4-19)式成立，要求少的各次幂的系数均为零。由于口：(工)，∥(x)为多项

式，并且

砬(功一∥(x)口：(x)=o， (4．20)

可知口z为常数，∥=O。不失一般性可以取口：(工)一。将口：(工)=1，∥(x)=O代入

(4-19)式，由于y2，y1，y。的系数分别为零可得

口：(x)一口(功一6口2石=o， (4．21)

瓦(功一3口l+2口：(丢Mz一工3)一口(曲口。(z)=o，
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口l(去v。)一口∽积)-o．

(4—22)

(4-23)

下面来确定q【叫(kO，l，2)。这里多项式口【xJ的次数为0或1。这是因为若

ded口(x)]>1，可令ded口(x)】-k(k>n，由(4—21)，(4．22)可得deg[口l(x)】_k+l，

deg[口2(z)】=2k+2， 由(18)可知k斗4=3k+2， 从而k-1，这与k>l矛盾。事实上

当口(x)的系数为零时，口t(x)的系数是2这就有违(4—20)中口-(x)的系数为“1=l，

这种情况下只能出现矛盾的结果，我们只就口(x)的系数为l的情况进行讨论。

deg[口(x)】_l， 相应的de俎口t(x)】_2， deg【口o(工)】=4， 取口(功=，ox+厂，

将其代入(4．21)， (4．22)可得

q(炉三№+，ix+3工2+呢，
％(工)=(詈％+等+丢％(三％+3))x4
+(，i+三，；(三％+3)+三％吒)≯
+(三眨一丢M+三，i2+三％眨)jr2+，i吃x+吩．

其中，i，眨，吩为积分常数。将口j(功(f=0，1，2)代入(4．23)， 整理x的各次幂，

使其各次幂的系数分别为零可得如下方程组：

叼·：一等％一吾％3—3一詈％2=o，叼1：一了％一弘一3一∥2 o’

啦一等，i一警盯沁一o，
叼3：三M一吒一主％屹一％，i2一丢％2眨一2，i2+吾％，；=o，
叼4：一言％，i吃+丢，iM一圭，i3一丢，i吃=o，
叼5．-，i2眨+去眨M一％嵋-o，

叼6：吒屹=O．

解方程细(叼l一叼6)可得到几细解，下面是各种解的情况和相应问题的讨论：
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1．当％2-2，，i
2 o，吃2 O，吩2 0时

口，(x)：2xz，口o(x)=一一三Vl工2，口：(石)：1．

将(4-23)各式代入到

2

p(x，y)=∑q(x沙7=o

(4—24)

中， 以y为未知数解方程可得

=三(-2x+打)x，奶=三(-2x一再n
再由x=“，y=甜’可以求出方程组(1)， (2)， (3)的精确解为

”l(而f，z)=

“2(x，f，z)=

2+倪(圳2石‘J一叩一屹："’ (4-25)

一2+∞‘圳2石‘p帅"’ 件26)

由于c在这里是任意常数，不妨取c_2， 则可得到如下的类孤立子解

啊'z)：每(删丢瓜叫唧)+1)
w(砒z)_杀(1-蛐(三再(石叫唧)2)，
毗啦)=一等(1一蛐(三打(州㈠∥)

姒删：一年(taIlll(丢永叫唧)+1)
w2(砒z)=一杀(1一锄(丢打(工叫唧)2)
屹(砒z)=等(1一tallll(三再(工一叩一％妒)

同理当{％=-4，，i=％=飞／4，吩=去_2)，
‰=-3，，i=o，吃=-3M／8，吩=圭v12)，
{％一2，，i=％一H／3，吩=去H2)．

时分别有解如下：

姒彬，z)=一圭taIlll(丢再(一x+叩+屹y)+三聊)再
w3(砒加一扣咄三打(⋯坩叫+丢聊)2)№
吣^加扣蛐(三打(⋯咿叫+扣)M

49
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图

吣^加圭蛐(三打(x叫一训_1)再
心(刈，z)_～吾(1一鼬(三再(x叫一叫+丢掰)2)Vl屹
吣^加扣鼬(丢打(x叫一叫+丢m)2)V1．

姒彬力=篇爱谎篷≤等．
(相应的w5 2“"屹2“5=)

m为常数，‘2 t州三(x一叩一吃力再“=tallll(丢cD凇f再)

⋯析姒硝力=舞鬻群糕·
不失一般性，取解中的常数M 2屹2∞船f=l，分别就卢O，2，3，4，5，6，8，10时作
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x

， 置

，

“s(x，J，，f)是一个类多孤立波解，从图中可以较明显地看出孤立波是以约5为周期

向前运动的情况。

5l
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4．4总结

应用首次积分法并借助于计算机符号计算系统Maple，本章求解HBK系统，

并得到了它的精确解。这些精确解不仅包括了以前的论文中求得的类孤立波解，

而且较之更具有一般性，因而扩展了HBK系统解的范围。

从文中我们可以得到如下结论，应用首次积分可以求得某些非线性偏微分方

程的精确解，而且这些精确解比用双曲函数展开法或基于砒ccati方程的辅助函

数展开法所求得的精确解更为广泛。
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5．1引言

第五章Tanh函数法及其应用

在直接构造孤子方程的精确解的众多方法中，tallll函数方法是非常有效的方

法之一。为寻求tal=lll形式的孤波解，H溯n觚， Parkes， DuⅣ4 7】提出了ta|=lh函

数法，此方法的出发点就是寻求可表示为ta|：1h函数的多项式形式的解。最近，范

恩贵【48。49】又进一步进行了有效的改进，广泛应用于常系数非线性演化方程的精确

解的求解问题。这些方法的主要思想是把常系数非线性演化方程转化为一个常系

数的非线性代数方程组，然后利用吴消元法求解此方程组，从而获得常系数非线

性演化方程的精确解。后李德生，张鸿庆有进一步改进了上述方法，将变系数非

线性演化方程转化为一个变系数的非线性一阶常微分方程组，求解此方程组从而

获得变系数非线性演化方程的多种精确解。

5．2 tanh函数法的基本思想和步骤

给定一个偏微分方程

P(Ⅳ，％，吩，％，％，％，”．)=0 (5-1)

这里P一般是其变元多项式，其中必须包含最高阶线性偏导数项与非线性项。通

过使用形波变换，设(5．1)有如下形式的解

Ⅳ(x，矿)=矽(孝)，孝=x一加， (5-2)

其中允为待定常数。将(5-2)代入(5-1)，得

P(矽，≯’，妒¨，⋯)=0， (5—3)

其中‘‘’’’代表d，d善。设(5—3)有如下形式的解

矽(f)=∑，(孝)卜1(以，(孝)+4，g(孝))+％， (5-4)

且，(孝)，g(孝)满足如下的方程和约束条件：

堕兽：后(1一／(纳，尘磐：一／(洲孝)，g(孝)：：∥(1一厂(们， (5．5)
4C 4C

其中∥=±1，JII，q，岛(f=1，2，．．．，以)和a。为待定常数。
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步骤l将(5．3)中最高阶线性导数项与最高阶非线性项相平衡，得到n的值。

步骤2将(5-4)，(5．5)代入(5．3)中，得关于，‘g，，“1(f=O，1，2，．．．)的多项式方程。

借助于Maple，这一步可在计算机上实现。

步骤3令步骤2中得到的关于，，jgr，厂2，詹，，3，，29，⋯的系数及常熟项等于零，

得到关于未知数∥，五，JII，％，q，岛(f=l，2，．．．3)的代数方程组。

步骤4不难直接验证，(5．5)有如下形式的解

(1)当∥=1时，

{璞：2细邕 (5-6)
【g(f)=sec^露善

、 7

(2)当∥=一l时，

{婴瓠。竺竺 (5-7)
【g(孝)=csc^后孝

、 7

步骤5解步骤3中所得方程组并结合(5．2H5．7)，得到式(5一1)的精确形波解。
如果(5．4)中q=。，那么≯g)=喜／偌)，，此时约束条件满足笔暑=露(1-，G)2)，
即可。方程的一般解为：，(善)=tanh(蟛)，厂(孝)=coth(蟛)(^’为常熟)，当∥=1

时，在利用双曲函数法求解非线性方程，就是通常说的t锄h法。

另外在一些扩展的ta|：lll法中可以将≯(孝)简单的设为：

≯(善)=∑a，厂(孝)‘

5．3用tanh法求解若干方程

T锄h函数法应用范围比较广，相比较其他方法也比较灵活方便，因此被广

泛的应用于求解各种非线性方程(组)下面我对几个比较典型的方程分别利用

ta】[1ll方法求解。

5．3．1 Burgers—刚V方程

珥+“畋一口‰+∥“。=O， (5-8)
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对于以上方程作行波变换孝=x—At得：

一勉f+“”f一口“劈+∥唯甏=O，' ' ’’ 一

令”(9=≯(9，≯(易=喜q厂(孝)‘且约束条件满足警=露(1一厂(孝)2)，
利用齐次平衡法得到p-2，即可以令≯(孝)=∑q／(孝)，代入方程，并利用约束条

件，提取八善)的各次幂系数，并令各个系数均为零得到：

厂5：2口22+24触七2=0；
厂4：6口吃七+3口I口2+6∥口l七2=O；

／．3：_2口：2—40∥a2七2+口12—2五吒+2％口2+2口呸后=O；

厂2：一8口口2||}一8∥口l后2—3口l吒+口。口l一见q=O；

门：一q2+2A口2+16p口2克2—2口口l七一2口。口2=O；

厂O：2∥口l旷一％口l+2口口2+加l=0；

解以上的方程组：

得到一下情况：

情况一：

3口2+25A∥6口2 3口2 ， 口a。2节’81 2面¨2面’b面’
情况二：

3口2+25五∥ 6口2 3口2
．

口80。虿’81=一面喁2面庸面’
方程的解为：

“(五D=a2 t组lh2(后(石一名t))+al taIlh(k(x一名t))+ao．

5．3．2利用tanh法解一类反应扩散方程

方程

■一口％+扶即3+c口2+妇)=O， (5—9)

称为反应扩散方程，其中a'b，c，d为常数。方程(5．9)具有重要的物理背景，囊括

了许多著名的物理方程如Cha矗。e．hd趾e方程，广义Fisher方程，Fitzhu咖Nag眦

方程kohrl090r0￡Pe昀vsky-Pis舢v方程等．
对方程(5．9)进行行波变换后，得到：
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一五矽‘(孝)一4矽”(善)+西(≯3+形2+d矽)=0，

平衡非线性项和最高阶导数项得n一1；故≯(善)=％+口。g(孝)+A／(孝)，

将(5-11)， (5—5)代入，(5．10)另用Maple整理各个项的系数：

当∥=1时

得到几组解：

l棚fo=口o，口l=0，饥=一2口02，兄=O；

2峨=争，口I_％A-0，肛名；
3．口o=4l，口l=口l，6l=O，名=名；

4峨=一口l，口I=口l，匆=O，兄=名；

5‰=寻郇．弘，^一栩=字；
640 2口I，口I 24l，A=一口12，五= 二兰垒!!g±!业．

七
’

(5-lO)

(5-11)

7喁叫l'口。：％岛--口，z，五：型唑型；
方程(5．9)解为：

q=％+√j蠢s钾联耽心=呜一√互％s佻翻∞；

吩2老+qt锄h(卜机心=q+q切nh(卜蛾鸭=1+qt蛆h(卜柚；
蚝=寻m啡一警f)+弛嫩地一警她=罢c+q啡一争f)一嘲戳№一警啦蚝=1一qtanh(x一掣悯嘶一半帆邓q啡一半。吨渊x一掣f)；
当∥=一l时

得到几组解：

2舻字，口l-％4_0，肚乃
3．口o=4I，口l=口l，A=0，旯=名；

4．口o=一口l，口I=口l，A=O，五=五；

5舻寻郇。弘，A《五=半；
6峨-口l'口I弘外口12，五=氆型；7．口。=一4．，口l=口。，A=口。2，名=二掣；
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此时刀栏(5．9)肼为：

q=％+√i蠢雠JII(破屹=％一√j蠢c辩顶功；

16=：i!争+q衅一五班心=q+q∞th(x一彳nl吩：—q+qcon《x一五D；傩 ’ 。。

％=罢嘲coth(工一警f)+奶馓鼬一等班岣=詈c+q删工一争f)一两嫩如一警咖
蚝：1一q coth(工一垫掣型f)+蛔酬x一些丛掣嘎坞：q+q。嘶一垫掣型f)

墨 蠢 k啦眯一掣f)；
5．3．3利用tanh法解№yer-FieId方程组

Noye旷呷ield方程组是在化学Belousov-ZhabotiIlskii反应中发现的【s4·551

嵋=‰+枷+砧一矿一聊' (5．12a)

一=％+J咒'，一6群仇 (5-12b)

式中，，，，胁，6为常数；脚(x，f)，l，(x，f)表示无量纲的化学浓度。

为了求方程的解，按照双曲函数的步骤，先对方程组作行波变换，令

Ⅳ=矽(孝)，y=以孝)．孝=x一加．

则方程组可变为：

一见矽’=≯¨+加缈+≯一≯2一，矿缈，

一力缈’=名2缈"+，”缈一6≯缈．

其中≯’=噍，缈k终．

：，?箩’了委?，!‘亨!‘：婴。=萎玩厂(∥．约束条件笔笋=后(1一，(f)2)，平衡
非线性项和最高阶导数项，9”

一，

由(5-12a)得2n=n+2 (2n>=n+m)， n+2=Il+m (2n<=n+m)

由(5-l 2b)得m+2=m+n

综合上面的分析可得n_2，m-2或者n_2，m=l；

先看第一种情况：(n_2，m=2)

矽(孝)=∑口，厂(孝)‘，纵f)=∑抚厂(孝)‘．代入到方程组口。，口。，‰，A，A为待定系数。

整理令各项系数为零得：

，4：6口2七2一口22一阳2也=0，6五2也后2—6吃42=0；

，3：_2ala2+2alk2—2五a2l‘-ralb2一ra2bl 20，一2肋zk+2五2么七一66l口2—6也口l=O；
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一一—————————_————_—_—_—————————--———————__—-—●————————__●__--—一

，2：一8口2七2+42+厶．62—2口。口2一口12一缸l七一棚。如一m260—mlA=0，肼如一A^七一&允2屯七2—6％42

—6614l一坎％=O；

厂：zr乜一2％口l+口I+2五42七一2口I盂2一朋1％一加。岛=O，朋6I+2A也丘一2A2曩后2—660口l

一6岛口o=O；

厂。：一口。一朋。‰+2口2露2+西‰+4。+力口l七=o，2兄2也后2+肌‰一6％口。+他后=o；

由以上方程组可得：

铲詈弦掣以=一等^一警，
口。2志(25f62+25卜25f6_25舶+25”3舻)'
驴蒜(256+9_25舭25胁2_25舶-25舻3∥)，
后2孟，兄=丑(江1，2，3，4)

扣詈压^=一詈压，以=詈瓜^=一詈压’而△=6mb+6m_6b+6lb-6lb2·
和关系式

(_m—l+lb)(-m+l—l+lb)=0，

则原方程组的解为：

“=cz2 tallh2(七(x一口))+口l t砌：lll(七(工一cf))+％，

v=62 t龇1112(七(x—d))+6I t孤：11l(七(x—cf))+‰，

根据Aa=l，2，3，4)的不同可以得到形似的不同的孤子解。

情形一：

m．1b一1且△1=lb一卜b>0

鼽A《厨，
％=警，ao小扣=半，
铲竿妒警妒鲁^=会
情形二
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m2上b—l且△12lb—l～b<O

当心《丹，
钆=警，ao小等中号竽，
铲华妒警妒鲁^=鲁
情形三：

m-lb一1+1且△2=lb—l+l>O

当张专厨，
％=訾，ao小知=甓竽，
铲半妒警妒詈^=会D Df D Zq

情形四：

m=lb—l+1且△2=lb—l+1<O

当心专丹，
‰=专竽，ao=等码=型竽，
铲半妒警肾詈小鲁1

b
2

br
‘

b 24

5．4复tanh函数法以及Schr6d i nger方程的解

复tanh法【501就是将矽(孝)设为带有a，ft粗h(孝)7的多项式，省略步骤一其他步

骤与ta】[1ll法相同。这一节我们用复tanh法来求解著名的Schr6dinger方程和

Ginzburg—Landau方程，这些方程的特点是他们都含有复系数的项。

5．4．1非线性schr副inger方程

在高能物理、量子力学、非线性光学、超导及深水波等方面的研究中，起着

非常重要的作用．Mat啪嘶K在考察单色波的非线性相互作用时，提出了一类
具有波动算子的非线性Schr6dinger方程组，在研究等离子物理孤立子问题，推

导高频电子横向速度所满足的方程时，也得到了同一类型的方程．郭柏灵证明了

一类具有波动算子的非线性Schr6dinger方程组的初边值问题解的存在性、惟一

性和正则性．尚亚东得到非稳的非线性Schr6dinger方程的一些显式精确解
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【5l】．文献【52·531中采用谱方法和差分方法考查了具波动算子的非线性Schr6dinger

方程．文献【53】中已经利用复tal[1ll法解了(2+1)维的Schr6dinger方程和耦合的

Schr6dinger方程。本文考察具波动算子的非线性Sch嫡dinger方程

耽一缸(珥+蚝)+万2“+刚2“=o，
(5．13)

(耽=‰一‰+％，口，∥，，，蹭是常数)

令孝=x+订对(5．13)做形波变换得：

(c2一l+，c)“管一砌(c+1)“f+万2“+∥I“12“=o， (5-14)

令砧【孝)=矽(孝)=口o+口l tanh(簪)，由于：

”甏=2口l t锄h(学)(1一tanh(i善))2， (5．15a)

％=2口I页卜tanh(if))2，

川2甜=2口12 t锄h(学)2(口o+q taIlh(芬))，

则(5—15)代入(5—14)得

(5．15b)

(5·15c)

2磐。忱’唑盼卜t掣1善)’2，口(c+1)‘1嘞曲(i孝))z (5-16)
+万2(口o+口I tanh(矽)+2口12∥t砒1h(谚)2(％+口I t锄h(f善))=o，

⋯。。

令tanh(学)各幂次项的系数均为零得到方程组：

，1=一2(c2一l+，c)q+2∥口13，

／2=一2口(c+1)口l+2∥％q2，

厂3=万2口l+2口lc2—2口I+2口l比，

厂4=万2口o+2口(c+1)口1．

由f1解得：

删一=孕∽=孕
由也得

口o=0，口o=
，a西 ‰二焉‰

再代入f3，f4得到条件表达式：

艿2+2c2—2+2“产O即有：

(5．17a一5．17d)
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，． √，．2—2万2+4 ，． √，．2—2万2+4
2 2 2 2

方程(1．3．1)的解是：

Ⅳ(x，f)=±志+±学tanh(f(x+善f))，
5．4．2 G i nzburg—Landau方程

非线性耦合系统振幅的溟变通常司以划为F歹U Gi胁u略一LaIldau方程

以+口哆。+∥IHl2Ⅳ一6口一勋“=o， (5．18)

其中口，∥分别称为频散系数和Land肌系数，它们通常为复数，b为故有频率，

a为增长率。

令孝=x+订对(5-18)做形波变换得：

泐f+口％+∥k12“一妇一勋“=o， (5·19)

令砧(f)=矽(孝)=口一I tanh(f孝)_1+口o+口l tanh(蟛)，

原方程可化为：

fc(南+口o+口。心劲+口(垫掣+尘冬掣+2口_it州《)(1一t州鳓)
tanh(谚)

q 一“ ”～’
(5．20)

+2∥(南+‰+口-t础蝴(q删咖南)2
_(6+f口)(南+口0+口-蛐(鳓=o'

令tanh(f孝)各幂次项的系数均为零得到方程组：

6l
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厂1=2∥口13—2口口I=O，

／2=一缸口l+6∥口12吼l+2口q+纪q一施l=0，

厂3=‰口一砜+4∥口。口l以l+fc％=0，
／4=fc口．1一虹I+2口疋I一以口-l+6∥口l口-12=O， (5-2la．5—21d)

／5=2∥口．13—2口疋I=O，

／6=2∥口0口12=O，

厂7=2口0以12=0；

由f6，f7，f3解得：

口o=O，

当‰2 O，田tl，tf5得

圹。舻乎∽=孚

删胪雩，‰=芋
再代入也，f4得到条件表达式：

醑呼+呼M学+学刚有：
c=口，b=她

方程(5—18)的解是：

枷)=±孚tanh㈦川呦。1±孚tanm(州呦，
州)_±字tan“戤帕))-1瓤卅±雩tanh∽时纠)

5．5总结

应用t锄h法并借助于计算机符号计算系统M印le，本章求解分别求解了

Noyes．Field方程组，非线性Schr6dinger方程和Ginzburg—Landau方程，从文

中我们可以得到如下结论，伽【lll方法可以求得多种非线性偏微分方程的精确解，

尤其是对于一些比较复杂的非线性方程更能体现出这种方法的优越性。
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第六章总结与展望

众所周知，非线性问题十分复杂，计算机的使用使非线性科学取得了突破性

的进展，使它成为当今世界科学的前沿与热点，对非线性科学的研究也跨越了原

学科界限，它不仅贯穿数理科学、生命科学、空间科学、地球科学、环境科学和

信息科学，还涉及人文社会科学的众多领域。在这些非线性问题的研究中非线性

偏微分方程占有重要地位。

本论文主要围绕典型非线性偏微分方程的求解问题来研究非线性偏微分方

程。

下面对本文的工作总结如：

1、本文研究内容之一为非线性偏微分方程的PaillleV6性质。首先介绍了PailllcV6

性质的定义和奇异分析原理，而后介绍了WTC方法并利用这个方法著重验证了

变系数KP方程的P削ev6性质，进而求得了变系数KP方程的自B萏ckll】Ild变换。
2、本文的研究内容之二是非线性偏微分方程的求解方法之一——首次积分法。

首先介绍了首次积分法的原理，而后利用这个方法求解HBK系统，并得到其精

确解。最后利用Maple的画图功能描绘出HBK系统解孤立子解的形式，得到其

解有周期的属性。

3、本文的研究内容之三是非线性偏微分方程的求解方法之———tanh法。首先

介绍了tanh法的原理，由于taIlh法的应用范围比较广，应用此种方法能够比较

灵活的求解各类非线性方程，因此我将其主要的应用如求解非线性方程，求解非

线性方程组，求解带有复系数项的情况，分别给与实例，证明其应用的广泛性和

灵活性。

基于以上的研究作者认为非线性偏微分方程求解方法的研究还待进一步发

展。由于非线性偏微分方程本身的复杂性，人们目前还无法确定其通解的形式，

本文的方法尽管对非线性偏微分方程的求解具有普适性，但是我们仅做了初步的

探索，论文中所提到的首次积分法的应用范围相对较窄，目前还无法应用于高维

的非线性方程，可对此方法进行进一步探究。而t锄h方法虽然应用范围比较广，

但是解的形式比较单一。

对于大多数非线性偏微分方程，目前，人们只找到了部分解，可对其进一步

探索，寻求新解，从而获得非线性方程的新解。因此寻找新的有效的方法来研究

非线性方程的精确解具有一个广阔的天地，需要很多人的进一步努力探索。

总之，对于非线性偏微分方程求解的研究任重而道远，我将继续努力。
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