
哈尔滨工程大学硕士学位论文

摘 要

期权定价是金融数学领域内一个既具有理论意义又有实际应用价值的重

要问题。关于欧式期权的研究，在利率为常数或者是时间的确定性函数时，

国内外学者已经做了大量地研究工作，得到了许多结果。如在1973年

Black．Scholes给出了B．S模型，并由此得到了著名的Black．Scholes公式。然

而，当利率是随机变量时，目前的研究成果并不多见。但是，这种情形在实

际中又是存在的现象，因为在较长的时间内利率是可变的，因此必须考虑到利

率的不确定性对衍生资产定价的影响。

CIR模型和Hull．White模型是两个常见的利率模型，本文主要内容有两

方面，首先是运用对冲原理和伊藤定理等经过一系列计算分析了CIR模型下

基于广义指数0-U模型的欧式期权定价。其次是研究了Hull．White利率模型

与指数0-U过程模型下具有不确定执行价格的期权定价。

本文的主要成果及创新如下：

1．提出新的股价模型假设，即选择能反映股票预期收益率波动变化的指

数O．U过程来刻画期权的标的股票价格的变化规律，建立了股票价格服从一

般指数O．U过程的期权定价模型。

2．在利率服从CIR模型的假设条件下，将其与期权定价方法结合起来

运用相关知识推倒出欧式期权的相关偏微分方程。并推出它是Black．Scholes

偏微分方程的推广。

3．运用鞅方法研究Hull—White利率模型与指数O．U过程模型下具有不

确定执行价格的期权定价公式。

关键词： 欧式期权：Ito公式：指数O．U模型；鞅方法
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ABSTRACT

Option pricing is all important problem with a theoretical value and practical

application in the area of financial mathematics．The domestic and foreign

scholars have done a great deal of research on the European option when the

interest rate is constant or time is a deterministic function and many results have

been goRen．For example，Black·Scholes presented the B—S model in 1 973，which

is the differential equations of the European option pricing with constant interest

rate，and thus the well·known Black—Scholes formula was obtained．However，

when interest rates are random variables，there are not many research results at

present．This situation is an existing phenomenon in practice because interest rates

are variable in a long period．Therefore，the impact of interest rates uncertainty on

derivative asset pricing must be taken into account．

CIR model and the Hull—White model are two common interest rate models．

This paper mainly contains two aspects．At first European option pricing based on

generalized exponential O-U model under CIR model is analyzed and calculated

by using hedging principle and Ito theorem．Secondly，the option pricing with

change exercise price under Hull··White interest rate model and exponential O·U

process model is studied．

The main results and innovations in this paper are as follows：

1．This dissertation proposes a new hypothesis of stock·price model，namely，

choosing an exponential O·U process which Can reflect the fluctuation of

expected return rate of the stock price to describe the underlying the stock-price

changes．And then option pricing model in which the stock price subjects to

general exponential O·U process is established．

2．In the condition that interest rate subjects to CIR model assumptions，the

partial differential equations of the European option are deduced by using relevant
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knowledge combined with option pricing methods．The conclusion that it is the

promotion of Black·Scholes partial differential equation is drawn．

3．The option pricing formula with change exercise price under Hull-White

interest rate model and exponential O—U process model is studied by using

Martingale method．

Key words：European options；lto formula；Exponential O·U process；Martingale

method
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1．1衍生工具

第1章绪论

在金融市场中，“衍生产品”(也叫衍生工具)这一术语通常用来描述这

样一种金融工具或证券，这一工具(证券)的未来回报依赖于一个潜在的证

券、商品、利率或指数的价值，而这一潜在的证券、商品、利率或指数就称

为标的(基础)证券或标的资产。

根据标的物的性质，衍生产品可以分为商品衍生产品和金融衍生产品。

商品衍生产品就是以商品作为标的资产的衍生产品；金融衍生产品就是以金

融产品作为标的资产的衍生产品，是市场中主要的衍生产品。

一般来说，在金融市场中，一些证券通常被看成基础工具，如股票和债

券等，而常见的衍生产品则包括远期、期货、期权等。

下面，我们对这三种基本衍生工具进行简单的介绍⋯

(1)远期合约

远期合约是最简单的衍生工具。它是指双方约定在未来某一个确定的时

刻，按确定的价格购买或出售一定数量的某种资产的协议。通常是在两个金

融机构之间或金融机构与其公司客户之间签署该合约。其中同意购买原生资

产的一方称为多头(10ng position)，同意售出原生资产的一方称为空头(short

position)。合约中标明的确定价格和确定时间称为交割价格(dehvery price)和

交割日(maturity)。远期合约一般都在场外交易(over-the—counter，简写为OTC)。

(2)期货合约

与远期合约相同也是一张在未来的确定时间，按确定价格购(销)一定数

量和质量的原生资产的协议，但它是由远期合约逐步标准化而形成的。它们

之间的区别在于：

A．远期合约没有固定交易场所，通常在金融机构的柜台或通过电话等

通讯工具交易，而期货交易则是在专门的期货交易场所进行的。
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B．期货合约具有标准化的合约条款，期货合约的合约规模、交割同、

交割地点等都是标准化的。

C．在期货交易中，交易双方并不直接接触，期货交易所充当期货交易

的中介，既是买方的卖方，又是卖方的买方，并保证最后的交割。

(3)期权及其分类

1)期权

期权是持有人在确定时间，按照确定价格向出售方购(销)一定数量和质

量的原生资产的协议，但他不承担必须购入(销售)的义务。期权持有人具有

按协议条款在确定时间行使这个协议的权利，但不负有必须行使这个协议的

义务。在期权合约中，确定价格称为实施价格(exercise price)或敲定价格

(strike price)，确定同期称为到期日(expiry date)，按期权合约规定购入或销

售原生资产称为实施(exercise)。期权又称选择权瞻1，是指其持有者能在规定

的期限内按交易双方商定的价格(执行价格)购买或出售一定数量的某种特定

商品的权利。期权交易就是对这种选择期权的买卖。

如上所述，期权是一种纯粹的权利，不负有相应的j务，这种权利的市

场价值便是期权价格。从持有方来看，它是得到这种权着要付出的代价，因

此，也称为期权费。而从规避风险的角度看，持有一个多头期权无疑是投入

了一个财产保值和增值保险，因此，期权价格又称为期权保险费。它也是期

权持有方在期权交易中的最大可能损失额。在期权交易中，获得选择权的一

方通常称为期权购买人，因为他们为获得这种选择权必须向该期权的提供方

支付一定的货币。而向交易对方提供这种选择权的一方，通常被称之为期权

出售人，因为他们以收取一定货币为前提而提供这种权利的。因此，期权出

售人也被称为期权创始人或出具人。

2)期权的分类

I．期权按合约中购入和售出原生资产来划分旧1：

看涨期权(call option)是一张在确定时间，按确定价格购入一定数量和质

量的原生资产的合约。

2
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看跌期权(put option)是一张在确定时间，按确定价格出售一定数量和质

量的原生资产的合约。

II．按期权购买方执行期权的时限划分：

欧式期权(Europrean options)：只能在合约规定的到期日实施。

美式期权(American options)：能在合约规定的到期日以前(包括到期同)

任何一个工作日实施。

III．按照期权标的物性质不同，期权可以分为两大类，即商品期权和金

融期权。

Ⅳ．按期权产品结构不同，可以分为常规期权和奇异期权。如欧式和美

式期权都是常规期权，而奇异期权则包括以下几类：

1．障碍期权(berrier options)，该期权的损益结果依赖于标的资产的价

格在一段特定时间内是否达到某个特定的水平，这个临界值就叫做“障碍水

平"。具体来看它又包括两种类型：

敲出障碍期权：当标的资产的价格达到一个特定的障碍水平时，该期权

作废(即被“敲出”)；如果规定时间内资产价格并未触及障碍水平，则仍然

是一个常规期权。

敲入障碍期权：正好与敲出期权相反，只有资产价格在规定时间内达到

障碍水平，该期权才得以存在(即“敲入’’)，其损害结果与相应的常规期权

相同：反之，该期权作废。

2．亚式期权(Asian options)，其到期损益结果依赖于标的资产在一段特

定时间内的平均价格。

3．回溯期权(100kback options)，是收益依赖于标的资产在某个确定的

时间段中达到的最大或最小价格的期权。

4．打包期权(packages)，即由常规的欧式期权、远期合约、现金和标的

资产等合成的证券组合。



哈尔滨T程大学硕十学何论文

1．2期权定价理论的研究背景

衍生证券随着金融衍生证券市场的蓬勃发展，衍生证券给现代金融学提

出了极其复杂的数学问题，包括金融变量的数学描述、各种金融变量之间的

关系分析、市场风险的计算与控制等等。衍生证券是金融学研究的重要对象，

它实质上是一种未定权益。改革开放几十年以来，中国同国际金融界的联系

越来越密切，如何防范金融风险已引起有关方面的高度重视。随着中国加入

世界贸易组织及香港的回归，对金融衍生证券的理论与方法的研究己是实践

的迫切需要，同时也是现代金融理论发展的需要。九十年代东南亚国家的金

融危机及香港股市的大幅波动，无不与金融衍生证券的交易有关。

1．3期权定价理论的发展

衍生证券研究已有相当长的历史，它的雏形早在古希腊时期就已出现，

但真正标准化的场内衍生证券交易则出现在20世纪70年代。

期权作为衍生证券的一种有着重要的作用。期权是20世纪国际金融市场

创新实践的一个成功典范，同时它也给财务金融学理论的发展注入了勃勃生

机。期权交易的出现和最初使用可以追述到17世纪荷兰郁金香球茎的交易狂

热时期。但是由于当时这种期权交易是没有任何保障机制的，所以当郁金香

球茎价格暴跌，卖权的买方想要卖权的卖方交割郁金香时，卖权的卖方拒绝

交割。郁金香交易发生了崩盘事件，这几乎导致荷兰经济崩溃。直到20世纪

70年代后，期权交易才得以规范，期权市场才得到了极为迅猛的发展。

1900年，当时名叫Bachelier的学者在其博士论文The Theory of

Specalation中首次给出了欧式买权的定价公式。可惜的是，他在建立模型时

犯了3个原则性错误。第一，假设标的股票价格服从正态分布，这使得股价

出现负值的概率大于0，从而与现实不符。第二，认为在离到期日足够远的

时候，买权的价值可能大于标的股票的价值，这是不可能的。第三，假设股

票的期望报酬(即股价变化的平均值)为0，这也违背了股票市场的实际情况。

4
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尽管如此Bachelier的研究结果，特别是他所提出的有效性市场的概念，为后

人的研究指明的方向。

在Bacheller研究的基础上，多年以来人们都在探索寻找评估期权价格的

有效方法n"，1964年，Sprenkle提出了“股票价格服从对数正态分布"的基

本假设，并肯定了股价发生随机漂移的可能性。同时，Boness将货币时间价

值的概念引入期权定价过程，但他没有考虑期权和标的股票之间风险水平的

差异。1965年，著名经济学家萨缪尔森把上述成果统一在一个模型中。1969

年，他又与其研究生Merton合作，提出了把期权价格作为标的股票价格的函

数的思想。1973年，美国芝加哥大学Black教授和Scholes教授mI在美国《政

治经济学杂志》上发表了一篇名为《期权定价与公司负债》的论文，同年，

Merton(时任美国哈佛大学教授)则在另一刊物《贝尔经济与管理科学杂志》

上发表了另一篇关于期权定价的论文一《期权的理性定价理论》。这两篇论文

奠定了期权定价理论的理论基础，提出了著名的“Black．Scholes公式’’。

虽然Black矛lScholes提出的Black．Scholes公式在金融历史上有重大的意

义，但是此公式是在一系列的假设的基础上提出的，后来的学者对公式所基

于的完备市场进行修正，主要研究成果有：Thorpe(1973)检验了卖空限制的

条件；Merton(1973)推广了考虑股利和随机利率的模型旧1；Cox and Ross(1976)

和Merton(1976)考虑了股票价格公式展开中不具有连续本路径时的期权定价

问题¨州¨：Ingersoll和Scholes考虑了资本收益和股利的不同税率效果¨2圳；

Rubinstein(1976)$IBrennan(1979)引入了具有代表性的投资者效用函数，得

到了关于离散时间交易的Black．Scholes方程的解Ⅲ叫51；Leland(1985)时考虑了

有交易成本的期权定价模型n引；1990年Jeanblanc Picque和Pointer¨刀讨论了股

票价格过程由布朗运动和泊松过程共同驱动的欧式期权定价公式：1991年

Schweizer¨引考虑的是市场不完全条件下，股价是半鞅的期权套期保值问题；

1994年Christopeit和Musielan引对一类特殊半鞅模型，讨论了未定权益定价的

等价鞅测度存在的充分必要条件；1997年Eberlein和Jacod心o’给出了当股价是

一不连续过程时期权定价的区间范围；1998年Mogens Bladt和Tina Hviid
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Rydbergl2¨首次提出期权定价的保险精算方法，这一方法不仅对无套利完备市

场有效，而且对有套利，非均衡的市场模型也有效；阎海峰，刘三阳他2洲对

保险精算方法作了进一步的研究；2002年林建忠和叶中行心剐讨论了证券市场

多股票价格模型，利厍]Pardoux和Pengml倒向随机微分方程理论，给出了跳跃

．扩散型多股票过程欧式未定权益定价的基本公式，并在常系数条件下获得了

一种线性组合式欧式期权定价公式。

近20年来，经济学家们利用现实的数据，寻求更贴近实际市场的期权定

价模型，取得了许多优秀成果，极大地丰富和发展了期权定价理论。90年代

以来特别是近几年，很多经济学家对不完善市场，基础资产的价格存在异常

变动的跳跃或者基础资产报酬率的方差不为常数等情况下的期权定价问题，

以及美式期权定价问题进行了广泛研究，取得了许多重要研究成果。

不完善市场主要是指对贷款及卖空股票进行限制，或者存在交易成本，

或者市场本身不完备等。不完善市场假设显然要比完善市场假设更接近真实

的金融市场，但这时的期权定价问题就复杂多了。在不完善市场情况下，通

常难以得到Black．Scholes模型那种期权的公平价格，己有的定价方法也将失

去其作用。关于不完善市场的期权定价问题，目前经济学家采用的主要方法

有方差最优套期保值、均值方差套期保值、超期保值套期保值、有限风险套

期保值等方法。在这方面作出过重要贡献的经济学家主要有Bah'on and

Jensen(1990)，Follmer and Schweizer(1989，1991，1993)，Karatzas and

Kou(1996)，El Karoui and Quenez(1995)等心}3¨。

1．4期权定价理论的意义

期权是20世纪国际金融市场创新的一个典范，它的诞生对现代金融学理

论与实践带来了巨大的冲击和影响。期权定价理论作为现代金融学的重要研

究内容，在理论和实践上都具有非常重要的意义。

(1)期权定价理论加速了现代金融学的诞生

上个世纪初，金融学就己经作为-1"3独立的学科而存在，但在开始的50

6
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年中，它几乎是一门纯描述性质的学科，侧重于定性分析。一般认为1952

年Markowitz的开创性工作标志着金融学从一门描述性的学科向分析性学科

转变的开端，它的工作奠定了现代有价证券组合理论的基础。

1973年，Black和Scholes发表《期权及公司债务定价》的论文，第一次

完整地提出了期权定价模型，即著名的Black．Scholes模型(简称B．S模型)，

并且得到了期权价格公式。同年Merton发表了“Theory of rational option

Pricing"的论文，推广了B．S模型。这些里程碑式的重要成果在理论和实践

中都有特别重要的意义。B．S模型提出以后，分析型金融学得到了飞速发展，

成为--t0新型的学科，日益成为数学工作者和金融工作者等研究的热门领域。

一个新的领域“金融工程”也正在迅速发展。

(2)期权定价理论促进了金融市场的繁荣

金融学研究的主要对象之一是衍生工具，它的价格依赖于其“原生资产"

的价格。B．S模型提出后，为了满足金融市场和更多的不同投资者的需求，

学者们运用期权定价理论和分析方法，创造设计了许多具有不同特征的期权，

例如：回望期权、亚式期权、障碍期权、彩虹期权、重置期权等新型期权，

这些期权的出现繁荣了金融市场。期权定价理论的产生与发展推动了金融衍

生产品的设计与开发，这些新的衍生工具扩展了风险共担的机会，促进了市

场的完备性，降低了交易成本，促进了市场的流动性，提高了风险管理的有

效性，彻底地变革了全球的金融市场。

1．5本文的主要内容和结构安排

在绪论的最后一部分，介绍一下本文的主要内容和论文的结构安排：

CIR模型和Hull．White模型是两个常见的利率模型，本文主要是在这两

个利率模型下求解期权定价问题，首先是运用对冲原理和伊藤定理等经过一

系列计算分析了CIR模型下基于广义指数O．U模型的欧式期权定价。其次是

研究了Hull．White利率模型与指数O．U过程模型下具有不确定执行价格的期

权定价。

7
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本文的结构安排如下：

第一章作为绪论部分，介绍了金融衍生产品及其相关概念，并重点介绍

了期权定价理论，回顾了期权及其定价理论的发展过程，阐述了期权定价理

论的意义。最后对本文的结构作了介绍。

第二章主要介绍了一些预备知识，包括鞅的定义、Brown运动、伊藤随

机积分伊藤公式。

第三章在第二章预备知识的基础上，介绍了Black．Scholes期权定价，介

绍了Black．Seholes期权定价模型的几种推导方法。

第四章本章在CIR利率模型基础上利用△一对冲方法建立了欧式期权定

价方程。

第五章主要介绍了具有不确定执行价格的期权定价，并在此基础上进一

步研究Hull．White利率模型与指数O．U过程模型下具有不确定执行价格的

期权定价。

8
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第2章预备知识

本章主要介绍一下在期权定价过程中所用到的相关数学知识，包括条件

期望的定义及定理、鞅的定义、Brown运动、伊藤随机积分、伊藤公式、Girsanov

定理等。

2．1条件期望的定义及定理

2．1．1条件期望的定义

定义2．1．1 设(Q，F，尸)为一完备的概率空间，G为F的一子盯一代数。

设X为数学期望存在的随机变量，一个G可测随机变量J，如果满足：

VA∈G，II脚=Ia YdP

则称】，为x关于G的条件期望，当X=L(彩)，A∈F，则称E(X l G)为彳关

于G的条件概率，并记为P(彳lG)。

2．1．2条件期望的性质及定理

条件期望具有F面的性质m叼驯：

(1)E(,zX+flY I G)=口E(x l G)+flE(YI G)，口，∥∈R

(2)E[E(x G)]=E(x)：
(3)若X为G可测，则E(X G)=x；

(4)若x与盯一代数G独立，则E(X|G)=E(X)：

(5)若Gl是盯一代数G的子盯·代数，则E(E(X I G)I GI)=E(X Gi)：

定理2．1．1(条件期望的单调收敛定理)若以个X，a矗，则在

{E(墨IG)>嘲}上，

E(XIG)=⋯limE：X．IG)

定理2．1．2(条件期望的Fatou引理)若鼍<】，，口矗，则在{E(YI G)<oo}

9
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其中％(x I G)，表示关于概率测度Q的条件期望。

得Ek(x，y)I<佃，而x是G可积随机变量，那么对于任意的随机变量Y，

E[g(x，y)I G]=E[g(x，】，)l G]I扫x

E[g(x，y)I G]=E[g(x，l，)]I。x

2．2鞅的定义及定理

2．2．1鞅的定义

定义2．2．P1设F为盯一域，称{E)脚是一个仃一域流，如果

1)对所有的，，E是一个F的子盯一域，且

2)对于s<t，只∈F

定义2．2．2如果{Z)是一个随机过程，使得对所有的f≥o，Z∈f即r

为C可测的，那么称{r}脚关于矿一域流{C)脚是适应的。

lO
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定义2．2．3 {f}，加是概率空间(Q，F，P)上的一个仃一代数流，一个具有

有限均值的可积随机变量的适应簇(置)，卸，即对于任意的f，E(Ix,I)<-boO，

我们称(五)脚是一个鞅(上鞅、下鞅)，如果对于所有的s≤f都有：

E[■lf]=置(≤以，≥置)
由鞅的定义知，如果(五)脚是鞅，则对于Vf，一定有E(z)=E(K)。

鞅的概念断定，给定所有可采纳的信息集E，对于(墨)最好的近似是一。

用金融市场的话来说，这意味着对将来价格预测的最好途径就是使用现在的

价格。而且，使用当前信息等价于使用所有的历史信息，因为只有最新的信

息才是最有用的。

定义2．2．4 设随机序列y=(K，刀∈N)，若Vo=磊，且当刀≥0时，

圪+。∈E，则称矿是可料的。

定义2．2．5若x=(K，甩∈N)，y=(圪，刀∈N))为r．V序列，又

乙=xovo+∑¨(置一五一。)，门∈N
l互l

z=(zj，甩∈N)

则

Z=V·X

EXm=Ex、=x q

定义2．2．6称Q为市场的一个等价鞅测度，如果Q是(Q，E)上与尸等

价的概率测度(即，对每个生成元群∈E，都有Q(彰)>o)，并且股票的贴现

价格过程s‘(·)是一个Q一鞅。

定义中Q是所考虑多时段市场的一个等价鞅测度m1。进一步看一下等价

鞅测度Q的金融学意义。由于s‘(·)是一个Q一鞅，故对任何时刻f=f，有

％p{OIs]=s+(o)
上式表明，假如事件是按照概率Q发生的，那么当前时刻，=0所能预期

的任何一个将来时刻，=f的股票贴现价格和当前的贴现价格是完全一致的。

事实上，还有更强的结论：在任何一个时刻，=f所能预期的任何一个时刻f以
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后的时刻，的股票贴现价格与时刻f的股票贴现价格是完全一致的，也就是

说，如果事件是按照概率Q发生的，Jg／z,在贴现的意义下，股票市场是“绝

对公平”的，即没有期望意义下的“赔”和“赚”，因此，人们也称这样的Q

是“风险中性”的。值得注意的是，尽管Q和P是等价的，但是一般而言，

它们是不相等的。从而，股票市场一般来说不是风险中性的。

2．2．2鞅的性质及定理

鞅具有F面的性质瞄’驯

性质1 若x=(以)，】，=(E)为F鞅(下鞅)，口，∥为任意常数(非负常

数)，则口x+fly=(口以+fir．)也是F鞅(下鞅)。

性质2 (1)设X=(E)为鞅，f为下凸函数，如果每个厂(E)可积，

贝Ijf(x)--if(x。))为下鞅。
(2)设x=(以)为下鞅，厂为非降下凸函数，如果每个厂(以)可积，则

f(x)=(厂(以))为下鞅。
性质3若x=(以，胛∈N)为鞅(下鞅)，匕=以一以．．，聆≥l，Yo=％，则

Y=(K，，l∈Ⅳ)为鞅差(下鞅差)序列。反之r=(ro，n∈Ⅳ)为鞅差(下鞅差)序

列，以=∑r，则x=(以，珂∈N)为鞅(下鞅)。
1=0

性质4若X为鞅(下鞅)，V为可料的(非负可料)，Z=V．X可积，则Z

也是鞅(下鞅)。

性质5(有界停时定理) 若X=(以，刀∈N)为鞅(下鞅)，s，丁为有界停

时，且s≤T，则E(坼lFs)--虬(≥以)a．So
定理2．1．1 设(坂)嘶；．Ⅳ是一个鞅，(以)。s，，s．Ⅳ是一个关于(E)嘶s．Ⅳ的可

料序列，记啦，=以一心一。，那么对于疗≥1，有下面定义的序列(以)。§。s．Ⅳ是
一个关于(E)。如sⅣ的鞅

托=HoMo
Xn=HoMn+HI捌、+⋯+H,aM．

12
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定理2．2．2一个适应的随机变量序列(心)是一个鞅，当且仅当对于任

一可料序列(风)，有

E(羔n=l也啦)=。E{∑也啦|-o
＼ ／

定理2．2．3¨训(鞅表示定理)假设M为一个Q一鞅过程，它的波动率满

足附加条件：总是(以概率1)不为零．如果M为另一个Q一鞅过程，那么存

在一个F一可料过程矽，使得f杉砰出<oo以概率1成立，并且Ⅳ，可以表示为
6

t●

Nl=No+＼多。dM。
i

进而，≯(在本质上)是唯一的。

2．3 Brown运动的定义及定理

2．3．1 Brown运动的定义

定义2．3．1 设(Q，F，P)是一概率空间，丁是一个实的参数集，定义在Q

和T上的二元函数彳(∞，，)，如果对于任意固定的，∈T，X(ea，，)是(Q，F，P)上

的随机变量，则称{x(缈，，)，缈∈Q，t∈T}为该概率空间上的随机过程，简记为

fx(，)，r∈丁l。

从数学的观点来说n¨，随机过程{X(t，to)，f∈T)是定义在Tx Q上的二元

函数。当t固定的时，x(t，CO)是(Q，F，P)的随机变量；当国固定时，X(t，03)

是定义在丁上的普通函数，成为随机过程坼的一个样本函数H羽或轨道(或现

实)。

通常把随机过程解释为一个物理系统。当，，缈都固定，x(t，to)为一个

实数，表示系统在，时刻所处的状态。x(t，缈)的所有可能状态所构成的集合

(即x(t，彩)的值域)称为状态空间或相空间，记为，。

随机过程可根据参数集丁和状态空间，的情况进行分类。参数集r和状

态空间，都可分为离散集和连续集两种情况，因此随机过程可分成四类：

13
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(1)丁和，都离散的随机过程

(2)丁离散，，连续的随机过程

(3)丁连续，』离散的随机过程

(4)丁和，都连续的随机过程

定义2．3．2 随机过程{x(f)，f∈r)称为参数为盯2的Brown运动，如果
(1)x(o)=0

(2)对于任意^<，2<⋯<乙，增量X(t2)一x(t。)，⋯，x(乙)一x(乙一。)相互独

立

(3)对于任意s，t，增量x(f)一x(s)～N(o，盯2b一，I)，仃2>0
(4)当t≥0时，x(t)是连续的

当仃2=1时，称为标准Brown运动H引，除非特别说明，我们总假定盯2=1，

即Brown运动为标准Brown运动。

定义2．3．3如果{B(f)，，≥0}是一个标准Brown运动，那么我们称

Xt=pt+B,

是漂移系数为∥的Brown运动。

定义2．3．4一个实值的连续随机过程{x(，)，，∈T}是一个f-Brown J匿

动，如果它满足下列条件：

(1)对任何的，≥0，X是F一可测的

(2)如果s≤t，则Z一只独立于a--代数只

(3)如果s sf，那么置一置和置一，一K有同样的分布

2．3．2 Brown运动的定理

定理2。3。1 如果(忍)渤是一个标准Brown运动，那么它具有如下性质

(1)lim旦：0
f’÷o t

(2)对任一正常数口，则(E一统)胁也是标准Brown运动

(3)对任一正常数c，呈绺也是标准Br。wn运动

14
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定理2．3．2如果(尽)脚是一个标准Brown运动，那么有如下的结论

(1)Brown运动是鞅

(2)Brown运动是正态过程

(3)p(，卜≯f≥o、}是鞅
【 J

(4){B2(，)一，，t≥0}是鞅
定理2．3．3 设(Q，只尸，E)为一滤过空间，刀维过程(E)，卸为

(Q，只P，E)上的适应过程，如果对任意的五=(五，五，⋯乃)7∈尺”，，>J≥0，恒

有

E eJa7’(B,-B．)吲：枷。’，a．s
则B=(E)脚为行维Brown运动。

2．4打DA随机积分、打会公式、G i rsanov定理

设标准布朗运动{B(f)，，≥0)是定义在概率空间(Q，F，P)的随机过程，设

(E，f≥0)是一族单调递增的F的子盯域，即E。c E：c p(vt。<t2)VC，是F
的子盯域， 且对O<s≤，， B(f)关于E可测E(B(，)1只)=B(J)，

E(B(f)一B(s)iE)=o。
定义2．4．1 设{B(f)’f≥0)为标准布朗运动，g(t，缈)∈彬，任取

VO<t-<t2<⋯乙≤f【0'，】c【o，邛记肚m愀a；x。(，t,一¨。若

lAi--m+O至g(气一。)(曰(“)一召(气一。))=’气(，)
均方极限存在，则称

k=l

I(})=，g(s，∞p(s，国)

为{g(t，国)，f≥o)关于{B(Af≥0)在【o，t]的It o积分。

定义2．4．2设x(，)是一个适应过程，使得fx2(f)疵<∞口矗，那么／t3
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积分Ix(，)d彬有意义，且满足以下性质
0

(1)如果x(f)，y(f)是适应过程，口，∥是某些常数，则有

『(口x(，)+∥l，(f))d彬=口p(t)dW,+It，r(t)dW,

(2)一个区间示性函数乍，。】的积分为n叫(，)d彬=∥(6)一矿(口)
0

(3)若E(x2(∽<∞，Ep(，)d形=o ．

，，7' 、z r

q¨lP(岫彬j 2

0p(F(f))d彬
定理2．4。1 设x(，)是一个可料过程，使得P2(t)dt<oo，那么

】，(f)=』x(s)d彬，o≤，≤r是一个连续的均值为零的平方可积鞅；且二次变

差【】，，】，】(f)=J'X2(s)as。
O

定义2．4．3 设随机过程{x(，)，，≥o)满足如下的打占积分，对
VO≤to<f<丁有

x(t)-x(s---p(s，x(s)p+p(J，x(s)如(J) (2-1)
0 0

或等价地写作厅三微分形式

科(f)=口(，，X(t))dt+b(t，x(，))招(f) (2-2)

其中口(，，z)廊，b(t,x)是二元函数，且对坛∈尺，I口(，)l¨2，b(t)e M：}!则

称x为乃三随机过程(简称乃吕过程)，称(2．1)为办占随机积分方程，(2．2)式为

以。A随机微分方程，其中p(s，x(s)p是一般的均方积分，p(s，x(j)炒(s)
0 0

是厅会积分。

定理2．4．2(露占公式) 设{x(，)，，≥o)满足上定义等式(2．1)，y=f(t，x)

16
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是二元函数，且具有连续偏导数可／a，of／缸，a2flc锄2，令

】，(f)全厂(，，x(，))，则过程】，={r，t>O}也是随机过程，I；t vO<to<，满足如下

的Ito积分方程

r(O-r(to)

定理2．4．3(Brown运动的打占公式) 如果／是二次连续可微函数，则对

任何f，有

厂(B(，))=／(o)+少’(B(s))拈(s)+寺Ⅳ。(B(J))凼 (2—3)

证明易见式(2—3)中的积分都是适定的．取【o，，】的分割{r}，有

厂(B(，))=／(o)+芝(厂(B(唆。))一厂(B(r)))
对厂(B(t。))一／(B∽))应用Taylor公式得

厂(B(t。))一厂(B(r))=f’(B(r))(B(啦。)一B(r))+

i1／。(引(B(筑，)一B(r))2’。 ＼‘，＼ 、”’， ＼o，，

其中彰∈(艿(臻。)，雪(誓))。于是

厂(B(，))=厂(o)+∑厂’(B(矿))(B(啦。)一召(r))+

芎1∑n-I厂。(引(B(赡，)一B(r))2

令瓯一O取极Iil，则式(2—3)中的第一个和收敛于以DA积分

少‘(B(s))扭(J)，第二个和收敛于少。(B(s))凼。

定理2．4．4(打三表示定理) 对每一个孝∈r(辱，尸)，都存在唯一的一个

17
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满足条件E少2dt<oo的适应／(f，co)，使得
0

善=E(孝)+少(f，∞)d尽(国)
0

定理2．4．5(It o定理) 设(置)。9sr是一个乃D过程

Xt=Xo+IK曲+＼H郊x
．0 0

厂(·)是一个具有二次连续导函数的实函数，

F(置)=厂(托)+少‘(K)烈+毒少。(以)d(x，x)，
O -0

=八X心+l厂心3K；ds+＼，心3H。dB；+毛＼广心3H：dS
0 O _0

这里

似，=K，dt+月f鸠

(础)f-∽，=∞担H研出
定理2．4．6设置和r是两个如下的Ito过程

Xt=Xo+lK。dS七IH囊B。

Yl=to+Kds+＼HiaS,

那么我们有

这里

t ，

工r=Xoro+『．以dr+，r岔k+(x，y)，
0 0

(x，y)，=，H,Hi．ds
0

证明 取Zf=置+r，厂(x)=x2，那么根据办D定理，有

18
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f(z)=(置+r)2

=(K+％)2+2R以+r)d(以+r)+(x+】，)，

=矗+埒+2KK+2fk岔k+2，K岔k+2ftdr+

2 lY；甜s+辩dS+lH；2ds+2 IH．,H．；ds

Xj=xj+2Ix,dX s+lH：dS

r2=瑶+2亿饵+，砰出

于是

工z=三[(z+r)2一F—r2]
=X溉+lX。dY。+p；dX。+＼H。Hj。ds

=Xoro+肛必+肛以+(x，】，)，

定理2．4．7(Gi rsan。V定理) 让(q)。gsr表示一个满足p2衍<oo的适应

过程，且使得如下所定义的过程(厶)。gsr

L,=exp(一p啦一丢p出] c2国

是一个鞅。那么在绝对连续于尸其密度为岛的测度Q下，过程(彬)。鲥r

wl=Bt+19豳

是一个标准Brown运动。

由于标准Brown运动是一个鞅，所以从上述定理知道(忍)是一个尸一鞅，

而(彬)是一个Q一鞅。

定理2．4．8如果

19
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￡H扣肛
则式(2-5)所定义的过程(厶)是一个鞅。

2．5本章小结

本章主要介绍了期权定价相关的数学知识，包括鞅的定义，Brown运动、

伊藤随机积分、伊藤公式、Girsanov定理等重要的概念及定理。为课题的研

究提供了必需的基础知识。

20
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第3章经典的B l ack-Scho I es期权定价模型

1973年，美国芝加哥大学Black教授和Scholes教授在美国《政治经济

学杂志》(Journal of political Economy)上发表了一篇名为《期权定价与公司

负债》(the pricing of options and corporate liabilities)的论文，同年，Merrton(时

任美国哈佛大学教授)则在另一刊物《贝尔经济与管理科学杂志》上发表了另

一篇关于期权定价的论文《期权的理性定价理论》。这两篇论文奠定了期权定

价理论的理论基础，提出了著名的“Black．Scholes公式”。

Black和Scholes获得成功的关键在于，他们认识到一个期权的损益特征

可以由标的股票和无风险债券的适当组合来确定复制，即任意一个期权都可

以通过人工合成的办法来实现。在该模型中，Black、Scholes和Merton引入

了动态套期保值组合的概念，期权的支付可以通过基础资产的动态组合策略

复制。在基础资产的价格过程为对数正态分布的情况下，得到欧式期权公式

的解析解。因此，复制期权所需要的成本即为对应期权的价值。

Black．Scholes(简称B．S)定价模型克服了以前各种模型存在的问题，从而为

包括期权定价在内的金融衍生工具定价问题的研究开创了一个新的时代。

Black．Scholes的期权定价模型是金融学中广泛应用的模型之一，该模型

的提出是金融理论界和实践界的一场革命，尽管该模型的一些假设与现实不

相符，但是期权市场的价格与该公式的计算结果还是比较吻合的。

Black．Scholes模型已成为现代金融经济理论和理财理论的一块基石，它的理

论和实践意义在于：在理论上它带来了经济学和理财学研究方法的革命，在

实践上它对规范证券市场，特别是期权交易起了重大的作用，并为金融工程

奠定了基础。这个公式以特殊方式促进了经济增长、世界贸易和资本流动，

同时也开辟了一个由华尔街“火箭科学家"控制的时代，传统的老金融交易

商让位于学过物理和数学的“战略家"，他们不是依靠感觉做事，而是借助高

效能的计算机的计算和数学赚钱。正是这个公式发明以来所产生的巨大开拓

2l
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性贡献，Scholes教授和Merton教授被瑞典皇家科学院授予1997年诺贝尔经

济学奖，Black教授虽然因为在1995年8月30日逝世而未能享此殊荣，但

其英名也将永载经济学史册。

3．1 B l ack-Scho I es期权定价

3．1．1 B I ack-Scho I es微分方程

微分方程推倒的思路m1

在期权交易中，期权价格的决定和变动是一个非常重要的问题，学术界

己经做了长期深入的研究。自1973年以来，许多学者和专家纷纷提出各自的

期权定价模型，以说明期权价格的变动。Black．Scholes期权定价模型(简称

B．S模型)是最典型的期权模型，它是期权定价理论的核心和基础。下面介绍

B．S模型的基本假设及结论。

(一)Black和Scholes在推导B．S模型时，做了以下7条基本假设：

(1)标的资产为股票，其价格s(，)满足搬(，)=pS(t)dt+crS(t)dB其中

∥，仃为常数。

(2)无风险利率：为一已知常数，且不随时间变化。

(3)期权为欧式期权。

(4)标的股票没有红利支付。

(5)对于期权市场和股票市场来说，不存在交易费用或税收。

(6)允许卖空，卖空所得资金可由投资者自由使用。

(7)投资者可以自由借入或贷出资金，借入利率与贷出利率相等，均为

无风险利率。而且，所有证券交易可以无限制细分，即投资者可以购买任意

数量的标的股票。

设v(s，，)表示某股票期权的价格，s(，)是股票在，时刻的价格。假设

v(s，，1关于变量s和t的平滑的函数。构造Black．Scholes微分方程的思路包

括四部



dy=aV as+L_v
atOS Ot+三2祟OS(搬)2+z、 ，

旦OS!Ot嬲沈+三2望Ot孚(衍)2+高阶项 (3—1)
2、 ，

’⋯。。。

dy=詈防+西OV(∥跚+仃舳J+互1歹02V L,ltSdt+o'SdB厂(3_2)

+丽02V(∥鼢+仃sas)at+圭警出2

前面已经知道如≈z河，因此幽胁≈z(刃)3佗。又由于(西)2和(衍)3坨都
不是研的一阶项，因此我们可以忽略凼沈项。这样我们只需关注下面的(搬)2

fz厮12：zz衍，正好是关于西的一阶项，我们必须予以保留

d矿：型西+里(1．tSdt+仃SdB)+l_a2s222些衍

：惫+ju笠S山蛩Z：巍+羞如p5，：f竺 竺+!仃zsz：些1西+甜丝如
‘‘

＼at as 2 8sz 1 OS
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样将得到

dy：f竺+筇竺+三a2S2箕1dt+crS—aV dB (3_6)
＼at ‘8s 2 8Sl 1 aS

令

矽(f)=股票的股数

w(t)=债券的数量

并且令方程

矿(S，，)=矽S+甲只 (3-7)

在0≤，≤T时总是成立，则该方程满足资产组合的净头寸就是持有的股票和

债券的市值的要求，这里只是单位债券的价值。可以推出资产组合净资产的

变化服从如下方程

dV=≯姆+甲犯 (3·8)

由于

dS=#Sdt+crSdB

且

dP=rPdt

代入式(3．7)有

dV=(##S+rWP)dt+er矽SdB (3·9)

将方程(3．6)和(3-9)右边取等可以得到

(删S+rWP)dt+crqkSdB=(詈+筇詈+丢盯2s2豢)dt+orS詈拈
令

俐一．a菸VⅣ"S，)
这样就只剩下：

，甲Pdt：f竺+一1 o,,2S2娶1衍(3-10)
I西 2 瓠2』

由式(3．8)可知
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WP：：V．．saV
8S

代入式(3．10)得到

，-(N詈)衍=睁扣2豢卜
这样就得到了期权价格的偏微分方程

型Ot^2 2s2窘+心詈卅=o (3．11)
8s2 舔

、 。

这就是著名的关于股票期权价格的Black．Scholes偏微分方程。注意该方

程中不含∥，只含盯，在终端矿(S，，)=Max(S,-X，0)条件下可得到

Black．Scholes期权定价公式。许多衍生证券的价格可用上面的Black．Scholes

方程计算，只是边界条件不同。

3．1．2 B l ack-Scho I es公式

设股票在【o，丁】(，∈【o，丁】)内没有股票送配，其价格的微分方程是
as,=Sa,dt+stadBt

=S,rdt+S仃d形

其中笆是尸一标准Brown运动，彬是Q一标准Brown运动。基于股票之间的

欧式期权的到期日为T，敲定价格是K，则该期权

h=f(ST)

于是该期权在f时刻的价格为

K=EQ(e-r(T-t)厂(．s)I￡)

=Ep[e-4r-,)f(s exp((，-一譬)c丁一，，+仃c％一形，)]l巧]
注意到S的F-钡lJ度，在Q N度下坼一彬独立于E，因此有

杉2F(t，S)

25
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Fc，，x，=EQ(e—r(r叫)厂(xexp((，．一譬]c丁一，，+盯c％一彬，]]]
由于在测度Q下，孵-w,=Y是一个均值为0，方差为T一，的正态随机

变量，故有

Fc，，x，=E口(P—r(7’-f)厂(xexp((，一譬)c丁一，，+盯c孵一形，])]
玎小。孙即n争叫+则厉膳咖

这样我们就可以导出欧式期权价格的显示，而无论是认购期权还是沽出

期权。

我们以认购期权为例，此时有

．厂(x)=(x—K)+

令

于是有

令

就是

得到

f=T—t

Fc，，丁，=EQ(P一胛(xexp((，．一·三1仃2)f+盯y石)一K)+]
=Ea(xexp(仃y47一吾口2f)一‰。7)+

xexp(叫石一i1盯2f)一般晰≥。

唧(h素切石一≯)扛斤

m素+掣石+(，．一了0-2)r≥。
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型x+丑r-r小。
令

d—tn妻+(厂一譬)f畋：—奠≯
和

d—d．仃层一·n妻+(，．+譬)r4=吐+仃石=二生∑掣
得到

№)趔忙p(枷一≯)舷”卜刎)

=弘xp(则石一矧一1丢咖 ∽㈦

=x*(d,)-Ke。7①(吐)

这里①(·)是累积标准正态分布函数，即

①(x)2去』P了斫
对于沽出期权，此时

f(x)=(K-x)+

得到它的价格为

F(t，x)=Ke州①(一吐)一x①(一4) (3—13)

如果令认购期权的价格为C，沽出期权的价格为P，那么注意到

①(一吐)=1-O(dI)

①(一以)=l一①(畋)

可得这两种欧式期权价格之．间的关系，即所谓的平价关系：

C+Ke一”=P+X

27
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式(3—12)或(3-13)就是人们常说的Black．Scholes公式。

3．1．3离散时间的Cox-Ross-Rub i nste i n模型

Black．Scholes期权定价公式的推出是现代金融理论的重大突破，但由于

该模型过于严格的假设条件，制约了其实用性，使其在理论及应用上均存在

缺陷。Sharp(1978)构造了一个简单的二项式模型，假定经过每一个时期，股

价都会上升或者下降某个固定比例，由于在每一期仅有两种可能的运动，通

过对股票与无风险债券的交易，期权能够很容易得到复制。Cox(1979)等人

利用这种二项式方法来计算期权价格。Cox．Ross．Rubinstein模型HH83的结果与

Black．Scholes模型完全一致。 当时间间隔越来越小的时候

Cox．Ross-Rubinstein买方期权的价值会收敛于Black．Scholes公式的定价价

值。

考虑一个离散时间的单期定价模型。假设时间只有一期，即T=l，当前

时刻为f=0。一份欧式买权的基础资产在f=0时刻的市场价格为瓯，其，=l

时刻的价格只有两种可能值：以万的概率上涨至心或者以1一万的概率下跌至

dS(“>d>0)，假设无套利机会出现时，无风险收益率月居于d和材之间

(d<R<“)。记以基础资产价格当前价格鼠、履约价为x的欧式买权的当前

价格为C。利用风险资产无套利定价原则，可以定义风险中性概率：万。=Rq一

其中g。是状态j的状态价格，满足0<万。，刀‘，<l，y／"。+万‘f=l。期权的当前价格

等于以计算的期望收益按无风险利率贴现，即

C=亡l万“G+#aCa)n I ■ ，

可以构造一个风险对冲组合，使其最终产生无风险收益，即卖出一份买

权，购入m股基础资产。在时刻T=l，该资产组合的收益在股票上涨和下跌

的情况下分别是m(uSo)一e和肌(抵)一巴。解出组合中基础资产的头寸
。。一q一巴聊2蕊

该资产组合的收益率必然和无风险资产的收益率尺一致
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足=等伽’so—c)U一口
、 7

则可解出期权当前价格C，即

c习1[R一-dU dQ等U d。l尺I 一
”

一 “l

如果期权的寿命是丁期(丁为一个整数)，可以从最后一期开始，逐步地

反推出它的当前价格。欧式买权价格为：

’ c=&峰焉"’丽und7"-n j
一南降鼎元(t一另)]

第二项的方括号是基础资产上涨期数不小于刀’的风险中立概率，也是基

础资产下跌期数不超过T一，?+的风险中性概率。当每一单位时间交易区间数

目无穷大，则丁一00时，可以证明Black．Scholes公式是上式的极限。二项式

定价方法在期权定价的模拟运算中非常有用。

3．1．4均衡定价方法

假设：

1．市场上存在一个代表性消费者，其效用函数可表示为：

v(co，C1)=vo(c-0)+K(C1)

2．代表性消费者更具体的效用函数可表示为幂函数形式：

y(z)2詈(口>o)
3．代表性消费者的总消费与证券的价格的联合分布是二元正态分布。基

于上述假定，对于代表性消费者，任一期末状态为CO下支付收益s(缈)的证券

的期初价格，按照均衡定价方法得：

氐=钱铲(3-14)氐2■群
其中P测度是真实测度。在期末确定地支付l的证券，其价格为：
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P～=南1=锗掣co p㈣
+0 ％( )

、 7

将式(3．14)，(3．15)整理得：

so_上：兰：[坚!刍幽
“l+iI E，(圪(Co))

芍愿一衍生让秀，。E所依仔的杯的让秀的别木价格为S(随机变量)，设

该衍生证券的期术支付的厂(s)，那么它的初期价格应为：哪)=击鬻
定义Q测度

咖)=锘鬻郑

∑g(国)=
E[P(co)V．’(CI)]

EP(K’(C1))
=l

则O是一个概率测度，进一步得：哪)=南帮玎’；错
=P”∑g(缈沙(s)

=P吖E吓厂(s)]
根据上式，得期末支付为f(S)=f(Soe。)的衍生证券，其期初始价格

g(So，o)=e-rEQ[f(Soe")]
定义函数：

J fx，如果x≥0
工一1 0，如果x<0

30
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如果标的证券的期末价格为S，那么这个买入期权的期末支付为：

厂(s)=【s—K】+

由于在Q测度下X是一个正态变量，得欧式买人期权的定价公式：

[(¨K)+卜去1(
”i

=SoN

叫唧f_掣
ln墨+，+三盯2
K 2

一Kfr NI
ln so+r_1 0．

其中，Ⅳ(·)是累积标准正态分布函数，可以检验，该公式即是

Black．Scholes公式。

3．2本章小结

本章主要在第三章预备知识的基础上，介绍了Black．Scholes期权定价，

介绍了Black．Scholes微分方程，Black．Scholes公式及其推导方法。
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第4章C l R模型下的欧式期权定价

自1973年以来，许多学者研究的期权定价都是基于期望收益率为常数或

股价为Black．Scholes模型的假设条件下进行的，这意味着随着时间的变化，

股票的预期收益率将会有朝同一方向变化的趋势，然而在实际金融市场中股

票的预期收益率不可能随时间朝一个方向(上升或下降)变化，股票的预期

收益率往往是波动变化的，可能是依赖时间和股票价格的函数，并且影响投

资者的投资行为和期权价格。实践证明，Omstein．Uhlenback过程就是一类保

证股价非负且具有回复水平的过程饰卜5引，它保证了股价在短期内不会发生巨

大波动，有利于投资者进行投资决策。本章假定股价遵循指数O．U过程，研

究了CIR模型下基于O．U模型的欧式期权定价。

4．1市场模型

模型假设1：假设股票价格过程满足如下随机微分方程

j搬(f)_(∥(，)-北s(f))S(f)衍+以(，)S(，)幔(，)(4-1)
【s(0)=s

其中：{岛(f)：，≥0}是定义在完备概率空间(Q，，，尸)上的标准Brown运
动，∥(f)，O"s(t)为t的确定性函数，并且口>0，常数口的作用在于当股票价格

上升到一定高度后，它使s(，)有下降的趋势，与Black．Scholes模型相比较，

模型(4-1)相当于考虑预期收益率依赖于股票价格的Black．Scholes模型。显

然当口_0．时模型(4-1)即为Black．Scholes模型。把方程(4-1)确定的模型称

为股票价格遵循广义指数0．U过程模型哺3‘。

模型假设2：时刻丁到期的零息债券P(t1具有仿射期限结构坤盯

J卯(耵)=尸(，，丁)[，．(f)刃一％(，)驾(伽 (4-2)

【e(r，丁)=l
模型假设3：短期利率过程，．f，)满足下列微分方程
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毋(f)=(口(f)一6(f)，-(f))础+q(f)胁(f)(4—3)
即为CIR利率模型。

4．2欧式期权定价方程

定理4．2．1 假设标的物价格s(f)月艮从式(4—1)，时刻T到期的零息债券

P(，)满足式(4—2)，利率过程r(t)满足式(4—3)，则欧式期权定价满足的偏微

分方程如下

K+(口(，)一6(，)，(们杉+i1吼2s(r)2圪+去z，．(f)吃
+孵吒√，．(，)s(，)圪+r(t)S(t)Vs=，．(，)y(f)

简记为

K+(a-br)V，．+去《s2圪+去仃；，．％+pcr，吒石sk+心K=rV

其中，口(，)、6(，)、∥(，)、q(，)、哪(，)和吒(f)都是关于f的函数，局(f)

和垦(，)是标准的布朗运动，且蜀(f)和B(，)的相关系数设为P。

因为文中2个随机波动项的存在，所以在用△一对冲思想时，对常见的

证券组合YI=V—AS(y表示欧式未定权益价格)是不能满足要求的，因为它

仅能消除岛(，)而不能消除E(f)的存在，考虑到蜀(，)是，．(，)的波动项，而债

券恰恰直接与，．(，)相关，所以可视债券的波动项和利率的波动项是一致的。

这时考虑证券组合n=V-A。S+A2P，就可以同时消除2个风险波动因素，

将整个系统转化为无风险形式，从而获得关于y的欧式期权定价公式，具体

实现过程介绍之前先引入3个引理。

引理4．2．1 标准Brown运动的二次变差
一I 2tl--i

【B，口M=姆。一(n．，)一B(r)]=，
其中Ⅳ)二。遍取【o，，】的分割，瓯=max(t"一一矿)专。

引理4．2．2设Bi(，)、岛(t)为空间(Q，F，P)上的标准一维布朗运动，

蜀(f)和展(t)的相关系数为P，则驾(，)幔(t)=pdt
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证明 令

B(，)=o-,B,(，)+吒岛(f)

则不难得到8(t)是均值为0，方差为仃‘=

以旦缝为标准布朗运动，即

(d爿=鲤 (，)+吒幔(r))2
盯‘2

砰+蠢+20'10'2p

由引理4．2．1知当B(，)为标准布朗运动时，有

即

得

dB·始=dt

砰衍+仃；斫+2qcr2媚(，)峨 (f)
砰+蠢+2qcr2t0"2Po；+ai

dBi(，)皿(f)=pdt
引理4．2．3(多维I t 6公式)嘟1

=dt

的布朗运动，所

令x(，)=(x。(f)，⋯，以(，))，其实
z(f)(江l，2，⋯，甩)为It 6过程世(f)=％(x(f)，t)dt+o'j(X(t)，f)鸩(，)，
E(，)与9，(f)(f≠／)的相关系数p。当厂(f，x(f))满足对x二次连续可微，
对，一次连续可微，那么

矽(f，x(f))=d

陪
+喜I盯杀掘i，= w▲

其中札置，一](，)计算按下面规则

定理证明

a2厂

OXiOXj
(dX，dX』)

POO'iorj

df·dt=dt·dBt=dBt‘dt=0，dBj。dBi=pHdf

a2 f

ax iax j 卜
∑栌

∑州
+盟嘶仃
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现对y(s(，)，，(，)，，)应用乃0二维定理，结合上面设定的模型可得

dy=杉衍+K程+¨咖+圭圪搬2+三％西2+V．。r(dSdr)
=∽+s(∥一汕s)K+(口却)昨+圭《s2圪+ (4_4)

吉一厂％+pq吒√忍K)西+吒sK峨+GgrN厅rVrdBI
利用A一对冲方法，即形成投资组合

1"I=V—AlS+△2P

得

d兀=dV-AldS+△2dP

将式(4．1)、(4．2)、(4．4)代入得

d兀=∽+s(p-alnS)V,+(口砌)形+2 o，2s2圪+

三一，％+PO'rO"s～frrsvn．)西+吒sK蝇+
q√形媚一Ai[(∥一口lIls)．勋+吒s崛]+

△：[P(，一dt一％媚)](4-5)

=f K+s(∥一口lns)K+(口一6，．)杉+昙一sz圪+
＼ 厶

i1。2rrVrr+pG r6 s小sv，一Ai 0H—czlnS)S+A}Pr)dt

+(吒sK一△。吼s)幔+(qo矽一△：饵)媚
这时选择恰当的股票头寸△，和债券头寸△：，就可以消除式(4—5)中的随

机项dBi和幔，转化系统为无风险状态，即让

(O'rg；V,一△：胎P)驾=o
和

(吒sK-A。吒s)幔=o
得
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△l=圪

△，：业
。‘P0 p

将Al，A2的值代入式(4-5)中，得

加=k+s(∥一汕s)K+(口．6，)t+三《s2圪+
去盯≯吆+P"rO'．4-；rSV憎一△l(∥一alnS)S+A2n)斫

：(杉+(口一6，．)杉+吉一s：圪+丢矿，．吃+
‘4—6’

p了9 j矗w；￥仃—r4—7Vr r dt
u

p 》

令dr专0，可将r(，)看成无风险利率，则有

d兀：=rr(Hyd—tA。S+A：尸)办
(4—7)

=r(y—I+2尸)办
、

由式(4-6)、(4-7)可得

，．(矿一△。s+△：P)防=f形+(口一6，)Vr+毒《s2圪+，，0，2，．吃
＼ 二 二

+孵吒厢比+堡』监，1破
u

p )

将Al，A2的值代入，整理得

K+(口一6，)¨+吾蠢s2圪+，，0，2，．％+pq吒√冶％+心K=，．y(4-9)
这就是CIR模型下基于O．U指数模型的欧式期权定价方程。

推论4．2．1 假设时刻T到期的零息债券尸(，)满足式(4—2)，利率过程

，．(f)满足式(4—3)，标的物价格s(，)服从下列微分方程

搬(，)=∥(，)s(f)出+吼(，)s(，)d岛(t) (4—10)

则欧式期权定价满足的偏微分方程如下

．K+(口一6，)Vr+吾蠢s2圪+，，0，2厂％+脾吼√西吆+心K：，_y
注 1．在公式(4-9)中若将，．视为不变利率，即a=0，b=0，O"=可得r 0
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1

¨+去《s2圪+rsE=，．y。这恰恰就是经常碰到的Black-Scholes偏微分方程。
Z

可见本文的偏微分方程在一定程度上是对Black．Scholes偏微分方程的一种推

广。

2．比较定理4．2．1和推论4。2．1发现CIR利率模型下，不论股票价格满

足式(4—1)还是满足式(4-10)，其欧式期权定价满足的偏微分方程相同。这说

明期权定价与投资者对股票的预期收益率无关。

4．3本章小结

本章在CIR利率模型基础上利用△一对冲方法建立了欧式期权定价方

程。推出此方程是对Black．Scholes偏微分方程的一种推广。并总结出期权定

价与投资者对股票的预期收益率无关。
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第5章Hull—White模型下具有不确定执行价格的欧

式期权定价

对期权定价问题人们做了很多研究，提出了各种期权定价模型，但这些

模型均建立在确定执行价格基础上，并不适用于具有不确定执行价格的期权

定价问题。然而随着金融市场的不断发展，具有浮动执行价格的新型期权会

占据市场。文献[56]首先研究了股价服从简单过程的具有不确定执行价格的

期权定价，又利率的不确定性是符合实际情况的(第四章介绍过)，所以本文

将进一步研究Hull．White利率模型与指数0．U过程模型下具有不确定执行价

格的期权定价。

5．1市场模型

模型假设1：假设股票价格S(f)满足随机微分方程

j搬(，)-(∥(，)刊n刚s(归+吒(，)s(，)d∥(，)(5-1)
【s(o)=S

其中{∥(，)，O<t<T)是定义在概率空间(Q，F，(F)，>o，P)上的标准Brown运
动。∥(f)，吒(t)为t的确定性函数，分别表示股票的期望回报率和股票的波动

率，并ISl a>0。
．

引理5．1．1晦引假设股票价格过程满足指数o_U过程模型(5-1)，令

． ∞)=业铲
拶[eXp仁弘2∽出)卜，则存在唯一与概率测度尸等价的概率测

度Q，使得在概率测度Q下折现过程s’(f)=s(，)exp{一ir(s)出}是一gAmmA。
若令形口(，)=∥(，)一p(J)凼，则由Girsanov定理可知在概率测度Q下缈口(，)
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是一个Brown运动，且股票的价格过程s(，)满足

即)叫，)exp∞∽一2 O-沁))叫／-t∽胪∽} (5_2)

模型假设2：假设K(t)为时刻，的执行价格，尽管期权在，时刻以执行价

格K(，)可执行，但K(，)在f时刻未知。假定在风险中性概率测度Q下，K(，)

满足随机微分方程

抓(，)=K(t)[a(t)dt+p(t)aw口(tl，K(O)=K (5—3)

模型假设3：假设短期利率过程，．(，)满足下列微分方程

dr(t)=(口(，)一6(，)，．(，))衍+q(，)地口(，) (5—4)

即为Hull-White利率模型。其中口(，)、b(t)及q(，)是关于，的确定性函数，

BQ(f)为Q下一标准布朗运动且在Q下B与∥相互独立。a(，)决Ii!T矛1率的

长期平均水平，b(t)是调整短期和长期利率关系的平均回复率。

指数o-U过程模型是完备且无套利的市场模型㈣‘，在这样的模型中，所

有的未定权益都可以由基本证券通过自融资策略来进行精确复制，从而可以

利用无套利原理得到一个唯一的价格，即所谓的期权费。

对于一般的欧式未定权益孝(孝与标的资产价格有关)，由无套利定价理

论知，其在t时刻的公平价格y(，)为：

叶)：俨{expf-／p-(s)凼b f，
5．2指数O-U过程模型下具有不确定执行价格的期权定价

定理5．2．1‘跏对于欧式看涨期权矿(f)=(s(r)一K(r))+，在【o，T】内股

票无红利支付，则有，时刻的无套利价格为：

c(s(，)，尺(，)，，)=s(，)Ⅳ(西)一K(，)exp{一／JI-(，-(s)一口(s)))凼)Ⅳ(吐)
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碣=

d2=

lns(，)-InK(t)+Ⅱ，．。)一口。)+圭(仃。)一∥(s))2]出

k se，，一-n KeD+Ⅱ厂cs，一口es，一圭c口cs，一夕es，，2]西

吐=匾一

其中，Ⅳ(·)是标准正态分布的累积概率。

证明 由套利定价理论知，在风险中性世界中，期权的价格是其终期支

付的数学期望的贴现值，令么={s(丁)l s(r)>K(丁))，所以

c(s(，)，K(，)，，)=EQ{exp{一≯(J)出)y(丁)I E}

唧愕T∽

叫
q
q
≈

∥{(s(丁)一K(丁))+I F,)

俨{(s(丁)一K(r))L l

∥{S(T)IA l F,I-

EQ{K(T)IA f只)

=sc，，E。{exp{一了兰仃2 cs，凼+了盯cs，d∥g)L I

晰xpm旷∞噼
gQ{exp{一圭了多2 cs，凼+了∥cs，矗形p)L I互>

十

、●，、，，、l，

S

S

S
，II、，II、，Il、

r，"-’，

rp，r广"-’，
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一

一
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X
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=K一％

令

和冲BH帕+T尸∽∥}
因M[e冲仨弘2∽幽”<∞，满足指数鞅成立的№舢V条件，则

在风险中性Q测度下，氧是鞅。由Girsanov定理可知存在a的等价y,ur童R。，

两者的Br0、vn运动转换关系为∥R(f)=矿Q(f)一p(s)出

且

所以

由于

得到

即)叫，)exp∞咖云1叫咖幽+T广∽删∽)
即)叫小xp*∽一互1以小∞)肌))出+TP∽删}

K=s(f)E焉{磊L l Z}

=s(，)E局{IA I C}

-s(OR．{L C)

=s(f)羁{s(丁)>K(丁))
-s(OR,{InS(r)>InK(r))

LO- 尸∽删ns(，)+J1，(s)+，(s)卜+p(J)删马

h砸)乩砷)+义∞)一j1以咖∞)肌))幽+弘∽删
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义r(s)+圭仃2(s))出一K口(s)一互1卢2(s)+仃(s)p(s))凼
>ln K(t)-lnS(t)+『(∥(s)一盯(s))d∥焉

于是

7．

R仃(s)一∥(s))d矿焉
>

令个等式左边I贝为77，服从杯准正态分碲N【o，1J，令小等瓦石边坝_为dI，凶

此有

K=s(，)局{InS(T)>In K(T)}=S(t)R。{-r／<d,}=S(t)N(d。)

同理，令

孝2=exp㈡1 Tiff2(s)ds+r，脚呦)
存在尺2，使得∥心(f)=形Q(，)一p(s)ds，且

sc歹，=sc，，exp{孓rcs，一丢仃2cs，+仃cs，∥cs，，幽+了盯cs，d∥心)
砸M∽唧渺∽+扭呦凼+Tp肿)

所以

K=K(，)exp{一酞，．(s)一口(s))凼)Ep{岛，月l
=K(r)exp{一耳，．(s)一口(s))凼>局{，一lL l J
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． =K(，)expt一『(，．(s)一口(s))凼}Ⅳ(以)

定理5．2．2欧式看跌期权y(7’)=(K(丁)一s(7’))+，在【o，T】内无红利支

付，则有，时刻的无套利价格为：
‘

p(s(，)，K(，)，，)=K(，)exp{J(口(s)一，(s))ds tN(一吐)一s(f)Ⅳ(一4)

5．3 Hull．mite模型下具有不确定执行价格的欧式期权定价

引理5．3．1油1 设％一N(O，1)，％一N(O，1)，cD“(彤，％)=P，则对任

意的实数口，b，c，d，k有下式成-er

E ecwl+dWz‘。彤“％出})=P氧一+∥+2州)Ⅳac+bd+p(ad+bc)-k‘]
定理5．3．1 在股票价格模型(5-1)，执行价格(5-3)及利率模型(5-4)

下，期权到期日为T的欧式看涨期权在f(0≤t sT)时的价格为

c(s(，)，足(f)，，)=s(，)^r(4)一K(f)·

唧[-(G“丁川+扣一刃吲一№凼]]Ⅳ(吐，
其中，Ⅳ(·)是标准正态分布的累积概率。

4=!=墨二竺尘T鲁三1 2：三：二：：二
‘

√一十西一z

刀(s)=p(“灿，
0
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5．4本章小结

本章主要介绍了具有不确定执行价格的期权定价，并在此基础上进一步

研究Hull．White利率模型与指数O—U过程模型下具有不确定执行价格的期

权定价。
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结 论

金融衍生产品的定价问题是当今金融研究的热点，也是难点。本文首先

陈述了期权定价的发展历程以及在这当中所做的突出贡献。介绍了在期权定

价中所应用到的数学基础知识，特别介绍了在本文中重点使用的It0公式和

Girsanov定理。回顾了Black．Scholes偏微分方程，及Black．Scholes公式。然

后提出新的标的资产价格行为模型假设，即选择能反映股票预期收益率波动

变化的指数O-U过程来刻画期权的标的股票价格的变化规律。

又由于有些衍生资产的时间跨度比较长，这时利率本身的常数要求就不

足以满足实际背景的要求，从而必须考虑到利率的不确定性对衍生资产价格

的影响。本文主要用△一对冲方法分析了CIR利率模型下基于指数0-U过程

模型的欧式期权定价。用鞅方法研究了Hull．White利率模型与指数0-U过程

模型下具有不确定执行价格的期权定价。

在随机利率模型基础上建立的欧式期权定价公式对于中长期权定价反映

得更加准确。
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